3 Vypocet derivaci, lineArni aproximace



3.1 Vypocet derivace soucinu a podilu

Urcete derivace nasledujicich funkci, kde a,b, u € R.

t 2I3
1. f(z)=zlnz 4. f(t):m 6. f(x):sc2—|—l
2. flz)=zVa22+1
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Reseni:
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3.2 Zakladni linearni aproximace

Najdéte linearni aproximace funkei sinz, cosz a (14 )" v okoli nuly. Tim dokaZete
platnost nasledujicich pfibliznych vzorct platnych pro z blizko nuly.

sinr ~ x
cosx ~ 1
I+2)"=1+nx

Proni dvé aprorimace vyuZijeme pozdéji pro odvozeni tvaru matice malych rotaci, coZ
je dulezité pri studiu deformace materidli. Posledni miZeme vyuZit napiiklad pro to,
abychom z relativistického vzorce pro celkovou energii extrahovali ¢dst zdvislou na rych-
losti, tj. kinetickou energii (na predndsce).



sin(z) x0+1-(z—0)=x

b) f(x) = cosz, xog = 0,

f(0) =cos0 =1

f/(x) = (COS(l‘)) = —sinz

f'(0) = —sin(0) = 0

cos(z) ~1+0-(z—0)=1

) f(z)=(1+4z)" z0=0

F0)=(1+0)" =1,

Flx)=((1+2)") =n(l+z)" 1,

F0)=n(1+0)""=n

(1—|—x)nx1—|-n.(z_0):1+nx



3.3 Linearni aproximace

Veli¢ina y je funkce proménné z. Najdéte jeji linedrni aproximaci v okoli zadaného bodu.
1) y = xe® v okoli bodu z =0

2) yzrm(l—%)vokolibodux:O

3) y:rx(l—%)vokoh’boduz:K
4) y = v/x v okoli bodu z = 1

1
5) yzﬁvokolibodule

Ve druhém a tretim prikladé aproximujeme funkci modelujici rist populace v prostiedi
s nosnou kapacitou K. Aproximace v okoli bodu x = 0 odpovidd velmi malé populaci.
Proto se konstanta umérnosti ze ziskané linedrni aprorimace nazyjvd invazni parametr.

Reseni:






1,5\ o
fl(x) = <7‘33—Ta:2> =r— —uzx,
, 2r
ff(K)y=r——= -K=r—2r=—r

rm(l—%)%O—r(x—K):—r(x—K):T(K—x)

Posledni aproximaci je mozno prepsat do tvaru

mc(l—%)zr[((l—%)






3.4 Kinetika chemickych reakcich pro malé koncentrace

Rychlost mnoha chemickych reakei je dana vzorcem

f(x)

axr

- 1)

kde z je koncentrace substratu a a, b jsou parametry (konstanty). Tento vzorec se nazyva
kinetika Michaelise a Mentenové. Ukazte, Ze plati

df ab

dz (b+x)2"
Pouzijte tento vypocet k linearni aproximaci funkce pro mala x.

ResSeni:

Piimym dosazenim dostéavame f(0) = =0,f(0)=+—s=—= 2 a odsud

axr a a

b+x




3.5 Linearni aproximace kvalifikovanym odhadem

Pokud je v soucinu vyraz, ktery je blizky nule, ovlivn{ tento vyraz vysledny soucin vice,

nez zbylé soucinitele. Postavime toto pozorovani na solidnéjsi zaklady.

Ukazte, ze pokud plati f(z) = g(z)h(x) a g(xo) = 0 # h(zg), mé linearni aproximace
funkce g tvar
9(x) ~ g'(zo)(x — o)

a linearni aproximace funkce f tvar

f@) ~ |g'(@o) (@ ~ o) | (o),

kde v hranaté zavorce je linearni aproximace funkce g a tato aproximace je vynasobena
hodnotou funkce h v bodé xg.

Situace je jednoduché zejména v piipadé, kdy funkce g je linearni a je sama svoji linearni
aproximaci. Ukazte, Ze s uvedenou vybavou je mozno napsat linearni aproximace prvnich
t¥{ funkei z prikladu [3.3| pfimo a bez vypoctu. Ukazte, Ze vypocet neni nutny a vysledek se
dé kvalifikované odhadnout i v pfedchozim piikladé s kinetikou Michaelise a Mentenové.
Pro tyto ucely pouzijte trividlni identitu
ax a
=z

b+z b+z’




Reseni:
Obecny vzorec je

f@) = f(zo) + f'(0)(x — x0)-

Vztah
g9(x) ~ ¢'(x0)(x — x0)

z né&j plyne okamzité pouzitim funkce g a podminky g(z¢) = 0.

Pro funkei f(z) = g(z)h(z) v naSem piipadé mame
f(@o) = g(@o)h(zo) =0 h(zo) =0
f'(xo) = g' (o) (o) + g(zo) ' (20) = ¢ (x0)h(z0) + 0 - h (o) = g'(x0)h(0)

a piimym dosazenim

f(x) =0+ g'(z0)h(xo)(x — x0) = [gl(mo)(iﬂ — o) [ h(z0)

1. Funkee f(x) = xe® ma v x = 0 prvni soudinitel nulovy a druhy soudinitel nenulovy
a plati ¢” = 1. V okoli # = 0 je prvni soucinitel linearni. Proto v okoli = 0 plati

ze® ~ael =x-1=u2.



2. Funkce f(z) =rz (1 — %) mé v x = 0 prvni{ soucinitel rz nulovy a druhy souci-

0
nitel (1 — %) nenulovy a plati (1 — K) = 1. V okoli x = 0 je prvni soucinitel

linearni a v okoli x = 0 plati
m:(l—%) e (1—2) =r.

x
3. Funkce f(z) =rx (1 - E) mé v bodé x = K prvni soucinitel rz nenulovy roven

rK a druhy soucinitel (1 — %) nulovy. Druhy souéinitel je linearni. Proto v okoli
xr = K plati

mc(l—%)erO—%):r(K—x).

4. Funkce f(z) =« 5 i méa v bodé x = 0 prvni souéinitel x nulovy a druhy soucinitel
x

a a
. nenulovy a roven 7 Prvni soucinitel je linearni. Proto v okoli « = 0 plati
x




3.6 Numerické derivovani a zavislost tepelné vodivosti médi na teploté

Tabulka udava zavislost koeficientu tepelné
vodivosti mé&di na teploté, A = A(T"). Odhad-
néte pomoci centralni diference derivaci funkce
A pro T = 400K (cca 127°C). Urcete i fyzi-

kalni jednotku derivace ar a slovni interpre-
taci vypoc¢tené hodnoty.

Poznamka: Teplota v Kelvinech (termodynamicka tep-
lota) je teplota ve stupnich Celsia posunuta tak,
aby teplota —273,15°C odpovidala 0 K. Dilky a tedy
i zmény teploty jsou na obou stupnicich identické. Zdroj: pixabay.com

T K] A[W/(mK)]

200 413
400 393
600 379
800 366

Zdroj: Cengel, Mass and heat transfer.



A (379 — 413)W/(m K)

—(400) =
dT( ) 2 - 200K

Pii teploté T = 400K hodnota koeficientu tepelné vodivosti s rostouci teplotou klesa.
S kazdym stupném Celsia (s kazdym Kelvinem) nad danou teplotu klesne koeficient
tepelné vodivosti 0 0.085 Wm ™! K1,

=—0.085Wm K2

Pokusime se trosku slovné ilustrovat, co nam vlastné vyslo. Pfi teploté 400 K a teplotnim
gradientu jeden stupen Celsia na metr délky prochazi médi tepelny vykon 393 watti na
metr ¢tverecni, tj. za sekundu se plochou metru ¢tvereéniho prenese 393 jouli. S kazdym
stupném Celsia navic tato hodnota malinko poklesne: o 0.085 joulu. Odsud je patrné, ze
pri zméné teploty rfadové o desitky stupnu se koeficent zméni o malé jednotky procent a
v téchto situacich nebude zéavislost na teploté vyznamna.



3.7 Itera¢ni metoda

Ulohy s tepelnou bilanci (napf. oslunéna
sténa) ¢asto vedou na rovnice obsahujici ¢tvr-
tou mocninu a prvni mocninu nezndmé veli-
¢iny. Toto je dano tim, Ze vyzafovani tepla sou-
visi podle Stefanova-Bolzmannova zdkona se
¢tvrtou mocninou teploty a prenos tepla prou-
dénim nebo vedenim souvisi s prvni mocninou
teploty. Koeficient u prvni mocniny byva vétsi
nez u ¢tvrté mocniny, protoze konstanta ze
Stefanova-Bolzmannova zakona je velmi mala.
Typickym predstavitelem by mohla byt rovnice

Zdroj: pixabay.com

2t —8r+6=0.

Napiste itera¢ni vzorec pro feseni této rovnice Newtonovou metodou a provedte ndkolik
iteraci s vhodnou celo¢iselnou pocateéni aproximaci. Poté porovnejte s postupem, kdy
v rovnici osamostatnite x z linearni ¢asti a z takové rovnice sestavite itera¢ni vzorec.

Reseni:



Newtonova metoda: f(z) = 2* — 8z + 6, f/(z) = 42> — 8,

rt —8x, +6
Tnt+l = Tp — 41% _3

Tro = ].,
Tr1 = 0.75,
r9 = 0.800123762376238,
r3 = 0.801613150991155,
x4 = 0.801614587354561.
Ad hoc iterace:

rk+6

Tn+1 = S

o = 17

21 = 0.875000000000000,
o = 0.823272705078125,
x3 = 0.807422868167514,
4 = 0.803126865733812,
x5 = 0.802005182967586,
re = 0.801715260030858



