1 Vypocet derivaci

Derivaci budeme chépat jako zobrazeni, které funkci pfifadi jinou funkci. Pro¢ je tak
nesmirné uzite¢na zjistime v nasledujicich tydnech.

Zakladni vzorce.

(c) = a(C) =0 (sinz) = @(sinx) =cosx
(z") = %(zn) =nz"! (cosz) = a(cos x) = —sinz
() = ) = (et a) = - (aretgr) = —L
d 1
(lnz) = —(lnz) = -
dx x

Zde ¢ € R je konstanta a zbytek jsou vzorce, které plati vzdy, kdyz je vyraz napravo
definovany.



Triky, které se ¢asto hodi.
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Derivovani a operace mezi funkcemi

Necht f, g jsou funkce a ¢ € R konstanta. Plati

[ef] =cf’,
[f+g' =f+4d,
[fg)' = f'9+ 19,
j]’:f’g—g’f
g 9
(o) = L5 = Fla@)e @)



1.1 Vypocet derivace

Urcete derivace nasledujicich funkci, kde a,b, u € R.

1. f(z)=a%+ % 4. f(x) = 3xy/x + 92°

2. f(a)=a%+22+6 5. flz) =1—¢"

3. ftr) =13 +22—1 6. f(z) = (2* = 1)*
Reseni:

1. f'(z) = 62" — % 5. f'(x)

2. f(x) =2z +2 6. F/(x)

3. f(r) =3r" +4r

4. f'(z) = (322 +92°) = gﬁ+45x4 7. (%)

9. fz) =

(na +b)?



9. f'(x) =

—2ap
(pa +b)?




1.2 Raist ryby
Biologové navrhli funkei
1 =0.03937¢> — 0.945¢% 4+ 10.033t + 3.073

jako model délky jistého druhu ryby, kde [ je
délka ryby v centimetrech, a t je vék v letech.

dl
Vypoctéte derivaci €@ Urcete jednotku této

derivace a slovni interpretaci hodnoty derivace Zdroj: wikimedia.org
v bodé t = 12.

Upraveno podle Stewart, Day: Biocalculus. Calculus for the life siences. V tomto prikladé
se setkavame s klasickou interpretaci derivace jako rychlosti zmény, tj. hodnoty o kterou
se zmeénd zavisld veli¢ina, kdyZ se nezavisld veli¢ina zméni o jednotku.

. dl
Reseni: Lit] = cm/rok, tj. centimetr za rok. Plati

dl

Fi 3-0.03937t% — 2-0.945¢ + 10.033 = 0.11811¢* — 1.89¢ + 10.033



a pro t = 121let dostavame
dl

dt le=12
Dvanéctileta ryba roste rychlosti pfiblizné 4.4 centimetriu za rok, tj. mezi dvanactym a
tfinactym rokem vyroste priblizné o 4.4 centimetru.

= 4.4 cm/rok.



1.3 Bazalni metabolismus

Bazalni metabolismus M (ve wattech) souvisi
s hmotnosti W vztahem

M = AW™,

kde n je pro mnoho zivoc¢isnych druhi blizké
¢islu 0.75 a A je konstanta, ktera je specificka
pro dany druh a v rdmci daného druhu klesa
s vékem. Urcete derivaci

dM
daw Zdroj: pixabay.com

a urcete i fyzikalni jednotku a slovni interpretaci této derivace.

Zpracovdano podle Monteith, Unsworth: Principles of Environmental Physics. Tady je
opét klasickd interpretace derivace jako rychlosti zmény. Rychlost zmény ale nemust byt
jenom klasické chdpdni rychlosti jako zdvislosti na case. Derivace vyjadruje, jak zdvisld
velic¢ina reaguje na zmeény nezdvislé veliciny. Pro pochopent, co derivace vyjadiuje, hraje
velkou roli i jednotka této derivace. Oznacent je ponechdno z pivodni literatury, mimo
jin€ M neni hmotnost a W nent watt. Vztah je v literature znam jako Kleiberiv zdkon.
Vysvétluje se pomoci néj rozdilnd délka Zivota riznych Zivocisngch druhi.



ReZeni: dm = nAW™ ! podle pravidla pro derivaci konstantniho nasobku a pro deri-
j]\m{} = kﬂg Derivace udava rychlost,
s jakou se projevi zména hmotnosti na bazalnim metabolismu. Je to narust bazalniho
metabolismu zptisobeny nartastem hmotnosti a pfepoc¢teny na jednotkovou zménu hmot-
nosti. Ptiblizné také zména bazalniho metabolismu ve wattech pii zméné hmotnosti o ki-
logram u velkych zZivoc¢ichi nebo v miliwatech pii zméné hmotnosti o gram u drobnych
zivocichu. Napfiklad u malych ptacka nema smysl uvazovat narust hmotnosti o kilogram
a pro interpretaci radéji prejdeme k jednotkam tisickrat mensim.

vaci mocniny. Jednotka je watt na kilogram, t;j. [



1.4 Mezni naklady (marginal cost)

Néklady na produkci z letadel za rok jsou
(v milionech Euro) dany funkci

C(z) =6+ Vdx + 4, 0 <z <30.

Plati C’(15) = 0.25. Urcete, jakou tato deri-
vace ma slovni interpretaci a urcete i jednotku
této derivace.

Zdroj: wikimedia.org

Toto je jedna z nejrozsitenéjsi aplikaci deri-
vact mimo prirodni védy. Zajimame se o to, jak rychle rostou ekonomické veliciny, pro-
toze ekonomika je za vsim. Veliciny, které v ekonomii ziskdvdme derivovdnim, obsahuji
zpravidla slovo “mezni”, nebo téz “margindlni”. Podle Wikipedie nastupujici technickd
revoluce nazyvand Primysl 4.0 prinese vyrobu s velmi malymi meznimi ndklady. Tedy
derivace ndkladi na vijrobu podle mnoZstvi vyrobeného zbozZi bude mald. To odpovidd
predstavé vyroby v robotizovanijch haldch, kde hlavnim ndkladem je vybudovdni vyrob-
niho zafizeni.

Reseni: Jednotka derivace C’(z) je milion Euro/kus, resp. milion Euro/letadlo, resp.
milion Euro, podle toho, jak nazveme jednotky v nichz méfime pocet letadel.



Derivace C’(15) vyjadiuje rychlost, s jakou rostou naklady pii produkei 15 letadel. Je to
cena vztazena na jednotkovy prirtstek, tj. jedna se vlastné o cenu vyroby Sestnactého
letadla. Sestnacté letadlo ma vyrobni néklady 0.25 miliont euro.



1.5 Vzdalenost k horizontu

Vzdalenost k horizontu pro pozorovatele
ve vySce h nad Zemi je déana funkci
H = V2Rh, kde R = 6.371 x 10°m
je polomér Zemé (https://aty.sdsu.edu/
lexplain/atmos_refr/horizon.html). Po do-
sazeni a vydéleni faktorem 1000, aby H vycha-
zelo v kilometrech, dostdvame vzorec

H = 3.57Vh,

kde h je v metrech a H v kilometrech. Urcete

Zdroj: pixabay.com

dH
hodnotu této derivace an P h = 5m (vCetné

jednotky) a slovni interpretaci této derivace.

Neéekdy je rozmér veliciny derivované stejny, jako rozmér veliciny, podle které se deri-
vuje. Potom je derivace vlastné bez rozmeéru. Nékdy je vsak vhodné pro srozumitelnéjsi
interpretaci jednotky nevykratit, obzvldst v pripadé jako je tento, kdy se obé délky uddvaji
v jingch jednotkdch (metry versus kilometry).


https://aty.sdsu.edu/explain/atmos_refr/horizon.html
https://aty.sdsu.edu/explain/atmos_refr/horizon.html

Reseni: Pro H = 3.57Vh plati

dH 1 1
ﬁ = 5 X 3.57 X ﬁ
a numericky
dH 5) 3.57 km km

— —— ~ 0.7983— ~ 0.8 —.

dh (5) 2v/5 m m
Vzdalenost k horizontu pro pozorovatele ve vySce 5 metra roste rychlosti 0.8 kilometru
na kazdy metr vysky navic. Toto je interpretace pro praktické vyuziti. Kromé toho se
jednotky daji upravit a ve skutecnosti derivace zadny fyzikalni rozmér nema

dH 1000 m

=798

a kazda zména vysky pozorovatele se na vzdalenosti k horizontu projevi svym 800-
nésobkem.



1.6 Rychlost s jakou roste obsahu kruhu

Vaté pisky je bezlesy pruh podél Zelezni¢ni
trati nedaleko Bzence, kde je extrémni su-

byly v pruhu podél Zeleznice velmi ¢asté po-
zéary kvali provozu parnich vlakta. Predpokla-
dejme, Ze pozar se v této vysuSené oblasti Sifi
ve tvaru kruhu. V ur¢itém okamziku je polo-
mér 50 metri a roste rychlosti 1.5 metra za
minutu. Zapiste zadani pomoci derivaci a ur- Zdroj: J. Kamenicek, brnensky.denik.cz
Cete jak rychle roste plocha zasazena ohném.

V tomto prikladé se ucime, Ze ze znalosti vztahi mezi velicinami muZeme odvodit vztah,
mezi rychlostmi zmén, t). do statickych vzorci miZeme dodat dynamiku vijvoje. V praxi
néekdy jde pFiklad tohoto typu obejit ivahou: ted je polomér 50 metri, tomu odpovidd
jakdst plocha, za minutu bude polomér 51.5 metru, tomu odpovidd opét jakdsi plocha a
provndnim s plochou puvodni snadno zjistim priristek. To pro nds mizZe byt kontrola, Ze
apardt funguje. Pro nds je ted dileZité naucit se tento apardt na maljch vécech, abyste
mohli pozdéy délat véci velké.



dr

Reseni: Ze zadani: r = 50m, = 1.5mmin"'. Zajima nas —.

dt dt
Vypocet: Derivovanim vztahu
S = mr?
podle r ziskdvame
ds 5
— =27
dr

Derivovanim podle ¢ dostaneme

dS _dsdr_, dr
At drdr "t
a numericky

d
on =27 x 50 x 1.5 ~ 471 m? min~ .



1.7 Sal nad zlato

V pohéadce Sil nad zlato sype Maruska z be-
zedné slanky sil na hromadu soli ve tvaru ku-
zele, ktery roste tak, Ze objem je v kazdém
okamziku svazan s vyskou vzorcem

I
)

13
V=n

Vyska je 0.5 metru a vydatnost solnicky 10
litra (tj. 0.01 krychlovych metrii) soli za mi-
nutu. Urcete, jak rychle roste hromada soli do
vysky.

Zdroj: pixabay.com

Reseni:
.o dV ) . . .
Podle zadani je T 0.01 krychlovych metra za minutu, h = 0.5 metru a chceme znéat

h L -
—. Derivovanim dostavame

dt

AV _ dvdh _3,,dh

av _dv 3,2dh
dt — dh dt 4 At



Odsud
dh 4dV 1

At~ 3 dt h?

a po dosazeni
dh 4 1
T3 x 0.01 x ﬁmmin_1 =0.053mmin~".

Hromada roste do vysky rychlosti 5.3 centimetru za minutu.



1.8 Rychlost s jakou roste obsahu kruhu II

Mésto ma priblizné tvar kruhu o poloméru
10 km a zije v ném 300 000 obyvatel. Jak rychle
mus{ rist polomér kruhu (velikost mésta), po-
kud pocet obyvatel roste rychlosti 10 000 oby-
vatel za rok a chceme udrzet stejnou hustotu
osidleni?

Toto je mirnd modifikace prikladu s poZdrem.
Protoze mésto ma konstantni hustotu osidlent,
jsou pocet obyvatel i rozloha pTimo imérné a
je to podobné, jako bychom jednu velicinu vy-
jadrovali ve dvou riznijch jednotkdch.

Zdroj: http://mp.mestokyjov.cz,

Reseni: Ze zadani: » = 10km, N = 300000,

N N d
o = — Je hustota osidlen a ta je konstantni, — = 10000 rok~'. Zajima nas &
wr

dt dt
Vypocet: Pro pocet obyvatel plati N = orr? a derivovanim

dN dN dr dr
= — = om2r—

dt  dr dt dt



Odsud
dr 1 dN

dt ~ 2mro dt

a protoZe mro = —, mame
T

dr r dN B 10

- = - = — -1 ~ -1
T ON dr 5 % 300000 x 10000 = 0.166 km rok 170 mrok

je nutné derivovat podil funkci. Zderivujeme piimo defini¢ni vztah pro hustotu osidleni

N
o = — podle ¢asu. Vlevo je derivace konstanty, tj. nula, vpravo derivace podilu. Proto
wr

AN _ 2 dr
O _ Wﬂ'r N27TT at
(mr2)2

a odsud AN q
alv 2 ar
T r N2nr T 0.



Nyni osamostatnime derivaci poloméru a dostaneme

dr

- 2: _
T r N27Trdt
dr _dN 7

dt  dt 2N

a vysledek je stejny jako v predchozim postupu.



