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Co už známe

1. ze samotného p̌redpisu funkce

y = f (x)

uḿıme zjistit definičńı obor, pr̊useč́ıky s osami a znaménko funkce

2. v́ıme jak pomoćı prvńı derivace zjistit, kde je funkce rostoućı nebo
klesaj́ıćı, a uḿıme naj́ıt lokálńı extrémy
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Jak derivace ovlivňuje tvar grafu?

Definice

Lež́ı-li graf funkce f nad každou svoj́ı tečnou v libovolném bodě intervalu
I , tj. plat́ı-li

f (x) ≥ f (x0) + f ′(x0)(x − x0) pro x , x0 ∈ I ,

řekneme, že funkce je konvexńı na intervalu I .

Lež́ı-li graf funkce f pod každou svoj́ı tečnou v libovolném bodě intervalu
I , tj. plat́ı-li

f (x) ≤ f (x0) + f ′(x0)(x − x0) pro x , x0 ∈ I ,

řekneme, že funkce je konkávńı na intervalu I .
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konvexńı = nad tečnou konkávńı = pod tečnou

Věta

Necht’ I je otev̌rený interval a f má druhou derivaci na I .

a) Je-li f ′′(x) > 0 pro každé x ∈ I , pak je f konvexńı na I .

b) Je-li f ′′(x) < 0 pro každé x ∈ I , pak je f konkávńı na I .
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Definice

Řekneme, že x0 je inflexńım bodem funkce f , jestliže je f v x0 spojitá a
jestliže je vlevo od bodu x0 konkávńı a vpravo od tohoto bodu je kon-
vexńı, anebo naopak.

x

y

0

Věta

a) Necht’ x0 je inflexńı bod a necht’ existuje f ′′(x0). Pak f ′′(x0) = 0.

b) Necht’ f ′′(x0) = 0, v levém okoĺı bodu x0 plat́ı f ′′(x) < 0 a v pravém
okoĺı bodu x0 plat́ı f ′′(x) > 0, nebo naopak. Pak je x0 inflexńım
bodem funkce f .
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Poznámka - druhá derivace a extrémy

Věta

Necht’ je funkce f spojitá v okoĺı bodu x0.

a) Je-li f ′(x0) = 0 a f ′′(x0) > 0, potom funkce f má lokálńı minimum v
bodě x0.

b) Je-li f ′(x0) = 0 a f ′′(x0) < 0, potom funkce f má lokálńı maximum v
bodě x0.

Nap̌ŕıklad část a) je pravdivá, protože f ′′(x0) > 0 znamená, že f je
konvexńı v okoĺı bodu c , čili, že lež́ı nad svoj́ı tečnou. Ale jelikož
f ′(x0) = 0 je tato tečna p̌ŕımka rovnoběžná s osou x . Funkce f má tedy v
tomto bodě lokálńı minimum.

Petr Lǐska (Mendelova univerzita) Pr̊uběh funkce 23.4.2019 6 / 13



Př́ıklad

Určete intervaly, ve kterých je funkce

y =
x3

x2 − 1

konvexńı/konkávńı, p̌ŕıpadně určete jej́ı inflexńı body.

Př́ıklad

Nosńık o délce L je na obou konćıch uḿıstěn do betonových stěn a je
rovnoměrně zatěžován silou W . V takovém p̌ŕıpadě je prohnut́ı nosńıku
popsáno funkćı

y = − W

24EI
x4 +

WL

12EI
x3 − WL2

24EI
x2,

kde E je Youngův model pružnosti a I je moment setrvačnosti pr̊ǔrezu
nosńıku. Popǐste prohnut́ı nosńıku.
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Jak se funkce chová v nekonečnu aneb zase limita

Skoro definice

Funkce y = f (x) má v bodě ∞ limitu L, jestliže se s hodnotami funkce
f (x) můžeme libovolně p̌ribĺıžit č́ıslu L tak, že vezmeme hodnoty x do-
statečně velké. Zapisujeme

lim
x→∞

f (x) = L.

Funkce y = f (x) má v bodě ∞ limitu ∞, jestliže hodnoty funkce f (x)
můžeme udělat libovolně velké tak, že vezmeme dostatečně velké hodnoty
x . Zapisujeme

lim
x→∞

f (x) =∞.

Podobně můžeme popsat i limity, kde by bylo −∞.
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Chovańı funkce v okoĺı bodů, kde neexistuje

Řekneme, že funkce f (x) má v bodě x0 limitu zleva rovnu L, ṕı̌seme

lim
x→x−0

f (x) = L,

jestliže se s hodnotami funkce f (x) můžeme libovolně p̌ribĺıžit č́ıslu L tak,
že vezmeme hodnoty x menš́ı než x0 a dostatečně bĺızké hodnotě x0.

Podobně můžeme popsat limitu zprava i p̌ŕıslušné nevlastńı limity.

Věta

Plat́ı lim
x→x0

f (x) = L právě tehdy, když

lim
x→x−0

f (x) = lim
x→x+

0

f (x) = L .
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Užitečný nástroj - L’Hospitalovo pravidlo

Věta

Bud’ x0 ∈ R ∪ {−∞,∞}. Necht’ je splněna jedna z podḿınek

i) lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

g(x) = 0,

ii) lim
x→x0

|f (x)| = lim
x→x0

|g(x)| = +∞.

Existuje-li (vlastńı nebo nevlastńı) lim
x→x0

f ′(x)
g ′(x) , pak existuje také lim

x→x0

f (x)
g(x)

a plat́ı

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g ′(x)
.

Využit́ım r̊uzných trik̊u se na tyto dva p̌ŕıpady daj́ı p̌revést i ostatńı tzv.
neurčité výrazy

∞−∞, 0 · ∞, 00, ∞0, 1∞.
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Př́ıklad

lim
x→∞

x3

x3 + 1
, lim

x→0

sin x

x
, lim

x→∞
xe−

x2

2

Př́ıklad

lim
x→0

1

x
, lim

x→2

x

(x − 2)2
, lim

x→0
arctg

1

x
.

Př́ımka x = x0 se nazývá asymptotou bez směrnice funkce f , jestliže má f
v x0 alespoň jednu jednostrannou limitu nevlastńı, tj. lim

x→x+
0

f (x) = ±∞

nebo lim
x→x−0

f (x) = ±∞.
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Vyšeťreńı pr̊uběhu funkce

1. Stanov́ıme definičńı obor D(f ). Urč́ıme nulové body a intervaly, kde je
funkce kladná a kde záporná. Př́ıpadně zda je funkce f sudá, lichá
nebo periodická.

2. Vypoč́ıtáme f ′ a podle jej́ıho znaménka urč́ıme:

intervaly, kde je f rostoućı (z podḿınky f ′ > 0),
intervaly, kde je f klesaj́ıćı (z podḿınky f ′ < 0),
lokálńı extrémy (podle změny znaménka f ′).

3. Vypoč́ıtáme f ′′ a podle jej́ıho znaménka urč́ıme:

intervaly, kde je f konvexńı (z podḿınky f ′′ > 0),
intervaly, kde je f konkávńı (z podḿınky f ′′ < 0),
inflexńı body (podle změny znaménka f ′′).

4. Urč́ıme chováńı funkce f v nekonečnu a v bodech, kde neexistuje.

5. Nakresĺıme graf funkce.
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Př́ıklad

Vyšeťrete pr̊uběh funkce

y =
4

x2 − 4

v́ıte-li, že

y ′ = − 8x

(x2 − 4)2
, y ′′ =

24x2 + 32

(x2 − 4)3
.

Př́ıklad

Vyšeťrete pr̊uběh funkce
y = xex

v́ıte-li, že
y ′ = (x + 1)ex , y ′′ = (x + 2)ex .
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