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Kapitola 1

Funkce

Funkce jedné proménné

Priklad. Je dan vetknuty nosnik na konci zatizeny svislou silou
F'. Deformace nosniku § na konci souvisi (skalarn{ veli¢ina) s ve-
likosti zatézujici sily (skaldrni veli¢ina). Pro studium problému
je vhodné mit prevodni pravidlo, které pro kazdé zatizeni udava
deformaci. Toto pravidlo bude z matematického thlu pohledu

funkce (funkce jedné proménné). MuZze mit napiiklad formu
1
0=-F
k )

kde k je konstanta pro dany nosnik (tuhost).

Definice (funkce jedné proménné). Budte A a B neprazdné
podmnoziny mnoziny realnych ¢isel. Pravidlo f, které kazdému
prvku mnoziny A pfifadi jediny prvek mnoziny B se nazyva
funkce (presnéji: redlnd funkce jedné redlné proménné). Zapisu-
jeme f: A — B. SkuteCnost, ze prvku a € A je prifazen prvek
b € B zapisujeme f(a) = b. Piitom i{kdme, Ze b je obrazem proku
a pri zobrazeni f, resp. ze a je vzorem prvku b pri zobrazeni f.

Pozndmka (terminologie). Mnozina A z definice funkce
se nazyva definicni obor funkce f. OznaCujeme D(f) (resp.
Dom(f)). Je-li M podmnozina defini¢niho oboru, definujeme
mnozinu f(M) jako mnozinu vSech obrazi bodi mnoziny M.
Mnozina f(Dom(f)) = b se nazyva obor hodnot funkce f.
Oznacujeme H(f) (resp. Im(f)).

Je-li y = f(x) nazyvadme proménnou x téz nezdvislou proménnou
a proménnou y zdvislou proménnou. Grafem funkce rozumime
mnozinu viech uspofddanych dvojic [z,y] € R? s vlastnosti

y = f().
Prima a neprima timérnost

Vysadni postaveni pii popisu déju a jevi v prirodé maji prima
a neprimé tmeérnost, zndmé ze stiedni skoly.

Definice (pfim4 a nepfima Gameérnost). Veli¢ina y je primo
umeérnd veliciné x jestlize existuje konstanta k takova, ze plati

y = kz.
Velicina y je neprimo umeérnd veli¢iné x jestlize existuje kon-

stanta k takova, ze plati

k
y=_.
xT

Poznamka. Je-li velicina y imérné veli¢iné x, piSeme
y ~ x nebo y x .

Je-li navic konstanta imérnosti blizka jednicce, tj.  a y jsou
blizké, piseme
Y.
1 1

1

Pro nepiimou tmeérnost piSeme podobné y ~ —, y x —ay ~ —.
b

T x T

Priklad.

o P7i pohybu konstantni rychlosti je draha s imérna casu t.
Prislusnou konstantou timérnosti je rychlost v, tj. s = vt.
e Pri pohybu po predem stanovené draze s je ¢as nepiimo
S
umérny rychlosti v. Plati ¢t = —.
v
e Pri periodickém pohybu je frekvence f nepfimo umérna
periodé T. Ptislusnou konstantou imérnosti je jednicka, tj.
1
I= T
e Objem V koule o poloméru r je pfimo imérny tieti mocniné
poloméru. Prislusnou konstantou timérnosti je objem koule

4
o poloméru 1. Plati tedy V = §7r7‘3.

Monotonie funkce

vvvvvv

klesajici funkce. Nazorné feceno, jsou to funkce které zachovavaji
(rostouc{) nebo obraceji (klesajici) smér nerovnosti pri aplikaci
funkce na obé strany nerovnice.
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Definice (monotonie funkce). Necht f je funkce a M C
Dom(f) podmnozina defini¢niho oboru funkce f.

o Rekneme, 7e funkce f je na mnoziné M rostouct jestlize pro
kazdé x1,x2 € M s vlastnost{ z1 < xa, plati f(z1) < f(z2).

o Rekneme, 7e funkce f je na mnoziné M klesajici jestlize pro
kazdé x1,x2 € M s vlastnosti x1 < xo, plati f(x1) > f(x2).

« Rekneme, 7e funkce f je na mnoziné M (ryze) monotonni
je-li bud rostouci, nebo klesajici na M.

Nespecifikujeme-li mnozinu M, mame na mysli, ze uvedend
vlastnost plati na celém definicnim oboru funkce f.

Poznamka (monotonie z hlediska resitelnosti nerovnic).
Je-li funkce f rostouci nebo klesajici, je i prostd a nerovnice
uvedené v predchozi definici jsou dokonce ekvivalentni. Muzeme
tedy na obé strany nerovnice aplikovat tutéz rostouci funkei,
nebo rostouci funkci z obou stran nerovnice vynechat.

e Je-li f rostouci, plati

1 <32 = f(z1) < f(22).
o Je-li f klesajici, plati

1 < a3 = f(21) = f(22).

e Stejné vztahy plati i pro ostré nerovnosti.

Tyto poucky pouzijeme vzdy, kdyZ rozvazujeme, zda muzeme
k obéma strandm nerovnice pficist stejné ¢islo (muzeme), zda
mizeme obé strany nerovnice vynasobit stejnym nenulovym

¢islem (muZeme, ale pokud ndsobime zadpornym ¢islem, obraci se
smér nerovnosti), zda muzeme obé strany nerovnice logaritmovat
logaritmem o stejném zakladé (muzeme, ale v pfipadé logaritmu
a zékladé mensim nez 1 se obraci smér nerovnosti), umocnit
(nemuzeme, leda bychom méli dodateénou informaci napiiklad
o tom, ze obé strany nerovnice jsou kladné nebo obé strany

nerovnice jsou zdporné) apod. Takovych situaci je mnoho a

protoze neni v lidskych silach si vSechny pamatovat, staci je

mist spojeny s definici rostouci a klesajici funkce.

Piiklad. Funkce Inz a v/x jsou rostouci a proto z nerovnic

Inz >1In6

vz > V6

plyne
x > 6.

Zejména v druhém pripadé je nutné si uvédomit, ze pouzivame
definici rostouci funkce a pozndmku pripojenou za tuto definici.
Nestadi rict, ze umocnujeme obé strany nerovnice, jak by nékdo
mohl tento krok dezinterpretovat. Umocnénim obou stran

nerovnice se obecné mize zménit obor pravdivosti, proto tato

operace u nerovnic neni povolena. My mame specialni pripad
nerovnice s nezapornymi stranami.

v 1 . . Lo .
Priklad. Funkce — a y = 22 nejsou ani rostouci ani klesajici a
x

proto z zadné z nerovnosti

8| =
IN
ot =

x> < 52
neplyne ani x < 5 ani x > 5.

1
Piiklad. Funkce v/ nabyva nezépornych hodnot a funkce —
T

je klesajici na (0, 00). Proto z nerovnosti

1
—= <

S
| =

plyne

VI >5=1/25.

Druhd mocnina je na intervalu (5, 00) rostouci a proto odsud
plyne déle
T > 25.

Limita

Bud f:R — R funkce jedné proménné

Definice (okoli). Okolim bodu zy rozumime libovolny ote-
vieny interval obsahujici bod xg.

Definice (limita). Rekneme, ze funkce f ma v bodé xq limitu
rovnu ¢islu L praveé tehdy, kdyz pro libovolnou predem zadanou
toleranci (i extrémné malou) existuje okoli bodu z( takové, ze
vsechny body z okoli bodu zg rizné od xy maji funkéni hodnotu
v rdamci uvazované tolerance stejnou jako L.

Pozorovani. Vétsina funkci ma v bodech, kde jsou definované,
limitu rovnu funkéni hodnoté. Presnéji tuto myslenku vystihuje
koncept spojitosti.

Spojitost
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Definice (spojitost). Rekneme, 7e funkce f je spojitd v bodé
T jestlize je v tomto bodé definovana a ma limitu rovnu funkéni
hodnoté. Rekneme, ze funkce f je spojitd na otevieném intervalu,
je-li spojita v kazdém jeho bodé.

Bud y = f(x) funkce definovand na néjakém otevieném inter-
valu.

Definice (elementarni funkce). VsSechny mnohocleny, goni-
ometrické, cyklometrické, exponencialni a logaritmické funkce a
obecna mocnina se nazyvaji zakladni elementdrni funkce VSechny
funkce, které ze zdkladnich elementarnich funkci ziskdme ko-
neénym poctem operaci s¢itani, odecéitani, nasobeni, déleni a
skladani téchto funkci navzajem se nazyvaji elementdrni funkce.

Véta (spojitost elementarnich funkei). Vsechny elemen-
tdrni funkce jsou spojité v kazdém vnitrnim bodé svého definic-
niho oboru.

Podobné jako spojitost funkce jedné proménné je definovana
spojitost funkei vice proménnych. Zustane dokonce v platnosti
predchozi véta. V naprosté vétsiné zakladnich praktickych
aplikaci vystacime s popisem pomoci elementarnich funkci a
proto jsou funkce, se kterymi pracujeme, zpravidla automaticky
spojité. Opatrnost je nutné pouze tam, kde se od elementarnich
funkeci odchylime, napiiklad pfi pouziti nekonecénych rad.

Poznamka. Body, v jejichz okoli je funkce ohranicena, ale je
zde porusena spojitost, jsou naptiklad nésledujici.

skok Na jeho odhaleni staci zvolit toleranci v definici limity
x|+

mensi, nez je vyska skoku. Napiiklad f(z) 5
x

jednotkovy skok v nule.

odstranitelna nespojitost Tato nespojitost nés zajima nej-
vice. Je to nespojitost, kterda zmizi pokud vhodné dode-
finujeme funkéni hodnotu v bodé nespojitosti. Napiiklad

funkce
sinx

x#0

fl@)=4¢ =
1 z=0

je spojita funkce. Vznikla doplnénim jedné funkéni hodnoty
inx

do definice funkce >
tost v bodé x = 0.

Grafy.

, kterd ma odstranitelnou nespoji-

Derivace

Ted jsme pripraveni (alespon teoreticky) poditat pramérnou
rychlost na intervalu, jehoz délka je nerozlisitelnd od nuly.

Definice (derivace). Deriwaci funkce f v bodé x rozumime

limitu
df o fath) - f()
dz h ’

pokud tato limita existuje a je kone¢né.

lim
h—0

df(ﬂﬂo).

“d
Zéapis /

Derivaci funkce f v bodé xg oznacujeme f'(zg) nebo

d

Derivaci v libovolném bodé potom f’, f/(x) nebo d—f
x

je Leibnizova notace, zapis f’ je Lagrangeova notace.

dx

Poznamka (slovni interpretace definice derivace).

o Vyraz z Citatele, tj. f(z + h) — f(x), je zména veli¢iny f na
intervalu [z, 2 + h]. Casto oznacujeme téz Af.
) —
« Podil, tj. flz+h)— f(z)

[z, 2 + h] pfepoditand na jednotku veli¢iny z, tj. v jistém
smyslu primeérnd rychlost na tomto intervalu. Casto ozna-

je zména veli¢iny f na intervalu

Cujeme téz s

e Limita v definici derivace stahuje délku intervalu, na kterém
pocitame priumérnou rychlost, k nule. Tim se z prumérné
rychlosti stane okamzita rychlost.

f(=)

Jednotka derivace je stejna, jako jednotka podilu

Derivace f'(z) udéavé, jak se mén{ veli¢ina f pii zméndch
veli¢iny x. Interpretace derivace v nematematickych disciplindch
je okamzita rychlost s jakou veli¢ina f reaguje na zmény veliciny
x.

Véta (existence derivace implikuje spojitost). Md-li
funkce f derivaci na intervalu I, je na tomto intervalu spojitd.

Véta (znaménko derivace implikuje monotonii).

o Ma-li funkce f kladnou derivaci na intervalu I, je na
tomto intervalu rostouct.

o Ma-li funkce f zdpornou derivaci na intervalu I, je na
tomto intervalu klesajici.
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KAPITOLA 1. FUNKCE

Aplikace derivaci 1: Jak rychle? (zména
v Case)

Derivace v bodé, pokud ji nahlizime z hlediska ¢asové zmény
veli¢iny, kterda nas zajima, je okamzita rychlost s jakou se méni
tato veli¢ina.

Zakon ochlazovani

Horké téleso o teploté T' je v chladnéjsi mistnosti o teploté
To. Z fyziky je zndmo (Newtoniv zdkon tepelné vymeény), ze
rychlost s jakou klesa teplota télesa je imérnd teplotnimu
rozdilu. Tento rozdil je T'— Ty (od vétsiho odec¢itdme mensi).

e Veli¢ina T je teplota télesa mérena naptiklad ve stupnich
Celsia.
o Velicina t je c¢as méreny naptiklad v hodinach.

dT
e Derivace — ve stupnich Celsia za hodinu je rychlost, s ja-

kou roste teplota télesa.
¢ Matematickym vyjadfenim toho, Ze rychlost s jakou roste
teplota a teplotni rozdil T' — Ty jsou imeérné je rovnice

dT
— = k(T —Tp),

dt ( o)

kde k je konstanta imérnosti a zaporné znaménko vyja-
diuje, Ze teplota klesd. Nezndmou v této rovnici je funkce
a v rovnici figuruje derivace této funkce. Takové rovnice se
naucime resit pozdéji.

Poznamka (smysl predchoziho prikladu). Pfedchozi
priklad je ¢asto v ruznych obménach pouzivan na modelovani
ochlazovani kavy, coz je proces, ktery vétsina lidi divérné zna.
Neméame pochopitelné ambice se domnivat, ze bychom dokézali
7 této rovnice odvodit néjaké zasadni vysledky aplikovatelné
pfi piti ranni kdvy nebo pii konzumaci horké polévky. Ucime
se na malych vécech, abychom pozdéji mohli délat véci velké.
Na zndmych vécech se ucime aparat, ktery bude nasim jedinym
nastrojem tam, kde intuice zacne selhavat. Z tohoto piikladu
je nutné si odnést, ze derivace, jako rychlost zmény, hraje
roli pri kvantitativnim popisu déji a pri studia procesii, kdy
se méni veli¢iny. At uz doopravdy (studium pohybu nebo
déji, probihajicich v ¢ase) nebo virtuilné (problémy spojené
s mechanikou, vcetné statiky, stability a deformaci, casto pracuji
s virtudlnimi zménami, tj. se zménami, které jsou sice z hlediska
ulohy piipustné, ale priroda je z néjakého diuvodu nerealizuje).
Tedy naprosta vétsina déju a jevi, které studujeme a chceme
jim rozumét. Jakmile se v popisu fyzikalniho zdkona objevi slovo
rychlost, nékdy nahrazené souslovim casovd zména, znamena to,
ze kvantitativni popis se déje pomoci derivaci.

Uhlik 14C a datovani organickych naleza

V roce 1940 byl objeven uhlik 1*C. Jedn4 se o radioaktivni prvek
s mnoha skveélymi vlastnostmi. Jednou z nich je vhodna rychlost
rozpadu, kterd jej ¢ini vhodnym pro datovani archeologickych
nalezu pozustatka zivych organismu

e Rychlost, s jakou se méni mnoZstvi (a tedy i koncentrace y
v daném vzorku) nerozpadnutého radioaktivniho materidlu
je umérnd jeho mnozstvi (a tedy i koncentraci). Tato skutec-
nost je prirozenym disledkem toho, Ze pro dany nestabilni
izotop maji vSechny atomy stejnou pravdépodobnost, ze
u nich dojde k rozpadu a tato pravdépodobnost se s ¢asem
neméni. Kvantitativné je proces rozpadu popsan rovnici

dy

e AR
m Y,

kde A je konstanta imérnosti.

e Uhlik je na datovani vhodny, protoze jej béhem zivota
absorbuji zivé organismy a protoze polocas rozpadu jej ¢ini
vhodnym pro datovani vétsiny archeologicky zajimavych
nalezt. (Pro datovani vzorkt starsich nez 50 tisic let je
nutné pouzit jiny prvek, protoze v tomto ptipadé jiz uhliku
14¢C ve vzorku ziistane mélo.)

Aplikace derivaci 2: Jak strmé? (zména
v prostoru)

Derivace v bodé, pokud ji nahlizime z hlediska prostorové zmény
veli¢iny, kterd nas zajimd, je mira, jak nerovnomérné je veli¢ina
rozlozena v prostoru. Casto se tato veli¢ina nazyva gradient,
zejména pokud nepracujeme v jednorozmérném pripadé, ale
pokud popisujeme déj probihajici v roviné nebo v prostoru.

Vedeni tepla (dfevarstvi, ndbytek, dfevostavby)

Nerovnomérnost rozlozeni teploty v télese vede k vyrovnavani
teplot prenosem tepla. Uvazujme teplotu T tyce jako funkci
polohy z na tyci. Ke kvantitativnimu vyjadreni vedeni tepla
je nutné védét, jaky rozdil teplot pripada na jednotku délky.
V homogennim pripadé vydélime teplotni rozdil vzdalenosti.
V obecném ptipadé rychlost s jakou se méni teplota podél tyce
(gradient teploty) vyjadiujeme pomoci derivace

dT

dz’

Vyuziva se v posuzovani izola¢nich vlastnosti a pri suseni dreva.

Koryto feky (krajinarstvi)

Uvazujme priény rez korytem teky, jak je na obrazku. Z tohoto
obrazku je zfejmé, ze pii zvysovani obsahu priifezu roste hladina.
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Pokud by stény byly svislé (tj. B nezdvislé na h), byla by zména
prufezu AA (napfiklad v milimetrech ¢tverecnich) vyvoland
zménou vysky Ah (napiiklad v milimetrech) rovna $ifce feky B
v milimetrech, protoze koryto by bylo obdélnikové a podil obsahu
obdélnika a jeho vysky je sitka. V pripadé nekonstantniho B
dostavame misto podilu derivaci, tj.

d_p
dh

Derivace prurezu koryta podle vysky koryta hraje dtlezitou
roli napiiklad pfi pfechodu fi¢niho proudéni v bystfinné. Tato
veli¢ina vyjadriuje, jak rychle se méni obsah prurezu s rostouci
hladinou. V praxi je mozné ji spocitat pro specialni tvary koryta,
proto jsou vzorce pro vodni skok souvisejici s timto prechodem
k dispozici jenom ve specidlnich pripadech, jako napriklad
koryto obdélnikového tvaru.

Vypocet derivace

o Nikdy (nebo alespon skoro nikdy) nederivujeme pomoci
definice, ale pouzivame vzorce pro derivace zakladnich ele-
mentarnich funkei a pro derivace matematickych operaci
s funkcemi.

e Viz cviceni v prvnim tydnu.

Funkce vice proménnych

Funkce ma na vstupu vice proménnych, na vystupu realné
¢islo. Nékteré pojmy, jako napriklad monotonie, ztraceji ve
svété funkci vice proménnych smysl, napiiklad monotonie nebo
inverzni funkce. Proménné znac¢ime pomoci jejich fyzikalniho
oznaceni. Bez fyzikalniho kontextu zpravidla pouzivame funkce
dvou, t¥i, nebo n proménnych v nésledujicim tvaru.

o f:R? 5 R, f(z,y) Geometricky miizeme chépat jako
vysku prifazenou bodu v roviné a vysledkem je plocha ve
3D, nebo barvu pritazenou bodu v roviné a vysledkem je
obarvena rovina.

e f:R® = R, f(x,y,2) Geometricky miizeme chapat jako
barvu pfifazenou bodu v prostoru a vysledkem je obarveny
prostor.

o f:R" =R, f(z1,22,...,2,) Geometrickd predstava zde
neni moznéa, chapeme cisté abstraktné.

Parcialni derivace

Definice (parcialni derivace). Bud f:R? — R funkce dvou
proménnych, z a y, tj. f(z,y). Vyraz

P h

se nazyva parcidlni derivace funkce f podle x. Podobné,

gy A I

je parcialni derivace funkce f podle y.

Podobné muzeme definovat parcidlni derivaci pro funkce libo-
volného kone¢ného poctu proménnych. V téchto parcidlnich
derivacich vlastné sledujeme, jak reaguje veli¢ina f na zmeény
jenom v jedné proménné. Proménnad, pres kterou se nederivuje,
ma vlastné roli parametru, nijak se neméni.

Rovnice vedeni tepla v 1D

Studujme vedeni tepla v jednorozmérné tyci. Teplota je funkci
dvou proménnych, polohy a casu.

Poznamka. Potfebujeme fyzikalni zakony fidici vedeni tepla.
Bez nich matematika model vedeni tepla nemd jak naformu-
lovat. Tyto zdkony je potieba matematice dodat “z venku”,
z aplikované védy. Tou je v tomto pripadé fyzika, jindy muze
byt biologie nebo geologie. Jakmile jsou potfebné zdkony a
pripadné materidlové vztahy k dispozici, stavé se problém cisté
matematickym a fyzika prijde ke slovu pii zavérecné interpretaci.
Pouzijeme nasledujici fyzikalni fakta.

e Rozdilem teplot vznika tok tepla. Velikost toku tepla je
umérna teplotnimu rozdilu.
e Teplota se zvysuje dodanim tepla. Pro zvyseni teploty télesa
o hmotnosti m o hodnotu AT je nutné dodat
Q = meAT, (%)
kde c¢ je mérné tepelna kapacita.
e Budeme vztahy formulovat pro zmény za casovou jednotku
a pro jednotkovy objem (tedy misto hmotnosti m, zmény
teploty AT a tepla Q mame hustotu p, rychlost zmény

teploty

ot

mista vztazend na jednotkovy objemu).

a rychlost s jakou dodavame teplo do daného

V dalsim uz nastupuje matematicky popis a ve vhodnych chvilich
vzdy pouZzijeme vyse uvedené fyzikalni zdkony. Mluvime o teple,
ale jako mechanicky model si miuZzeme predstavit proudéni
tekutiny (pro jednoduchou predstavu) nebo proudéni vlhkosti
(pro odvozeni rovnice difuze namisto rovnice vedeni tepla).
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o Potrebujeme védet, jak moc se méni teplota podél tyce.

Zmény v prostorovém rozlozeni teploty zachycuje derivace

e v jednotkéch (naptiklad) stupen Celsia na centimetr.
x

Potrebujeme zménu teploty podél tyce prevést na velicinu
popisujici proudéni tepla. Tok tepla je imérny veli¢iné po-
pisujici zménu rozloZeni tepla v prostoru,

q=-k5o. (1
ox

— Znaménko minus vyjadiuje skutecnost, ze teplo tece
z mist s vyssi teplotou do mist s mensi teplotou a ze tok
uvazujeme kladny, pokud tece ve sméru osy x. Presnéji,
pokud teplota roste smérem doprava, parcidlni derivace
je kladnd, ale teplo tece doleva, tedy tok musi byt
Zaporny.

— Veli¢ina k je konstanta timérnosti umoznujici preka-
librovani zmény prostorového rozlozeni teploty na tok
tepla jendotkovym prurezem (prvni odrézka).

Potrebujeme zjistit, kolik tepla za jednotku casu pritece do
néjakého bodu a v tomto bodé “zistane”. Mnozstvi, které
zustane, je rozdilem mezi mnozstvim, které pritece, a mnoz-
stvim, které odtece. Tedy potiebuji védét, jak se méni tok
tepla podél tyce. Rychlost s jakou roste rychlost toku podél

tyce je a—q My pro kladny ohfev potifebujeme pokles toku
x

tepla, tedy nasobime zapornym znaménkem a dostavame
9q

Vz’arge, kolik tepla se v daném misté spotrebuje na zvyseni
teploty a tuto hodnotu musime prevést na zménu teploty
(treti odrdzka). Opét se jednd o jakési prekalibrovdni, které
jeste souvist s dalsimi fyzikdlnimi vlastnostmi jako je mernd
tepelnd kapacita a hmotnost jednotkového mnozstvi ldtky

0
objemu v daném miste. Teplo % je teplo, které kazdou

casovou jednotku “zustava” v bodé z. Toto teplo se “pouzije”
na zvyseni teploty. Z rovnice (**) pro jednotku casu a
jednotku objemu

dqg 0T

oz~ "ot
Po dosazeni za ¢ dostdvame

_O (9T _ 9T
ox or ) ot

Derivace konstantniho nasobku je konstantni nasobek de-
rivace. Veli¢ina k by konstantni byt nemusela a proto ji
z opatrnosti nechdme na svém misté. Muaze v ni byt neho-
mogenita nebo se mize ménit s teplotou, tj. vztah (¥**)
miuze byt nelinedrni. Znaménko minus reprezentuje néso-
beni konstantou —1. Toto vede na finalni tvar

o9 (ory_ T
or "oz ) T 0t

Shrnuti. V odvozeni vidime, Ze rovnice vedeni tepla je vlastné
bilance toku tepla. Rozdil o kolik se v daném misté snizuje tok
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tepla udava, kolik tepla se v daném misté spotiebovalo. Tato

spotieba tepla se projevi zvysenim teploty v daném bodé.

Shrnuti, hlavni myslenky

Aplikované védy (fyzika, biologie, nauka o materialu, hyd-
rologie) prirozené formuluji své zdkony a poznatky mimo
jiné i kvantitativné a pomoci pojml vyjadiujicich rychlosti
zmén. Doted jsme aparatem stfedni skoly uméli pocitat
jenom prumérné rychlosti za dany c¢asovy interval, s de-
rivaci dostavame do ruky nastroj pro préaci s okamzitymi
rychlostmi.

Jakmile ve slovnim popisu procesu slysime slovo rychlost,
znamena to, ze pri matematickém modelovani hraje pravdeé-
podobné dilezitou roli derivace. Okamzita rychlost je deri-
vace. Jenom v krasnych pripadech probihajicich konstantni
rychlosti muzeme tuto rychlost pocitat pomoci podilu, jak
to zndme u rychlosti pohybu.

Naucili jsme se nebo se nauc¢ime pomoci vzorcu derivovat
bézné funkce.

Derivace umozni predpovédét, co se stane s velicinou, ktera
zévisi na jiné veli¢iné a tato jind veli¢ina se méni zndmou
rychlosti. Ze vztahu, ktery dava do souvislosti hodnoty dvou
veli¢in, mizeme urcit pomoci derivaci vztah, davajici do
souvislosti rychlosti zmén téchto velicin.

V pripadé nutnosti umime rozsitit derivace i do svéta funkci
vice proménnych. Délame to tak, ze sledujeme rychlost
zmény zpusobenou vzdy zménou jenom jedné veli¢iny. Proto
pifslusné derivace nazyvame parcialni. (Parcidlni znamend
v tomto smyslu ¢asteény.)



Kapitola 2
Derivace & friends I

Limita

Bud f:R — R funkce jedné proménné

Definice (okoli). Okolim bodu zp rozumime libovolny ote-
vieny interval obsahujici bod z.

Definice (limita). Rekneme, 7e funkce f ma v bodé xq limitu
rovnu ¢islu L pravé tehdy, kdyz pro libovolnou predem zadanou
toleranci (i extrémné malou) existuje okoli bodu z( takové, Ze
vsechny body z okoli bodu zg rizné od xy maji funkéni hodnotu
v rdmci uvazované tolerance stejnou jako L.

Pozorovani. Vétsina funkci ma v bodech, kde jsou definované,
limitu rovnu funkéni hodnoté. Presnéji tuto myslenku vystihuje
koncept spojitosti.

Spojitost

Definice (spojitost). Rekneme, ze funkce f je spojitd v bodé
xq jestlize je v tomto bodé definovand a ma limitu rovnu funkéni
hodnoté. Rekneme, ze funkce f je spojitd na otevieném intervalu,
je-li spojita v kazdém jeho bodé.

Definice (elementarni funkce). Vsechny mnohocleny, goni-
ometrické, cyklometrické, exponencialni a logaritmické funkce a
obecna mocnina se nazyvaji zdkladni elementdrni funkce VSechny
funkce, které ze zakladnich elementarnich funkci ziskame ko-
neénym poctem operaci s¢itani, odec¢itani, nasobeni, déleni a
skldadani téchto funkci navzajem se nazyvaji elementdrni funkce.
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Véta (spojitost elementarnich funkci). Vsechny elemen-
tarni funkce jsou spojité v kazdém vnitrnim bodé svého definic-
niho oboru.

Podobné jako spojitost funkce jedné proménné je definovana
spojitost funkci vice proménnych. Zustane dokonce v platnosti
predchozi véta. V naprosté vétsiné zakladnich praktickych
aplikaci vystac¢ime s popisem pomoci elementarnich funkei a
proto jsou funkce, se kterymi pracujeme, zpravidla automaticky
spojité. Opatrnost je nutné pouze tam, kde se od elementarnich
funkci odchylime, napiiklad pii pouziti nekone¢nych rad.

Poznamka. Body, v jejichz okoli je funkce ohranicena, ale je
zde porusena spojitost, jsou napriklad nasledujici.

skok Na jeho odhaleni staci zvolit toleranci v definici limity
||+ o
2z !

mensi, nez je vyska skoku. Napifklad f(z) =
jednotkovy skok v nule.

odstranitelni nespojitost Tato nespojitost nas zajima nej-
vice. Je to nespojitost, kterd zmizi pokud vhodné dode-
finujeme funkéni hodnotu v bodé nespojitosti. Napiiklad

funkce )
sinz
z#0
fla) = ’
1 z=0
je spojitd funkce. Vznikla doplnénim jedné funkéni hodnoty

111 T

s
do definice funkce , kterd ma odstranitelnou nespoji-

tost v bodé x = 0.
Grafy.

Derivace

Ted jsme pfipraveni (alespon teoreticky) podcitat prumérnou
rychlost na intervalu, jehoz délka je nerozliSitelna od nuly.

Bud y = f(x) funkce definovand na néjakém otevieném inter-
valu.
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Definice (derivace). Derivaci funkce f v bodé = rozumime

limitu
dof St h) = @)
dz T h—0 h

pokud tato limita existuje a je konec¢na.

)

Derivaci funkce f v bodé x¢ oznacujeme f’(zg) nebo

d

Derivaci v libovolném bodé potom f, f'(x) nebo d—f
x

je Leibnizova notace, zapis f’ je Lagrangeova notace.

df (zo)
T

“d
Zapis /

dx

Poznamka. Rozsifrovani definice derivace:

o Vyraz z Citatele, tj. f(z +h) — f(z), je zména veli¢iny f na
intervalu [z, z + h]. Casto oznacujeme téz Af.
o Podil, tj. M

valu [z,z + h] pfepoéitand na jednotku veli¢iny x, tj. v
jistém smyslu pramérnd rychlost na tomto intervalu. Casto

je zména veli¢iny f na inter-

A
oznacujeme teéz Ag
e Limita v definici derivace je pramérnd rychlost na intervalu,

jehoz délka je prakticky nerozlisitelna od nuly, tj. okamzita
rychlost.

f(x)

Jednotka derivace je stejna, jako jednotka podilu

Derivace f'(z) udavd, jak se méni veli¢ina f p¥i zméndch
veli¢iny x. Interpretace derivace v nematematickych disciplinach
je okamzita rychlost s jakou veli¢ina f reaguje na zmény veli¢iny
T.

Véta (existence derivace implikuje spojitost). Md-li
funkce f derivaci na intervalu I, je na tomto intervalu spojitd.

Véta (znaménko derivace implikuje monotonii).

o Mad-li funkce f kladnou derivaci na intervalu I, je na
tomto intervalu rostouct.

o Mad-li funkce f zdapornou derivaci na intervalu I, je na
tomto intervalu klesajict.

Aplikace derivaci 1: Jak rychle? (zména
v Case)

P~

Derivace v bodé, pokud ji nahliZime z hlediska ¢asové zmény
veliCiny, kterd nas zajima, je okamzita rychlost s jakou se méni
tato veli¢ina.
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Zakon ochlazovani

Horké téleso o teploté T je v chladnéjsi mistnosti o teploté Ty. Z
fyziky je zndmo (Newtonuv zdkon tepelné vymeény), ze rychlost
s jakou klesa teplota télesa je timérna teplotnimu rozdilu. Tento
rozdil je T — Tp (od vétstho odeditdme mensi).

e Velicina T je teplota télesa mérend napriklad ve stupnich
Celsia.
e Velicina t je ¢as méreny naptiklad v hodinéach.

dT
e Derivace — ve stupnich Celsia za hodinu je rychlost, s
jakou roste teplota télesa.
e Matematickym vyjadfenim toho, ze rychlost s jakou roste
teplota a teplotni rozdil T'— Ty jsou imérné je rovnice

dT
& kr-T
dt ( 0)7

kde k je konstanta imérnosti a zaiporné znaménko vyjadiuje,
ze teplota klesd. Neznamou v této rovnici je funkce a v
rovnici figuruje derivace této funkce. Takové rovnice se
naucime Tesit pozdéji.

Poznamka (smysl predchoziho prikladu). Predchozi
priklad je ¢asto v ruznych obménach pouzivan na modelovani
ochlazovani kavy, coz je proces, ktery vétsina lidi davérné zn4.
Neméame pochopitelné ambice se domnivat, ze bychom dokézali
z této rovnice odvodit néjaké zasadni vysledky aplikovatelné
pfi piti ranni kdvy nebo pii konzumaci horké polévky. Ucime
se na malych vécech, abychom pozdéji mohli délat véci velké.
Na znadmych vécech se u¢ime aparat, ktery bude nasim jedinym
nastrojem tam, kde intuice zacne selhavat. Z tohoto piikladu
je nutné si odnést, ze derivace, jako rychlost zmény, hraje
roli pri kvantitativnim popisu déji a pri studia procesti, kdy
se méni veli¢iny. At uz doopravdy (studium pohybu nebo
déji, probihajicich v ¢ase) nebo virtudlné (problémy spojené s
mechanikou, véetné statiky, stability a deformaci, ¢asto pracuji
s virtudlnimi zménami, tj. se zménami, které jsou sice z hlediska
ulohy pfipustné, ale priroda je z néjakého divodu nerealizuje).
Tedy naprosta vétsina déju a jevi, které studujeme a chceme
jim rozumét. Jakmile se v popisu fyzikalniho zakona objevi slovo
rychlost, nékdy nahrazené souslovim casovd zmeéna, znamena to,
ze kvantitativni popis se déje pomoci derivaci.

Uhlik 14C a datovani organickych naleza

V roce 1940 byl objeven uhlik *C'. Jedna se o radioaktivni prvek
s mnoha skvélymi vlastnostmi. Jednou z nich je vhodna rychlost
rozpadu, kterd jej ¢ini vhodnym pro datovani archeologickych
nélezti pozustatki zivych organismt

e Rychlost, s jakou se méni mnoZstvi (a tedy i koncentrace y
v daném vzorku) nerozpadnutého radioaktivniho materidlu
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je tmérnd jeho mnozstvi (a tedy i koncentraci). Tato skuted-
nost je prirozenym dusledkem toho, Ze pro dany nestabilni
izotop maji vSechny atomy stejnou pravdépodobnost, ze u
nich dojde k rozpadu a tato pravdépodobnost se s ¢asem
neméni. Kvantitativné je proces rozpadu popsan rovnici

dy

dt

kde A je konstanta imérnosti.

e Uhlik je na datovani vhodny, protoze jej béhem zivota

absorbuji zivé organismy a protoze polocas rozpadu jej ¢ini

vhodnym pro datovani vétsiny archeologicky zajimavych

nélezti. (Pro datovani vzorku stafich nez 50 tisic let je nutné

pouzit jiny prvek, protoze v tomto piipadé jiz uhliku *C
ve vzorku zustane mélo.)

_)‘yv

Aplikace derivaci 2: Jak strmé? (zména
v prostoru)

Derivace v bodé, pokud ji nahlizime z hlediska prostorové zmény
veli¢iny, kterd nas zajima, je mira, jak nerovnomerné je velicina
rozlozena v prostoru. Casto se tato veli¢ina nazyva gradient,
zejména pokud nepracujeme v jednorozmérném pripadé, ale
pokud popisujeme dé&j probihajici v roviné nebo v prostoru.

Vedeni tepla (dfevaistvi, ndbytek, dfevostavby)

Nerovnomeérnost rozlozeni teploty v télese vede k vyrovnavani
teplot prenosem tepla. Uvazujme teplotu 7' tyce jako funkci
polohy x na ty¢i. Ke kvantitativnimu vyjadreni vedeni tepla je
nutné védét, jaky rozdil teplot pripadd na jednotku délky. V
homogennim pripadé vydélime teplotni rozdil vzdélenosti. V
obecném pripadé rychlost s jakou se méni teplota podél tyce
(gradient teploty) vyjadiujeme pomoci derivace

g
dx’

Vyuziva se v posuzovani izola¢nich vlastnosti a pfi suseni dfeva.

Koryto feky (krajinafstvi)

Uvazujme pri¢ny rez korytem feky, jak je na obrazku. Z tohoto

obrazku je ziejmé, ze pri zvySovani obsahu prifezu roste hladina.

Pokud by stény byly svislé (tj. B nezavislé na h), byla by zména
prutezu AA (napfiklad v milimetrech ¢tvereénich) vyvoland
zménou vysky Ah (napiiklad v milimetrech) rovna Sitce feky B
v milimetrech, protoze koryto by bylo obdélnikové a podil obsahu
obdélnika a jeho vysky je sitka. V pripadé nekonstantntho B
dostavame misto podilu derivaci, tj.

dA

= -B.
dh

13

Derivace prifezu koryta podle vysky koryta hraje dulezitou

roli napriklad pfi prechodu fi¢niho proudéni v bystrinné. Tato
veli¢ina vyjadiuje, jak rychle se méni obsah prifezu s rostouci
hladinou. V praxi je mozné ji spocitat pro specidlni tvary koryta,
proto jsou vzorce pro vodni skok souvisejici s timto prechodem k
dispozici jenom ve specidlnich pripadech, jako napiiklad koryto
obdélnikového tvaru.

Vypocet derivace

o Nikdy (nebo alespon skoro nikdy) nederivujeme pomoci
definice, ale pouzivame vzorce pro derivace zakladnich ele-
mentarnich funkci a pro derivace matematickych operaci s
funkcemi.

e Viz cviceni v prvnim tydnu.

Aplikace derivaci 3: Jak citlivé? (reakce
na zmeénu)

Derivace v bodé, pokud ji nahlizime z hlediska citlivosti reakce
funkce na zménu vstupnich dat, udava, jaky vliv ma jednotkova
zména ve vstupnich datech na zmenu funkéni hodnoty funkce.
Pokud zména ve vstupnich datech neni jednotkova ale nasobek
jednotkové zmény, je i odezva nésobna.

Poznamka. Bud f: R — R funkce takova, ze ma derivaci.
Pokud se veli¢ina x zméni z hodnoty xg o hodnotu Az (tj. nova
hodnota je xg + Azx), potom se f méni piiblizné o f'(zo)Az, tj.

Af =~ f(xo)Ax

neboli

df(zo)
TAw.

Tato aproximace je pouZzitelnd pro malé hodnoty Awx.

Af =

Co se rozumi malou hodnotou Az zévisi na vice faktorech, na-
priklad i na tom, jak se funkce “vzpird” tomu, byt aproximovana
vyrazem umeérnym Az. Presnéji tuto podminku zformulujeme
po probrani Taylorova polynomu, kdy se pouzije o néco obecnéjsi
postup.

Priklad. Nosnik vysky h, sitky a a délky L je uprostied zatizeny
silou F. Prihyb s uprostfed nosniku je dan vztahem

FL?

S = 1T (%)

kde F je materidlova konstanta. Pro h = 20cm je prihyb
s = 10cm. Zjistéte, jak se pruhyb méni pfi zménach vysky
nosniku. Odhadnéte, jak se prithyb zméni, pokud se i snizi na
18 cm?
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Reseni. Relevantnimi veli¢inami jsou s a h a vzorec je tedy
mozno shrnout do tvaru

kde k je konstanta charakterizujici danou situaci. Pro zadané
hodnoty vysky a pruhybu vychazi konstanta

k = sh® =10 x 20° = 80 000.

Vzorec (&) tedy redukujeme na

s = 80 000h 3.
Derivovanim obdrzime
ds _4 3 x 80000
= 80000 x (=3)h™" = e

Zména vysky nosniku je
Ah=18—-20= —2cm

a tomu odpovida zména priahybu

3 x 80000

As = (20)*

(—2) = 3cm.
Prihyb se tedy zvétsi o 3cm.
Poznamka (smysl pfedchoziho piikladu). Pro¢ nepodi-

tame presné? Stacila by selska logika a zména funkce s =
by byla

h3

k k

As=—" "
T htARE BB

(®)

Odpovéd je prekvapiva: pomoci derivaci je vyjadieni zmény v
naprosté vétsiné pripadt jednodussi. V tomto nasem pripadé
mame

coz je na dalsi praci mnohem prijemnéjsi vyraz, nez rozdil dvou
zlomku (#). Skutecnost, Ze plati pouze pro malé Ah nds nijak
neomezuje. Vétsinou se tento aparat pouziva tam, kde se chyba

limitnim prechodem “stdhne na nulu”. Navic, ukazujeme koncept.

Dualezité je si z prikladu odnést, Ze derivace umozni analyzovat,
jak vypocitané veliciny reaguji na zmeny ve vstupnich datech.
Vysledkem miiZe byt napriklad mazximdlni teoretickd presnost
se kterou je mozné vypocitat vyslednou velicinu pri vstupnich
datech zatizengch chybou nebo méejakym zpiusobem nejistych
(zdkon Sitend chyb).
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Parcialni derivace

Definice (parcialni derivace). Bud f:R? — R funkce dvou
proménnych, = a y, tj. f(x,y). Vyraz

of . flx+hy)— flz,y)
o h

se nazyva parcidlni derivace funkce f podle x. Podobné,

Oy~ h—0 h

je parcialni derivace funkce f podle y.

Podobné mizeme definovat parcidlni derivaci pro funkce libo-
volného kone¢ného poctu proménnych. V téchto parcidlnich
derivacich vlastné sledujeme, jak reaguje veli¢ina f na zmény
jenom v jedné proménné. Proménnd, pres kterou se nederivuje,
ma vlastné roli parametru, nijak se neméni.

Rovnice vedeni tepla v 1D

Studujme vedeni tepla v jednorozmérné tyci. Teplota je funkci
dvou proménnych, polohy a c¢asu.

Poznamka. Potfebujeme fyzikalni zakony fidici vedeni tepla.
Bez nich matematika model vedeni tepla nema jak naformu-
lovat. Tyto zakony je potieba matematice dodat “z venku”, z
aplikované védy. Tou je v tomto pripadé fyzika, jindy mutze
byt biologie nebo geologie. Jakmile jsou potiebné zdkony a
pripadné materidlové vztahy k dispozici, stavé se problém cisté
matematickym a fyzika prijde ke slovu pii zavérecné interpretaci.
Pouzijeme nasledujici fyzikalni fakta.

e Rozdilem teplot vznika tok tepla. Velikost toku tepla je
umérna teplotnimu rozdilu.

e Teplota se zvysuje dodanim tepla. Pro zvyseni teploty télesa
o hmotnosti m o hodnotu AT je nutné dodat

Q = mcAT, (**)
kde ¢ je mérna tepelna kapacita.

¢ Budeme vztahy formulovat pro zmény za casovou jednotku
a pro jednotkovy objem (tedy misto hmotnosti m, zmény
teploty AT a tepla @ mame hustotu p, rychlost zmény

ot

mista vztazend na jednotkovy objemu).

teploty a rychlost s jakou dodavame teplo do daného

V dalsim uz nastupuje matematicky popis a ve vhodnych chvilich
vzdy pouzijeme vyse uvedené fyzikalni zékony. Mluvime o teple,
ale jako mechanicky model si mtizeme predstavit proudéni
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tekutiny (pro jednoduchou predstavu) nebo proudéni vlhkosti
(pro odvozeni rovnice difuze namisto rovnice vedeni tepla).

o Potrebujeme védet, jak moc se meéni teplota podél tyce.
Zmény v prostorovém rozlozeni teploty zachycuje derivace

2 ¥ jednotkéch (naptiklad) stupen Celsia na centimetr.
x

o Potrebujeme zménu teploty podél tyce prevést na velicinu
popisujici proudeni tepla. Tok tepla je tmérny veli¢iné po-
pisujici zménu rozlozeni tepla v prostoru,

L

ox

— Znaménko minus vyjadiuje skutecnost, ze teplo tece z
mist s vyssi teplotou do mist s mensi teplotou a ze tok
uvazujeme kladny, pokud tece ve sméru osy x. Pfesnéji,
pokud teplota roste smérem doprava, parcialni derivace
je kladnd, ale teplo tece doleva, tedy tok musi byt
ZAporny.

— Veli¢ina k je konstanta imérnosti umoznujici preka-
librovani zmény prostorového rozlozeni teploty na tok
tepla jendotkovym prifezem (prvni odrazka).

o Potrebujeme zjistit, kolik tepla za jednotku casu pritece do
néjakého bodu a v tomto bodé “zistane”. MnoZzstvi, které
zustane, je rozdilem mezi mnoZstvim, které pritece, a mnoz-
stvim, které odtece. Tedy potifebuji védét, jak se méni tok
tepla podél tyce. Rychlost s jakou roste rychlost toku podél

= (55)

tyce je a—q My pro kladny ohfev potiebujeme pokles toku
x

tepla, tedy ndsobime zapornym znaménkem a dostavame
9q

. Vz%lve, kolik tepla se v daném miste spotrebuje na zvyseni
teploty a tuto hodnotu musime prevést na zmeénu teploty
(treti odrdzka). Opét se jednd o jakési prekalibrovdni, které
jeste souvisi s dalsimi fyzikdlnimi vlastnostmi jako je mérnd
tepelnd kapacita a hmotnost jednotkového mnozstvi latky

0
objemu v daném miste. Teplo g je teplo, které kazdou

)

casovou jednotku “ztstava” v bodé x. Toto teplo se “pouzije’
na zvyseni teploty. Z rovnice (**) pro jednotku casu a
jednotku objemu

_Oq _ 0T
ox ~ "ot
e Po dosazeni za ¢ dostdvame
_0 (91N _ ) oT
Ox or ) ot

¢ Derivace konstantniho nasobku je konstantni nasobek de-
rivace. Veli¢ina k by konstantni byt nemusela a proto ji z
opatrnosti nechdme na svém misté. Muze v ni byt nehomo-
genita nebo se mize ménit s teplotou, tj. vztah (***) muze
byt nelinearni. Znaménko minus reprezentuje nasobeni kon-
stantou —1. Toto vede na finalni tvar

o (T _ o
0z "oz ) Tt
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Shrnuti. V odvozeni vidime, Ze rovnice vedeni tepla je vlastné
bilance toku tepla. Rozdil o kolik se v daném misté snizuje tok
tepla udava, kolik tepla se v daném misté spotiebovalo. Tato
spotieba tepla se projevi zvysenim teploty v daném bodé.

Gradient

Rovnici vedeni tepla ve 2D a 3D uvedeme pozdéji. Muze nastat
problém s tim, ze teplo netece stejnym smérem jaky odpovida
gradientu teploty. Je to podobné, jako pohyb vzduchu nebo

podzemni vody zptisobeny rozdilem tlaku: voda nebo vzduch
mifi do mist s nizsim tlakem, ale pfitom voli cestu mensiho

odporu. Problém vyresime néstrojem, ktery umozni zménit

smér vektoru: matice a maticové nasobeni. Ted uvedeme jenom
veli¢inu, kterd umozni kvantifikovat, jakym smérem piusobi sila
uvadéjici prislusnou stavovou veli¢inu do pohybu.

Definice (gradient). Bud f(z,y) funkce dvou proménnych,
kterda ma parcialni derivace. Gradientem funkce f rozumime

vektor of of
gradf = (aw, 8y) .

Poznamka. Formalné téz Casto piseme

o 0
(55°5)
nebo
V.,
0 . . . . :
kde V = [ —, — | je operator, se kterym pracujeme jako s
oz’ Oy

vektorem. Nazyva se nabla nebo Hamiltontv operdtor. Vysledkem
gradientu je vektor ve sméru maximalniho riistu veliciny f. V
praxi nas vétsinou zajima smér maximéalniho poklesu, tj. —V f.

Shrnuti, hlavni myslenky

o Aplikované védy (fyzika, biologie, nauka o materialu, hyd-
rologie) prirozené formuluji své zadkony a poznatky mimo
jiné i kvantitaviné a pomoci pojmu vyjadiujicich rychlosti
zmén. Doted jsme aparatem stfedni skoly uméli pocitat
jenom prumérné rychlosti za dany c¢asovy interval, s de-
rivaci dostavame do ruky néastroj pro praci s okamzitymi
rychlostmi.

e Jakmile ve slovnim popisu procesu slysime slovo rychlost,
znamena to, ze piri matematickém modelovani hraje pravdé-
podobné dilezitou roli derivace. Okamzita rychlost je deri-
vace. Jenom v krasnych pripadech probihajicich konstantni
rychlosti muzeme tuto rychlost pocitat pomoci podilu, jak
to zname u rychlosti pohybu.
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¢ Naucili jsme se nebo se nau¢ime pomoci vzorcu derivovat
bezné funkce.

e Derivace umozni predpovédét, co se stane s veli¢inou, kterd
zavisi na jiné veli¢iné a tato jina veli¢ina se méni znamou
rychlosti. Ze vztahu, ktery dava do souvislosti hodnoty dvou
veli¢in, mizeme urcit pomoci derivaci vztah, davajici do
souvislosti rychlosti zmén téchto veli¢in.

e V pripadé nutnosti umime rozsirit derivace i do svéta funkei
vice proménnych. Déldme to tak, ze sledujeme rychlost
zmény zpusobenou vzdy zménou jenom jedné veli¢iny. Proto
prislusné derivace nazyvame parcialni. (Parcidlni znamena
v tomto smyslu ¢asteény.)

16



Kapitola 3
Derivace & friends 11

Linearni aproximace v 1D

Véta. Bud f : R — R funkce, kterd md derivaci. V okoli bodu
xq plati priblizny vzorec

f(@) ~ f(zo) + f'(0)(z — o)

neboli
df(zo)
dx

f(@) ~ f(xo) +

(z — xo).

Poznamka. Vyse uvedeny vzorec neni tézké rozsifrovat.

e Veli¢ina f(z) je funkéni hodnota v bodé z, tu chceme
odhadnout.

o Veli¢ina f(z¢) je zndmé funkéni hodnota v bodé zg, to je
vychozi bod pro odhad.

o Veli¢ina f'(zg) je odhad zmény veli¢iny f zpiisobeny jed-
notkovou zménou vstupnich dat (zvySeni hodnoty z¢ o
jednotku). Tento faktor jesté v dalsim kroku musime pfi-
zpusobit tomu, Ze zména vstupnich dat neni jednotkova,
coz udélame s vyuzitim primé imeérnosti.

o Veli¢ina f'(zo)(z — x¢) je odhad zmény veli¢iny f vyvolané
zménou veli¢iny x z zg o Az = x — xg tak, jak jsme jej
pouzivali v minulé prednésce.

Priklad (rdst stromu). Strom mé v roce 2019 vysku 3 metry
a roste rychlosti 0.5 metru za rok. V roce z je jeho vyska dana
vzorcem

h(x) =3+ 0.5(x — 2019).

Priklad (aproximace dilezitych funkci v okoli nuly). Ve
cviceni ukdzeme platnost nasledujicich pribliznych vzorcu, které
plati pro x blizké k nule.

sinx ~z, cosz~l1, (I1+2)" =1+nz.

Prvni dva vzorce vyuzijeme pozdéji pti popisu malych rotaci
v roviné. Mnoho dulezitych aplikaci téchto vzorcu ve fyzice
je na webu fyzikalni olympiady v dokumentu Aproximace ve
fyzikalnich tlohéch.

Linearni aproximace v nékterych fyzi-
kanich zakonech

Priklad (gravitaéni potenciil v malych vyskach nad
zemi). Gravita¢ni potencidl V' ve vzdalenosti 7 od stiedu koule
o hmotnosti M je dan vztahem

M
Vr)= _GT = —GMr 1,

kde G je gravitacni konstanta. Najdeme linearni aproximaci
v bodé R.

Dosazenim obdrzime
V(R)= -GMR™!

a derivovanim
g dV(R
dr dr

Odsud poté ziskdme linedrni aproximaci

V(r)~ -GMR '+ GMR?(r — R)

~

=GMr—2, =GMR™2.

Pro Zemi jako kouli o poloméru R je r — R vyska nad Zemi h a
aproximaci je mozno po preznaceni napsat ve tvaru

V(r) = Vo + gh.

V tomto oznaceni je Vj = —GMR™! konstanta souvisejici
s volbou nulové hladiny potencidlu a vzhledem k libovolnosti
volby nulové hladiny je tato hodnota nepodstatna. Veli¢ina
g = GMR™? je tihové zrychleni vyjadiené pomoci gravitaéni
konstanty G a parametri Zemé. Veli¢ina gh je potencidl
v tthovém poli Zemé. Tuto velic¢inu zndme lépe ze vzorce pro
potencialni energii télesa o hmotnosti m, ktery ma tvar

E = mgh.

Online vypocet tihového zrychleni

Priklad (potenciilni a kineticka energie). V predchozim
prikladé je mozné vyuzit vztah

(1+2)" =~ 1+nx, promaléx.
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Prepsanim gravitaéniho potencidlu V' do tvaru obsahujiciho e Je ptirozené, ze pri nulovém podnétu neni zadna odezva a
vysku nad zemi h a vyuzitim linearni aproximace ziskdme proto funkce prochazi pocatkem.
e S velikosti podnétu odezva na tento podnét roste a proto
M funkce v okoli pocatku mé kladnou derivaci a roste.
V=- R+h o 7 linedrni aproximace vidime, Ze pro o = 0 a f(0) = 0 se
M B\ L vzorec pro linedrni aproximaci redukuje na
“R (1 + R) f(@) = f(0)z,
~ _G% (1 + (_1)h> tj. na primou imérnost.
R R o Ukazuje se, ze v fadé praktickych tloh je uvedend aproxi-
-G % + G % h mace dobréa na dostatecné dlouhém intervalu a podle typu
R R? dlohy ma tato aproximace povahu fyzikdlniho zdkona a

svij vlastni ndzev. Nejcastéji se setkdme se s Hookovym

a po zavedeni novych konstant zdkonem pro deformaci materidlu (relativni prodlouZeni je
umérné normdlovému napéti), Darcyho zdkonem pro tok
tekutiny pudou (filtracni rychlost je Gmérnd zaporné vza-
M tému hydraulickému gradientu), Fickovgm zdkonem pro

kde g = Gﬁ- difuzi (hustota difuzniho toku je imérnd zdporné vzatému
gradientu koncentrace) a Fourierovym zdkonem pro vedeni
tepla v materidlu (hustota tepelného toku je tmérnd za-
porné vzatému gradientu teploty). Pozdéji, v pfednésce o
zakonech zachovani ve vektorovém poli ke konci semestru,
si tyto zavislosti naformulujeme ve vicerozmérném prostiredi

V = Vy + gh,

Podobné aproximaci presnych vztahi plynoucich z Einsteinovy
teorie relativity ziskdme slozku energie souvisejici s pohybem,
tj. kinetickou energii

2

B _moc a hlavné ve tvaru, ktery umozni zohlednit préaci s neizot-
— ropnimi materidly (rtzné fyzikalni vlastnosti v ruznych

c v

S smérech).
2 v? o Matematicky je tedy povaha pfimé timérnosti v materialo-
=moc” |1 - — o . N DR

c vych vztazich ziejmé a experimentalné je mozné ovérit, pro

jaké oblasti plati. Toto ndm vSak mnohdy nestaci a sna-

zime se tyto vztahy jesté odvodit ze zakladnich fyzikalnich

vztaht a z predstavy jak dany proces funguje. To otevira

pro v mnohem mensi nez c¢. Snadno rozsifrujeme, ze s rychlosti moznosti potvrdit si, ze nase predstava o chovani materialu

souvisi jenom druhy scitanec a ze se jedna o klasicky vzorec pro je spravna.

e V nékterych velmi specidlnich pripadech dokonce umime
ur¢it materidlovou charakteristiku vypoc¢tem namisto mé-

1
~ m002 + immﬂ

kinetickou energii §m02.

U o e ., . . 9 feni. Pro praktické vyuziti tato dovednost neni vyznamna
A€ se jednd “jenom” o linedrni aproximaci, je vzorec £ = cmv (miizeme vypocitat napifklad koeficient filtrace pro pidu
dokonce mnohem pouzitelnéjsi, protoZe vypocet kinetické energie slozenou z &astic ve tvaru stejné velkych kulidek, v praxi
pomoci univerzalné platného relativistického vzorce pii malych se viak s takovym materidlem setkdme nanejvys pii spe-
rychlostech v praxi obvykle zhavaruje na zaokrouhlovacich cidlnich aplikacich v laboratori), ale dava ndm to dilezity
chybéch. prostor pro ovéreni fyzikdlnich hypotéz a matematickych

postup.

Linearni aproximace a jednorozmérné
materialové vztahy Derivace a tecna

V inzenyrské praxi casto potfebujeme modelovat odezvu materi- Linedrni aproximace funkce je vlastné aproximace tecnou.

alu reagujiciho na vnéjsi podnét. Mize se jednat napriklad o Proovtoze pojemn tecna ze Str?dm Sko{y chapeme jenom intuitivné,
mizeme nyni pomoci derivace teénu dokonce definovat. Z

zménu délky pfi mechanickém naméhéni, tok tepla materidlem - R 9 i
geometrického pohledu je teéna pifmka bodem [xq, f(z0)], kterd

pri tepelném namahani, tok tekutiny poréznim materidlem X SRy p Jerivaci & b ik
(dfevo, puda) pfi difuzi nebo rozdilu tlaki a podobné. tha SIMErnIcl F'(zo)- Proto se o derivaci ¢asto mluvi jako o
smernici tecny.

Pokusime se modelovat funkci davajici do souvislosti velikost
podnétu a reakci materialu.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyVUTtvwjAQ3pH4DydYHFRI7Ja2DBnTpUOl_AAkY06NiR80DlbDr-8lPJqlQyUP9t3n73Fns5yvYQ6V9a3zoQW_O2DdnqYTlYvN5mUjntavQICmU5XpASFiayREsIuwZUueTCcxF1n6uHoew648cPRVtzsdtNKVh4B3gAaRQW3Tyu_h2GDEPToJdH5pp5Njo10Ls3ftsNWqloAOm0-NUBsZqNBZiGffKLTE4cFKMxKY3f7zVCxstohbca2MqD92qFw3sKAaSIze-eiNG1vd-9o7heTfVDJSeO38Cc7S140_ESZKpVUFiqKSasFzklO9XCFydrmnLHw1LeNLspHSO0ko4RwuNgoOo4dYOZbcHLJCLAuejEr_df8A_VgC4HfboKXOOXYB-wA09-CGgLGjPTivKInrB1dCDiVK86bR7BnPsmHLJbvs-W6uZOzveMtLJ0l-AGuRw0Q=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyVUTtvwjAQ3pH4DydYHFRI7Ja2DBnTpUOl_AAkY06NiR80DlbDr-8lPJqlQyUP9t3n73Fns5yvYQ6V9a3zoQW_O2DdnqYTlYvN5mUjntavQICmU5XpASFiayREsIuwZUueTCcxF1n6uHoew648cPRVtzsdtNKVh4B3gAaRQW3Tyu_h2GDEPToJdH5pp5Njo10Ls3ftsNWqloAOm0-NUBsZqNBZiGffKLTE4cFKMxKY3f7zVCxstohbca2MqD92qFw3sKAaSIze-eiNG1vd-9o7heTfVDJSeO38Cc7S140_ESZKpVUFiqKSasFzklO9XCFydrmnLHw1LeNLspHSO0ko4RwuNgoOo4dYOZbcHLJCLAuejEr_df8A_VgC4HfboKXOOXYB-wA09-CGgLGjPTivKInrB1dCDiVK86bR7BnPsmHLJbvs-W6uZOzveMtLJ0l-AGuRw0Q=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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Definice (tena). Necht f je funkce, kterd mé v bodé zo Oznaceni derivaci pomoci ¢arek se nazyva Lagrangeova notace,
* ? v ’ ’ 7 . s /710 . . ViV
derivaci f(zo). Pifmka oznaceni pomoci podilu diferencidli Leibnizova notace. Jesté se

nékdy pouzivé i Eulerova notace, pouzivajici Df, D2f a D¥f

y = f(zo) + f’(l‘o)(ﬂc — w0) pro prvni, druhou a k-tou derivaci.
se nazyva tecna ke grafu funkce f v bodé xg. Priklad.
Diky souvislosti derivace s tecnou je derivace jedineénym o Exponencidlni funkce e mé vSechny derivace stejné.
nastrojem pri popisu vlastnosti kiivek. Prislusnd oblast se nazyva ¢ U mocninné funkce se kazdym derivovanim snizi exponent.
diferencidlni geometrie a je to jakasi oblast mezi geometrii a Je-1li exponentem prirozené ¢islo, po koneéném poctu kroku
diferencidlnim poctem. se exponent snizi na nulu, funkce tedy bude konstantni a

vsechny dalsi derivace budou nulové.
e Polynomy maji vSechny derivace od jistého fadu rovny nule.

Motivace: Je mozné chtit vice nez je BN N P
Podobné je mozné pracovat s parcidlnimi derivacemi parcidlnich

linearni aproximace? derivaci. Napiiklad

2
Linedrni aproximace vychézi z predpokladu, ze rychlost ristu ﬂ — 2 <W>
(nebo poklesu) se prilis neméni. Nékdy muzeme mit dodateénou Ox? Oz \ Oz

informaci o tom, jak se tato rychlost zméni. Napriklad pokud se
bude rychlost zpomalovat, bude skute¢na hodnota funkce mensi

2
nez linearni aproximace. ﬂ — ﬁ g
9y* Oy \ 0Oy

Je otézka, zda a jak je mozné informaci o tom, jak rychle roste

rychlost, pfipadné jak rychle roste rychlost ristu rychlosti, pebo

vyuzit. To znamena ze budeme studovat derivaci derivace, 92 9 /0

derivaci derivace derivace atd. f = — of )
0x0y Oy \ Oz

Aproximaci funkce cos x =~ 1 odvozenou vyse, kdy aproximujeme
vlastné konstantni funkci, je mozné také chépat jako selhani
linedrni aproximace. Nasledujici slidy a pojem Tayloruv poly-

nom nam umozni najit prostfedek pro aproximaci i v téchto Taylorﬁv polynom a polynomiélni

pripadech. .
aproximace v 1D

Derivace vyssich rada

Definice (Tayloruv polynom). Tayloriv polynom stupné n
pro funkci f v bodé xq je polynom

Definice (druhd a dalsi vyssi derivace).

y . 2. . . . v . 1
. Jlt):(uh)ou dbemggjccz rozumime derivaci derivace. Oznacujeme T(z) = f(zo) + f'(w0)(x — x0) + gf”(xo)(ac _ m0)2
x) nebo —=. )
dz e Lo U
o Podobné k-tou derivaci rozumime derivaci (k — 1)-ni deri- n! F (o) (@ — o)
dk
v s (k) ary .
vace. Oznacujeme f'*/(z) nebo or .
Plati tedy o e
Zo 1 o
d27f — i ﬁ ko L i dk_lf T(l‘) = f(xo) + dz (r —x0) + EW(Z‘ — .1‘0)2
dz?2 © dz \dz )’ daF = dz \dazk-! 4ot im(w —x0)"
n! dax” o) -

aneb

=, =y, f® = ey,
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Véta (Taylorova véta s Lagrangeovym tvarem

zbytku). Plati

1 d™f(e)
(n+1)! dant!

(:L‘ _ $0)n+1

flz) = T(x) =

)

kde € € (zg,x) je vhodné ¢islo. Pravd strana této rovnice je
blizkd k nule, pokud je n dostatecné velké, x dostatecné blizko
kxo a (n+ 1)-ni derivace funkce f je relationé mald. V téchto
pripadech je

Priklad.
1+ 2 2 2 2
1 ~ 92 “..3 “,.5 2.7 “.9
nl—x x+3x +5$ +71: +9x
14+ 1
In2=1In *3 ~ 0.69314604

1

3

Po tomto vypoctu je prvnich pét cifer aproximace In 2 spravneé.
Tady vidime i jeden zajimavy trik. Pokud bychom se snazili
napsat Taylorav polynom funkce In(xz 4 1), kterd vypadd
ptijemnéji, chyba aproximace by byla mnohem vétsi.

Online vypocet.

Priklad. Vyraz

1 2
:7——:’]"_12

—9or~6
ri2 - 6

V(r)
je (az na konstanty, které pro pohodli volime pevné) Lennard-
Jonestv potencidl ¢asto pouzivany pro interakci mezi atomy
nebo molekulami. Napiseme Taylortuv polynom druhého stupné
v bodé r = 1. K tomu potfebujeme znat funkéni hodnotu a
hodnotu prvnich dvou derivaci v tomto bodé.

Vi)=1-2=-1

d
CTV =121 —2(-6)r""| =-12+12=0
T r=1
2
d—g =12-13r % —-2.6.7778 =12-13-12-7=172
dr r=1

1
V(r)~ =14 572(r = 1)

Konstanta —1 je nezajimava, souvisi s nulovou hladinou poten-
cialu a nulovou hladinu potencidlu si mtizeme volit libovolné.

Linearni ¢len chybi a kvadraticky clen je analogicky potencidlni
energii pruziny o tuhosti k ve tvaru

1
U= 5]{3.%2

Molekuly ¢i atomy popsané timto potencidlem se chovaji jako
télesa na pruziné o tuhosti £ = 72. Pro atom o hmotnosti m tedy

. k
napriklad plati vzorec pro tthlovou frekvenci oscilaci w = 4/ —,
m

20

odvozeny puvodné pro téleso na pruziné. Veli¢ina r — 1 je
vychylka z rovnovazného stavu. Analogicky se chovaji pruzné
konstrukce. V klidu jsou ve stavu s minimalni potencialni energii
a pri vychyleni z tohoto stavu o malou hodnotu zac¢inaji kmitat.
Pokud aproximujeme potencidl pomoci Taylorova polynomu, z
koeficientu u kvadratického ¢lene muzeme urcit frekvenci téchto
oscilaci.

Motivace: Jak najit minimum potenci-
alu?

V prikladé s aproximaci potencialu pomoci Taylorova polynomu
se nam povedlo potencial aproximovat pomoci kvadratické
funkce v okoli vrcholu paraboly. To je castd tloha, protoze
systémy s potencidlni energii se casto nachazeji ve stavu blizkému
minimu této energie. Otézka je, jak toto minimum najit. Budeme
resSit ponékud obecnéjsi tlohu, jak hledat nejenom minimalni
hodnotu, ale i maximéalni hodnotu. Zamérime se na minima a
maxima, kterd jsou lokdlni (platnd pouze na ur¢itém intervalu,
tfeba i kratkém).

Lokalni extrémy spojitych funkci

Naledujici definice si v§imaji bodu které maji tu vlastnost, ze
v okoli neni mozné najit body bud s vyssi funkéni hodnotou
(potom se jednd o lokaln{ maximum, nikde v okoli mi funkce
neukéze vice) nebo s nizsi funkéni hodnotou (analogicky, lokaln{
minimum).

Definice (lokalni extrémy). Necht f:R — R.

o Rekneme, 7e f ma v bodé xq lokdini mazimum, pokud plati

f(x) < f(xo)

pro vSechna x z néjakého okoli bodu xy.
e Rekneme, ze f mé v bodé zq lokdlni minimum, pokud plati

f(x) = f(x0)

pro vSechna x z néjakého okoli bodu zg.
e Rekneme, Ze f ma v bodé xq lokdlni extrém, pokud v tomto
bodé ma bud lokalni maximum nebo lokalni minimum.

Ptimo z definice lokalnich extrémt a rostouci a klesajici funkce
plyne, ze funkce nemiize mit lokdlni extrém v bodé, kde je
rostouci nebo kde je klesajici. Tuto skutecnost vyjadiuje pomoci
derivaci nasledujici véta.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJx1jrsKwkAQRfuF_YcBmxmMidHKws4_0E4sloQ8IJkJMYm7fr2bNSAErGY4F869BVo6N4yYbi0lmO4skVblQmeolVYbuEwGbsY10svkoJPGsbROqyIeAkUb7aMTxc9KXjgb_vDZdfUONlxDJTnL4MA3HQgM5JOMYLpebN2arPY1rfjTj292WfXr9_-yYNQqmO9BETNStFqEaXL8BuU6CPhBH7pTT2k=&lang=sage
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Véta (Fermatova o lokalnim extrému). Md-li funkce f
v bodé xg lokdlni extrém, potom je derivace funkce f v bodé xg
nulovd, nebo neexistuje.

Predchozi véta eliminuje obrovské mnozstvi bodu z defini¢niho
oboru funkce. V prakticky vyuzitelnych piipadech ndm po
této eliminaci Casto zustane jenom jediny bod, podobné jako v
nasledujici tloze.

Nosnik maximalni tuhosti

Priklad. Z kulatiny o praméru d chceme ziskat nosnik obdél-
nikového prufezu, ktery se pri zatiZzeni co nejméné prohyba. Z
fyzikalnich tivah vime, Ze musf byt maximalni sou¢in bh?®, kde b
je sitka a h vyska nosniku.

Trik 1: Budeme mérit jednotky v ndsobcich pruméru. Proto je
d = 1. Mzeme tedy bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze
kulatina ma jednotkovy prameér.

Z Pythagorovy véty (nakreslete si prifez, tj. obdélnik vepsany
do kruznice) plyne b = /1 — h? a snazime se tedy Fesit tilohu

bh3 = h3\/1 — h2 — MAX,
kterd mé fyzikdln{ smysl na intervalu (0, 00).

Trik 2: ProtoZe uvaZujeme jenom kladné délky, je funkce kladnd
a bude maximdlni tam, kde bude maximdlni jeji druhé mocnina.
Je tedy mozné studovat ekvivalentni ilohu

(bh3)? = RS(1 — h?) = hS — h® = MAX

na intervalu (0,00). Vyhoda je zfejma: misto souc¢inu dvou
funkeci, z nichz jedna je navic slozena, studujeme dvouclenny
polynom. Pro funkci

f(h) = h® - 1#

dostavame

df

dh
Tato derivace je nulovéa pro

= 6h° — 8h" = 2h5(3 — 4h?).

h? =

=~ w

tj.

|5

Pro tuto vysku bude mit nosnik maximalni hodnotu tuhosti.
Sitka nosniku bude

/ 3 1 1
= — h2 = — — = - = —
b=+v1-h 1 1 \/; ok

Pomeér vysky a sitky u nosniku maximéalni tuhosti tedy bude
V3 : 1 a §ifka bude rovna poloviné priiméru.

Online vypocet.
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Zavérecné poznamky k lokalnim extré-
mum

Poznamka. Neékdy se pii studiu lokalnich extrémt hodi dva
nasledujici triky.

1. Vhodnou volbou jednotek dokazeme eliminovat nékteré
parametry. Presnéji, vhodnou volnou jednotek dokazeme
nékterym parametrim dat konkrétni numerickou hodnotu.
Vysetifovand funkce je potom casto jednodussi.

2. Je-li g rostouci, potom z definice rostouci funkce plynou
ekvivalence

f(@) < flzo) = g(f(2)) < g(f(x0)),
f(x) = f(zo) <= g(f(x)) = g(f(x0))

a proto funkce f(z) a g(f(z)) maji lokdlni extrémy ve
stejnych bodech. Toho je mozné vyuzit, pokud vidime, ze pri
vhodné volbé funkce g by byla funkce g(f(z)) vhodnéjsi pro
hledani lokdlnich extrému. Podobné je mozné uvazovat i pro
klesajici funkce g, ale protoze klesajici funkce obraci smér
nerovnosti, méni se lokdlni maximum na lokdlni minimum
a naopak.

Pokud fesime tlohu s praktickym zadanim, je z povahy tlohy
Casto zrejmé, ze lokalni extrém pozadovaného typu existuje a
casto to byva jediny bod, kde je derivace nulova. Pokud takovych
bodi mame vice, nebo pokud je situace méné ziejmé, mizeme
existenci lokalniho extrému posoudit pomoci nésledujici véty.

Véta (postacujici podminka pro lokalni extrémy). Je-li
f spojita v bodé Ty a meéni-li se v bodé xq funkce f z rostouct na
klesajict, ma funkce f v bodé xq lokdlni mazimum. Analogicky,
lokdlni minimum nastdvd pri zmeéne z klesajici na rostouci.

Podle této véty jsou intervaly monotonie zasadni informaci pro
nalezeni lokalnich extrému. Vzhledem k souvislosti monotonie
s derivaci je tedy nutné se vénovat nalezeni intervalt, kde méa
funkce kladnou derivaci a intervali, kde ma funkce zadpornou
derivaci.

Bolzanova véta

Bolzanova véta je pomérné nazorné tvrzeni. Hlavnim prinosem
prazského matematika Bernarda Bolzana bylo, ze si uvédomil,
ze toto tvrzeni neni snadnym dusledkem definice spojitosti a ze
pres nazornost tohoto tvrzeni je nutno podat jeho presny dukaz,
ktery rozhodné neni jednoduchy. Jind, zdanlivé nevinna tvrzeni,
vsak pravdiva byt nemusi. Zde se nabizi souvislost se spojitosti
funkce a nakreslitelnosti jednim tahem. Bolzano napiiklad nasel


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJwrSyzSUM9QSFHX5OVK08jQtM2IM9YqLiwq0UiJM9LNiDMCihdn5JdrpOmlZKaBVGAI6BXn55SlgmQAYWkWzQ==&lang=sage
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Obrazek 3.1: Bolzanova véta je jedna z téch, které clovéka meprekvapi.
Pokud se md funkce spojité prehoupnout z jedné strany osy na druhou,
must tuto osu nékde protnout.

funkci, ktera je spojita, ale jeji graf je tak komplikovany, ze se
neda nakreslit.

Podminka f(a)f(b) < 0 v nasledujici vété znamend, ze funkéni
hodnoty funkce f v bodech a a b se lisi znaménkem.

Véta (Bolzanova véta). Necht f je spojitd funkce na inter-
valu [a,b] a f(a)f(b) < 0. Potom ezxistuje ¢ na intervalu (a,b)
takové, Ze plati f(c) = 0.

Dusledek.

e Na intervalu, kde je funkce spojitd a rizna od nuly, se
zachovava znaménko funkce, tj. funkce je zde bud porad
kladna nebo porad zaporni. Mezi obéma variantami se
muzeme rozhodnout testovanim znaménka funkce v jednom
libovolném bodé intervalu.

¢ Na intervalu, kde ma funkce spojitou a od nuly rtznou
derivaci, se zachovdvd monotonie funkce, tj. funkce je zde
bud porad rostouci nebo potad klesajici. Mezi obéma vari-
antami se mizeme rozhodnout testovinim monotonie (tj.
znaménka derivace) v jednom libovolném bodé intervalu.

Poznamka. Lokélni extrém nastava tam, kde je funkce spojita
a kde se méni monotonie. Nenastava tam, kde se monotonie
spojité funkce neméni. Pfirozené nenastava ani tam, kde funkce
neni definovéna.

Priklad. Najdéte lokilni extrém funkee y = —=—. Derivace
€T

. 1+z)(1—-2x

jey = ( : )( g )

(x2+1)

1'3

Priklad. Najdéte lokdlni extrém funkce y = ot Derivace je

x
, 2(x +3)a?

(+2)?
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Reseni prikladi bude na prednésce. Dalsi piiklady ve cviceni.

Linearni aproximace rovinné transfor-
mace

u,(x, y+dy)
C
dy T *,‘ e
u(x y) ou
= dx
A dx B Ox
L; uxy) ——————>
l(— u(x+dx, y) ———>
X
h -
Obrazek 3.2: Pudsobenim sily se element materidlu miuzZe posu-

nout, rotovat, deformovat. Tuto zménu potrebujeme zachytit. Zdroj:
https://physics.stackexchange.com/questions/811716/geometric-
derivation-of-the-infinitesimal-strain-tensor/311744

Nésledujici pasaze rozsiruji linearni aproximaci na pripad, kdy
chceme popsat transformaci roviny. Protoze v tomto pripadé
pracujeme se dvéma souradnicemi, je nutno uvazovat dvé funkce
(pro kazdou soufadnici jednu funkci) a kazdd funkce zavisi
na dvou proménnych (na obou soufadnicich). Popis, ktery si
predstavime, vyuzijeme pri popisu matematického namahani
pri odvozeni veli¢in, na nichz je zalozen obecny Hookuv zdkon
dévajici do souvislosti deformaci materidlu a ptisobeni vnéjsi
sily.

Linearni aproximaci funkce jedné proménné muzeme zapsat ve
tvaru

d
Azx) ~ —A
flz+ Azx) f+dx x,

kde na pravé strané pro stru¢nost nevypisujme zavislost na .
Podobné miizeme zapsat linedrni aproximaci pro funkci dvou
proménnych x; a x5 ve tvaru

of

f(JCl + Adil,.’l?g) ~ f + 871'17

0
flzr, o + Axsg) = f + (“)TZ;

Uvazujme nyni mechanické namahéani, kdy se téleso posunuje,
rotuje a deformuje vlivem ptisobeni vnéjsi sily a bod (z1, z2) se
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posune o (u1(z1,x2), uz(x1,22)). Pomoci linedrnich aproximact

ou ou
ur(xy + Axq, 20 + Axg) ~up + —1A9[;1 it
8£E1 al‘g

Ouz Oup

Uz(l'l + Axl,xg + Axg) ~ U + 8—331Ax1 + 6372

A{L‘Q
AI‘Q

dostdavame aproximace této transformace. Pri transformaci
ve 3D je situace podobnd, jenom jsou zde dalsi ¢leny od
tretich souradnic. Aby se situace nestala neprehlednou, je
klasicky zpusob zapisu neudrzitelny. Nastroj pro prehlednou
formulaci linearni aproximace dostaneme k dispozici pozdéji
po probrani maticového poc¢tu a maticového nasobeni. Poté
budeme diky linearni aproximaci schopni zformulovat souvislost
mezi deformaci a ptisobenim vnéjsi sily.

Za vyse uvedenou linearni aproximaci vsak platime jistou
dan. Linearni zobrazeni mimo jiné transformuje pfimky na
primky, rovnobézky na rovnobézky, stred tisecky na stred
tsecky. Deformaci, kterd tyto podminky nespliuje, tim padem
nemuzeme podchytit. Linearni aproximace je presna jenom pro
relativné malé deformace. Proto se také vysledny produkt, ke
kterému se v pribéhu semestru dopracujeme, nazyva tenzor
malych deformaci.

Shrnuti, hlavni myslenky

e Derivace udava trend ve zménéch veli¢in a diky tomu umoz-
nuje za urcitych okolnosti nahrazovat komplikované funkéni
vztahy pomoci vztahii linedrnich. Toto nazyvame linearni
aproximace a je to jedna za zasadnich metod, jak si inzenyti
zjednodusuji tlohy, které by byly jinak nefesitelné.

e Derivace dokéaze detekovat rist a klesani funkce a diky
tomu dokazeme také detekovat body, kde se rust zastavi
a zmeéni na klesani nebo naopak. Tyto body nés pfirozené
zajimaji, protoze v téchto bodech je studovand veli¢ina
maximalni nebo miniméalni a to ma dopad pfi minimalizaci
néakladi, maximalizaci pevnosti ¢i zisku a jinych tlohéach z
praktického Zivota.

o Pokud trend (rychlost zmény, derivace) nestaéi k podchyceni
zésadnich vlastnosti velifiny (nastava v lokdlnim extrému
nebo v pripadé, ze potirebujeme lepsi aproximaci, nez je
aproximace linearn{), mame k dispozici néstroje i v tomto
pripadé: derivace vyssich radu a Tayloriv polynom.
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Kapitola 4

Integral, integral a integral

Naucili jsme se pracovat s derivacemi, tedy s rychlosti zmény.
Zname-li funkci a zderivujeme ji, dostaneme rychlost zmény.
Pokud potom puvodni funkci “ztratime” a ztstane ndm jenom
derivace, je otazka, jestli dokazeme ptvodni funkci z této
derivace najit. Odpovéd je zni, Ze v jistém smyslu ano. Spojeni
“v jistém smyslu” naznacuje, ze souvislost nebude tak snadna
jako je souvislost u navzajem inverznich funkci. Derivovanim
totiz muzeme ztratit aditivni konstanty, které v derivaci davaji
nulu a zpétné neni mozné rekonstruovat, derivovinim jaké
konstanty jsme tuto nulu dostaly. A protoze problém uchopime
ponékud obecnéji, uvedeme si dokonce hned tii razné “protijedy”
na derivovani.

Jeden predstavime jako opak derivace (neuréity integral),
druhy jako zménu funkce vypoctenou ze zadané rychlosti zmény
(Newtonav urcity integral) a tfeti jako ndhradu souétu pro
pripad, kdy potiebujeme scitat nekone¢né mnoho prispévki,
z nichz kazdy mé v podstaté nulovou hodnotu (Riemannav
urcity integral).

Intervalem I budeme rozumét otevieny interval.

Motivace: Jak z derivace krivky ziskat
rovnici krivky?

Na této tloze si pripomeneme dal${ roli derivace (smérnice
teCny) a predstavime si Gzasny druh mostl — mosty zavéSené na
nosnych lanech, které mohou preklenout obrovské vzdalenosti.

U zavéseného mostu lano nese prostfednictvim svislych lan
hmotnost rovnomérné rozlozenou ve vodorovném sméru. Je
potfeba zvolit vhodnou délku svislych lan tak, aby sila ptsobici
na nosné lano byla vzdy ve sméru tohoto nosného lana. Potom
je systém nejstabilnéjsi a nejpevnéjsi.

Diky symetrii sta¢i uvazovat jenom piilku mostu. Na ¢ést lana
nad intervalem [0, ] ptisobi nésledujici sily.

o Tahov4 sila lana v minimu (z = 0) o velikosti T doleva.
o Gravitacni sila o velikosti G = pxg smérem dola, kde u je
linedrn{ hustota (hmotnost jednotkové délky mostu) a px

je hmotnost ¢asti mostu, odpovidajici intervalu [0, x].

e Tahova sila F' doprava nahoru na pravém konci. Protoze
je most v klidu, velikost a smér této sily jsou takové, aby
soucet vsech sil ptisobicich na uvazovanou ¢ast mostu byl
roven nule. Jako stavitelé mostu chceme, aby smér sily
souhlasil se smérem lana, tj. aby sila byla te¢na k nosnému
lanu.

Vektorovy soucet sil musi byt nulovy a proto vSechny tii sily

v 11 . ; o . ngx (s .
tvori pravouhly trojihelnik. Pomér odvésen —— udava smérnici

prepony. Kiivka udavajici smér nosného lana tedy musi mit tvar
funkce, ktera splnuje
r_ MY

Y=7

Z,

kde pu, g, a T jsou pro danou ulohu konstanty.

7 rozboru vidime, ze mame danu kfivku danou pomoci derivace
a tuto kfivku musime najit. Formalné to je stejny problém,
jako kdyz mame rychlost zmény funkce a chceme najit casovy
prubéh této funkce. Mechanickym modelem muize byt napriklad
pohyb zadanou rychlosti a loha urc¢it drahu tohoto pohybu.
Tento problém se na zakladni skole redukuje na pripad pohybu
konstantni rychlost{ (s = vt) a na stfedni skole rozsifuje na

1
rychlost, kterd se méni jako linearni funkce (s = ~at®). Nyni

stojime pred tkolem, jak si poradit v pripadé obecné rychlosti,
ménici se libovolné. Piesné to je kol pro neurcity integral.

Neurcity integral

Predstavime nastroj, ktery nam umozni odpovédét na néasledujici
otazky.

o Je zndm smér kiivky v kazdém bodé (tj. smér teény, deri-
vace). Jaka je rovnice kiivky?

e Je zndma rychlost, s jakou se méni velicina f. Jaka je
rovnice udavajici zavislost veli¢iny f na case?
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Definice (neuréity integral). Rekneme, Ze funkce F je pri-
mitivni funkci k funkci f na intervalu I, jestlize plati

F'(z) = f(x)

na intervalu I. Mnozina vSech primitivnich funkci k funkci f se
nazyva neurcity integrdl funkce f a znaci

/ f(w) da.

Otazkou existence primitivni funkce se budeme zabyvat na dalsi
prednésce. Otdzku (ne-)jednoznacnosti resi nésledujici véta.

Véta (jednoznacnost primitivni funkce). Primitivn{
funkce je ddna jednoznacne, az na aditivni konstantu.

o Je-li F primitivnd funkci k funkci f na intervalu I, plati
totéz i pro funkci G(x) = F(x) + ¢, kde c € R.

o Jsou-li F a G primitivni funkce k téze funkci f na intervalu
1, existuje c € R takové, Ze

na I.

1
Priklad. Funkce 22 m4 primitivni funkce napiiklad gx?’, nebo

1 1
§x3 + 7, nebo gx?’ + 7, protoze derivace vsech téchto tri funkci

je z2. Plati

1
/mzdx:§x3+c, ceR.

Vzorce.

1. /cdx:cx—i—C

InJrl
2. z"dx = +C
n+1
1
3. [ =dz =In|z|+C
T
4. efde=e"+C
5. sinxdx = —cosx + C

cosrdxr =sinz + C

L S L

7. s—dr =tga +C
COS“ X
1
8. —— dr = —cotgz +C
Simm- T
1 1 x
9. m dx = Zarctgz —+ C
1
10. ﬂ dx = arcsin% + C
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11. /f(ax—i—b)dx:éF(ax—i-b)—i—C, kde F(w):/f(x)dm

Véta (linearita neurcitého integralu). Neurcity integrdl
zachovdvd soucet a ndsobeni konstantou. Tedy pro libovolné
funkce f, g a libovolnou konstantu c plati

/f+gdx:/fdm+/gdﬂc,
/cfdx:c/fdx.

Priklad.

1 2 1
/2x4 — e 4 Zdr = —2® — ~e* + In|z[+C
T 5 4

Aplikace neurcitého integralu

dr
Priklad. Teplota klesa rychlosti o —0.1e7 %01 °C /min.

Teplota jako funkce casu je dana integralem

T= /70.1670'01t dt

—0.1
—0.01
— 106—0.01t + C

e—0.0lt +C

Hodnota C' souvisi s pocatecni teplotou. Je-li naptiklad po-
¢ateén{ teplota 28°C, dosadime do vztahu pro T hodnoty
T = 28°C at = 0 a ze vzniklé rovnice uréime C. Dostdvame
takto podminku

28 = 10e° + C,

ktera implikuje C = 18°C. Funkce udavajici zavislost teploty
mistnosti na case je

T = (18 + 10e701) °C.

Priklad. Na jednom z predchozich slidu jsme vidéli, ze kiivka,
ktera je prirozend pro nosné lano zavéseného mostu, splnuje

rovnici
/ ung
= —X.

T

Pouze za této podminky bude lano namédhano ve sméru své
nejvyssi pevnosti, tj. v podélném sméru, ve sméru své osy.
Integraci ziskame

yz/%xdx:%ﬁ—i—a

Y

Lano tedy bude v kazdém bodé namahino ve sméru své osy
pokud mé tvar paraboly. Prohnuti paraboly (koeficient u 2%) je
dano hmotnosti mostu a tahem napinajicim lano.
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Urcity integral (Newtonav)

Predstavime si mirnou modifikaci neurcitého integralu. Rychlost
zmeény nebudeme pouzivat k hledani predpisu funkce, ale budeme
hledat zménu funkce na zadaném intervalu.

Definice (Newtontuv uréity integral). Bud f funkce a F
jejl primitivni funkce na intervalu I. Bud [a, b] C I podinterval
v I. Urcitgm integrdlem funkce f na intervalu [a,b] rozumime
veli¢inu oznacenou a definovanou vztahem

b
/ f(z)dz := F(b) — F(a).

Oznaceni. Vyraz F(b) — F(a), tj. zménu funkce F(z) na
intervalu [a, b], oznac¢ujeme také [F(z)]2. Tento zapis se ¢asto
pouziva jako mezivypocet pri vypoctu urcitého integralu.

1

/lede _ Bﬁ]o = L) - S0P =5

Véta (linearita urcitého integralu). Urcity integrdl zacho-
vdvd soucet a ndsobeni konstantou. Tedy pro libovolné funkce
f, g a libovolnou konstantu c plati

b b b
/f—i—gdx:/fdx—i—/ gdz,
a b ab a
/cfdm:c/ fdzx.

Snadnym dusledkem definice urcitého integralu je nasledujici
véta.

Véta (zameéna mezi a rovnost mezi v uréitém inte-
gralu). Plati

/: f@)dz =0,

/abf(x)d:z: = —/baf(x)dx.

Aplikace urcitého integrilu (zména
teploty)

dr
Priklad. Teplota klesa rychlosti - —0.1e7 %0 °C /min.

Neurcity integral

/_0.1670.0115 dt = 10670.01t 4 C
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jsme vypocitali v podkapitole s neurcitym integralem. Potte-
bovali jsme jesté znat pocateéni hodnotu teploty a nasli jsme
teplotu jako funkci casu.

Nyni zapojime urcity integral. Nepotifebujeme informaci o
pocatecni teploté, ale zato jsme schopni urcit jenom zménu
teploty za dany Casovy interval. Napriklad za prvni hodinu bude
zména teploty

60
—0.01 —0.01¢760
/0 —0.1e=%%1" dt = [10e~"0]

106—0.0160 _ 106—0.01'0

~ —4.5°C.

Za druhou hodinu bude zména teploty

120 120
—0.01t 74 _ —0.01¢
/60 —0.1e dt = [106 ]60

— 10e—0:01-120 _ §(5,—0.01:60

~ —2.5°C.

Online vypocet.

Dalsi motivace

Ze stiedoskolské fyziky dobie zndme vzorce pro drahu, praci a
tlakovou silu. Ovsem jenom v extrémné péknych pripadech.

e Draha rovnomérného pohybu je urcena vzorcem

s = vt.

(1)

Tento vzorec neni pouzitelny pro pohyb proménnou rych-
losti. Z kapitoly o neurcitém integralu vime, Ze obecny

vzorec je
s = /vdt.

Pokud je v konstantni, vzorec (1) je disledkem vzorce (2).
o Hydrostaticka tlakova sila F' ptisobici ve vodé v hloubce h
na plochu o velikosti S se urci podle vztahu

(2)

F = Shpg,

kde p je hustota vody a g tihové zrychleni. Tento vzorec
vsak neni mozné pouzit, pokud rtzné ¢asti plochy jsou v
ruznych hloubkach. Napiiklad neni mozné pomoci tohoto
vzorce urcit celkovou silu na svislou sténu reprezentujici
hraz prehrady.

e Price vykonana konstantni silou F' po dréze s je

W = Fs. (3)


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJwrSyzSUC9R1-TlStMo0VSwVdA10DNU0FJIrSjQADINDLVKgHIFRZl5JQpAnJpelFiSqgFSq6NRomOgY2agiUfezEDH0AioAgB6XhvR&lang=sage
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Co kdyz se ale sila nebo draha méni? Pokud nas zajimé
prace nutnd k navinuti visiciho fetézu na rumpaél, sila se
béhem namotavani plynule zmensuje, protoze visici kus
fetézu se pri namotavani zkracuje. Pokud nés zajima prace
nutnd k vycéerpani vodni nadrze, musime kazdy litr vody,
ktery je na dné, “tahat” po delsi draze nez kazdy litr vody,
ktery je na hladiné a proto se méni drédha. Vzorec (3) selhdva
v obou pripadech. Jednou kvili nekonstantni sile, podruhé
kvili draze.

e Obsah obrazce mezi konstantni funkeci f a osou z nad
intervalem [a,b] se vypocte snadno, protoze se jednd o
obdélnik se stranami f a Az = b — a. Proto

S=f-Az.

Tento pristup vsak neni mozné pouzit, pokud se funkce f
na intervalu [a, b] méni. Formalné je tato tloha stejnd jako
ostatni tlohy vyse, ma vsak snadnou geometrickou inter-
pretaci. Praveé tuto interpretaci vyuzijeme v nasledujicim k
definici druhého typu uréitého integralu (Riemannova).

Urcity integral (Riemanniiv)

Y

Obréazek 4.1: Obsah pod konstantni funkci.

Uloha 1. Snadnym disledkem vzorce pro obsah obdélnika je
obsah obrazce mezi grafem konstantni funkce a osou x.

S = fAzx

Uloha 2. Obsah pod funkei slozené ze dvou konstantnich
funkei napojenych na sebe se vypocte jako soucet obsaht dvou
obdélnikt.

S = fiAzy + foAx,

Toto se da snadno zobecnit na libovolny pocet intervali a pro
libovolnou po ¢astech konstantni funkci.

Prostredky matematické analyzy je mozné “zjemnovat déleni do
nekonecna”, presnéji, mizeme pouzit limitni prechod podobny
limitnimu prechodu, ktery v definici derivace prevedl podil
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Obrazek 4.2: Obsah pod funkci po castech konstantni.

b
Obrézek 4.3: Obsah pod obecnou funkci je / f(z)dz.
a
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(primérnou rychlost) na derivaci (okamzitou rychlost). Diky
tomu neni nutné se omezovat na po ¢astech konstantni funkce,
ale postup bude fungovat i pro velmi obecné funkce. Vyslednym
produktem je Riemannav integral.

Riemannuv integral je velmi ndzorny, ale pomérné obtizné se
pocita, pokud postupujeme piimo podle definice. Pokud vsak
je funkce v uréitém smyslu péknd (m4a primitivni funkei na

intervalu, ktery uvniti obsahuje interval [a,b]) jsou Riemanniv
a Newtoniv integral stejné. Proto mezi nimi nerozliSujeme,

pouzivame jeden pojem urcity integral a pocitame jej pomoci
definice Newtonova integralu. Obsah obrazce pod ktivkou f(z)
je roven

S—/abf(:z:)dx.

V teorii Riemannova integralu ma vzorec

b
/ f(2)dz = [F(z))’, = F(b) — F(a)

postaveni véty nazyvané Newtonova—Leibnizova véta a je to
véta udavajici, jak vypoc¢teme urcity integral pomoci neurcitého.
Zajimavé je, ze v nékterych piipadech je vhodné postupovat
naopak a urcit neurcity integral pomoci integralu urc¢itého, coz
si ukazeme v nésledujici prednésce.

Aplikace urcitého integralu (draha)

1. Teéleso pohybujici se po dobu At konstantni rychlosti v po
ptfimce urazi drahu
s = vALt.

2. Téleso pohybujici se po dobu Aty konstantni rychlosti vy
po primce a poté po dobu Aty rychlosti vy urazi celkovou
drédhu

s = v1 At + v Ats.

Toto je mozné zobecnit na libovolny pohyb skladajici se z
kone¢ného poctu useki, kdy se téleso pohybuje konstantni
rychlosti.

k
s = 1Aty + v Aty + - - - + v Aty = ZviAti
i=1

Prispévek za kazdou ¢ast pohybu, kdy je rychlost konstantni,
je
As = vAt,

kde v a At jsou prislusné rychlost a doba pohybu, po kterou
je rychlost konstantni.

3. Pokud se rychlost méni spojité a a a b jsou pocatecni a
koncovy okamzik pohybu, plati

S/va(t)dt.
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Aplikace urcitého integralu (tlakova
sila)

Mojzisuv most (Holandsko, pevnost Fort de Roovere) je v
celosvétovém méritku unikatnim mostem. Je postaveny ze dreva
a zanoreny do vodniho ptikopu okolo pevnosti tak, aby splyval s
krajinou. Predstavme si zjednodusené, ze vodni masu drzi svisla
dfevéna sténa a budeme se snazit najit celkovou silu pusobici
na tuto sténu tlakem vodni masy. (Ve skutecnosti most lezi na
dné a dno se zveda smérem ke sténam mostu. Google umi najit
stavebn{ pldn mostu.) Délku mostu oznacime L, vysku stény
(pFesnéji vzdédlenost ode dna po hladinu vody) oznacime H.

1. Tlakova sila na rovinnou plochu o obsahu S vyvolana tlakem
p je rovna
F=pS.

Tlak v hloubce h je dan vzorcem

p = hpyg,

kde p je hustota vody a g tihové zrychleni.

2. Myslenkové rozdélime celou sténu na casti. Tlakova sila
na celou sténu je rovna souctu tlakovych sil, které ptisobi
na jednotlivé ¢asti. M4a smysl volit ¢asti tak, aby na nich
byl tlak konstantni. Myslenkové tedy sténu rozrezeme na
vodorovné pasky.

3. Na mysleny vodorovny péas, ktery mé vysku Az a je v
hloubce x, pusobi tlak p = zpg. Obsah péasu je podle vzorce
pro obsah obdélnika AS = LAz. Celkova sila pusobici na
tento pas je

AF = pAS = LpgzAzx.

4. Celkovou silu na celou sténu najdeme sectenim vsech pri-
spévku. Forméalné

F= Z LpgrAz.

Protoze téchto prispévki je nekonecné mnoho, seCteme je
integralem

H
F:/ Lpgx dzx.
0

5. Po vypoétu dostavame

H
F:/ Lpgx dx
0

H
:Lpg/ rzdz
0

H
1
ol
2 1
1 1
= Lpg |-H? — 07
oo |51 5]

1
= —LH?pg.
5 LH g


http://www.netherlands.cz/mkportal/modules/wiki/index.php/Moj%C5%BE%C3%AD%C5%A1%C5%AFv_most
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Tento vztah je stejny, jako kdyby na celou plochu o velikosti
1
L H ptisobila tlakova sila vyvolana tlakem §H pg, tj. tlakem

v polovi¢ni hloubce.

Aplikace urcitého integralu (tok po-
trubim)

V predchozim prikladé jsme “krajeli” prehradu na vodorovné
pasy, protoze ve vodorovném sméru byl konstantni parametr,
ktery jsme potiebovali mit konstantni pro vypocet k celkovému
prispévku. V nasledujicim ptipadé je obdobny parametr kon-
stantni na kruznicich a proto budeme délit a scéitat prispévky
pomoci mezikruzi.

V potrubi o poloméru R tece viskozni tekutina tak, ze uprostred
ma maximalni rychlost a u stén nulovou. Rychlost ve vzdalenosti
7 od osy potrubi je ddna vztahem

R2 _ ,,,2

Rz
Stredni rychlost dostaneme jako celkovy tok potrubim déleny
obsahem S = 7wR?. Tok v piipadé konstantni rychlosti je
soutinem rychlosti a obsahu prifezu. V ptipadé rychlosti

nekonstantni rozdélime prifez na ¢asti AS, na kazdé ¢ésti
urcime prispévek k celkovému toku a poté vse seCteme, tj.

Q= > w(r)ASs

prufrez

U("’) = Umax

Protoze rychlost zavisi na r, je stejna na kruznicich a proto se
jevi vhodné rozdélit prurez na mezikruzi a secist pres polomeér
téchto mezikruzi. Budeme tedy integrovat pfes proménnou 7.
Vyjadreni ) prepiseme do tvaru
AS
Q= g v(r)—Ar
— Ar
prufez

a limitnim prechodem se zméni suma na integrdl a podil zmén
na derivaci, tj.

R ds R R? —r2dS
- Zdr = s e — dr-.
Q= [ G dr= om0

2

ds
Odsud pomoci S = 7r*, — = 27r dostdvame po vytknuti
T

konstant, roznasobeni zavorek a integraci

R
Q= 2Mmas / (R* — ¥?)rdr
0
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Tok je tedy formalné stejny, jako by voda tekla v celém prifezu
rychlosti poloviéni ve srovnani s maximalni rychlosti ve stfedu

v
trubice. Proto je ———

nazyvana stfedni profilova rychlost

prufezu.

(Volné podle Dana Rihova a Jana Markovd, Poznamky k pied-
naskam z Hydrauliky, predndska ¢. 3.)

Aplikace urcitého integralu (prace pri
¢erpani vody)

Pokud potfebujeme vycerpat vodu z rezervoaru, nadrze, rybnika
nebo jezera, musime ji dopravit za sténu (za hraz, dostat na
breh, ...). Predstavme si, ze po opadnuti vody v okoli MojziSova
mostu zistane uvnitt voda, kterou je potfeba vycerpat. Tim se
most proménil v nadrz o hloubce H. Povrch hladiny ve chvili,
kdy je voda x jednotek délky pod okrajem mostu oznacme S.
(Pro nédrz ve tvaru kvadru by S bylo konstantn{ a rovno obsahu
dna.)

1. Pro vyzvednuti télesa o hmotnosti m o vysku h musime
vykonat praci W = mgh, abychom vykompenzovali narust
potencialni energie.

2. Vodu v nédrzi rozdélime na vodorovné vrstvy o vysce Azx.
Hmotnost vrstvy o vysce Az v hloubce z pod okrajem
nadrze bude Am = SAxp a abychom vodu dostali pres
okraj, musime vykonat préaci

AW = Amgx = SAxpgzx.

3. Celkova prace na vycerpani vody se vypocte jako soucet
jednotlivych prispévki. Spojité se ménici veli¢inu s¢itdme
integralem, coz vede na vztah

H H
W:/ Spgxdx:pg/ Sz dx.
0 0

4. Pro nadrze ve tvaru kvadru by velic¢ina .S byla konstantni a
integral by vychazel

" 1,1" 1 1
W = Spg/ xdx = Spg [12} = Spg=H?* = (SHp)g-H.
0 2" |, 2 2

Vyraz SHp je celkovd hmotnost. Prace je tedy stejna, jako
kdybychom téleso o stejné hmotnosti jako je hmotnost vodni
masy zvedli z poloviéni hloubky pod hladinou na troven
hladiny. Je to stejné prace, jakou bychom vykonali, kdyby

vsechna voda byla stlacena v tézisti a my bychom tuto vodu
zvedli na uroven okraje nadrze.
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Aplikace urcitého integralu (moment
setrvacnosti tyce nebo tramu)

o Kineticka energie télesa o hmotnosti m pohybujiciho se po-

suvnym pohybem rychlosti v je ddna vztahem E = —mu?.

Kineticka energie télesa o momentu setrvacnosti J pohy-
bujiciho se otacivym pohybem thlovou rychlosti w je dana

vztahem E = =Jw?. Odsud vidime, Ze energie pot¥ebna

k vyvolani rotacniho pohybu je imérnd momentu setrvac-
nosti. Moment setrvacnosti je tedy jakousi mirou odolnosti
télesa vuci silam, které se jej snazi uvést do rotacniho po-
hybu. Zjednodusené, vétsi moment setrvacnosti znamena,
ze téleso je stabilnéjsi.

e Moment setrva¢nosti hmotného bodu o hmotnosti m vzhle-
dem k ose ota¢eni vzdalené r od tohoto bodu je J = mr?.
Pro soustavu hmotnych bodu staci prispévky secist. Pro
pripad télesa se spojité rozlozenou hmotnosti bychom mu-
seli “secist nekone¢né mnoho nekonecéné malych prispévki”
a proto s¢itame integralem.

Budeme studovat rotaci ty¢e o hmotnosti m a délce L okolo osy
kolmé k ty¢i. Necht je ty¢ poloZena podél osy x a rotuje okolo

x
osy y. Kousek tyce o délce Az ma hmotnost < ma pokud
je jeho vzdalenost od osy y rovna z, prispévek k celkovému
momentu setrvacnosti je

A
AJ = Txme = %ﬁAm.

Celkovy moment setrvac¢nosti je dan integralem, ale zavisi na
poloze tyc¢e vzhledem k ose otacend.

1. Pro ty¢ umisténou levym koncem v pocatku dostdvame
moment vzhledem k ose prochéazejici koncem tyce ve tvaru
ml L3 = 1

Lm m |1 L
J = —?de=— |23 = ZmL?.
/o Lx T L[Sx]o m

L3 3
2. Pro ty¢ umisténou stfedem v pocatku dostdvame moment
vzhledem k ose prochazejici stfedem ve tvaru

-

_m
L
3 3
:@ li_}(_ )31;
L {38 3 8
1 2

Zaveér.
e Na roztoceni tyce okolo konce je potreba vice energie, nez
na roztoCeni okolo stiedu. Ctytikréat vice. (Z praxe vime, Ze
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s dlouhym zZebfem se manipuluje nejlépe, pokud jej drzime
uprostied.)

e Ty¢ o konstantni délkové hustoté 7 (dané pouzitym pru-
Fezem a materidlem) ma hmotnost m = 7L a moment
setrvacnosti vzhledem ke stfedu

L .3
J= il 27'L .
Vidime, Ze moment setrvacnosti roste dramaticky pii zvét-
Sovani délky, s treti mocninou. Proto provazochodci nosi
na lané dlouhou ty¢ a proto pri extrémnich vykonech, jako
je prechod Grand Canyon, byva pouzita extrémné dlouhé
ty¢ (pro Grand Canyon 9.1 metru a 20 kilogrami, viz Nik
Wallenda).

Shrnuti, hlavni myslenky

e Nékdy méame zadanu rychlost, s jakou se méni veli¢ina
a potrebujeme znat funkéni predpis pro tuto veli¢inu, tj.
hodnotu v libovolném case. To je tloha inverzni k derivaci
a Tesi ji neurcity integral.

e Pri zadané rychlosti zmény neni mozné bez zadani vycho-
ziho stavu uréit hodnotu velic¢iny, kterd se méni. Je mozné
vypocitat jenom zménu této veli¢iny za urcity Casovy usek
(Newtonuv urcity integral) anebo je FeSeni ddno aZ na po-
Catecni stav vyjadreny integracni konstantou v neurcitém
integrélu.

e Nékdy pottebujeme velicinu, ktera nas zajima, najit posci-
tanim nekonecné mnoha prispévkt. Toto je v situaci, kdy
se “za béhu” méni parametry tlohy, napriklad se béhem
pohybu méni rychlost pohybu. V tomto ptripadé pouzivime
Riemanniiv urcity integral, ktery je definovany jinak nez
Newtontiv, ale v prakticky zajimavych ulohach se pocita
stejné.

e Dalsi aplikaci procesu opa¢ného k derivovani je tloha, kdy
jsou vlastnosti kiivky popsdny pomoci derivace a hleddme
rovnici pro tuto krivku. Prikladem jsou tlohy ve stavitelstvi
a studiu materidlu (ohybova ¢ara nosniku).


https://en.wikipedia.org/wiki/Nik_Wallenda#Canyon_walk
https://en.wikipedia.org/wiki/Nik_Wallenda#Canyon_walk

Kapitola 5

Integraly pro pokrocilé

Naucili jsme se integrovat pomoci neurcitého a urcéitého inte-
gralu. Neurcity integral vyjadiuje funkéni hodnotu vypocitanou
z akumulace okamzitych zmén. Z principialnich divoda neni
mozné, pokud je zadidna pouze rychlost zmény, urcit celou
veli¢inu, ale jenom jeji zménu. Proto je neurcity integral déan
jednoznacné az na aditivni konstantu. Velikost zmény na za-
daném intervalu je ddna uréitym integrdlem, ke kterému je
mozné dospét i geometricky a fyzikalné nazornym zptsobem
predstavenym v definici Riemannova integralu. Ten otevird
moznost rozsirit platnost mnoha fyzikalnich vzorcti na pripad,
kdy parametry tlohy nejsou konstantni. Dokazeme tak poci-
tat drahu pohybu proménnou rychlosti, tlak vody na plochu
ponofenou napii¢ ruznymi hloubkami a podobné.

V nésledujicim textu rozvineme nékteré poznatky o integralu,
odvodime si nékteré pokrocilejsi metody pro vypocet, ukazeme
si, ze kazda spojita funkce mé primitivni funkci a také otevieme
cestu k definovani funkei, které nejsou elementarni.

Vlastnosti integralu

Z minulé pfednasky vime, Ze integral (urcity i neurcity) je
linearni, tj. zachovava soucet funkci a nasobeni konstantou.
Nasledujici dvé véty nejsou prekvapivé. Vyjadiuji dvé intuitivné
ziejma fakta.

e Pokud se veli¢ina méni rychleji, vyslednd zména je vétsi.

¢ Pokud sledujeme zménu veli¢iny za urcity ¢as, muzeme
sledovat zménu do néjakého mezicasu a poté od mezicasu
do konce a obé castecné zmény poté secist.

Je vsak dulezité védét, ze tyto myslenky plati pro libovolné
integrovatelné funkce a proto zformulujeme nasledujici véty.

Véta (monotonie vzhledem k funkci). Je-li f(z) > g(z)
na intervalu [a,b], plati

/a T / o)
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b

g—hgf

e

-
=

S

s

o

Obrazek 5.1: Monotonie a aditivia vzhledem k mezi pro urcity integrdl.

Dtsledek. Integral nezaporné funkce je nezdporny.

Véta (aditivita vzhledem k integra¢nimu oboru). Plat{

/abf(:r) dz = /:f(x)dx—l—/cbf(x)dx.

Véta o aditivité vzhledem k integracnimu oboru je napiiklad
pro Newtonovu definici integralu dusledkem zrejmého vztahu

pro libovolnou primitivni funkci F. Graficky i fyzikalné je
nazorny piipad, kdy c lezi v intervalu [a, b]. Vzorec vSak plati
pro libovolné usporddani mezi podle velikosti.
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Stredni hodnota

Urcitou souvislost s monotonii vzhledem k funkci ma otazka,
zda je mozné funkci definovanou na intervalu [a, b] nahradit
funkci konstantni tak, aby obé funkce mély stejny integral. V
praxi to znamena, ze bychom napriklad pti pohybu télesa ¢asovy
prubéh rychlosti nahradili jednou hodnotou takovou, Ze draha
za dany cas bude stejna. To je presné to, co zname z bézného
zivota jako definici primérné rychlosti. Je to soucasné i navod
pro nasledujici rozsiteni pojmu primeérna rychlost na libovolné
integrovatelné funkce. Jedna se vlastné o jakousi primeérnou
hodnotu, pri které ale nepoc¢itdme prumeér z kone¢ného poctu

hodnot, ale z hodnot rozlozenych spojité na zadaném intervalu.

Definice stfedni hodnoty je snadnym disledkem toho, Ze hleddme
hodnotu p s vlastnosti

/abf(x)dx:/abudx:u/:dx:,u(b—a).

Definice (stfedni hodnota). Necht f je funkce definovand a
integrovatelnd na uzavieném intervalu [a, b]. Cislo p definované

vztahem
1 b
= | @

se nazyva stredni hodnota funkce f na intervalu [a, b].

’LL:

14 f&) b

ﬂ 1 D e

o

Obrézek 5.2: Stredni hodnota linedrni a obecné funkce.

Geometricky je stfedni hodnota vyska obdélnika, ktery ma jednu
stranu tvofenou intervalem [a,b] a obsah je roven integrélu

b
/ f(x)dz. Pokud je funkce f(x) kladnd a linedrni, je tento

integral roven obsahu lichobéznika o zédkladnéch f(a) a f(b) a
vysce b — a. Tedy

b
/ f(x)dx:(bfa)w
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a stfedni hodnota linearni funkce je tedy primérem hodnoty na
zaCatku a na konci intervalu.

P#iklad. Stfedni hodnota funkce y = 22 — 1 na intervalu [0, 2]
je

Online vypocet.
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Obrazek 5.3: Graf pocétu nemocnijch chiipkou. Cdrkované je dlouhodoby
trend, okolo kterého pocet nemocnych osciluje s krdatkou periodou. Zelend
plnd krivka je pétilety prumeér zacinajici v daném roce. Minimum této
krivky je vhodny okamzik pro zacdtek plosné vakcinace.

Priklad. (Podle Leah Edelstein-Keshet: Integral Calculus with
Applications to the Life Sciences). Health Canada dlouhodobé
monitoruje chiipku. Ze ziskanych dat vyplyva, ze u této nemoci
existuje sezonni cyklus s kratkou periodou a dlouhodoby dvace-
tilety cyklus s dlouhou periodou. Je-li ¢ ¢as v meésicich, je pocet
nemocnych (ve stotisicich jedinci) dobfe aproximovan funkef

I(t) = cos <%t> + cos (%00 +2.

Health Canada méa snahu chiipku eliminovat z populace oc-
kovanim. Odhaduje se, ze je nutné pétileté obdobi intenzivni
vakcinace. Pro co nejnizsi naklady je vhodné vakcinaci zacit v
obdobi, kdy je virus na pétiletém minimu. Stredni hodnota za
pétileté obdobi pocinajici casem ¢ty je

_ 1 to+12X%5
I(ty) = I(t)dt.
0 =gyz)

Pro vypocet minima funkce I(ty) je nutné umét derivovat
funkce, které jsou vyjadreny integralem a proménnd je v mezi
tohoto integralu. To se nauc¢ime v dalSich ¢astech prednasky a
poté se k tomuto prikladu vratime.

Online vypocet.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJwz1DfSyswrSU0vSixJ1TDSqogz0jXU0ajQMdAx0tQEAIuACEI=&lang=sage
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxtjs0KgzAQhO-C75BbNj9iErG3XD3nFcTGIAQjcSn27du0pT_Q2-x8M8xexgwUKaurGZDZKe2wLe2JIxMvrY0ql6mr8JX4uENxdQva8J4RTpYVfcgjepjhYBIOiRJFz7Vh95W6ctpuMeGbKtkrVZAzTxB-gCRTiilbmv2ZShKX1e94jd7Spilvu-7ZGv63QvZ-feS0cEa47gb9BD-U&lang=sage
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Numericka aproximace urcitého inte-
gralu

Nésledujici myslenka se si tykd vyluéné urcitého integralu, ale
déle v dnesni prednésce si predstavime nastroj, ktery umozni ji
pouzit i pro integral neurcity.

Nékdy se stane, ze neumime nebo nepotfebujeme urcity integrél
vypocitat presné. Nebo Ze ani neméame dostatek informaci pro
presny vypocet, naptiklad funkce mize byt zndma jenom v
nékolika bodech, které jsou vysledkem méfeni a mimo tyto
body nejsou zaddné informace o funkénich hodnotach. To je
presné situace pro numerickou aproximaci urcitého integralu.
Mechanicky model zékladnich myslenek aproximace je shrnut v
nékolika nasledujicich bodech.

e Predstavme si, Ze mame urcit drahu pohybu, ale v zadaném
¢asovém intervalu mame pouze nékolik zdznami hodnoty
rychlosti z tachometru.

e Mimo tyto zaznamy se mohlo dit v podstaté cokoliv. Bu-
deme vsak doufat, Ze rychlost se ménila spise pozvolna.

o Zakladni taktika odhadu drahy mize byt takovd, Zze mezi
kazdymi zaznamenanymi hodnotami rychlosti na tacho-
metru nahradime pohyb rovnomérnym pohybem rychlosti,
kterd je pramérem krajnich hodnot.

e Predchozi postup aplikovany na libovolnou funkci odpovida
tomu, ze mezi kazdymi dvéma hodnotami nahradime funkci
funkei linedrni a poté integral vypocitame pro tuto linedrni
funkci. Tento postup (lichobéznikové pravidlo) je mozné
modifikovat nebo vylepsit. Napiiklad je mozné pouzit pro
aproximaci ¢asti parabol misto pfimek (Simpsonovo pravi-
dlo). U funkce, kterd je rostouci, je mozné napiiklad pouzit
funkéni hodnotu v dolni mezi a tim dostaneme dolni odhad
pro vysledny integral.

Priklad. Zahradnicka firma vytahla pafez a malotraktorem
jej odtahla o 20 metrid bokem. Vzhledem k nepravidelnému
tvaru a tazeni po ruznych druzich povrchu po cesté se sila
ménila. Pracovnikovi se podarilo odhadnout silu béhem pohybu.
Zavislost sily na draze zachycuje nasledujici tabulka.

s[m] 0 5 10 15 20
F[kN] 23 15 21 31 20
Odhadneme celkovou vykonanou praci.
23+1.5 1.5+21 2.1+3.1 3.1+20
W =5 5 +5 5 5 5 5
=44.25kNm
=44.25k]J

Poznamka. V predchozim prikladé byla funkce dana v pravi-
5
delnych intervalech. Proto se ve vSech ¢lenech objevuje faktor >

ktery je mozné vytknout. Po vytknuti zlistane v zavorce soucet,

33

kde se hodnoty funkce v dolni a horni mezi objevi jednou a
ostatni dvakrat. To v obecném pripadé vede k nasledujicimu
VZOrci.

Véta (lichobéznikové pravidlo). Necht je funkce f spo-

jitd na intervalu [a,b]. Rozdélme interval [a,b] na n intervali

stejné délky h, tj. plati h = L Krajni body téchto intervali
n

., Tp a jim odpovidajici funkcni

s Yn- Plati

oznacme po Tadé Tg, 1, - -
hodnoty funkce f po tadé yo, y1, - - -

b
h
/ f(ﬂc)dw%§(yo+2y1+2y2+~-+2yn71 +yn).

Integrace metodou per partés

Metoda per partés je metoda odvozend z derivace souc¢inu. Nechf
u a v jsou funkce, majici derivace v’ a v’. Snadnym dusledkem
derivace soucinu

() = u'v + uv’
je

w’ = (wv) — u'v.

Integraci tohoto vztahu dostavame néasledujici tvrzeni.

Véta (metoda per partés pro neuréity a urcity inte-
gral). Necht u a v jsou funkce proménné x, majici spojité
derivace u' a v'. Plati

/uv’dx:uv—/u’vdx

pro neurcity integrdl a

b b
/uv'dmz[uv]ﬁ—/ wvdx

pro integrdl urcity.

Pouziti této metody méa smysl, pokud je integral / uw'vdzx jed-

noduss{ pro vypocet ve srovnani s integrdlem [ wv’ dz. Typické

situace pro integrovani metodou per partés jsou nasledujici.

1. /xsinxdx,/xcosxdx, /xemdm

2. Mirné obmény integrala z predchoziho bodu, kdy misto z
miize byt libovolny polynom a goniometrickd nebo expo-
nencialni funkce mé linedrni vnitini slozku.

3. /xk Inxdx
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Priklad. Volbou

muzZeme vypocitat integral

/xe‘rdx:xem—/1exdx:xex—ex+c.

Priklad. Volbou

u=Inx u =

8 8|

v =1 v =
muzeme vypocitat integral

1
/lnxdx:xlnx—/fxdwlenx—/ldx:xlnx—aﬁ—&—c.

T

Integrace substitu¢ni metodou

Substitu¢ni metoda je metoda odvozend z derivace slozené
funkce

coz dava

(1)
Ozna¢me u'(z) = f(x), tj. u(z) = /f(ac) dz. Oznacime-li déle
v(z) = t, plati

u(vla)) = ult) = [ (0.

Preznacme jesté v(z) na ¢(z). Potom ma (1) po zdmeéné levé a
pravé strany tvar uvedeny v nasledujici véte.

Véta (substituéni metoda pro neurcity integral). Plati
[ He@p @ = [ roat @)

kde po vypoctu integrdlu napravo dosazujeme t = p(x).

Formalné vyraz napravo ve (2) prejde ve vyraz nalevo a naopak
dosazenim rovnosti

¢ (z)dz = dt.

Toto je soucasné i ndvod, jak substitué¢ni metodu pouzit prak-
ticky.

Piiklad. Substituce 2> = t vede na vztah mezi diferencidly ve
tvaru 2z dz = dt. Odsud

1 1 1
/I6m2 dx = §/etdt = §et = 5612

+c.
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Priklad. Substituce f(z) =t vede na vztah mezi diferencidly
ve tvaru f’(z)dz = dt. Odsud

[ 5

Napriklad
x 1 2x
— L dr=> [ 4
/x2+1 o 2/x2+1 v

:;/(12“)’

241
1 2
§1n|x + 1|+ec.

1
dx:/;dtzln\t|zln|f(x)|+c.

dx

Priklad. Substituce ax + b = t vede na vztah mezi diferencialy
ve tvaru adx = dt. Odsud je mozné odvodit vzorec, ktery jiz
zname pro integral funkce s lineadrni vnitini{ slozkou. Vskutku,
plati

/f(cwc—l—b)dx:/2f(t)dt:éF(t):2F(aoc+b)—&-(§’7

kde F(x) = /f(x) dz.

Vztah (2) je zdkladni vztah pro substituci v neuré¢itém integralu.
Pouzivame jej ve vhodnych pripadech zprava doleva i zleva
doprava. Variantu pro urcity integral jsme vidéli ve specidlnim
pripadé ve cviceni, kdy vnitfni funkce reprezentovala konstantni
néasobek. Vidéli jsme prirozenym zpiisobem, ze pfi substituci
(vyjadieni v jinych jednotkéch) se s integrovanou funkci se
méni i meze. Obecny vzorec pro integrovani urcitého integralu
substitucni metodou je v nasledujici véte.

Véta (substituéni metoda pro urcity integral). Plati

@ (b)

[ Henee = [

Meze tedy podléhaji stejné transformaci, jako integrovana
proménnd. Pokud pouzivime substituci ¢ = ¢(z), potom v dolni
mezi pro x = a plati ¢ = p(a). Podobnd situace je i v mezi
horni.

F(t) dt.

Integral jako funkce meze

Integral miuze byt soucasti definice funkce. Tim se mizeme
dostat mimo mnozinu elementarnich funkci a znacné tak rozsirit
tFidu funkci, se kterymi umime pracovat.
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Véta (integral jako funkce horni meze). Bud f spojitd
funkce na intervalu I a a € 1. Funkce F(x) definovand vztahem

F(z) = /x Fb)dt

md na intervalu I derivaci a plati F'(x) = f(x), tj. F(x) je

primitiond funkci k funkci f(x).

Piiklad. Pro funkei f(z) = 2? plati

T t?) T CES
a5
0 31, 3
coz je skutetné jedna z primitivnich funkei k funkei 22, jak jiz
vime z prednésky o neuréitém integralu.
Véta o integralu jako funkci horni meze dokonce udava tvar

primitivni funkce pro libovolnou spojitou funkci. Tim dostavame
okamzité nasledujici tvrzeni.

Disledek (postacujici podminka existence primitivni
funkce). Ke kazdé spojité funkci existuje neurcity integrdl.

Bohuzel, ne vzdy neurcity integral dokazeme efektivné najit.
Zatimco problém nalezeni derivace funkce slozené z funkci, které
umime derivovat, spociva pouze ve spravné aplikaci vzorcu
pro derivovani, problém nalézt neurcity integral i k funkci
tak jednoduché, jako je napriklad e je neresitelny ve tridé
elementarnich funkci. Totéz plati pro dalsi “nevinné vyhlizejici’

funkce jako /sin(mQ)dx nebo /smx

jako funkci horni meze nabizi moznost zapsat primitivni funkci

vztahem .
/e_””2 dz =c+ / et dt.
0

Funkéni hodnoty takové funkce mizeme urcovat napriklad tak,
ze integral aproximujeme numericky.

)

dz. Véta o integréilu

Nésledujici ukdzka demonstruje, ze i s funkci definovanou
pomoci integralu je mozné jistym zpusobem pracovat, aniz
bychom méli k dispozici analytické vyjadreni této funkce.

Ukazka funkce definované pomoci in-
tegralu
Uvazujme funkci definovanou vztahem

f(x):/lzidt.

Ukéazeme si, ze tento tvar umoznuje odvodit nékteré vlastnosti
funkce f. Dokazeme naptiklad, ze funkce f méni nasobeni na

*)
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scitani, tj. ze plati

f(ab) = f(a) + f(b).

ab
f(ab):/1 %dt.

Podle aditivity vzhledem k integra¢nimu oboru plati

f(ab)/1a1dt+/aab1dtf(a)+/aab1dt.

Ve druhém integralu bychom potiebovali dostat jednic¢ku v dolni
mezi, abychom dostali integral stejny jako v definici funkce f.

Podle definice je

()

Proto zavedeme substituci — = s, t = sa, dt = ads. S pouzitim

a
této substituce se (**) transformuje na

b

b
fab) = o) + [ Soads = f@)+ [ 5 ds = fa)+ 0.

1 sa

Pokud si vSimneme, Ze integral (*) v definici funkce f je mozné
vypocitat a ze funkce f je vlastné funkce In x, neni vlastnost, ze
funkce méni nasobeni na s¢itani nijak prekvapiva. Pro nas vsak
bylo dulezité, ze v dikaze jsme pouzili jenom definici funkce f
pomoci integralu a pravidla pro praci s integraly. Nemuseli jsme
nijak pouzivat ani vlastnosti logaritmu, ani vlastnosti funkce k
logaritmu inverzni, coz byva zakladem stredoskolského odvozeni
tohoto vzorce. Vidime, ze integrél je mozné pouzit k definici
ﬁllnkce a s touto funkci je mozné dale pracovat. Substituce
tr =s,t=s", dt = rs" " ds napiiklad ukaze, ze plati

T o 1 ¢ 1 r—1 ¢ 1
fla") = Zdt: —rs'" " ds=r [ —ds=rf(a).
1 1 S 1 S

Model eliminace chripky

V prikladé u stredni hodnoty jsme se zabyvali problémem
eliminace chripky a zjistili, ze potfebujeme najit minimum

funkce
to+12X%5
/ I(t) dt.

to

_ 1
T(to) =
(to) 12 x5

Protoze jsme se zabyvali pfipadem, kdy je proménna jenom v
horni mezi a nase funkce ma proménnou v horni i v dolni mezi,
muzeme vyuzit aditivitu integralu vzhledem k mezi a psat

0 to+12x5
/ I(t)dt + / I(t) dt
0

to 12 x5
1 to to+60
= —— I(t)dt + — I(t)dt.
&/ 10 +60/0 (t)

_ 1
I(to) = 1575

Derivaci podle ty nyni dostdvame podle véty o integralu jako
funkci horni meze a podle pravidla o derivovani souctu a slozené
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funkce

d7 1 d

— = I(t I(to + 60 to + 60

dt, 60(0) 60(0+ )d (to +60)

1 1
1
- = (I(to +60) — I(t ))

Minimum tedy najdeme z podminky I(tg) = I(to 4+ 60). Po
dosazeni vztahu pro funkci I tedy fesime rovnici

cos(g >+COS(12O) 2—cos<6( +60))

+cos(120(t+60)> +2

tj. (ndsledujici vypocty jsou sice dlouhé, ale jedné se béznou
stfedoskolskou matematiku a praci s goniometrickymi funkcemi)

COS(76r >+cos(120 ) = Cos (%t—i—lOw) + cos (120t+ 17r>
cos (g )+COS(120 ) = cos (%t) + cos <120t+ ;ﬂ')
COb(l?O ) = co8 (120t+ 7T)
cos (5t) = =sin (135¢)

ton (1) = 1
120

3
Tato rovnice ma feSeni @t =47 + km tj. t = 90 + 120k.

Vzhledem k povaze problému se stfidaji maxima a minima
funkce I(to). Toto je jeSté nutné rozvazit, abychom s ockovanim
nezacali v dobé, kdy by byly naklady naopak maximalni.
Vzhledem ke snadné praktické interpretaci je vSak zirejmé, ze
minimum pétiletého priméru bude v dobé, jejiz zacatek o néco
predchazi dlouhodobé minimum vyskytu chiipky. Odsud snadno
rozlisime, kdy se jedna o minimum pétiletého priméru a kdy o
maximum.

Préace pri vytahovani fetézu (primy vy-
pocet)

Ze strechy budovy o vysce 50 metra visi fetéz dlouhy 30
metrl. Jeden metr fetézu vazi dva kilogramy. Vypocitame praci
potfebnou pro povytazeni fetézu o deset metri a poté praci
potfebnou pro tplné vytazeni retézu.

7 fyziky vime, Ze na téleso o hmotnosti m pusobi sila F' dany
vztahem
F =mg,
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kde g je tihové zrychleni a ze prace W konand silou F' po dréaze
s je rovna soucinu

W = F's.

Pokud z budovy visi A metra fetézu o linearni hustoté 7 =
2kg/m, je nutné pii vytahovani Fetézu zvedat téleso o hmotnosti
h7, tj. vyvinout silu

F = hrg.

P1i vytahovani retézu se délka visici ¢asti zkracuje a zména
délky Ah je zdpornd. Pti povytaZeni fetézu o délku |Ah|= —Ah
je nutné vykonat praci

AW = F|Ah|= —hrgAh.

Pri povytazeni o 10 metru fetéz vytahujeme spojité od hy = 30
po hs = 20. Celkova prace je

h2 hl hl
W =

h1

1 1
=79 [2h% - 2}5] =

—hrgdh = Tg/

hdh =1y [1h2]
ha 2

hz

1
579(]1% - h%)

1
= §Tg(h1 — hg)(hl + hg)

Pro7=2kgm ™! a g =9.81kgms~2 dostavame W = 4905 J.
Formalné je tento vysledek stejny, jako bychom hmotnost
dolnich h; — ho metru retézu soustredili do stfedu tohoto useku

1
(tedy do tirovné §(h1 + hs2) metrtt pod stfechu) a poté tento
1
hmotny bod premistili konstantni silou po dréze §(h1 + h3) na
strechu.

Préci pro vytazeni celého retézu dostaneme volbou he = 0. Tedy
1

a numericky W = 8829J Protoie vytéhnout prvni tfetinu

vvvs

fetézu bude mensi nez trojnasobek prace nutné pro povytazeni
o tretinu. Toto se prirozené potvrzuje porovndnim numerickych
hodnot.

Online vypocet.

Retéz jinak (pomoci zmény potencialni
energie)

Vypocitame predchozi priklad tak, ze uré¢ime zménu potencialni
energie fetézu. Praci W vykonanou pri vyzvednuti télesa o

hmotnosti m o vysku h vypocteme jako zménu potencialni
energie v tthovém poli Zemé, tj.

W = mgh.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJwrSyzSUC9JLFVIV8hQyDBUyDBS1-TlKs7IL9fIzCtJTS9KLElV0NDN0AKq0UrX0cjQyTDUyTDS1CROlUaGka0BsWqBArZGOum2lnoWQBFDW2MDoLitEYX6wdoBxXNBdg==&lang=sage
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Komplikace v tomto ptipadé je, ze kazdou ¢ast retézu vyta-
hujeme z jiné hloubky. Cést fetézu délky Ah vaz m = 7Ah
kilogramt a pfi vytazeni z hloubky h na troven stfechy je zména
potencidlni energie (a vykonand prace)

AW = mgh = 7Ahgh.

Soucet téchto prispévku pro dolni tfetinu fetézu, od hy = 20m
po h1 = 30m je

h1 h1
W= TghthTg/ hdh.
hg h’.’

Tim vypocet prechazi ve stejny integrédl jako v predchozim
pristupu a vysledky jsou tedy stejné. Préaci pro cely Tetéz
ziskame opét volbou hs = 0.

Ze prace vykonana pii vytazeni celého Fetézu je stejné jako
zména potencidlni energie celého fetézu je zrejmé. Za zminku
jesté stoji tivaha, pro¢ je povytazeni fetézu o 10 metria ekviva-
lentni zméné potencilni energie dolnich 10 metra pti vytazeni
této Casti fetézu na stiechu. Staci uvazit, ze bychom fetéz
pretocili vzhiru nohama, povytahli o 10 metri, rozpojili a visici
¢ast znovu otocili vzhiru nohama. OtocCeni vzhiru nohama
neni spojeno s konanim prace, stejné tak rozpojeni a pripadné
opétovné napojeni. Prace se tedy kond jenom tak, ze fetéz vyta-
hujeme o 10 metri. Vysledek vsak je stejny, jako kdybychom
fetéz nepretaceli, jenom odpojili dolnich 10 metri a tuto ¢ast
zvedli nahoru.

Shrnuti, hlavni myslenky

o Naucili jsme se nékteré triky pro integraly: urcity integral
se dd4 numericky aproximovat a neurcity integral se d& pre-
vést metodou per-partés nebo substituci na jiny integral, v
optimélnim pfipadé na integral vhodny pro aplikaci vzorci.

o Integral, resp. stfedni hodnota funkce, slouzi jako ndhrada
aritmetického pruméru v situacich, kdy pocitame prameér z
nekonecné mnoha veli¢in a vzorec pro klasicky aritmeticky
pramér selhava.

o Integrél je také nastrojem, ktery nas dokaze vymanit ze
svéta elementarnich funkci a muzeme pomoci tohoto inte-
gralu definovat funkce, které nejsou elementarni. Zéakladnim
prostfedkem je integral jako funkce horni meze. Toto se
vyuziva naptiklad ve statistice. Vedlejsim produktem je
véta zarucujici existenci primitivni funkce pro libovolnou
spojitou funkci.
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Kapitola 6
Diferencialni rovnice

Obycejna diferencialni rovnice prvniho
radu

Obycejna diferencialni rovnice je rovnice, kde vystupuje nezndma
funkce a jeji derivace. Setkavame se s ni napiiklad vSude tam,
kde rychlost ristu nebo poklesu veliCiny souvisi s jeji velikosti.
Napftiklad rychlost s jakou se méni teplota horkého télesa je
funkci teploty samotné. Rychlost tepelné vymény mezi dvéma
télesy je totiz tmérnd rozdilu jejich teplot (Newtonuv zdkon).
Takto se prirozené diferencidlni rovnice objevuji v modelech
nejruznéjsich déji jevi. Podstatu déje, ktery modelujeme,
musi dodat fyzika, biologie nebo jina aplikovand véda. To v
matematice obsazeno neni. Matematika poté poslouzi k analyze,
jaké jsou pozorovatelné dusledky a tim se ovéri, jestli prislusna
aplikovana véda spravné vystihuje podstatu modelovaného déje.

Definice (diferencialni rovnice). Obycejnou diferencidlni
rovnici prontho radu rozresenou vzhledem k derivaci (struénéji
téz diferencidln{ rovnici, DR) s nezndmou y rozumime rovnici
tvaru

dy

dx
kde ¢ je funkce dvou proménnych.

= ¢(z,y) (1)

(anglicky ordinary differential equation, ODE)
Dalsi formy zapisu rovnice (1) jsou
y' = ¢(z,y),
dy = ¢(z, y)dz,
dy — o(z,y)dx = 0.
Priklad. Najdéte viechny funkce spliujici 3y = 2zy. (Nauc¢ime
se Tesit pozdéji.)

Diferencidlni rovnice udava scénar vyvoje systému. K jedno-
znacnému predpovézeni budouciho stavu je ovSem nutno znat
nejenom, jaky mechanismus ovliviiuje vyvoj systému, ale také
stav soucasny.

Definice (pocate¢ni podminka, Cauchyova iloha).
Nechf z¢, yo jsou redlna ¢isla. Uloha najit feseni rovnice
dy

dx
které splnuje zadanou pocdtecni podminku

= S0($7y), (1)

(2)

y(z0) = ¥o
se nazyva pocdtecni (téz Cauchyova) tloha.

Reseni Cauchyovy tlohy nazyvame téz partikuldrnim resenim
rovnice. Graf libovolného partikularniho feseni se nazyva inte-
gralni krivka.

(anglicky initial condition, IC, initial value problem, IVP)

P¥iklad. Najdéte viechny funkce splitujici ¢’ = 2xy a y(0) = 3.
(Naucime se Fesit pozdéji.)

Véta (existence a jednoznacnost reSeni Cauchyovy
alohy). Mad-li funkce o(x,y) ohranicenou parcidlni derivaci

Ay
(2) prdvé jedno resent definované v néjakém okoli pocdtecni
podminky.

v okoli pocatecni podminky, potom md pocdtecni uloha (1)-

Priklad. Rovnice
/
y =y (3)
v r , . a1
ma Feseni y = ¥, coz nahlédneme snadno, protoze exponencialni
funkce se neméni derivovanim. Dosazenim je mozné ukézat, ze
ma& dokonce Feseni
_ x
y=Ce", (4)
kde C' je libovolné ¢islo.
Priklad. Reseni pocatecéni tlohy
!
¥y =y, y@o)=1wo

najdeme tak, Ze vyuZijeme FeSeni (4) a zaridime, aby byla
splnéna pocatecni podminka. Tj. feSenim pocatecni tlohy je

y = (yoe ™)e”.
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Vidime, Ze toto feseni existuje pro kazdou pocéatecni podminku
a proto vzorec (4) popisuje dokonce vSechna FeSeni rovnice (3).

Obecné a partikularni reseni

Reseni diferencidlni rovnice je nekoneéné mnoho. Zpravidla je
dokazeme zapsat pomoci jediného vzorce, ktery obsahuje néjakou
(alespon do jisté miry libovolnou) konstantu C'. Takovy vzorec se
nazyvé obecné reSeni rovnice. Pokud neni zadana pocateéni
podminka a mluvime o partikularnim reseni, mame tim na
mysli jednu libovolnou funkci splnujici diferencidlni rovnici.

Priklad: Obecnym feSenim diferencialni rovnice

y' = 2zy
je

2
y=Ce", CeR.

Zadna jina Teseni neexistuji, vSechna Teseni se daji zapsat v
tomto tvaru pro néjakou vhodnou konstantu C. Partikularnim

1 2 S v 7. v o7 v e
feSenim je napriklad y = 5e® . ReSenim pocatecéni tlohy

y =2xy, y(0)=3

je
y = 3e

Priklad - tepelna vyména

o 7 fyziky vime, ze rychlost tepelné vymeény mezi dvema télesy
je imérnd rozdilu jejich teplot (Newtonuv zékon).

e 7 prednasek o derivacich vime, Ze rychlost je matematicky
derivace. Proces tepelné vymény probihajici podle Newto-
nova zakona je tedy mozno modelovat diferencidlni rovnici

dT
dt

o Rovnice udavé, ze teplota T horkého télesa se méni (rychlost
zmény je derivace) tak, Ze klesa (znaménko minus) rychlosti
dmeérnou (konstanta k) teplotnimu rozdilu mezi teplotou
télesa a teplotou okoli Ty (¢len T' — Tp).

e K rovnici v idedlnim pripadé dodavame materidlovou cha-
rakteristiku (konstantu dmérnosti k) a pocateéni teplotu.
ReSenim rovnice je funkce udévajici zavislost teploty na
case. Chceme-li znat teplotu za urcity ¢as, neni nutné pro-
vadét pokus a ¢ekat na uplynuti pozadované doby. Mizeme
teplotu pfimo vypocitat.

e Nékdy muze byt vhodné nesledovat teplotu 7', ale rozdil
oproti okoln{ teploté, 7 =T — Ty. Rovnice se potom zjed-
nodusi na

—K(T — Ty).

dr
Bl A
dt o
tedy na rovnici, kdy rychlost zmény je timérnd funkéni

hodnoté.
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Priklad - datovani pomoci uhliku

o Prii datovani archeologickych nalezu pozustatku zivych or-
ganismu se vyuziva fyzikalniho poznatku, ze radioaktivni
prvky se rozpadaji rychlosti, kterd je imérnad mnozstvi
dosud nerozpadnutého materialu.

o Rychlost, s jakou se méni mnozstvi (a tedy i koncentrace y
v daném vzorku) nerozpadnutého radioaktivniho materidlu
je tedy matematicky popsana rovnici

dy

Erimia
kde A je konstanta imérnosti. Tato rovnice je prirozenym
dusledkem toho, Ze pro dany nestabilni izotop maji vsechny
atomy stejnou pravdépodobnost, ze u nich dojde k rozpadu
a tato pravdépodobnost se s ¢asem neméni.

e Vhodny radioaktivni prvek vybereme podle toho, jak stary
vzorek chceme datovat. Nejcastéji mérime mnozstvi ra-
dioaktivnfho uhliku “C vztazené k mnozstvi stabilniho
12¢ . Pocateéni podminka je zndma (predpokladédme stejny
pomér zastoupeni jako relativné nedavno, pred prumyslo-
vou revoluci) a diky tomu miZeme najit funkei udéavajici,
jak s casem klesa zastoupeni radioaktivniho uhliku. Ob-
sah radioaktivniho i stabilniho uhliku je mozné zmérit a
tim ziskdme odhad, kolik procent radioaktivniho uhliku
se rozpadlo. ReSeni pocateéni tlohy poté pouZijeme pro
odhad doby, kdy organismus prestal spotfebovavat uhlik z
atmosféry, tj. odhad staii vzorku.

e Pri pokusu o datovani kosti dinosaurti klesne mnozstvi
radioaktivniho uhliku pod méfitelnou droven. Proto se v
tomto pripadé pouzivaji latky s delsim polocasem rozpadu.

Y ev L, o

Priklad - rovnice samocisténi jezer

e Necht veli¢ina y udavad mnozstvi latky, ktera znecistuje
vodu v jezefe o objemu V.

e Predpokladejme, ze do jezera pritéka Cista voda a stejnou
rychlosti odtéké voda s necistotami (hladina se neméni, je
v ustéleném stavu). Necht veli¢ina r udavé, jaky objem vody
se v jezefe takto vymeéni za jeden den. Pfedpokladejme dale
(ponékud nerealisticky), ze rozdéleni zneéistujicich ¢astic
v jezefe je rovhomeérné.

o Ubytek hmotnosti neéistot za ¢asovou jednotku je dén

d
derivaci 2.
e Protoze koncentrace necistot v jezere a v odtékajici vodé je
r
%7 je ubytek znecisténi mozno vyjadrit téz ve tvaru Vy.
r
Podil — je pro dané jezero kladnéd konstanta udavajici, jak

velka ¢ast z celkového mnozstvi vody se v jezefe vymeéni za
casovou jednotku. Oznacime-li tuto konstantu symbolem
k, je proces ubytku necistot v jezefe popsan diferencidlni
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rovnici
dy
dt
¢ VysSe uvedend rovnice na nazyva rovnice samocisteni jezer,
ale tento nazev je ¢isté formalni. Jedna se vlastné o stejnou
rovnici, kterd popisuje radioaktivni rozpad nebo zménu roz-
dilu mezi teplotou horkého napoje a mistnosti pri chladnuti
napoje.
¢ Stejnou rovnici je mozné popsat nejenom odbouravani necis-
tot z zivotniho prostiedi, ale i odbourdvani 1ékii nebo drog
z téla. Povazujme krevni obéh za jezero a 1ék nebo drogu
za znecistujici latku. V pripadé, ze rychlost odbouravani
je umérné koncentraci (plati pro farmakokinetiku prvniho
Fadu, toto spliluje vétsina 1é¢iv za béznych koncentraci),
ridi se proces odbouravani stejnou diferencialni rovnici.

—ky.

Priklad - vyvoj populace a jeji ekolo-
gicky lov

e Zkoumejme velikost y urcité populace, v prostredi s nosnou
kapacitou K.

o Realistickym predpokladem dodanym biologickymi védami
je, ze v prosttedi s omezenymi tzivnymi vlastnostmi spe-
cifickd miru rastu populace (rychlost s jakou se velikost
populace zvétsuje vztazena na jednotkové mnozstvi popu-
lace) klesa s tim, jak se velikost populace pfiblizuje k nosné
kapacité, a rychlost ristu populace je modelovana funkci

Y (1 — %) Podle velkosti koeficient v této rovnici délime
zivoc¢ichy na r-stratégy a K-stratégy a toto déleni odrazi,
jak se snazi druh vyrovnavat se zménami prostiredi.

e Za uvedenych predpokladu je mozno vyvoj populace popsat

rovnici
dv_ ., (1 _ g)
dt K/’
Tato rovnice se nazyva logistickd rovnice.
e Pokud lovem snizime prirastky populace, mizeme tento
proces modelovat rovnici

dy _ y
kde h(y) je intenzita lovu populace o velikosti y. Modelovani

tohoto procesu umozni nalezeni ekonomicky vyhodné ale
pritom trvale udrzitelné strategie lovu.

Piiklad - lovci meteoritti z CSSR a CR

Ceska republika je na svétové Spicce ve oblasti propoéitavani
drahy meteoritl ze svételné stopy zachycené siti bolidovych
kamer. Védciam z Astronomického tstavu se podafilo
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e jako prvnim na svété najit pozustatky meteoritu propocité-
nim jeho drahy ze snimki zachycenych specidlnimi kame-
rami a zpétné propocitat, odkud meteorit piiletél (meteorit
Pribram, 1959, prvni “meteorit s rodokmenem?”; tj. s dolo-
Zenym puvodem),

e jako prvnim na svété najit pozistatky meteoritu 20 let po
dopadu pouzitim analyz, které v dobé dopadu meteoritu
nebyly k dispozici (meteorit BeneSov, dopad 1991, nalezen
2011),

o propocitat a najit (mimo jiné i na dné jezera!) zbytky
meteoritu Celjabinsk z roku 2013.

Meteority s vystopovanym puvodem jsou extrémné vzacné (do
roku 2000 jenom 5 meteoritt, do roku 2016 pouze 31 meteoritii)
a tym zalozeny Zdenkem Ceplechou a nyni vedeny Pavlem
Spurnym se podilel na vypoctu drah vétsiny z nich. Pouzité
metody jsou popsany napriklad v ¢lanku Ceplecha, Revelle:
Fragmentation model of meteoroid motion, mass loss, and
radiation in the atmosphere, Meteoritics & Planetary Science
40, Nr 1, 35-54 (2005). Napiiklad ztrata rychlosti tfenim v
atmosfére je modelovana rovnici

— = —Kpm Y/3?
dt r

a ztrata hmotnosti vyparovanim
dm
— = —Kopm?/3®.
dt r

Jednd se o diferencidlni rovnice, kde zrychleni (derivace rych-
losti) a ¢asovd zména hmotnosti (derivace hmotnosti podle
¢asu, rychlost, s jakou ubyva hmotnost) je tmérnd vhodnym
mocnindm téchto veli¢in.

Geometricka interpretace ODE

Protoze derivace funkce v bodé udéava smeérnici tecny ke grafu
funkce v tomto bodé, lze rovnici

/

Y = p(x,y) (1)

chapat jako predpis, ktery kazdému bodu v roviné priradi

smérnici teény k integrdlni krivce, kterda timto bodem pro-

chazi. Sestrojime-li v dostateéném poctu (napiiklad i ndhodné
zvolenych) bodi [z,y] v roviné vektory (1, ¢(x,y)), obdrzime
smérové pole diferencialni rovnice — systém linearnich

elementti, které jsou tecné k integralnim ki¥ivkam.

Pocatecni podminka y(z¢) = yo geometricky vyjadiuje skutec-
nost, ze graf piislusného feseni prochézi v roviné bodem [z, yo)-
Ma&-li tato pocatecéni tiloha jediné feseni, neprochazi bodem
[0, o] Zadnd dalsi kiivka. M&-1i kazdd pocateéni tloha jediné
feSeni (coz bude pro nés velice ¢asty pripad), znamend to, Ze
integralni kiivky se nikde neprotinayji.


http://cs.wikipedia.org/wiki/%C5%BDivotn%C3%AD_strategie
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Hodnota x1 — zg je krok Eulerovy metody oznacovany h. Tento
postup opkaujeme s po¢ateéni podminkou y(z1) = y;. Iteraéni
formule Eulerovy metody ma potom nasledujici tvar.

Tpi1 = Ty + h,
Yn+1 = Yn + @(xna yn)h

Stac¢i tedy mit zvolen krok numerické metody (délku intervalu,
na kterém aproximaci te¢nou pouzijeme) a vystupem metody
bude aproximace integralni kiivky pomoci lomené cary.

Vylepseni

o Pro presnéjsi aproximaci je mozné zjemnit krok h (bud
vSude, nebo jenom tam, kde “je to potfeba”).

o Pro presnéjsi aproximaci je mozné pouzit misto p(z,, yn)
lepsi smérnici, kterd dokéaze zohlednit, jestli se rast zrych-
luje nebo zpomaluje (metoda Runge Kutta druhého nebo
¢tvrtého radu, ... ).

e Modely obsahujici diferencialni rovnice obsahuji zpravi-
dla sadu parametrt charakterizujicich fyzikalni vlastnosti
studovanych objektd. Pro numerické feseni musime témto
parametrum dat konkrétni hodnoty a prichdzime tak o
cennou informaci, jak feSeni zavisi na téchto parametrech.
Vhodnou tpravou rovnice dokdzeme pocet parametru eli-
minovat. Jednoduchym a ¢asto dostate¢nym zptisobem je
volba jednotek, obecnéjsi metodou je transformace diferen-
cidlni rovnice uvedend v nasledujicim textu.

Online fesiée ODE (numericky):

o dfield

o Sage

Transformace diferencialni rovnice

Naucime se vyjadiovat diferencidlni rovnici v jinych proménnych
tak, aby bylo moZné snizit pocet parametru v této rovnici.

Pro jednoduchost budeme uvazovat jenom pripad, kdy nova
proménny je linedrni funkci ptivodni proménné.

Uvazujme funkci y proménné x. Pf¥ipomeneme si vzorce pro

derivaci souctu, derivaci konstantniho ndsobku a derivaci slozené
funkce, ale uvedeme si je v kontextu vhodném pro studium

diferencidlnich rovnic.

e 7 derivace souctu a z derivace konstanty plyne pro funkci
y a konstantu yg vztah

d(y & yo) _dy

dyo _dy
- - = T Zt
dx dx

dz  dzx

_dy

Cda’

e 7 derivace konstantniho nasobku funkce plyne pro funkei y
a konstantu k vztah

Alky) _, dy
dx dx’
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e 7 derivace slozené funkce plyne pro konstantu k a veli¢inu
X = kx vztah

dy _ dy dX_ dy
dez  dX dzr dX
tj.
dy _dy _1dy
d(kr) dX  kdz’
Vyse uvedené vypocty je mozno shrnout do pravidla v nasledujici
poznamce.

Poznadmka (transformace diferencialni rovnice do ji-
nych jednotek). ProY =ki(y — yo) a X = kox plati

dy d(kl(y - yo)) ki dy
dX — d(kex) ke dx
a podobné (vSimnéte si druhé mocniny u ko diky druhé derivaci)

BY iy
dX? ~ k2 da?

Vyraz nalevo neobsahuje konstanty, které jsou ve vyrazu napravo.
Tyto konstanty jsou v definici novych veli¢in X a Y.

Navic vzorec z poznamky silné pripomind klasické pocitani
dy
se zlomky. Proto méame Leibniztv tvar zapisu derivaci 1 pri
x

studiu diferencidlnich rovnic vice v oblibé, nez zapis Lagrangeuv,
/

Y.

Priklad. Diferencialni rovnice tepelné vymeény

dT

T —k(T' - Tx), T(0)=Tp (*)
obsahuje tfi parametry: teplotu okolniho prottedi T, po¢atecni
teplotu Ty a konstantu k souvisejici s fyzikalnimi vlastnostmi
prostredi. Postupné muzeme posunout teplotni stupnici tak, aby
teplota okoli byla nula a pocatecni teplota jedna, tj. hodnotu T'

snizime o Tw a upravime dilek stupnice (Tp — T )-krét

d(7=%) T

dt Ty — T
vydélit konstantou k
—Too
d(To—Tx) . T-Ty
kdt Ty —Ts

a preskalovat pomoci konstanty k cas

4 (77)
(k)

. T-T,
B TO_TOO.



http://math.rice.edu/~dfield/dfpp.html
http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&in=f%28x%2Cy%29%3Dy*%28x-y%29%0A%0Aymin%2C+ymax+%3D+0%2C+2%0A%0Aics1%3D%5B0%2C0.1%5D%0Aics2%3D%5B0%2C1%5D%0A%0AP2%3Ddesolve_rk4%28f%28x%2Cy%29%2Cy%2Cics%3Dics1%2Civar%3Dx%2Cend_points%3D%5B0%2C3%5D%2Coutput%3D%27slope_field%27%29%0AP1%3Ddesolve_rk4%28f%28x%2Cy%29%2Cy%2Cics%3Dics2%2Civar%3Dx%2Cend_points%3D%5B0%2C3%5D%2Coutput%3D%27plot%27%2C+color%3D%27red%27%29%0A%0A%28P1%2BP2%29.show%28ymax%3Dymax%2Cymin%3Dymin%29
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o0

T —
Po substituci y = T
0~ Lo

dy _ -

a0 (%)

Nové rovnice ( neobsahugje Zddné parametry a proto je pro
studium jednodussi. Presto je v ni obsazena veskerd informace
obsazend v rovnici (*). Tuto informaci je v8ak nutno inter-
pretovat v kontextu definice novych proménnych. Naptiklad
to, Ze vSechna FeSeni rovnice (**) konverguji k nule znamena,
Ze vSechna FeSeni rovnice (*) konverguji k Ty. To, Ze TesSeni
rovnice (**) klesne na poloviéni hodnotu za ¢as In 2 znamen4,
7e vzdélenost FeSeni rovnice (*) od rovnovdzného stavu se na

, © = kt m4 tloha tvar

y(0) = 1.

**)

polovinu zmensi za Cas T In 2.

Poznamka (nondimenzinalizace, rozmeérova analyza).
Proces eliminace parametri z modelu popsaného diferencialni
rovnici se nazyva nondimenzionalizace nebo rozmérova analyza
modelu, protoze eliminaci parametrt je vhodné provadét tak,
aby vysledné nové veli¢iny vychazely bez fyzikalnich jednotek.
K tomu se provadi rozbor jednotek jednotlivych veli¢in. V
jednoduchych pripadech vsak staci primitivni postup popsany v
odstavcich vyse a ukdzany na prikladu. V tomto prikladé veli¢ina
2 nemé fyzikdln{ jednotku, protoze je sou¢inem konstanty k (s
jednotkou s™1) a ¢asu t (s jednotkou s). Je mozné ji povazovat
za bezrozmérny cas. Veli¢ina y také nemd fyzikalni jednotku,
protoze je podilem dvou teplot a je mozné ji povazovat za
bezrozmeérnou teplotu.

V této tloze bylo zavedeni novych veli¢in prirozené. I u méné
ziejmych tloh zkuSenosti ukazuji, ze je vhodné volit trans-
formaci tak, aby vznikly veli¢iny bezrozmérné, které nemaji
fyzikélni jednotku. Naptiklad v Hordcek, Fyzikdlni a mechanické
vlastnosti dreva I je zavedena bezrozmérna vlhkost, bezrozmérny
cas a bezrozmérna vzdalenost na strané 61 pro rovnici popisujici
difuzi a charakteristickd délka, Biotovo ¢islo (bezrozmérna
tepelnd vodivost) a bezrozmérna teplota, bezrozmérny cas a
bezrozmérna vzdalenost pro rovnici popisujici vedeni tepla na
strandch 88 a 89.

dy
ODE t — =
varu 1 fy)

Rovnice
dy

dz = f(y) (%)

se nazyva autonomni, nebo téz nezavisld na case. Je specidlnim
pripadem rovnice se separovanymi proménnymi, ktera je uvedena
na dalsim slidu a nauc¢ime se ji fesit analytickou cestou. Proto
se nyni nebudeme zamérovat na hledani obecného feseni, ale
pokusime se popsat chovani feseni, aniz bychom tato reseni
znali. Pokusime se s co nejmensi ndmahou fict, jak se budou
feseni chovat.
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o Je-li f(yo) = 0, je konstantni funkce y(z) = yo FeSenim
rovnice (). ProtoZe derivace konstantni funkce je nula,
vidime, Ze Tesenim rovnice

fly)=0

obdrzime vSechna konstantni Feseni rovnice ().
» Rovnici

dy
=k
dz Y,
kde k je konstanta, je mozno pretransformovat na rovnici
d
Wy) = y, kterou jsme studovali na jednom z tvodnich
x

slidu. Proto neni tezké se presvédcit, ze obecnym feSenim
této rovnice je funkce

y = Cet". (dodk)
Jediné konstantni feseni této rovnice je y = 0.

— Pro k > 0 jsou funkce (dbodb) jsou neohranicené (kladné
rostouci nebo zaporné klesajici, podle znaménka kon-
stanty C) na intervalu [0, 00). Jakdkoliv odchylka od
rovnovazného stavu neohranicené naroste, konstantni
feSeni y = 0 se proto klasifikuje jako nestabilni.

— Pro k < 0 je funkce (&) na intervalu [0, c0) blizi
k nule. At je pocatecni podminka libovolna, vsechna
feseni se v Case blizi k nule. Jakékoliv odchylka od rov-
novazného stavu neohranic¢ené ¢asem vymizi. Nulové
feSeni je stabilni.

Vyzbrojeni predchozimi specidlnimi pripady budeme sledovat
feseni rovnice q
Y
w =W
v okoli bodu yp spliujiciho f(yo) = 0. To mizeme chipat tak,
ze modelovany systém je ve stacionarnim stavu s konstantnim
feSenim y(z) = yo a néjakymi vnéjsimi vlivy doslo k drobnému
vychylen{ z tohoto stavu. Linedrn{ aproximace (viz ivodn{
prednésky derivacich)

) = f'(yo)(y — vo)

nam umozni rovnici aproximovat rovnici

% = f"(y0)(y — vo)

neboli o )
Y—Y) o
T dr f(yo)(y — o)
a po substituci Y =y — yo, k = f'(yo) dostdvame rovnici
dy
— = kY.
dx ’

coZ je rovnice typu (). Stabilitu takové rovnice mame prozkou-
manu a proto miizeme udélat nasledujici zavér.


https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
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Véta (stabilita konstantnich feSeni). Jestlize plati
flyo) = 0, je konstantni funkce y(x) = yo konstantnim re-
senim rovnice

dy
iz = f(y)-

Toto teseni je stabilni pokud f'(yo) < 0 a nestabilni pokud
f'(yo) > 0.

Pro grafickou intepretaci je vhodné pripomenout, ze funkce s
kladnou derivaci jsou rostouci a funkce se zapornou derivaci
klesajici. Pokud m4 tedy prava strana derivaci raznou od nuly,
pozname stabilitu z monotonie pravé strany.

Priklad. Logistickd diferencidlni rovnice s konstantnim lovem
h, tj. rovnice

dy y
Yy (1 7) —h
at Y ( K/~
ma pro malé h dva stacionarni body. Funkce ry (1 - %) je

parabola oto¢ena vrcholem nahoru a s nulovymi body y = 0
a y = K. V prvnim stacionarnim bodé je funkce rostouci a

tento stacionarni bod je nestabilni. Ve druhém stacionarnim
bodé je funkce klesajici a tento staciondrni bod je stabilni. Jak
se zvysuje faktor h, graf paraboly se posouva smérem doli a

oba stacionarni body se posouvaji smérem k sobé a k vrcholu.

Jejich stabilita zlistdva neporusena. To znamenad, ze sice porad
existuje stabilni stav, ale se zvysujici se intenzitou lovu se tento
stacionarni stav dostava stale blize ke stavu nestacionarnimu a
rovnovaha je tedy ponékud kiehka.

Priklad - casovy rozestup mezi trolej-
busy

Uvazujme dva trolejbusy jedouci za sebou po stejné trati.
Oznaéme x(t) jejich ¢asovy odstup. Pokud prvni trolejbus
zastavi na urc¢ité zastavce v Case t, druhy trolejbus na tuto
zastdvku dorazi v ¢ase x(t). Nasim tikolem je zjistit, jak se x(t)
méni s rostoucim t.

Predpokladejme, ze

o prvni viz jede konstantni rychlosti (neni dopravni Spicka)
o pokud zadni pasazéri necekaji na druhy viz, druhy viz se

pohybuje rychleji nez prvni vz a oba vozy se “sjedou”, tj.

z(t) klesd, pokud na druhy viuz necekaji zadn{ pasazéri

e rychlost druhého vozu klesa s rostoucim poctem pasazéri,
ktefi ¢ekaji na zastavce

e pocet pasazéru kteri ¢ekaji na zastavce roste s rostoucim
intervalem mezi obéma vozy.

Uvazujme, ze vsechny zavislosti popsané vyse jsou linedrni
(pfima imeérnost).
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Situaci je mozno modelovat diferencidlni rovnici

d
diat::/ﬁx_av

kde a a g jsou kladné redlné konstanty. Tato rovnice mé

P a PR s .
konstantni feseni x = —. Toto TeSeni je nestabilni, protoze

d

—(Br—a)=08>0.

o )

Zadné jiné konstantni feseni neexistuje a proto vsechna reseni
klesaji na nulu nebo neohranic¢ené rostou.

Vzhledem k nestabilité stacionarniho Feseni nemizeme nechat
ridice verejné dopravy jezdit “jak jim to vyjde”. Situace by
smeérovala k tomu, Ze cestujici budou nejprve dlouho cekat
na trolejbus a nakonec prijede nékolik trolejbusii tésné za
sebou. (Podle knihy P. Blanchard, R. L. Devaney, G. R. Hall:
Differential equations, Cengage Learning (2006), 828 pp.)

dy

ODE tvaru f(z)g(y) (rovnice se

separovanymi proménnymi)

Definice (ODE se separovanymi proménnymi). Diferen-
cidlni rovnice tvaru

y' = f(x)g(y) (S)
kde f a g jsou funkce spojité na (néjakych) otevienych interva-

lech se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice se separovanymi
promenngmi.

Priklad: Rovnice
/ 2
y try+ay =0
je rovnici se separovanymi proménnymi, protoze je mozno ji

zapsat ve tvaru
/

y = —wy(y+1).

Rovnice
/2 2
y=x =y

neni rovnice se separovatelnymi proménnymi.
Reseni ODE se separovanymi promén-
nymi

) kn?

, Yy = ky, TeSenimi

1. M&-li algebraickd rovnice g(y) = 0 feseni kq, ko, ...
jsou konstantni funkce y = k1, y = ko, ...
rovnice.
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2. Pracujme na intervalech, kde g(y) # 0 a odseparujeme
proménné.

3. Ziskanou rovnost integrujeme. Tim ziskdme obecné reseni
v implicitnim tvaru.

/%:/f(x)dx—i-C

4. Pokud je zadana pocatecni podminka, je mozné ji na tomto
misté dosadit do obecného feseni a urc¢it hodnotu konstanty
C'. Tuto hodnotu poté dosadime zpét do obecného feseni a
obdrzime teseni partikuldrni.

5. Pokud je to mozné, pfevedeme feSeni (obecné nebo parti-
kuldrni) do explicitniho tvaru (vyjadiime odsud y).

Posledn{ krok (prevod do explicitniho tvaru) je volitelny, zpra-
vidla zalezi na tom, co dalstho hodldme s feSenim délat. Pro
vétsinu vypoctu je vsak explicitni tvar vhodnéjsi nez tvar
implicitni a proto se o néj vzdy snazime.

Poznamka (zapis partikularniho feseni pomoci urc¢itého
integralu). V pripadé pocatecni podminky y(zg) = yo je
mozné spojit tfeti a ctvrty krok a pouzit urcity integral

/ngc(l;/mjf(t)dt.

Pocatecni tloha mé jediné feSeni, pokud mé prava strana
ohranic¢enou parcidlni derivace podle y, jak je zminéno v ivodu
prednasky. Nicméné pro diferencidlni rovnici se separovanymi
proménnymi je mozné vyslovit nasledujici mnohem jednodussi
postacujici podminku pro jednoznac¢nost reseni.

Véta (existence a jednoznacnost freSeni Cauchyovy
alohy pro rovnici se separovanymi proménnymi). Je-li
9(yo) # 0, md pocdtecnt uloha

Y = f(x)g(y),

prave jedno tesent definované v néjakém okoli pocdtecni pod-
minky.

y(wo) = yo

Diferencialni rovnice rustu vodni

kapky

Modelujme rust kulové kapky. Ta roste tak, ze na povrchu
kondenzuji vodni pary. Kapka proto roste tak, Ze jeji objem
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se zvétsuje rychlosti imérnou povrchu. Povrch je zase imérny
druhé mocniné poloméru a polomér je imeérny treti odmocniné
objemu. Plati tedy (po sloucen{ vSech konstant timérnosti do
jedné)

dVv

= kV?/3,
dt

Tato rovnice ma konstantni reseni V' = 0. Nekonstantni reseni
dostaneme po upravé

V7284V = kdt
a po integraci
/V*2/3dv = k/dt,
coz dava
VB =kt +C
a
1 1\?
V=|zkt+=C
(54+5) -
tj.
V = (kot+¢)*,

kdekozékaCZ

kondenzace a integracni konstanta.

1
gC jsou konstanta spojena rychlosti

Vsimnéte si, Ze poc¢ateéni uloha s poc¢dteéni podminkou V(0) = 0
ma konstantni nulové Feseni

V(t)=0

a nenulové TeSeni

V(t) = (kot)3.

Méme zde tedy nejednoznac¢nost v feSeni pocatecni ulohy.
Tato nejednoznacnost neni v rozporu s vétou o existenci a
jednoznacnosti feseni, protoze prava strana je nulova (podminka
pro separovatelnou rovnici neni splnéna) a nemd ohranic¢enou
derivaci podle V' (podminka pro obecnou rovnici také neni
splnéna). A

nejednoznacnost ma v tomto pripadé dokonce fyzikalni vyznam.
Plynné skupenstvi muze existovat i pod bodem kondenzace. Ta-
kovému jevu se rikd prechlazend para. Aby doslo ke kondenzaci,
musi byt k dispozici kondenza¢ni jadra, napriklad necistoty ve
vzduchu. Proto ve znecisténém ovzdusi dochazi castéji ke kon-
denzaci a tvorbé mlhy. Své by o tom mohli vypravét obyvatelé
Londyna, ktefi se proslulych mlh zbavili poté, co se omezilo
topeni uhlim. My dnes spiSe zndme prechlazenou tekutinu ve
formé hrejicich polstarkt, kde se po lupnuti pliskem spusti
preména skupenstvi na pevné spojena s intenzivnim uvolnénim
tepla.
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Diferencialni rovnice vyssich radu

d
Je-li x poloha télesa, je derivace dizf rychlost a druhd derivace
2

de?
hmotnosti a zrychleni roven vysledné pusobici sile. Tato sila

muze mit slozku zévislou na poloze (napriklad sila, kterd
vraci téleso do rovnovazné polohy), slozku zdvislou na rychlosti
(odporové sila prostied{) a slozku nezavislou na poloze i rychlosti
(napriklad vnéjsi sila). Proto je pfirozené v podstaté jakykoliv
pohyb v mechanice modelovat pomoci diferencidlni rovnice
druhého radu

zrychleni. Podle Newtonova pohybového zdkona je soucin

d%z dx
— = —kzx—b— + F.
m x a +

Prirozené pritom formulujeme pocatecni podminky pro poca-
te¢ni polohu a poéateéni rychlost, tj. z(tg) = xo, d—f(to) = 1.
Kazda pocatecéni tiloha ma pravé jedno reseni. Takova tloha
se zpravidla Tesi podobné jako u diferencidlnich rovnic prvniho
radu: najde se obecné feseni a poté se ze vsech funkei, které spl-
nuji danou diferencidlni rovnici, vybere ta jedina, kterd splnuje
i poc¢atecni podminky. Numericky vypocet se déje podobné jako
u rovnice prvniho fadu: feseni se prodluzuje po malych krocich
a v ramci kazdého kroku aproximujeme pohyb rovnomérnym
pohybem. (Film Hidden figures a hlavn{ hrdinka propoéitavajic
drdhu pro ndvrat prvniho amerického astronauta.)

Pf1i studiu deformaci nosnikt nebo kmitt strun, ploch ¢i téles
se setkame s diferencidlnimi rovnicemi typu

U takovych tloh definujeme podminky ve dvou riznych bodech.
Naptiklad u struny nebo u oboustranné vetknutého namahaného
nosniku je v bodech uchyceni nulova vychylka a proto je
pfirozené formulovat okrajové podminky x(0) = 0 a z(l) = 0.
Reseni takové tlohy existuje jenom pro nékteré kombinace
parametri. Fyzikalni rozbor ukazuje, ze okrajova podminka je to
misto, kde se objevi efekt, Ze struna kmitd jenom na nékterych
frekvencich (na zdkladni frekvenci na kterou je naladéna a
na vyssich harmonickych frekvencich). Ulohy s okrajovymi
podminkami se v praxi vyskytuji v pomérné komplikovanych
situacich (posuzovan{ ne jednoho nosniku, ale celé konstrukce)
a proto se zpravidla fesi priblizné a prevadi se na TeSeni soustav
linedrnich rovnic.

Konecéné diference

Naucili jsme se numericky integrovat a fesit diferencidlni rovnice
a naskyta se otazka, jak to je s numerickym derivovanim.
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Zékladnim pristupem je vynechani limitniho pfechodu v definici

derivace d L
o S = f()
dx h—0 h

Tedy

df  fl@+h) - f(=)

dz = h '
Okamzita rychlost je nahrazena priamérnou rychlosti na intervalu
(z,z + h). Tento podil se nazyva dopfednd pomérnd diference.
Pokud pouzijeme toto nahrazeni v diferencidlni rovnici

% = ¢(z,y),
dostaneme
ot b= I _ o,
a odsud

f(x+h)=he(z,y) + f(),

coz je vlastné Eulerova metoda Tfeseni diferencialni rovnice
prvniho Fadu.

Jina aproximace vychazi z Taylorova polynomu druhého radu

napsaného pro f(x + h) a f(x — h), tj. ze vztahu

Fla+h) ~ f(@)+ F@h+ 37" @2

Fla—h)~ f@)— @)+ o f()h?

Pokud tyto vztahy seéteme a odecteme, dostaneme

fx+h)+ f(z—h) = 2f(x) + f"(x)h*
fl@+h) = fx —h) = 2f(x)h.

Odsud dostavame aproximace prvni a druhé derivace

df o flath) = fe—h)

i A G 2h
a
2 _ _
Y _ oy Mo 2@ 1 e 1)

Priklad (podle Autar Kaw et al.: Finite Difference Method for
Ordinary Differential Equations.) Deformace y nosniku délky L
podepreného na koncich, vystaveného vertikalnimu zatizeni q a
axidlnimu naméhani T' je ddna rovnici

Py T qu(l—ux)

dz2  BEIY" " 2EI
kde FE je materidlova charakteristika a I je veli¢ina souvisejici
s prurezem nosniku (kvadraticky moment prufezu, souvisi
s velikost{ i s tvarem). Okrajové podminky jsou y(0) = 0 a
y(L) = 0. Po dosazeni za druhou derivaci dostavdme

yla—h) —2y(x)+ylz+h) T

. - Syl = D)

2ET



https://www.youtube.com/watch?v=v-pbGAts_Fg
https://www.youtube.com/watch?v=v-pbGAts_Fg
http://nm.mathforcollege.com/topics/finite_difference_method.html
http://nm.mathforcollege.com/topics/finite_difference_method.html
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Pokud délku nosniku L rozdélime na n c¢asti délky h a pokud
ozna¢ime x; = ni, y; = y(x;), rovnice se redukuje na rovnici

Y=ty T gzl — )

12 BTV 2E]

To jeproiodi=1poi=mn—1celkem n — 1 linedrnich rovnic.
K tomu pridavame rovnice na koncich podepreného nosniku,
kdy plati yg = 0 a y, = 0. Celkem tedy mame soustavu n + 1
linedrnich rovnic o n + 1 nezndmych. Soustava je Fesitelnd. Pro-
toze pro jemné déleni je rovnic obrovské mnozstvi, neni vhodné
se problém snazit zdolat metodami feseni rovnic zndmymi ze
stfedni skoly. Problematika spada do oboru nazyvaného linearni
algebra, kterému se zacneme vénovat na pristi prednasce.

Pro analogickou tlohu se vzpérnou tlakovou pevnosti dreva viz
téz A. Pozgaj, Struktira a vlastnosti dreva str. 359.

Shrnuti, hlavni myslenky

« Aplikované védy (fyzika, biologie, nauka o materidlu, hydro-
logie) pfirozené formuluji své zdkony a poznatky mimo jiné i
kvantitativné a pomoci pojmu vyjadiujicich rychlosti zmén.
Pr1i prepisu téchto zdkonitosti do matematickych modela
pouzivame derivaci jako rychlost riustu (pfipadné zaporné
vzatou derivaci, jako rychlost poklesu).

e Pokud znamym zptisobem souvisi zména veli¢iny popisujici
stav systému s velikosti této veli¢iny, je prislusSnym mate-
matickym modelem diferencialni rovnice. S timto jsme se
setkali jiz mnohokrat ve cviceni béhem semestru.

e Naudcili jsme se zdkladni diferencidlni rovnice reSit ana-
lyticky, Tekli jsme si, ze se daji Fesit numericky (v praxi
vyuzijeme predpripravené procedury a proto se touto pro-
blematikou nemusime zabyvat do hloubky) a naudili jsme se
i rovnice transformovat do jinych proménnych, které mohou
byt pro studium problému piinosnéjsi, nez puvodni veli¢iny.
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Kapitola 7

Linearni algebra (operace s vektory a

maticemi)

Vektory a operace s nimi

Vektorem rozumime usporddanou n-tici objekti, pro které ma
smysl operace sc¢itani a nasobeni ¢islem. Pocet komponent v
této n-tici se nazyva dimenze vektoru. Tyto komponenty jsou
zpravidla ¢isla nebo skalarni funkce. Aby se s vektory dalo
rozumné pracovat, musi tvorit vhodnou strukturu. Napriklad
kazdy vektor musi mit neutrdlni prvek a kazdy vektor musi mit
opacny prvek.

Definice (vektory, vektorovy prostor). Mnozinu V uspo-
fadanych n-tic (a1, as,...,a,) s operacemi s¢itdni a ndsobeni
realnym cislem definovanymi

an) + (bl,bg,...

an) = (c-ay,c-ag,..

abn):(a1+b1;a2+b2a“

S C )

(alaa%"'a ';an+bn)

c- (a1, as,..

pro vsechna ¢ € R a (ai,a9,...,a,),(b1,ba,...,b,) € V
nazyvame vektorovym prostorem. Prvky tohoto prostoru na-
zyvame vektory. Prvky aq,...,a, nazyvame slozky vektoru
(a1,a2,...,an). Cislo n nazyvame dimenze prostoru V.

Vektorovy prostor, jehoz komponenty jsou usporadané n-tice
redlych ¢isel oznacujeme R™.

Casto pracujeme se sloupcovymi vektory. Zapis je potom
prehlednéjsi.

1 -1 1-3 —2
—2|14+31 5| =|-24+15]| =113
1 2 1+6 7

Neutralnim prvkem vzhledem ke sé¢itani vektoru je nulovy vektor
0, jehoz vSechny komponenty jsou nulové. Vektor, ke kterému
pricteme nulovy vektor, se nezméni.

U+0=14
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2D a 3D a vektory v geometrii

Obrazek 7.1: Modry vektor je souctem ostatnich tri vektord. U cerného
vektoru je pravouhly trojihelnik pro vypocet délky pomoci Pythagorovy véty.
Zdroj: Wikiepdie.

Dvourozmérné vektory s komponentami danymi redlnymi ¢isly
mizeme reprezentovat graficky pomoci orientovanych tsecek.
Ve zvolené soustavé souradnic a pri zvoleném vychozim bodu
vektor znazornime takovou orientovanou tiseckou, ze komponenty
vektoru oznacuji zménu polohy v jednotlivych smérech. S¢itani
vektoru odpovidd posunuti pocateéniho bodu druhého vektoru
do koncového bodu prvniho vektoru a nahrazeni dvou ¢aste¢nych
posunuti jednim celkovym. Je prirozené zavést délku vektoru
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U= " pomoci Pythaghorovy véty vzorcem |d|= \/u? + u2.
2

Nasobeni vektoru kladnym ¢islem odpovida zméné délky vektoru.

Nésobeni zapornym ¢islem odpovidd zméné délky a otoceni

smeéru.

Scéitani vektord a integrace cesty u mi-
grujicich zivocicha

Stari nAmornici navigovali tak, ze zaznamenavali smér a rychlost
pohybu. Z téchto informaci je mozné urcit relativni polohu
vzhledem k vychozimu bodu. Podobnou strategii si vyvinuli
zivocichové zijici v oblasti bez viditelnych orientac¢nich bodi
napfiklad poustni mravenci Cataglyphis fortis. Pii hledani
potravy registruji vzdéalenost a zménu sméru. Tim vlastné
registruji vektor posunuti. Jednotlivé vektory posunuti po
secteni davaji celkové posunuti a tim je ddna i nejkratsi cesta
zpét. Staci vysledné celkové posunuti obratit. V jistém smyslu
tedy mravenec dokaze scitat vektory a tuto schopnost pouziva
k preziti v komplikovaném prostredi.

Dalsi informace: Wikipedia, Path integration

Linearni kombinace

Definice (linearni kombinace). Necht 1, s, ... U je ko-
necnd posloupnost vektoru z vektorového prostoru V. Vektor u,
pro ktery plati

U =ty + tatip + - - + txy,

kde t1, to, ..., t; jsou néjaka realna Cisla, se nazyva linedrni
kombinace vektoru iy, ds, ..., Ug. Cisla t1, ta, ..., tx nazyvame
koeficienty linedrni kombinace.

Priklad. Lichobéznikové pravidlo

b
h
/ f(z)dr =~ §(yo+2y1+2y2+~~+2yn_1 +yn).

ukazuje, ze urcity integral je mozno aproximovat linedrni kom-
binaci funkénich hodnot na pravidelné mfizce rozdélujici obor
integrace. Koeficienty linearni kombinace jsou dvojky s vyjimkou
prvniho a posledniho koeficientu, které jsou jednotkové. Existuji
i dalsi aproximacni vzorce, které pouzivaji jiné koeficienty a jsou
zalozeny napriklad na aproximaci funkce parabolami namisto
primek.

Piiklad. V metodé koneénych diferenci (viz zdvér pfednéasky o
diferencidlnich rovnicich) se derivace aproximuji vyrazy, které
jsou linedrni kombinaci po sobé jdoucich funkénich hodnot
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Obréazek 7.2: Stejng modry vektor vyjadreny ve dvou riznych bdazich ve 3D,
v cervené a fialové bazi. Bdzové vektory volime zpravidla jednotkové délky,
na obrazku uz jsou vyndsobeny vhodnymi konstantamsi tak, abychom jako
linearni kombinaci obdrzeli poZadovany vektor. Zdroj: Wikipedia.

hledané funkce na pravidelné miizce délky h. Pro konkrétnost,
pro prvni derivaci mame

df _ flx+h)— flz—h)
dz 2h

= — (:IH—h)—i

a pro druhou derivaci

&f  fla—h)=2f(@) + flath) 1
da2 h2 T B2

Linearni zavislost a nezavislost vektoru

V n-rozmérném prostoru existuje n-tice vektori, pomoci nichz
muzeme dostat libovolny vektor jako linedrni kombinaci. Takova
n-tice se nazyva bdze. Da se ukazat, ze bazi je nekonecné
mnoho a pro zadanou bazi a vektor je vyjadieni vektoru pomoci
bazovych vektorid jednoznacné az na poradi. Nejjednodussi
baze je tvorena jednotkovymi vektory, které maji vSechny
komponenty kromé jedné nulové. Naptiklad pro bazové vektory
€1 = (1,0) a €, = (0,1) dvourozmérného vektorového prostoru
a pro vektor ¢ = (4, 3) plati

7= (4,3) = (4,0) + (0,3) = 4(1,0) + 3(0, 1) = 48} + 3.

Koeficienty linearni kombinace se nazyvaji souradnice. Napriklad

. . N . PPN 4
soufadnice vektoru ¢ = (4,3) v uvazované bazi jsou [

€1,€2
Pro bézové vektory &) = (2,1) a &, = (0, 1) plati
T=(4,3) =2(2,1) + 1(0,1) = 25, + &
a soufadnice vektoru ¢ = (4, 3) v nové bézi jsou {2] . Tady
€1,€2

vidime vyhodu “pékné volby” bazovych vektort.

Aby pouziti soufadnic mélo smysl, musi existovat jedind moznost
jak dany vektor vyjadrit pomoci linedrni kombinace zadanych

Fla—h) = @)+ ot


https://en.wikipedia.org/wiki/Path_integration
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bazovych vektort. Tato tloha se da redukovat na tlohu, zda
takova jednoznacCnost existuje u nulového vektoru. Tim je
motivovana nasledujici ivaha a z ni vyplyvajici definice.

Vysledkem trividlni linedrni kombinace, tj. linedrni kombinace
s nulovymi koeficienty, je nulovy vektor. Pro nékteré vektory
mizeme nulovy vektor dostat i jako jinou linearni kombinaci,
nez je ta trividlni. Ukazuje se, ze je dulezité identifikovat tyto
pripady a pro rozliSeni toho, zda se nulovy vektor da nebo
nedé vyjadrit jako netrividlni linedrni kombinace zavedeme nové
pojmy, linearni zavislost a nezavislost.

Definice (linedrni zavislost a nezavislost). Rekneme, Ze
vektory i, s, ..., Uy jsou linedrné zdavislé, jestlize existuje
alespon jedna netrivialni linearni kombinace téchto vektori,
jejimz vysledkem je nulovy vektor o, tj. existuji-li redlna cisla
t1, to, ..., tx, z nichz alespon jedno je rtzné od nuly, takovd, ze
plati

0 = t1uy + totia + - - - + tg k.

V opac¢ném pripadé fikame, ze vektory jsou linedrné nezdvislé.

Plati nasledujici.

o Vektory, které tvori bazi, jsou linearné nezavislé.

o Je-li vektort vétsi pocet, nez je dimenze prostoru, jsou tyto
vektory linearné zavislé.

e Je-li v posloupnosti vektor néktery vektor nasobkem jiného
vektoru nebo linearni kombinaci ostatnich vektort, jedna
se o linedrné zavislou posloupnost vektoru.

Ve vyse uvedenych piipadech pozndme linearni zavislost snadno.

Mimo tyto pripady je to snadné pouze pro dvojici vektoru, které
jsou linearné zavislé praveé tehdy kdyz je jeden vektor ndsobkem
druhého. V tom piipadé rikame, ze vektory maji stejny smér. V
ostatnich pripadech se linearni zavislost a nezdvislost naucime
posuzovat pozdéji pri vypoctu hodnosti.

Pootoceni vektoru

Ve dvourozmeérném vektorovém prostoru uvazujme jednotkové
vektory ve sméru soufadnych os €5 = (1,0) a & = (0,1). Pokud
pootocime vektory o tihel 6 v kladném sméru, maji pootocené

—

vektory f1, fo souradnice
f1 = (cos 6, sin )

(plyne primo z definice funkei sinus a kosinus na jednotkové
kruznici) a
fo=(—sinb, cosb)

T
(plyne z predchoziho pfi¢tenim thlu — a vyuzitim identit

cos (9 + g) = —sinf a sin (9 + g) = cos ). Pomoci linedrni
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Obrazek 7.3: Jednotkové vektory ve sméru os pootocime o thel 0 a vysledek
vyjddrime jako linedrni kombinaci puvodnich vektori.

kombinace miZzeme pséat

f1 = cos(0)&) + sin()é,,
fa = —sin(0)é1 + cos(0)és.

Je-1i thel  maly, plati (viz cviceni z derivaci) sin 6 = 6, cosf ~ 1
a dostavame
f1=(1,0) = é1 + 0é,

—

fa=(=0,1) = —0¢ + é&,.

Model migrace jako prepinani stavia

Na prikladé si ukazeme, kdy je prirozené pracovat s linedrnimi
kombinacemi vektoru. Pokusime se na jednoduchém modelu

migrace mezi méstem a venkovem demonstrovat pristup, ktery
se pouziva v pripadech, kdy je mozné rozdélit jednotlivé ¢asti
systému do kone¢ného poctu navzajem disjunktnich stavi a

jednotlivé ¢asti mohou ménit svij stav, pricemz pravdépodob-
nost zmény je dana pouze soucasnym stavem a ne napiiklad

historii predchozich stavi. Aplikace zahrnuji napiiklad modelo-
vani vegetace na stanovistich (zdjmové oblast je rozdélena na
stanovisté a ke kazdému stanovisti je prirfazen prevazujici typ
vegetace), pro modelovin{ zmén druhového sloZeni v lese nebo
v krajiné, ale i v hydrologickych modelech, predpovédi pocasi a
jinde. Zékladni model ma radu rozsifeni a ukazeme si jej jen v
nejjednodussi formé a na piipadé dvou stavi.

Slovni formulace: Kazdy rok mérime velikosti populaci ve
mésté a na venkové. Na pocdtku 60% populace Zije ve mésté a
40% na venkové. Kazdy rok zustane 95% méstské populace ve
mésté a 5% se stéhuje na venkov. Podobné 97% obyvatelstva
venkova zistavd a 3% se stéhuje do mésta.

Matematicky model: Procentudlni slozeni zaznamenavame
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ve formé vektoru. Na poc¢atku bude

_ (06
=104/

Po jednom roce je rozlozeni populace dano vektorem

L (095 0.03
@ = (0.05) 0.6 + <0.97> 04,

Intenzita migrace jednotlivymi sméry je ve sloupcovych vekto-
rech na pravych stranach. Koeficienty v této linearni kombinaci
jsou koeficienty vektoru ¢p.

Podobné, rozlozeni po dvou letech bude déno linedrni kombinaci
s koeficienty, danymi vektorem ¢;. Pokud bychom potirebovali
znat rozlozeni populace po k letech, situace se komplikuje.
Dostali bychom rekurentni vzorec, ktery je nutno stéle opakovat.
Pro odstranéni tohoto nepohodli se zavadi pojem matice, viz
nize.

Matice a jejich linearni kombinace

Definice (matice). Matici rddu m X n rozumime schema

a11 a2 a3 Q1n

a1  Qa22 Q23 a2n
A fr—

Am1 Am2 Amn

kde a;; proi = 1..m a j = 1..n jsou redlnd ¢isla nebo funkce.
Mnozinu vSech matic fadu m X n, jejichz prvky jsou realna
¢isla, oznadujeme symbolem R™*". Zkricend zapisujeme téz

Je-li m = n nazyva se matice A ctvercovd matice, jinak obdélni-
kovd matice. Je-li A ¢tvercovd matice, nazyvame prvky tvaru a;;,
tj. prvky, jejichz radkovy a sloupcovy index jsou stejné, prvky
hlavni diagondly.

Pro matice definujeme scitdni a ndsobeni cislem stejné jako
u vektort, tj. po slozkdach. M4 potom smysl mluvit o linedrni
kombinaci matic a o jejich linearni zavislosti ¢i nezavislosti.
Tyto operace prirozené prebiraji vSechny dtlezité vlastnosti
operace s¢itani, jako jsou asociativita, komutativita, existence
neutralniho prvku nebo existence opa¢ného prvku.

V této fazi je vlastné jedno, jestli prvky jsou usporadany jako
radkovy nebo sloupcovy vektor nebo jako matice. Odliseni matic
a vektoril provedeme zavedenim maticového soucinu.
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Maticovy soucin

Definice (sou¢in matic). Budte A = (a;;) matice fadu mxn
a B = (b;;) matice fadu n x p. Soucinem matic A a B (v tomto
pofadi) rozumime matici G = (g;;) fadu m x p, kde

gij = @irb1j + aigbgj + -+ + ainby;
pro vSechna ¢ = 1..m, j = 1..p. Zapisujeme

G=AB

(v tomto poradi).

Slovy: v j-tém sloupci matice AB je linedrni kombinace sloupci
matice A, pri¢emz koeficienty této linedrni kombinace jsou prvky
z j-tého sloupce matice B.

Na maticovy soucin muzeme pohlizet i pomoci pojmu znamych
z analytické geometrie. Prvky v souc¢inu matic jsou skalarnimi
souciny radkl prvni matice se sloupci druhé matice.

Maticovy soucin

e je asociativni
(AB)C = A(BC) = ABC,
e je distributivni vzhledem ke s¢itani

AB+C)=AB+AC a (B+C)A=BA+CA,

o mnenf vSak komutativni (AB je obecné rtizné od BA, proto
v predchozim méme roznasobovani zévorky zleva i zprava),
e ale pfi nasobeni skaldrem komutativni je:

A(\B) = \(AB),

kde A je realné ¢islo a A a B jsou matice.

MizZeme tedy ménit uzavorkovani, mizeme roznasobovat za-
vorky, nesmime vsak ménit poradi matic pri nasobeni.

Neutralni prvek maticového soucinu

U kazdé operace nas zajima neutrdlni prvek, coz je prvek,
ktery se v dané operaci nijak neprojevi. Tieba u sc¢itani ¢isel
je neutralnim prvkem nula, pfi nasobeni ¢isel je neutradlnim
prvkem jednicka. Pokud néjaky prvek potifebujeme zapsat ve
tvaru soucinu, zapiseme ho jako soucin sebe sama s jednickou.
To vyuzijeme napriklad pri vytykani ve kterém u vytykaného
prvku nefiguruje v nékterém clenu druhy soucinitel, jako tfeba
ve vypoctu

3x2—|—x:3x-x—|—1~x:(3x—|—l)-x.
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Ukazeme si, ze podobny neutralni prvek existuje i u nasobeni
matic a trik podobny vyse uvedenému vyuzijeme pozdéji, az
budeme mluvit o vlastnich vektorech matice.

Neutralnim prvkem pri nasobeni matic ¢tvercovych je ¢tvercova
matice, kterd ma jednicky v hlavni diagonéle a nuly mimo tuto
diagonalu. Tato matice se nazyva jednotkovd matice a oznacuje
1. Maji-li ¢tvercové matice A a I stejny pocet fadku a sloupct,
plati

Al =TA=A.

Napriklad pro matice 3 x 3 je jednotkova matice
1 00
I=]10 1 0
0 0 1

Je-li A matice 3 x 3, kterou ndsobime zprava matici I, vysledna
matice AI bude mit tfi sloupce (matice I ma tfi sloupce), v
prvnim sloupci bude prvnf sloupec matice A (linedrn{ kombinace
sloupct matice A s koeficientem 1 pro prvni sloupec a koefici-
enty 0 pro vSechny dals{ sloupce) atd. Jako vysledek soucinu
dostaneme piirozené matici A. Ze stejny vysledek dostaneme
i pro opac¢né poradi v soucinu je mozné pro néjaky konkrétni
pripad ovérit primo a Ze toto funguje obecné se nejsnaze ukaze,
az si predstavime operaci transponovani matice a jeji vztah k
maticovému soucinu.

Markovovy retézce

Budeme pokracovat v prikladé s migraci. Vidéli jsme, ze po
jednom roce je tedy rozlozeni populace dano vektorem

L (095 0.03
@1 =06 (0.05) 104 (0.97) :

Koeficienty vektoru gy = ( 6) jsou koeficienty v této linearni

0.
0.4
kombinaci. To lze zapsat jako maticovy soucin

- (095 0.03 0.6
“=\0.05 0.97)\04)"
Pro dalsi rok tento postup opakujeme. Pro matici A =
0.95 0.03 lati
0.05 0.97) P2

Je-li qj vektor charakterizujici rozlozeni po k letech, rozlozeni v
nasledujicim roce ziskdme ze vztahu

7@ = Agp.

Te+1 = Adk.
Pro stav po dvou letech plati

B = Ad = A(Ady) = (AA)Go = A%
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Po k letech je rozlozeni populace dano vektorem
3w = A" .
Pokud pro néktery vektor ¢ plati
7=Aq

znamena to, ze systém je ve stacionarnim stavu a procentualni
zastoupeni stavu se neméni. Napfiklad v nasem modelu to
znamena, ze stejny pocet lidi prestéhovanych z mésta do vesnice
je stejny, jako pocet lidi prestéhovanych opa¢nym smérem. Tento
stacionarni stav se da najit opakovanymi iteracemi z ndhodného
vychoziho stavu. Online vypocet.

Takovy rekurentni vzorec je mozno chapat jako jakysi stavovy
automat, ktery fid{ prepindni mezi dvéma stavy (obyvatel mésta,
obyvatel vesnice). V matematice se nazyva Markoviv retézec.
Protoze uvniti matice jsou pravdépodobnosti a v kazdém sloupci
vzdy nastane pravé jeden z jevi, ktery tyto pravdépodobnosti
reprezentuji, je soucet Cisel v kazdém sloupci matice roven
jedné. V obecnych stavovych modelech, kde se nepracuje s
pravdépodobnosti, jako je napriklad Leslieho model rtstu
populace nize, tato podminka platit nemusi.

(Podle D. Lay, Linear algebra. Markovovy fetézce viz téz
Wikipedie, ale pozor: nékdy se misto zde predstaveného zapisu
pouziva zapis s radkovym vektorem nalevo od matice popisujici
zménu stavil.)

Rist populace pomoci Leslieho matice

Leslieho model pouziva matice pro modelovani vyvoje populace,
ktery zohlednuje vékovou strukturu populace. Model predpo-
klad4, ze populace je rozdélena do nékolika vékovych kategorii
a v kazdé kategorii je ddna pravdépodobnost doziti se do dalsi
kategorie a prumérny pocet potomki. Situace je podobnd jako
u Markovova fetézce s tim, ze nenulovy prvek matice bude

jenom tam, kde dochézi k presunu do dalsi vékové kategorie
nebo tam, kde kumulujeme pocet nové narozenych jedincu v
nejnizsi vékové kategorie pro jednotlivé vékové skupiny rodicu.

Prislusny model naptiklad pro populaci rozdélenou do tii
vékovych kategorii by byl dan rovnici

z1(k+1) fi fo 3\ [zi(k)
.Tg(k‘ + 1) = P1 0 0 l‘Q(kJ)
wa(k + 1) 0 p2 0) \aalk)

Opakovanym nésobenim ziskame vékovou strukturu populace
v dalsi generaci a toto se opakuje podobné jako u Markovova
fetézce.

Puvodné byl Leslieho model odvozen pro modelovani populace
samic, d4 se vSak adaptovat na populaci obecné.

Dalsi informace:


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxztM1NLCnKrNCIjjbQszTVMdAzMI7VAbINQGxL89hYTV6uCLgiAz0zoLBJrKZeSVFiXnFBfnGqBlBBcUZ-uYajXp5GSmZ6ZkmxrZEmTDACTTDC1lErggw5sGBGSW6OhpKenp5CYkmKAog2NDBQSEnMObrw8NrkDIXMktSixOTDa5VAOtLyixQyFTLzFIAOTU9V0AAq1bTi5VIAAqhFOOwzw-MWAnIAy25f0Q==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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o 7. Pospisil, Maticové popula¢ni modely

Matice jako zobrazeni v geometrii

0.5 1 15

Obrazek 7.4: Priklad transformace dané matici. Zachovdvd se napriklad
rovnobéznost a stredy tusecek. Primky se zobrazuji na primky.

Obrazek 7.5: Transformace 3D objektu do roviny pomoci matice. Koeficienty
matice miuzou realizovat libovolné natocend.

Je-li A ¢tvercova matice, muzeme kazdému vektoru ¢ priradit
vektor Y = Aq a tim definovat zobrazeni n-rozmérného prostoru
do sebe. D4 se ukazat, ze takto dostaneme vSechna zobrazeni,
kterd zobrazuji usecky na usecky, pocatek nechévaji v pocatku
a jsou péknad v tom smyslu, ze zachovavaji stfedy tusecek,
rovnobéznost a linearni kombinaci vektori. Ukazka zobrazeni
ve 2D.

Podobné je mozné definovat i zobrazeni mezi prostory jinych di-
menzi. Napriklad projekce 3D objektu do 2D. Protoze zobrazeni
zachovava rovnobéznost, neni mozné takto jednoduse obdrzet
napriklad perspektivu. Protoze se zachovava pocatek, neni
mozné zahrnout ani posunuti. V obou ptipadech si poméhame
trikem, ze pridame dalsi soutradnici, vice viz Wikipedie a heslo
Grafické transformace nebo Camera matrix.

—sinf
cos 0

Napriklad matice

cos
Ry = (siné)
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zobrazi vektory e; = (1,0) a e; = (0,1) na

cos —sinf 1\ _ (cos®

sinf cosf 0/  \sin®
cosf —sinf) (0 (—sinf
sin@ cosf 1/ \ cosf )

Proto matice Ry definuje zobrazeni, které pootoci rovinu o thel

0 a nazyva se matice rotace. Matice malych rotaci je (pouzitim
linedrni aproximace sinf ~ 6 a cosf ~ 1 v okoli nuly)

1 -0
ro= (3 7).

Tuto matici budeme potiebovat pri studiu deformace pri
odvozeni matematického popisu malych deformaci.

Matice jako zobrazeni v materialovém
inZenyrstvi

Matice chapejme jako zobrazeni, které ma na vstupu vektor a
na vystupu opét vektor. Vstupem byva vétsinou podnét, kde
rozhodujici je nejenom sila podnétu, ale i jeho smér. Naptiklad
nerovnovaha tlaku. Vystupem byva odezva, napiiklad proudéni
vyvolané nerovnovahou tlaku. Tato odezva v izotropnim pro-
stfedi ma smér podnétu, v prostredi s urcitou strukturou by se
vsak smér odezvy mohl odchylit.

Uzite¢nost maticového soucinu v materidlovém inzenyrstvi si
muzeme znazornit na proudéni vody po povrchu zemé. Voda teCe
z kopce dolt, tento smér vsak muizeme ovlivnit vyoranim brazd.
Hnaci sila je gravitace, kterd sméruje z kopce dolti. Odezvou
na gravitaci je tok vody, ktery smétruje velkou rychlosti doli,
pokud je poorano po spadnici, malou rychlosti dolt, pokud
je poorano po vrstevnici a pokud je poorano nasikmo, tak
néco mezi smérem dolu a smérem brazdy. V materidlu se mize
odehréavat totéz.

VySe popsané chovani pozorujeme i u proudéni podzemni vody,
kde hnaci silou kromé hladiny podzemni vody muze byt tlak,
nebo u proudéni vody ve dfevé, kde hnaci silou definujici pojem
“z kopce doli” je nerovnomérnost v rozlozeni koncentrace vody
ve dievé (jedna ¢ast dfeva ma vétsi vlhkost nez jind ¢dst) nebo
nerovnomérnost v teploté (termodifuze, Sorettiuv efekt, transport
vlhkosti vyvolany rozdilem teplot). Vysledné proudéni vsak
nemusi presné sledovat pokles koncentrace vlhkosti. Napiiklad
drevo vede podélné vlhkost zpravidla vice nez desetkrat 1épe
nez v jinych smérech a chova se tedy, jako by v ném byly brazdy
odklanéjici vodu do podélného sméru.

Matematicky prostredek, ktery umoznuje snadno vek-
toru zménit velikost nebo i smér je pravé matice a
maticovy soucin.

Na nésledujicim slidu se nauc¢ime hledat v materidlu “sméry
brazd”.


http://portal.matematickabiologie.cz/index.php?pg=analyza-a-modelovani-dynamickych-biologickych-dat--maticove-populacni-modely--prolog--leslieho-model-rustu-populace#pro14
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxtUU9LwzAUvxf6HQIe1nTPrd2mByGH7SIeCqV4K51kNXPR2FfSON0-vUk71ooN5JGX37_wcjyjPrEgjyAqII8vNbY1mt1BPLt3p663GPW9NfvkRsufIM8XLTuCReGATQ_EsJyvOmi-bEFzEIazWs6Xvpf2xBKboIXodgGNrC5N2N9bl9H7AXvr8skNqTW-i49S-F42lgC3veSPKwzSWiONhjsb39ujJgmRFcnXsIEUMsjCFNIwKx58j9iFO83PJ5Yn4VGUBnUgKXEi6URHN9uiIz4lj6xGWZmgkwApUaFmEy1eJ0AaeRZsFdFpjer0htU4i6v6wJn9GDpVshJjJNrH2T3tItuHXEOu_J36Ev8FXf5FspdKsWf9JQbho_rmgN8kSAZdYO2sqqntYF40NxJZTH8BrAC_iQ==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxtUU9LwzAUvxf6HQIe1nTPrd2mByGH7SIeCqV4K51kNXPR2FfSON0-vUk71ooN5JGX37_wcjyjPrEgjyAqII8vNbY1mt1BPLt3p663GPW9NfvkRsufIM8XLTuCReGATQ_EsJyvOmi-bEFzEIazWs6Xvpf2xBKboIXodgGNrC5N2N9bl9H7AXvr8skNqTW-i49S-F42lgC3veSPKwzSWiONhjsb39ujJgmRFcnXsIEUMsjCFNIwKx58j9iFO83PJ5Yn4VGUBnUgKXEi6URHN9uiIz4lj6xGWZmgkwApUaFmEy1eJ0AaeRZsFdFpjer0htU4i6v6wJn9GDpVshJjJNrH2T3tItuHXEOu_J36Ev8FXf5FspdKsWf9JQbho_rmgN8kSAZdYO2sqqntYF40NxJZTH8BrAC_iQ==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJx9UbFugzAU3JH4B492MQFDSSUkDyytOmTtYlkVSklricapQTTp1_fZJqQhqEgY37u75-dj-NHmxLFIaSqpYOPKYE1XBWWrtd15DBwJgxdryN-4gIISIFeCSYl22iCF1B4NlpcoQkIUSf6PJAzCYFP3attw8Vn3Rh2xsAO4EeBI-EpC0UT5kpsD5rmiLq4FKva2mCWZ3c94Wxl56iQ3fpZ0X6bHGTkPNuGFo84cNPLqq5I1uHvbKCobhQ-gDAMEj4uWi-puaLa9NliRS2Zj7BJZuxU_b574Qbend73HjhQl_Cu0U23LH-u2a4jXTR1cgBnN6b0czxvbRLM-aaTKLFIy8vABYAFvzJbaL_jX5Vzopd2H_sYV-QPATFHdHeC6rwaS0JwBPjbd6PwFZwa9tw==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxtkc9Og0AQh-8kvMMkHspagmD8c9qz8dCbtw1ptjC2I3SH7AIK7-RT-GJuu02r0QObAb6Z78cwzmwnmag8zctUFaez8Gee3adF9nCowr1_J-JoJfe6t_SRqAOd5tljIHx1HyhPlwKuwHNUIXTsBjPEURzxxup5Wu94L1Wyuh6x6tkmipSXkvKOohQCXtkCARkYD9HKOLqCzlKt9whvWBuqmgHedMPQW-wJGt53bND0A2iYyTXaIHgFb9EYAseD1YcuhHEy2vGG_CAXwn19ntOFbFId09yQug2RjlV5yXT5hFMwHLFGP7FmaLTtcXbNVO0u2iyOnldPsmMyfRK6U6i4ZSsXFutFCo5mlHe5WHbcTls2_1O67XZa-h2LZUsG_4NEUPlrGXTHBZ4FZ3bTDvgbDt4T_kptK1_sgD-kf3rdjt8hWWUmqWlLvZO34vQ08SN9p-v8311bv2WWhfgGgVHIOg==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://cs.wikipedia.org/wiki/Grafick%C3%A9_transformace
https://en.wikipedia.org/wiki/Camera_matrix
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Vlastni cisla a vlastni vektory

U zobrazovani vektorti pomoci maticového nésobeni nés velice
zajima, které smeéry se zachovavaji, tj. kdy bude obrazem vektoru
jeho nasobek.

Definice (vlastni vektor a vlastni hodnota matice). Rek-
neme, ze nenulovy vektor u je vlastnim wvektorem matice A
prislusnym vlastni hodnoté A, jestlize plati

At = M.

Vlastni ¢isla se nazyvaji téz vlastni hodnoty matice. Kazdy
nenulovy vlastni nasobek vlastniho vektoru je vlastni vektor
prislusny téze vlastni hodnoteé.

Poznamka (vlastni vektory a materidlové inZenyrstvi).
Vlastni vektory jsou nesmirné dulezité, protoze definuji sméry,
podél nichz se zobrazeni chova “pékné”. Timto zobrazenim
miuze byt treba to, jak se ptisobeni vnéjsi sily na téleso projevi
na deformaci tohoto télesa nebo jak se gradient teploty nebo
vlhkosti projevi na proudéni tepla ¢i vody ve dfevé, pudé nebo
jiném materidlu. Casto se v aplikacich maticové zobrazeni
objevuje v konstitucnich vztazich, vztazich mezi podnétem a
materidlovou odezvou. Vlastni sméry jsou tedy sméry, ve kterych
ma odezva stejny smér jako podnét.

Pro pravidelné rostlé dfevo je snadné tyto sméry urcit, jsou to
anatomické sméry dreva. Pro zkroucené dfevo nebo pri studiu
proudéni vody, vzduchu ¢ ropy v pudeé to jiz tak snadné neni a
je nutné tyto sméry vypocitat. To se naucime pozdéji.

Priklad. Matice rotace nemd zadnou vlastni hodnotu (pokud
tedy uvazujeme vlastni hodnoty v mnoziné redlnych d¢isel),
protoZze pootocenim se zméni smér vSech vektoru. Vlastni
hodnoty existuji pouze pro oto¢eni o ndsobky 180°.

Priklad. Matice (g g) (trojndsobek jednotkové matice)
zobrazuje kazdy vektor na trojndsobek a vsechny vektory jsou
vlastnimi vektory této matice. Piislusna vlastni hodnota je 3.

Priklad. Matice mé vlastni vektor (1,0) prislusny

30
(0 0
vlastn{ hodnoté 3 a vlastni vektor (0, 1) pfislusny vlastni hodnoté
0. Protoze vlastnimi vektory jsou i nenulové nasobky, je vlastnim
vektorem kazdy nenulovy vektor, ktery ma nulovou druhou
komponentu (vlastni hodnota je 3) nebo prvni komponentu
(vlastni hodnota je 0).

v, , (3 =2 2\ _ [4 . 3 =2
Priklad. Plati (1 4> (1> = (2> a matice <1 4>

mé vlastn{ vektor (2,1) p¥islusny vlastni hodnoté 2. Vlastnim
vektorem je i kazdy nenulovvy ndsobek vektoru (2,1).
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Priklad. Stacionarni stav Markovova fetézce je vlastnim
vektorem matice, kterd tento fetézec reprezentuje. Prislusné
vlastni hodnota je 1. To plyne hned z rovnosti

Mq=4q.

Kromé toho mohou existovat i dalsi vlastni hodnoty, z praktic-
kého hlediska méné zajimavé.

Priklad. Vlastni hodnoty a vektory jsou jednim z hlavnich
stavebnich kamenu algoritmu, kterym Google provadi hodnoceni
dulezitosti webovych stranek. Vlatni vektory se pocitaji iteracné,
odpovida to vlastné modelu, kdy Markoviv retézec zacneme
v libovolném vychozim stavu a postupnym iterovanim se
dostaneme do stacionarniho stavu reprezentovaného vlastnim
vektorem.

Priklad. Lesliecho matice ma jednu kladnou vlastni hodnotu.
Prislusny vlastni vektor definuje rozlozeni ¢etnosti zastoupeni
jednotlivych vékovych kategorii u populace ve stacionarnim

stavu. (Toto neni tvrzeni patrné na prvni pohled, ale d4 se

dokézat.)

V aplikacich casto byva matice “symetricka podle diagonaly” a
u takové matice vlastni vektory vzdy existuji. Co se presné mysli
pod pojmem “symetrickd matice” si uvedeme na nasledujicim

slidu.

Transponovana matice

Definice (transponovani matice). Bud A = (a;;) € R™*"
matice. Matice, kterd vznikne zédménou radkiu matice A za
sloupce se nazyva matice transponovand k matici A. Matici
transponovanou oznacujeme symbolem AT. Plati tedy AT e
Rnxm a

AT = (az),

kde a;; jsou prvky matice A.

1 -2 3
Priklad. Matice transponovana k matici A= [0 1 3] je
2 1 9
1 0 2
AT=1-2 11
3 39
Priklad. Skaldrni souéin sloupcovych vektori (chédpanych jako
1 2
matice) u = | =2 | av = [ —4 | je mozno zapsat jako maticovy
a 1
soucin
2
u'v=(1 -2 a)|—-4]=(a+10).
1


https://cs.wikipedia.org/wiki/PageRank
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Priklad. Matice, kterd se neméni transponovanim, tj. a;; = a;; & ur\ . ; [ IR .
’ p o U i Jt Clen w ) 1€ posunuti, proto néas zajima az druhy clen, obsa-
2

se nazyvd symetricka. Matice, ktera spliuje a;; = —a;; se
nazjvé antisymetricka. Pro libovolnou &tvercovou matici A hujici deformaci. Pokud matici
plati 9 P
A+ AT A AT gu g
A= + . D= 6,1131 8.732
2 2 8UQ 8U2
Prvni matice v tomto souctu je symetrickd a druhé antisyme- Or,  Oxs
tricka. Takto je mozné rozlozit matici na soucet symetrické a
antisymetrické matice. Napiiklad matice rozdélime stejnym obratem jako na predeslém slidu na soucet

symetrické a antisymetrické matice, dostaneme

=0
N Dsym

ma tento rozklad ve tvaru s ) (8u1 8u2)
_4 4 . B, 2 \ 9wy T 0wy
= (D) (5o Pl
Tent/o trik pouzijeme pro odvozeni tvaru tenzoru malych defor- ( 0 % ( % _ % )
maci. + n (du1 8u2) 0
2 \0zy — 0z
Dasym

Véta (souvislost transponovini matice a maticového

souéinu). Pro ctvercové matice plati o . . i
Druhé cast reprezentuje pootoceni, coz snadno nahlédneme,

( AB)T — BT AT, pokud tuto informaci secteme s identitou reprezentovanou
jednotkovou matici na

Priklad. Pro Markoviv Fetézec s matici a sloupcovymi vektory 9 9
¢ dostaneme transponovanim vztahu 1 1 <u1 _ u2>
2

_ 81‘2 6.231
Gt = A Drom ¥ L= 1 (om0 |
2 8302 31'1

T ST AT
Qr+1 = di A

vztah

abychom méli celou ¢ast zobrazeni (ne jenom deformaci).
s fddkovymi vektory a matici, kterd ma soucet cisel v kazdém Porovnanim s matici malych rotaci
radku roven 1. Takto jsou Markovovy fetézce také casto zavadény,
napriklad na Wikipedii. _ 1 -0
Roo=1{p 1

)

odvozenou na jednom z predchozich slidu ziskdme primo

Tenzor malyCh deformaci pootoceni. V teorii deformace nas zajima spise symetrickd ¢ést,

tj. matice
Zobrazeni roviny do sebe, které muze odpovidat deformaci
télesa pusobenim sily, je mozné popsat dvojici funkef uq(x1, x2), Ouy 1 (8“1 8“2)
ug (1, x2). Linedrni aproximace téchto funkei v okoli bodu Dy = 0y 2\ 0z2 Oz
(z1,22) davaji (viz zavér prezentace z predndsky vénované v 1 (aul + 8“2> Ouy
derivaci, kdy jesté vpravo pro strucnost vynechdvame argument 2 \0zy Oy 0z2

(1‘1,1‘2)) s e s v ., ‘ oo p - .
popisujici zménu tvaru a nazyvana tenzor malych deformact.

OJuy Ouy Ten se jesté nékdy rozdéluje na soucet vhodného konstantniho
uy (w1 + Az, w2 + Avg) ~ uy + —Ary + —Axg, [ Je > Y . v . -
0x1 0xo ndsobku jednotkové matice (souvisi se zvétSenim nebo zmense-
Oug Oug nim, tj. se zménou objemu) a devidtor (souvisi se zmenou tvaru
us (1 + Axq, o + Axs) R us + — Az + — Az, SR .
0z, T4 bez zapocteni zvétseni ¢i zmenseni).
coz je mozné zapsat maticové jako Pro vyuziti v dfevafskych tilohach viz téz A. Pozgaj, Struktira a
ou;  Ouy vlastnosti dreva str 318 nebo P. Horacek, Fyzikalni a mechanické

(u1(961 + Axy, o —|—Ax2)) ~ <u1> N 921 Ozs (Awl) vlastnosti dreva I, str. 40. Analogicky, ale pro rychlosti, je
ug ’

uy (21 + Azy, 29 + Azs) dus  Ousy deﬁrvl?vén/ tenzor rychlost% pfetvoovfeni (.c.leformaé.ni rychlf)st).
or, Oy pouzivany v hydrodynamice. Mizeme ji dostat jako derivaci


https://cs.wikipedia.org/wiki/Markov%C5%AFv_%C5%99et%C4%9Bzec#Popis_Markovova_%C5%99et%C4%9Bzce
https://cs.wikipedia.org/wiki/Deformace#Tenzor_mal%C3%BDch_deformac%C3%AD
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tenzoru malych deformaci (pfi studiu deformaci), nebo jako
symetrickou c¢ast matice vytvorené gradienty jednotlivych
komponent rychlosti proudéni. Pro proudéni vody viz J. Riha,
Matematické modelovani hydrodynamickych a disperznich jevi,
kap. 3.3.

Obrazky a online vypocty.

Rozlozeni teploty na tepelné vodivé
desce

Uvazujme ¢tvercovou desku, kterou si rozdélime siti na 12
uzlovych bodl (rohy zanedbame) jak je uvedeno na obrazku. V
uzlovych bodech na okraji desky je teplota zaddna (okrajova
podminka), zajimé nds rozloZeni teploty v ostatnich uzlovych
bodech.

Ucinime (pomérné realisticky) predpoklad, Ze teplota v kazdém
uzlovém bodé je diky tepelné vodivosti desky ovlivnéna soused-
nimi uzlovymi body. Kazdy sousedni bod ma stejny vliv, proto
teplota v uzlovém bodé bude priblizné rovna aritmetickému pri-
meéru teplot v sousednich bodech. Kvantitativné zformulovano,
plati

1
1(30 + z9 + x4)

xrp =
1
To = *(60 +x1 + 33‘3)
4
! (1)
T3 = 1(70 + xo + 1'4)
1
€Ty = 1(40 + 1 + .563)
anebo po upravé
41‘1 — T2 — Ty = 30
—x1 + 410 — 3 =60

—xo +4x3 — x4 =70

—x1 —x3 + 4x4 = 40

Dostali jsme soustavu linearnich rovnic o ¢tyfech neznamych.
Tuto tlohu je mozno zformulovat pomoci linedrni kombinace

4 1 0 1 30
1 4 1 0 60
R T R BV R B K )
1 0 1 4 40

nebo pomoci maticového nasobeni (s vynechanymi nulami uvnity
matice)

4 -1 -1 1 30
—1 4 -1 X9 o 60
-1 4 —1]|as] " |70

-1 -1 4 T4 40
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Uloha je tedy prevoditelnd na tlohu feSeni soustavy linedrnich
rovnic. Pro podrobnéjsi popis pouzijeme stejnou myslenku, ale
mnohem vice uzlovych boda. Postup je stejny, pouze vznikne
soustava s vice nezndmymi a vice rovnicemi.

Poznamka. Rovnice popisujici vedeni tepla na zdkladé fyzi-
kalnich principu je pomérné komplikované fesitelnd a proto se
zpravidla prevadi na problém linearni algebry. Mize to znit

prekvapivé, ale skon¢ime u nécéeho podobného jako v nasem jed-
noduchouckém modelu. Vyse uvedeny postup se nazyva metoda
kone¢nych diferenci, ale jsou i dalsi metody, napiiklad metoda
kone¢nych prvka. Spoleénym znakem je rozdéleni oblasti naseho
zdjmu na velké mnozstvi boda a aproximace fyzikalnich zakonu
pro sledovany jev v kazdém bodé pomoci linearni rovnice. Tim
vznikne tloha na feSeni soustavy rovnic. Pouziva se k mode-
lovani proudéni tepla nebo vody, k modelovani mechanického
namahéni od jednoduchych nosnik po komplikované konstrukce
nebo stromy. Soustava vytvorend pomoci takovych modeli je
velmi fidka, mé& hodné nul. Je proto mozné ji rychle vyfesit i v
pripadé tisict rovnic. My se pozdéji naptiklad nauc¢ime chytte
vyuzit toho, ze kazdy radek ma v hlavni diagonéle vétsi ¢islo,
nez je soucet zbylych ¢isel v tomto radku.

Poznamka. UkdZzeme FeSen{ soustavy (1) iteracni metodou.
Zatim budeme postupovat intuitivné, vyjdeme z libovolného
odhadu feseni a teplotu v kazdém bodé budeme opakované na-
hrazovat primérem teplot v okolnich bodech, dokud se hodnoty
neustdli. Kdy tento postup funguje a jak se da zformalizovat si
ukdzeme pozdéji (Jaobiho metoda).

Online vypocet.


https://en.wikipedia.org/wiki/Strain-rate_tensor#Symmetric_and_antisymmetric_parts
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJydU8tq20AU3Rv8DxdlESmaKLbadBEyBbeFkoU3behGmDCWbuKpRzNiNHIr_UO-oKt8QL7C-bBePeq42FCoQGIe555z7kMnMI3gi2nWSmRglphqBGeFLu-NzUWKoAUYZ1LUEgSUdY7OynRtqn2UHI9OIH7l2cEOuWRjnDUFsaWidESZ4UYKZywtdmTj0aYxtuZ-MmGTBUumw3dK30l0yabRu3bV7-kuGI9mPBck-dNPkojgUXzZYSeX7DyKFx3ils-izk5hSvTp5MMdGeX-LJzdBhdxuxf9wflwcALf6nKDTrXZ97dXsIbCyrLAzbpisHZoa7BYWGxQu-o7QpOjrv7ULGctOhM5gswIIB0FiWWdrkwOOSoqA6qDYrZWqFC8M9h6TsnvRXw2UNR3Q65xlwRVsEeed1EHtun-3667NqQSTDa0SMuVaWMKkVX_mQQtYQ5SQ5LMmPcR1fZp12X0qD99SZk3I87dzBDo5XH7VDpSNVTGl0fU22eCQ9JlybyvR6BN_vKLxstthK0GLOXBvJth3rbPA7RH1n8hKXnmfaIKbJ_2J7FVXVyNR0CPWVrR1Dzx58lkER42IjjbYErBvgygzVu2eXdTvOgJbuafeWGkdn5PxSA1ylh-ajE7ZVDKBvnbSRAWRtUPRh9HCVWsBKdfIAiV1HgMFLzK0Rv2kp2RncgOv1QVHgb0-kPIvVSK39oK98SPxpcr88NfuVz53vUqfu-F82S6CL3ri3YT7IHA110RGWTyQbqSv9m_9ckDSdGkpu7OCicNnx5TsC3pb7sKl7c=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxljcEKgzAMhu-C75Cb6Ra2WMsGAw_6FAXx0IPbPGhHlS2PvzoYIoaEhD__l1Tl4ObQCzYNU06xWmp-nThOe61VaVKvUMF0YboymWV1moMbp5efOoy2twuYSQ6iQQoQk0XNrqjkJJqkIDE7dHr6DyBWB3us1dlsQc30zx149wF66EeI4qMD1KxuaQIxbDluDi4v0KovMJNFkw==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

Kapitola 8

Linearni algebra (inverzni matice a

determinanty)

Inverzni matice

U redlnych ¢isel mame doplitkové operace ke séitani a nasobeni.
Jsou to odecitani a déleni. Odecitani matic muzeme implemen-
tovat jako sc¢itdni matice s matici vyndsobenou minus jednickou:
A—B = A+(—B). Oproti tomu operace délen{ matic viibec nenf
implementovana. U redlnych ¢isel lze déleni nahradit ndsobenim
prevracenou hodnotou: & — ab~L. Tuto proceduru ¢astecné
rozsifime pro matice. Pripomenme jesté, Zze roli neutralniho
prvku pfi nasobeni matic hraje jednotkova matice. Napriklad
pro matice 3 x 3 je jednotkova matice

1 0 0
I=10 1 0
0 01

Definice (inverzni matice). Bud A € R™*" ¢tvercovd matice
fadu n. Jestlize existuje étvercova matice A~1 Fadu n, spliiujic
vztahy

APA=T=AA"1,

nazyvame matici A~ inverzni matici k matici A.

Poznamka. Predchozi definice nezarucuje existenci inverzni
matice. K nékterym ¢tvercovym maticim inverzni matice exis-
tuje, k nékterym ne. Pozdéji uvidime, ze existuje jednoducha
charakterizace matic, ke kterym inverzni matice existuje, pomoci
determinantu matice.

Véta (inverze maticového souéinu). [nverzni matice k
soucinu dvou matic je soucinem jednotlivych inverznich matic,
ale v opacném poradi, tj.

(AB)™' =B7'A™%

Priklad. Pomoci matic a jejich sou¢inu je mozné zapsat libovol-
nou permutaci koneénéprvkové mnoziny. Znamym permutacnim

hlavolamem je Rubikova kostka. Na ni snadno vidime, ze pokud
kostku zamichame ze slozeného stavu tahem v horni sténé a
poté v pravé sténé, pro opétovné slozeni musime vracet tahy v
opacném poradi, tj. nejdriv vratit tah v pravé sténé a poté ve
sténé horni. Pékné to jde vidét na nasledujici animaci, kterou
miizete spustit nebo prehravat po jednotlivych krocich.

Vyuziti inverzni matice pro reseni sou-
stavy linearnich rovnic

Z minulé prednéasky vime, ze pomoci maticového nasobeni je
mozné soustavu linearnich rovnic zapsat ve tvaru

AX = B,

kde A je matice soustavy, X je sloupcovy vektor neznémych a
B je vektor pravych stran. Pokud mé matice A inverzni matici,
mizeme pomoci této matice soustavu vytesit. Po vynasobeni
rovnice inverzni matici zleva dostavame

AN (AX)=A"'B
a po uplatnéni asociativniho zdkona
(A7'A)X = A7 'B.

Protoze vyraz v zavorce je soucinem matice s matici inverzni,
je tento soucin roven jednotkové matici, kterd je neutralnim
prvkem pri ndsobeni a proto okamzité dostavame TeSeni soustavy
ve tvaru
X=A"'B.

Jako prirozeny dusledek vidime, Ze TeSeni je urceno jednoznacné.
Zname-li inverzni matici, mizeme Feseni dokonce vypocitat
pro libovolnou pravou stranu velmi pohodlné a rychle pomoci
maticového nésobeni. Bohuzel, vypocet inverzni matice je
zpravidla velmi drahy (vyZaduje velké mnoZstvi operaci) a
numericky malo stabilni. Proto je tento postup uzite¢nym
teoretickym néstrojem, ale v praxi postupujeme ponékud
odligné.

LY


https://alg.cubing.net/?alg=R_U_%0A%2F%2F_dva_tahy,_ka%C5%BEd%C3%BD_je_mo%C5%BEn%C3%A9_reprezentovat_matic%C3%AD_permutace_%0AU-_R-_%0A%2F%2F_vr%C3%A1cen%C3%AD_tah%C5%AF_v_opa%C4%8Dn%C3%A9m_po%C5%99ad%C3%AD_slo%C5%BE%C3%AD_kostku_zp%C4%9Bt
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Inverzni matice k matici 2 x 2

Inverzni matice k matici
a b

1 d —b
Al = .
ad — be <—C a )

Ze vzorce vidime, Ze matice inverzni k matici (*) neexistuje,
pokud plati

je

ad — bc =0,
tj.
ad = bc
a
a_c
b d

Toto nastane pravé tehdy, kdyz jeden tadek bude nédsobkem
druhého, nebo ekvivalentné pokud jeden sloupec bude nasobkem
druhého.

Priklad. Pro matici rotace

Ry — (cos@

—sin 6
sinf)  cos®

z minulé prednasky plati

1 cos@ sinf
-t _
(Ro)™" = cos2 6 + sin? 0 (— sinf cos 9>

([ cosf sinf

~ \—sinf cosf

_ [cos(—0) —sin(—0)

~ \sin(—60)  cos(—0)

= R_,,

coz je prirozené pokud si uvédomime, ze inverzni operaci k
pootoceni roviny o thel 6 je pootoceni roviny o tihel opacny.

Odsud mimo jiné vidime, ze plati

cosf —sinf) " ([ cosf sinf\ (cosf —sinb ’

sinf  cos6 ~ \—sinf cosf) \sinf cosé ’
tj. ze inverzni a transponovana matice jsou v pripadé matice
rotace stejné. To je velka nahoda, ale presto matice s touto

vlastnosti hraji tak dilezitou roli, Ze si vyslouzily vlastni nazev
predstaveny na dalsim slidu.

Ortogonalni matice

Definice (ortogondlni matice). Ortogondlni matice je ma-
tice, jejiz transponovana matice je soucasné matici inverzni.

Radky ortogonalni matice jsou tvofeny navzajem kolmymi
vektory jednotkové délky. Ma-li napriklad symetricka ¢tvercova
matice A fadu n celkem n linedrné nezavislych jednotkovych
vlastnich vektori, potom matice vytvorend tak, ze sloupce nebo
radky matice jsou tyto vektory, je ortogonalni.

Inverzni matice k diagonalni matici

Diagondlni matice (tj. matice, které maji nenulové prvky jenom
na hlavni diagonéle) se vzhledem k nasobeni chovaji velice
hezky: soucinem je takova matice, kterd je diagondlni a na
hlavni diagonédle m4 prvky vytvorené jako soucin odpovidajicich
prvku nasobenych matic.

2 0 0 5 0 0 10 0 O
03 O 0 7 0l=10 21 0
0 0 12 0 01 0 0 12

Proto je snadné zaridit, aby v hlavni diagonale vysly jednicky.
Staci uvazovat podobné jako v nésledujicim prikladé.

1
S0 0
20 0\[2 | 100
03 0|lo = ofl=[010
0012031 00 1
12
a tedy
1
o (= 0 o0
2.0 0 2
03 0] =|o = o
00 12 031
12

Iteracni metoda reseni soustav linear-
nich rovnic

Na ptedchozim slidu jsme vidéli, Ze je jednoduché najit inverzni
matici k matici diagonalni. Toho vyuzijeme pro Feseni soustavy
linearnich rovnic iteracni metodou. Predstavime si nejednodussi,
presto vSak velmi mocnou metodu, Jacobiho metodu.
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V minulé prednésce jsme modelovali rozlozeni teploty ve dvou-
rozmérné desce pomoci soustavy rovnic

4 -1 0 -1 1 30
-1 4 -1 0 z2 | |60
0o -1 4 -1 z3 | |70
-1 0 -1 4 Ty 40
Pro
4 -1 0 -1 1 30
|1 4 -1 0 IR EZ |60
A= 0o -1 4 -1} X = x3 |’ B= 70
-1 0 -1 4 T4 40
tedy
AX = B. (1)

Rozdélime matici A na soucet diagonalni matice a matice s
nulami v hlavni diagonéale, tj. na soucet matic

4 0 0 0 0 -1 0 -1
0 4 00 -1 0 —1 0
P=1o o040 T 0 -1 0 -1
0 0 0 4 -1 0 -1 0

Potom muzeme psat rovnici ve tvaru

(D+T)X =B

a odsud
DX+TX =B
DX =B-TX

a vyuzitim inverzni matice

X =DYB-TX). (2)

Definujme nyni itera¢ni vzorec

Xip1 = D7 (B - TXy). (3)
Podobné jako u Markovovych fetézcti mizeme najit postupnymi
iteracemi z vhodného (nebo libovolného) pocateéniho stavu
stacionarni stav, kdy se X dal$imi iteracemi neméni a tim
dostaneme TeSen{ rovnice (2), kterd je ekvivalentni rovnici
(1). ProtoZe inverzni matici po¢itdme pro matici diagonalni,
je tento vypocet velice rychly a levny. Vlastné neni vibec
nutné mit k dispozici maticovy pocet. Iterace dostaneme tak,
7e 7 prvni rovnice osamostatnime x1, z druhé rovnice xo atd.
Vychozi odhad dosadime do pravych stran a obdrzime zpresnény
odhad. Postup opakujeme, dokud nejsou dvé nasledujici iterae
dostatecné blizké.

Poznamka. Predchozi postup je mozné pouzit jenom v pripadé,
Ze itera¢ni proces (3) konverguje. Pokud by nekonvergoval,
neni mozné o feSeni rovnice nic fict, pouze to, ze Jacobiho
metoda nefunguje. Postacujici podminka, kdy Jacobiho metoda
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konverguje, je aby kazdy radek meél v hlavni diagondle ¢islo,
které je v absolutni hodnoté vétsi nez je soucet absolutnich
hodnot zbylych ¢isel v tomto radku. Matice, kterd spliuje tuto
podminku se nazyva rddkoveé ostre diagondlné dominantni matice
a pro takovou matici Jacobiho metoda konverguje. Podobné je
mozné uvazovat sloupcove ostre diagondlné dominantni matice
porovnanim absolutnich hodnot diagonélnich prvku se soucty
absolutnich hodnot ostatnich prvka v danych sloupcich a i pro
sloupcové ostfe diagonalni matice metoda konverguje. I pres
jednoduchost tohoto kriteria se s diagonalné dominantnimi
maticemi setkavame v aplikacich pomérné casto. Podivame-li
se, jak byla odvozena soustava popisujici rozlozeni teploty na
tepelné vodivé desce (posledni slajd minulé predndsky), neni to
az takové prekvapeni.

Online vypocet.

Podobnymi itera¢nimi metodami je mozné efektivné fesit
soustavy o tisicich rovnic a nezndmych. Vypocty probihaji
rychle a nejsou naro¢né na pamétf jako u primych metod,
znamych naptiklad ze stfedni Skoly. Timto zpiisobem se fesi
soustavy rovnic pfi modelovani namahani konstrukci, vedeni
tepla, proudéni vody apod.

Determinant matice

Definice (determinant). Bud A € R"™*" &tvercovd matice
radu n. Determinant matice A je redlné Cislo det A prirazené
matici A nasledujicim zpusobem:

o Je-li A matice faddu 1, tj. A = (a11), je det A = aq;.

o Méme-li definovdn determinant z matice fddu (n — 1)
oznacme symbolem M;; determinant matice fadu (n — 1),
ktera vznikne z matice A vynechanim i-tého radku a j-tého
sloupce. Definujme algebraicky doplnék A;; prvku a;; jako
soucin A'L'j = (—1)i+jMij.

e Konecné, definujme determinant fadu n nasledovné: zvolime
libovolny index i € {1,2,...n} a definujeme

det A = a;nAjn + aigAio + - + ainAin

Uff. Zachazejme vyjimecné s touto definici stejné jako s definici
limity: vezmeme na védomi, Ze néjaka korektni definice existuje,
ale ucit se ji nebudeme. Neni to totiz tak aplné potifeba. bude
nam stacit naucit se nékolik malo specialnich pripadi.

Determinant matice A oznacujeme téz |Al. Je-li A = (a;;) piSeme
zkrécené |a;;| misto |(a;;)|. K zdméné s absolutni hodnotou

mize dojit jediné v pripadé, ze matice A je faddu jedna. V praxi
se vsak obvykle s maticemi fadu jedna nepracuje.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxtjzFrwzAQhXeD_8ORLrKRXYUqDQQ02Hjq1CGDwTVBRGpyQ05GFqH995Vj11CoEOLe3Xv6pErddPD4xbpO8mLLRTx63sVqlrGeWg8192fZ91ma1Gv4RfBXwfeCS9FnZfCaxsGNlkVTmjRK5mgsBQzfpyUh46RBuqvt8__Do6qKJk3aFbET_Hf_RcATDO6sgz0TgjNXbcDb0RJO7E_nAQEJov9i2S47pAnE1SpiEz9ndXHM2ywSB48UYPPmvNHk7hpuNjijD_BBG96WxAxeMIxKPj61uN8jiuwCnK3EqjLebP30uLzmsOZ-AAxjagI=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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Definice (regularni a singuldrni matice). Bud A ¢tvercovd
matice. Je-li det A = 0, fikdme, ze matice A je singuldrni,
v opacném priipadé fikame, ze je requldrni.

Véta (determinant matice ve schodovitém tvaru). De-
terminant matice, kterd je ve schodovitém tvaru je roven sou-
¢inu prokid v hlavni diagondle.

Determinant matice 2 x 2 (kfizové pra-
vidlo)

a b
c d

‘:ad—bc

Tento determinant je presné vyraz, ktery jsme vidéli ve jmeno-
vateli vzorce pro inverzni matici ke ¢tvercové matici druhého
radu.

Determinant matice 3 x 3 (Sarusovo
pravidlo)

= ajz + bkx + ciy — (cjx + biz + aky)

8 <. Q
N
SIS

Mnemotechnickd pomucka: opsat prvni dva radky pod deter-
minant, vynasobit hlavni diagonalu a dvé diagonaly pod tim,
potom vynésobit vedlejsi diagonalu a dvé diagonaly pod tim.
Prispévky od hlavni diagonaly a dvou sikmych fad pod ni se
s¢itaji, ptispévky od vedlejsi diagondly a dvou sikmych fad pod
ni se odecitaji.

Determinant matice ve schodovitém
tvaru

Definice (schodovity tvar). Rekneme, Ze matice A je ve
schodovitém tvaru, jestlize pripadné nulové fadky jsou uspora-
dény na konci matice a nenulové jsou usporadany tak, ze kazdy
nasledujici fadek zac¢ind vétsim poctem nul nez fadek predchozi.

Priklad. Matice

4 7 0
0 -2 1
0 0 5

je ve schodovitém tvaru.

Totéz plati zejména pro matice diagonalni, které maji nenulové
prvky jenom v hlavni diagondle a tedy jsou ve schodovitém
tvaru.

Priklad. Plati

4 7 0
0 —2 1|=4-(-2)-5=—40.
0 0 5

Souvislost nékterych pojmi

Pojmy linearni algebry spolu krasné souvisi.

Véta. Bud A ctvercovd matice rdadu n. Ndsledujici vijroky jsou
ekvivalentni:

1. Rddky matice A jsou tvoreny linedrné nezdvislymi vektory.

2. Sloupce matice A jsou tvoreny linedrné nezdvislymi vek-
tory.

3. K matici A existuje matice inverzni A™L.

4. Matice A je requldrni, tj. det A # 0.

5. Soustava linedrnich rovnic

AX =B

md pro libovolnou pravou stranu B jediné reseni.
6. Homogenni soustava linedrnich rovnic

AX =0

md pouze nulové resend.

7. Kazdy vektor z R™ lze vyjadrit jako linearni kombinaci vek-
tord tvorengch tadky (sloupci) matice A, a to jednoznacné,
aZ na poradi.

Napriklad je-li ¢ vlastnim vektorem matice A prislusnym vlastni
hodnoté A, plati

A7 = )\].
Odsud

Pokud chapeme posledni rovnost jako soustavu rovnic s koefici-
enty (A — AI), nulovou pravou stranou a nenulovym FeSenim
q (tj. bod 6 predchozi véty neplati), musi byt determinant
matice A — Al nulovy (tj. bod 4 predchozi véty neplati). Tim je
motivovana nasledujici definice a dokazana nasledujici véta.
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Definice (charakteristickd rovnice, charakteristicky po-

lynom). Rovnice
det(A—AI)=0

s neznamou A se nazyva charakteristickd rovnice matice A. Vyraz
na levé strané této rovnice je polynom proménné \ a nazyva se
charakteristicky polynom matice A.

Disledek (vlastni ¢isla). Viastni ¢isla matice A jsou prdavé
reseni charakteristické rovnice.

Zména baze a matice prechodu

Predpoklddejme, Ze obé dvojice £ = [€1, €] a F = [ﬁ,fg] jsou
béze dvourozmérného vektorového prostoru. Tedy kazdy vektor
muzeme zapsat jako jejich linedrni kombinaci a to jednoznacné.
Pokud plati

X = a1 + agéy = b1‘]?1 + bgfg,

b1 s
soutadnice

bo

v bazi F. Pro dvojici bazi existuje matice P typu 2 x 2 takova,

ze
al|l _ 5|
] =7 [

Tato matice se nazyva matice pfechodu a umoznuje najit
souradnice vektoru v jedné bazi pomoci souradnic vektoru v
jiné bazi. Matice pfechodu musi byt regularni a proto evidentné
muzeme mezi bazemi prechdzet i v opatném sméru smeéru
pomoci inverzni matice

by

il

p-1 ar| _
ag

Ukéazeme si dulezité vyuziti matice prechodu. Predpokladejme,
7e mame zobrazeni f: X — Y, které je mozno charakterizovat
maticemi. Na vstupu i vystupu jsou tedy vektory a jejich sméry
si obecné nemusi odpovidat. Muze se jednat tfeba o zobrazeni,
které pusobicim silam prifadi deformaci télesa, coz uvidime v
Hookové zakoné na dalsim slidu. Mize se jednat také o zobrazeni,
které vektoru charakterizujicimu zménu tlaku v podzemni vodé
prifadi smér proudéni. (Oba sméry si nemusi odpovidat, protoze
voda je pohanéna rozdilem tlakd ve sméru nejvétsiho poklesu
tlaku, ale soucasné si v anizotropnim prostredi hleda cestu
nejmensiho odporu).

jsou [X]e = [Zl} soufadnice v bazi € a [X]r =
2

Necht je nase zobrazeni vyjadfeno v néjaké bazi B matici A, tj.
Y = AX,

kde X a Y jsou souradnice vzoru a obrazu v dané bazi. Budeme
chtit zobrazeni vyjadrit v jiné bazi. Napiiklad v bazi | takové,
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ze plati X = Px a Y = Py, kde malé pismena jsou souradnice
v “malé” bazi b. Dosazenim ziskame

Py = APx
a po vynasobeni inverzni matici
P~Y(Py) = P~} (APu),
t)
y= (P 'AP)x.

V bézi b je tedy zobrazeni charakterizovdno matici P~1AP.
Pro vhodné zvolenou matici P miuze byt matice v nové bazi
podstatné jednodussi nez matice v bazi puvodni.

V nésledujicim prikladé si ukazeme, ze vhodné zvolenou matici
P mitizeme dosdhnout toho, ze P~*AP je diagonalni matice. Na
dalsim slidu jiz rovnou zvolime vhodnou bazi a matice, ktera
bude sice impozantnich rozméru 6 x 6, bude plna nul a proto
relativné pékna.

1 2

s (20
puar- (2 9)

Odsud vidime, ze v soufadnicich ke kterym bychom pfesli
pomoci matice P je vyjadfeni zobrazeni matice A mnohem
jednodussi, protoze matice P AP je diagonalni.

Piiklad. Pro matice A = (1 0) a P = ((1) _11> plati (po

chvilce pociténi)

Castym tkolem je zapsat vztahy mezi veliGinami tak, aby byly
co nejjednodussi a proto jeden z castych tkolu v linearni algebre
variantu postupu, piipadné detaily a feSeni zddrheld je mozné
najit v odborné literatute. Zpravidla vyjadiujeme zobrazeni
v béazi tvofené ortonormalnimi vlastnimi vektory matice A.
Sloupce matice P jsou vlastni vektory matice A. Pokud je matice
A symetrickd, je matice P navic ortogondlni, jeji inverze je tedy
matice transponovand. Tomuto procesu se fika diagonalizace
matice, protoze P~ AP vychazi diagonalni a v diagonéle vychazi
pravé vlastni ¢isla matice.

Hooktiv zakon, matice tuhosti a pod-
dajnosti

V minulé prednésce jsme odvodili tvar tenzoru malych deformaci
pro popis deformace tuhého télesa ve tvaru

Our 1(owm  Ou
8331 2 8562 8$1
L(0u | Ouz uz
2\ 0xy  0x 0y
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Obrazek 8.1: Slozky tenzoru napéti charakterizuji silu zpisobujici deformaci.
Zdroj: Wikiepdie.

Toto muzeme zapsat symbolicky

1 6“1 8Uj
€ij = = —+ .

2 al'j 63:1
Pro deformaci v prostoru mame nikoliv dvé, ale tii soutadnice
a tenzor deformaci je tedy 3 x 3 symetrickd matice, tj. matice,
kterd m4 Sest nezdvislych komponent. (Zbylé t¥i komponenty
dostaneme ze symetrie.) Tyto komponenty dostaneme postupnou

volbou indext ve vzorci (*) a miZeme je sestavit do sloupcového
vektoru

*)

(811,822,833,82375137512)T
Podobné, pusobici silu mizeme rozdélit podle pusobeni v
jednotlivych smérech a tim dostaneme tenzor napéti, Sest velicin
charakterizujicich napéti. (Zbylé tfi jsou ddny podminkou, ze se
deformované téleso nepohybuje.) Pro dalsi uvahy slozky tenzoru
napéti usporddame do sloupcového vektoru

T
(0117022, 033,023,013, 012)

Nésledujici poucka je fyzikalné ovéreny fakt, ze vztah mezi

slozkami tenzoru napéti a tenzoru deformace je linearni. To

nas neprekvapi, protoze z predndsek o derivacich na zacatku
semestru vime, ze jakakoliv funkéni zavislost se dé linearizovat.
Podstatné zde vsak je, ze interval, na kterém ma linearizace

smysl, neni prilis maly, tj. Zze tato linearizace plati pro prakticky
vyznamné pripady.

Hookiuv zékon deformace (volna slovni formulace).
Do urcité hranice zatizeni je libovolna slozka tenzoru
deformace imérna libovolné sloZce tenzoru napéti.

K tomu si pridejme, ze prispévky k deformaci, zptisobené ruz-
nymi slozkami tenzoru napéti, se prirozené scitaji. Matematicky
vyjadieno proto plati

€11 011
€22 022
€33 | _ C 033
€23 093 |’
€13 013
€12 012
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kde C' je ¢tvercova 6 x 6 matice.

/ Fibre
b Direction
Radial /

Tangential

Longitudinal

Obrézek 8.2: Ortotropie dreva. Zdroj: researchgate.net, Mathew Legg.

Fyzikalni dvahy ukazuji, ze matice C' je urcité symetrickd a
obsahuje celkem ne 36, ale jenom 21 nezavislych veli¢in. Nazyva
se matice tuhosti. V obecném pripadé tedy musime pro popis
deformace mit celkem 21 materidlovych konstant. Tento pocet
se vSak vyrazné redukuje, pokud je materidl napiiklad izotropni
nebo ortotropni. Napriklad ortotropni material jakym je dievo,
muzeme umistit do soustavy soutadnic tak, aby byl invariantni
vuci symetrii podle jednotlivych priméten. Poté je mozné
odvodit, ze nejobecnéjsi mozny tvar matice C' je

- Ciz Cy Cs33 0 0 0
0 0 0 Cya 0 0 ’
0 0 0 0 Css 0
0 0 0 0 0 Cge

tj. tvar, obsahujici jenom devét materidlovych konstant. Odsud
vidime, ze v takovém materidlu se smykové napéti projevi jenom
na jedné komponenté tenzoru deformace, protoze posledni tii
sloupce, které udavaji slozky jednotlivych deformaci zptso-

benych napétimi os3, 013 a 012 maji jenom jednu nenulovou
slozku.

Pokud bychom pouzili k popisu obecnou soustavu souradnic,
nebylo by mozné se na symetrii odvolavat. Matice C' by ob-
sahovala vSechny prvky a bylo by nutné hledat bézi, v niz je
jejl vyjadreni nejjednodussi. U dieva je vSak snadné rozpoznat
vyznacné sméry. Kdyz soustavu souradnic zvolime tak, aby

byla v souladu s témito vyznacnymi sméry, docilime tohot, Ze
obdrzime matici C jiz pfimo ve tvaru s co nejvice nulami.

Nékdy je vhodné umét urcit napéti pomoci deformaci. K tomu
sta¢i Hooktiv zakon vynésobit matici C~! a obdrzime

011 €11
022 €22
033 | _ o1 €33
023 €23
013 €13
012 €12

Matice C~! se nazyvéa matice poddajnosti a oznacuje S.


https://en.wikipedia.org/wiki/Orthotropic_material#Stiffness_and_compliance_matrices_in_orthotropic_elasticity
https://en.wikipedia.org/wiki/Orthotropic_material#Stiffness_and_compliance_matrices_in_orthotropic_elasticity
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Souvislosti vlastnich vektori matice tuhosti a matice poddaj-
nosti (nebo obecnéji souvislosti vlastnich vektort matice a
matice inverzni) se budeme zabyvat na nasledujicim slidu.

Vlastni vektory matice a matice in-
verzni

Fyzikalni ivaha snadno vede k zavéru, ze matice a matice
inverzni maji stejné vlastni vektory. To proto, ze pokud v
nékterém sméru je materidlovad odezva nasobkem podnétu, je
i opacné podnét nasobkem materidlové odezvy. To, Zze matice
A a A7 maji stejné vlastni vektory plyne i z toho, ze pokud
defini¢ni vztah pro vlastni vektor matice A, tj. vztah

At = M\,

1
vynasobime zleva matici XA_l, dostaneme vzhledem k identité

1 1 1
XAilA'lZ = XI?I = Xﬁ rovnici

i=A"t,

> =

kterd vyjadiuje, Ze @ je vlastnim vektorem matice A™! s

vlastnim ¢islem Y
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Kapitola 9

Linearni algebra (soustavy linearnich rovnic,

transformace tenzori)

Varianty zapisu soustavy linearnich
rovnic

Uvazujme nasledujici t¥i problémy:

1. Najdéte vsechna redlna cisla x1, x2, splnujici dvojici rovnic

4931 +51‘2 =7

.731—21‘2:4

2. Najdéte vSechna redlna ¢isla z1, xo, spliujici vektorovou

rovnici
4 n 5 (7
1)\ o) ™27 (4

3. Najdéte vsechna redlna ¢isla z1, x2, spliujici maticovou

rovnici
4 5 X1 _ 7
1 -2 xo)  \4

Vsechny problémy jsou ekvivalentni a jedna se o jiny zapis
téhoz. Jednou vsak pouzivame soustavu rovnic, vektory a jejich
linedrni kombinaci a jednou matice a maticovy soucin!

Soustava linearnich rovnic

Definice (soustava linedrnich rovnic). Soustavou m line-
drnich rovnic o n nezndmijch nazyvame soustavu rovnic

1121 + a12%2 + a13T3 + - + A1p Ty = by
2171 + 22T + G23T3 + -+ - + A2p Ty = bo

az1x1 + aga®2 + az3T3 + -+ + aznTn = b3 (1)

Am1T1 + Gm2Z2 + Am3ZT3 + -+ + GmnTn = bm

Proménné 1, xo, ..., , nazyvime nezndmé. Redlnd ¢isla a;;
nazyvame koeficienty levyjch stran, redlnd ¢isla b; koeficienty
pravijch stran soustavy rovnic. Resenim soustavy rovnic rozu-
mime usporddanou n-tici redlnych ¢isel [ty,ta,. .., t,] po jejichz
dosazeni za neznamé (v tomto poradi) do soustavy dostaneme
ve vSech rovnicich identity.

Definice (matice soustavy). Matici

ail ai12 aiz A1n

a21 22 A23 -+ d2p
A =

Aml Am2 Am3 - Omn

nazyvame matici soustavy (1). Matici

a11 a2 a3 - Gip | b1

az1 G2 Q@23 -+ Qop | bo
A, =

Am1 Am2 am3 tee Amn bm

nazyvame rozsirenou matici soustavy (1).
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Vektorovy zapis soustavy linearnich
rovnic

Soustavu (1) lze ekvivalentné piepsat do vektorového tvaru

a11 a12 a13 A1n by

asy a2 ao3 aon bo
1+ T+ R N R

Am1 Am2 am3 Amn bm

Vidime tedy, zZe se vlastné jedna o problém, vyjadrit vektor
slozeny z Cisel na pravé strané soustavy rovnic jako linearni
kombinaci vektort, které tvori sloupce matice soustavy.

Maticovy zapis soustavy linearnich rov-
nic

Soustavu (1) lze ekvivalentné pfepsat do maticového tvaru
pomoci maticového soucinu

a11 a12 A1n T b1
a21 a22 a2n €2 by
Am1 Am?2 Amn Tn bm

Tento tvar se pouziva Casto v inzenyrskych vypoctech pro
tspornost. Symbolicky zpravidla piSeme soustavu linedrnich
rovnic ve tvaru

AZ = b,
nebo

AX =B

kde A je matice soustavy a b resp. B je vektor pravych stran.

Hodnost matice

Matice fadu m x n obsahuje celkem m - n ¢isel. Jedna se tedy
o relativné komplikovany objekt. V matematice se ¢asto snazime
objektu jednodussich, napt. pomoci ¢isel. Jedno uz zname,
determinant. Dalsim z téchto ¢isel je hodnost matice, kterou si
nadefinujeme nyni.

Definice (hodnost matice). Bud A matice. Hodnost{ matice

rozumime maximéalni pocet linedrné nezavislych radka matice.

Hodnost matice A oznacujeme h(A).
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Poznamka: Hodnost je v anglické literature oznacovana jako
rank.

Schodovity tvar jsme si predstavili u determinantu. U matice
ve schodovitém tvaru je urceni determinantu velmi jednoduché.
Podobny efekt vidime i u hodnosti.

" Definice (schodovity tvar). Rekneme, %e matice A je ve

schodovitém tvaru, jestlize pripadné nulové radky jsou uspora-
dany na konci matice a nenulové jsou usporadany tak, ze kazdy
nasledujici radek zac¢inad vétsim poctem nul nez radek predchozi.

Véta (hodnost matice ve schodovitém tvaru). Hodnost
matice, kterd je ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich
nenulovych radki.

2 2 2 3 -1 5
Priklad. Matice A = 8 8 (1) —01 (2) ? je ve schodovi-
000 0 0 O
222 3 -15
tém tvaru a h(A) = 3. Matice B={0 0 1 0 0 3
003 -1 2 1

neni ve schodovitém tvaru a jeji hodnost na prvni pohled
nepozname.

Vypocet hodnosti

Vypocet hodnosti se provadi postupnym nahrazenim zadané
matice matici, kterda ma stejnou hodnost, ale postupné se
priblizuje schodovitému tvaru. Uvedeme si jenom zakladni
postup. Tento se sice da vylepsit, pro nas je vsak dulezité, ze i
bez jakychkoliv vylepseni vzdy vede k cili. (Alespon teoreticky.)

Véta (fadkové operace zachovavajici hodnost matice).
Nadsledujici operace nemeéeni hodnost matice:

1. vynechdani radku sloZeného ze samigch nul, nebo vynechdni
radku, ktery je totozny s jinym radkem, nebo vynechdni
radku, ktery je ndsobkem jiného radku,

2. vyndsobeni nebo wvydéleni libovolného Tddku nenulovym
cislem,

8. zdména poradi rddki,

4. ponechdni jednoho radku beze zmény a opakované pricteni
libovolngch ndsobki tohoto Tadku k nenulovgm ndsobkum
ostatnich radkid matice.

Libovolnou matici lze konecnym poctem téchto uprav prevést
do schodovitého tvaru.
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Nésledujici véta udava, ze veskerd tvrzeni, uvedend v souvislosti
s hodnosti pro radky matice, se daji preformulovat i pro sloupce
matice.

Véta. Transponovdni neméni hodnost matice.

Existence a jednoznac¢nost reseni sou-
stavy linearnich rovnic

V pripadé, ze matice soustavy je ¢tvercova jiz vime, ze feseni
je urceno jednoznacné pravé tehdy, kdyz mé matice soustavy
matici inverzni. O poctu feseni v obecném pripadé obdélnikové
matice, kdy matici inverzni nemé smysl uvazovat, ndm davaji
informaci dvé nasledujici véty. Prvni se tyké existence feSeni a
druhd identifikuje pripad, kdy fesSeni je urceno jednoznacné.

Véta (Frobeniova véta, Kronecker-Capelliho véta).
Soustava linedrnich rovnic je Tesitelnd pravé tehdy, kdyz jeji
matice soustavy a rozsirend matice soustavy maji stejnou hod-
nost.

Véta (jednoznacnost Feseni). Necht soustava linedrnich
rovnic md reseni. Toto resent je prdve jedno, pokud je spolecnd
hodnost matice soustavy a Tozsirené matice soustavy rovna po-
ctu mnezndmych. V opacném pripadé je spolecnd hodnost matice
a rozsirené matice soustavy mensi nez pocet nezndmych.

Gaussova eliminace

Spociva v reprezentaci soustavy pomoci rozsitené matice sou-
stavy a prevodu této matice na schodovity tvar pomoci radko-
vych operaci zachovavajicich hodnost. Tyto operace zachovavaji
i mnozinu feseni soustavy. Jakmile je matice ve schodovitém
tvaru, zpétnou substituci postupné dopocitavame jednotlivé pro-
ménné. (Formélné to u ¢tvercovych reguldrnich matic odpovidéa
pouziti inverzni matice k matici, ktera ma pod hlavni diagonalou
nuly. Ale postup funguje i pro obecnéjsi matice a da se realizovat
jednoduchymi prostredky a postupnym dosazovinim.)

Gaussova eliminace je velice flexibilni a univerzalni, umozni
nam fesit i soustavy majici nekone¢né mnoho feseni. V tomto
pripadé dokdzeme zapsat FeSeni pomoci parametri.

Priklad.

1+ 2294+ 223 +24 =0
T, — X9+ x3— 204 =1

To —2x3+ x4 =2

66

Rozsitena matice soustavy je

V prvnim kroku prevedeme na tvar, kdy jednom jeden radek
zaCind nenulovym prvkem. Prvni fddek uz nijak neupravujeme
a opiseme jej. Misto druhého rfadku napiSeme jeho soucet s

(—1)-ndsobkem prvniho fadku.

1 2 2 110
0 -3 -1 -3]1
0O 1 -2 1|2

V dalsim kroku pievedeme na tvar, kdy z radkd zacinajicich
jednou nulou ponechame jenom jeden a ostatni upravime tak,
aby zacinaly alespon dvéma nulami. K tomu je vhodné nejprve
prehodit posledni dva Fadky, abychom mohli pouzit k vytvareni
nul jednicku.

1 2 2 110

o 1 -2 1 |2

0 -3 -1 —-3]1
Nyni provedeme potfebnou tpravu. Prvni dva fadky opiSeme.
Misto tietitho fadku napiSeme jeho soucet s trojnasobkem
druhého radku.

12 2 110
01 -2 1|2
00 =7 0|7

Nyni prepisme do tvaru soustavy rovnic

.’E1+2JL‘2+2$3+’I’4:0
To —2T3+ T4 =2

—71‘3 =7

7 posledni rovnice mame snadno x3 = —1. Tutho hodnotu
pouzijeme ve druhé rovnici. Protoze vSak mame porad dvé
neznamé, jednu z nich zvolime za parametr.

$272ZE3+1’4:2
To+24+x4=2

To+x4 =0
1‘4:t
1’2:715

Vypoctené hodnoty dosadime do prvni rovnice a ur¢ime zbyvajici
neznamou .

1+ 229+ 223+ 24 =0
r1—2t—-24t=0
.’ﬂ1:2+t
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Reseni je £1 = 2+t, x9 = —t, 23 = —1, £4 = t, kde ¢ je libovolné
redlné ¢islo. Vektorové (maticové) mame feSeni ve tvaru

I 24+t 2 1

ZTo - —t . 0 -1

%% ol IR T Bl R Bl B

Ty t 0 1

Gaussova-Seidelova iteracni metoda

Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda je jakysi mezikrok mezi
Jacobiho itera¢ni metodou a Gausovou eliminaci. Postupujeme
jako v Jacobiho metodé, ale vSechny zpfesnéné hodnoty po-
uzijeme okamzité, kdyz jsou k dispozici. Nikoliv az v dalsi
iteraci jako u Jacobiho metody. Metoda konverguje za stejnych
podminek jako Jacobiho metoda, ale rychleji a presto nevznikaji
vyssi ndroky na vypocetni vykon.

Pouzijeme priklad z Wikipedie. Soustavu

10:61 —X2 +2£L'3 = 6,
—x1 +1lzs —x3 +3x4 =25,
221 —xr9 +10x3 —xy = —11,

3x9 —x3 +8xry =15.

s diagonalné dominantni matici pfevedeme na iteracni tvar

T :$2/10—$3/5+3/5,

X9 —Il/llJrIg/ll 73I4/11+25/11,
xr3 = —$1/5+$2/10+I4/10— 11/107
Ty = —3$2/8+$3/8+ 15/8.

Poté vyjdeme z pocatec¢niho odhadu feseni a dosazujeme do
pravych stran.

U Jacobiho metody pro pocateéni odhad vypocteme nejprve
vsechny pravé strany a dosadime do proménnych na levé strané

jako zpresnéni pocatecni aproximace. Tento postup opakujeme.

U Gaussovy-Seidlovy metody nejprve pomoci poc¢atecniho
odhadu vypocteme z prvni rovnice xz; a tuto hodnotu ihned
pouzijeme pii vypoctu xo z dalsi rovnice. Oboji, 1 i o uz
vyuzijeme pii vypoctu x3 a tak dale. Po vypoctu x4 je prvni
iterace dokoncena a postup opét opakujeme, dokud dvé po sobé
jdouci iterace nejsou dostatecné blizké.

S nulovou pocatecéni aproximaci dostavame v prvnim pruchodu

z1=3/5=0.6,

29 = 0.6/11+25/11 = 2.3272,

xs3

Lq

—0.6/5 + (2.3272)/10 — 11/10 = —0.9873,

— —3(2.3272)/8 + (—0.9873) /8 + 15/8 = 0.8789.

Jak vidno, vypoc¢tenou hodnotu x; ihned pouzijeme pro vypocet
9. Obé tyto hodnoty ihned pouZijeme pro vypocet z3 a tak
dale. V dalsich iteracich postup opakujeme. Mimo jiné hodnoty
v paméti pfimo prepisujeme a nemusime drzet v paméti starou
a novou hodnotu.

Pootocéeni souradnic v roviné

(z',y') = (1,0), (x,y) = (cosf,sinh)

a

Obrézek 9.1: Soustava s cdrkovanymi soutadnicemi (x’,y') je pootocena o
thel O oproti soustavé (z,vy).

V inzenyrskych problémech je ¢astou aplikaci linearni algebry
transformace tlohy do vhodnych souradnic, ve kterych je popis
jednodussi. Zpravidla se jedna o prosté otoceni. Toto se pouziva
pti studiu dreva, které mé& anatomicky vyznac¢né sméry, pri
studiu vrstvenych material, pri studiu chovani vodorovné
ulozenych geologickych vrstev. Nemusi vSak vzdy jit jenom
o materidl s charakteristickymi sméry. Transformace mezi
souradnicemi se pouziva napiiklad v letectvi, kdy je jedna
soufadné soustava spojena s trupem a dalsi dvé jsou pootocené
ve sméru kiidel sipovité ptripojenych k trupu.

Je-li v roviné déna soufadné soustava (z,y) a soustava (2’,y")
pootocena o thel 6 proti sméru hodinovych rucicek je vztah
mezi souradnicemi popsan vztahem

z\ _ (cosf —sinf\ [z
y)  \sinf cosf vy )
To je mozné zkontrolovat podle obrazku a soutfadnic dvou bodt

(',y") = (1,0) a (2/,y") = (0,1). Pro dal$i body roviny to poté
funguje automaticky.

Matici transformace budeme zkricené oznacovat R, pokud
budeme potiebovat zdtraznit velikost tihlu, pouZijeme R(6) a
pokud budeme potfebovat matici rozepsat ve slozkach, budeme
zkracovat vyrazy cosf a sinf na C' a S a psat

r=(5 )

V minulé prednasce jsme vidéli, ze je-li A matice zobrazeni
v soufadnicich (z,y), v soufadnicich (z’,4') ma zobrazeni

v e - c S\ . .
vyjadieni R™'AR, kde R™! = R(—6) = g C) je matice
pootoceni v opacném sméru. Stejnym zpusobem se transformuji
i tenzory.

V knize A. Pozgaj a kol., Struktira a vlastnosti dreva je nésle-
dujici tloha. Dfevo v konfiguraci podle obrdazku je naméahano
pouze tahovou silou svisle, tedy tenzor napéti ma jenom jednu
nenulovou slozku. Nasim cilem je pootocit soufadnou soustavu
tak, aby byl tenzor napéti vyjadien v anatomickych smérech
dieva. Uloha je v knize vyFeSena pomoci smérovych kosin.


https://en.wikipedia.org/wiki/Gauss%E2%80%93Seidel_method#An_example_for_the_equation_version
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJytUMsKwjAQvBf6D0tPPlLSTVIpQs-CV69eqlYJSJRWYfP3bkwR8aAiJpDJ7swO7Jw76y6QLZvtaWPXro4nSxNCQUqQFmTqQtxvmuxPHViwDrrGHdoRFuN5mgAfj1ADKYkF5EBaljCF8MJAq0CjROQ-04w56AmZ2FEl46DUrMxZyrPTwZHRBOQZxPAZpCZI2UXJCqJvxYClrKLgeQWPwivhtfAmkuf74la4EctgZw_20tezcajVS61favNUp0k0ytZu0Vz7Pl-1dtceH0n-Fie9j5O-jpO-j5M-xfmnxG4PxZTh&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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Obrézek 9.2: Uloha na transformaci tenzoru napéti do anatomickych smérd
dreva. Zndzornend krychlicka je jenom reprezentujici element vétsiho télesa.
Zdroj: A. Pozgaj a kol., Struktira a vlastnosti drevd.

Ukazeme si alternativni zptisob, ktery je vyhodny v tom, ze
vyuziva pouze zakladni aparat linearni algebry. Ptivodni sourad-
nice (1, 22) ozna¢ime (x,y), osa x sméfuje vodorovné vpravo
(v obrazku x3) a osa y nahoru (v obrdzku x). Tenzor napéti
. 0 0
leAd=10 10
nutno pootocit o 30 stupni po sméru hodinovych rucicek, tj. v
zaporném smeéru. Novy tenzor napéti je

—4.3

75 )"

V novych soufadnicich je smér 2’ radidlni a proto crr = 2.5 a
orr = 7.5. Mimodiagonalni slozka udava komponentu or;, =
—4.3. Tento vysledek je stejny, jako vysledek ziskany jinym

postupem v knize. Pouzili jsme vSak jenom zdkladni nastroje
linearni algebry.

(tah pouze ve sméru osy y). Souradnice je

2.5

R(30°)AR(—30°) = (_4'3

Transformace tenzoru

Uloha na transformaci tenzoru, kterou jsme fesili na minulém
slidu je v aplikacich velmi dulezita. Proto existuje fada grafic-
kych nebo inzenyrskych metod na reseni tohoto tkolu. Tyto

metody jsou duvtipné a nazorné, napriklad metoda Mohrovy
kruznice, oproti linedrni algebie vSak maji zasadni nevyhodu:
uzivatel se musi stale ucit néco nového a dostava navod “jak”,
nikoliv “pro¢”. Pouzitim aparatu linearn{ algebry, stejné jako do-
kazeme v pootocenych souradnicich vyjadrit libovolné zobrazeni,
dokéazeme vyjadrit v pootocenych souradnicich i libovolny tenzor.
Vzorce jsou stejné a navic pri otoceni v roviné je matice rotace
ortogonalni, tj. inverzni matice je matici transponovanou. Pro
ail @12
a2  G22
otocCenych o thel € proti sméru hodinovych rucicek

a’H a’12 _ C S a1 Qai2 C —S
a’12 a’22 -S C 12 Q22 S C ’

kde po vypoctu
a'n = C’zan + 5'2(122 + 2050,12,
(1/22 = SQCLH + 02a22 — 205@12,
aly = —CSay; + CSag + (C? — §%)ass.

symetricky tenzor A = ) dostavame v soutradnicich
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Tento vztah je lineani vzhledem ke vSsem komponentam a je
mozné jej zapsat pomoci maticového nasobeni

c* s?

a’ll 2CS aiq
ap | = S ©* -—2C8 aso
iy —CS 0S8 C*-8%) \ae

Tento vztah je uveden i v literatuie A. PoZgaj a kol., Struktira
a vlastnosti dreva a v e-opore Fyzikalni a mechanické vlastnosti
dreva. Zde je také uvedena jedna z aplikaci, transformace
tenzoru deformaci namérenych pri bobtnani dieva. V této tloze
je nutno tenzor deformaci transformovat do anatomickych sméri
dreva. To je mozné udélat po zméreni sklonu vldken a pootoceni
tenzoru o prislusny thel.

Inverzni operaci je pootoceni o thel —6 a proto je snadné najit
inverzni transformaci: vzhledem k sudosti funkce cos a lichosti
funkce sin sta¢i zménit znaménko u ¢lent s S, tj.

a1 02 SQ -2CS (1/11
az2 | = S2 02 2C'S (1/22
alo csS —-CS C?-5%) \dl,

Poznamka. Pokud vypoéteme derivaci élenil a}; a ab, podle
0, dostaneme pouzitim

icﬂ

-2
0 CS,

d o
= 95 ¢os 0 =2cosf(—sinf) =

d

a _ 2 2 .
dHCS S* + C* derivace

d
a analogicky @52 =25C,

d /

gél = —2CSay1 + 25Cag + 2(C? — $%)ais = 2d},,
dazy _ 25Cay; — 2CSagy +2(S? — C?)ars = —2d]
KT - 11 22 12 — 12-

To znamend, ze lokdlni extrémy diagondlnich prvka nastavaji
v okamziku, kdy jsou prvky mimo diagonalu nulové. Toto
pozorovani perfektné ladi s vysledky, které zname v linearni
algebre i bez hledani lokalnich extrémi a bez derivaci. Naznak
tohoto konceptu si predstavime na dalsich strankach. Budeme
potfebovat pripomenout definici vlastnich vektori.

Pozor. V pripadé tenzoru deformace se nékdy se namisto
mimodiagonélni komponenty bere jeji dvojnasobek, protoze ten
ma nazorny vyznam jako tthel smyku. Proto se nékdy v literature
uvadi transformacni vzorec pro deformace v upraveném tvaru,
kdy u slozek se soucinem C'S ve tietim sloupci neni koeficient
2 a u odpovidajicich slozek ve tretim fadku tento koeficient
naopak figuruje. Je proto potfeba dévat pozor na to, s jakymi
komponentami je tenzor malych deformaci uvazovan.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJx9kDtvgzAUhXdL_g9XyhCDTGtKFXVhSLJ0aKSKFWVwwApuwUa2QUl_fc0jRRnS7T7O_XTPWcGHVIIbJYHXZ3EynMIFel1qo3slKFzB9tLWvmq1droQXqkhYWBd16rOT8E2wnTwnmHUc0PWrhKOrwOMsrThzsgLyfNCWzLOAxpZqeb6SPOloYvmePTXh-WaUealjMZs3HSVqNMoYc_xGwtbiVFrpHKgCMmebHeaKWk06IIgPIT382nsOYaXaSsHCkYYreBTlz9n_jU4bXQhR1-6vxYVfGv_Z-eTiec0MNrem0sSFnre5GIz1f7noXt5XVbwJxyd7P6B3M5myuYhZL9A4ltSU1CKbMN9uAt-AUSDllE=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyFUMtugzAQvFvyP1hcYpCNCsdKHCKOkXLAvRFaORGolsBGxkElX981aaDpQ7G8fsx4Z8c7Sks37r12ksgkgUiJTFNy9EBOxCbECKMi66Sz6oOWZc64qFgpWF5VwG1XBtKZzwcWVgYq8wuMequ0I8GLlXpojO3MKPVEXK0vxj4fNP9zBBjtM0qL2Pm03gw1DcNoGxVhPKiub1UzvTXntqXhrcB-qXTQO9P1RtfaTT8KBMvr8qmCuV6TCuYd669fAEgu9uVJKwK_Vqf6X_c8IDAwmpO-Ne81ZQIijUSU-y7C2WP8BnDYmA9AObDQwavQ1dYst1raGe2saSVReqztRZvBPXZ25w8jOmvGw_k4UJFxEUYz8KvLn3iLnc0=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9178
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9178
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Obrézek 9.3: Figenvectors (red) do not change direction when a linear
transformation (e.g. scaling) is applied to them. Other vectors (yellow) do.
Zdroj: hitp://www.visiondummy.com.

Role vlastnich vektoru pri transformaci
matic

Budeme zkoumat, kdy plati
P'AP=D

pro Ctvercové matice P, A a diagonalni ¢tvercovou matici D.
Vynasobenim matici P zleva dostaneme

AP = PD.

Ve cviceni jsme nasobili ¢tvercovou matici s matici diagonalni a
neni tézké vidét obecny princip, ze matice PD ma za sloupce
nasobky sloupcti matice P s odpovidajicim c¢islem z hlavni
diagonaly matice D. Naptiklad pro prvni sloupec matice P a
prvni ¢islo v hlavni diagondle matice D, které oznacCime p; a
A1, dostavame

Apr = Mipa,

tj. (viz predchozi predndsky) p; je vlastni vektor matice A
prislusny vlastni hodnoté A\;. Podobny princip plati pro vSechny
sloupce. Je otazkou, jestli vlastnich hodnot a vlastnich vektori je
tolik, kolik pro diagonalizaci “potfebujeme”. Casteéné pozitivni
odpovéd na tuto otazku udavaji véty na nasledujicim slidu.

Transformace symetrické matice na di-
agonalni tvar

Véta (vlastni ¢isla symetrické matice). Symetrickd ctver-
covd matice A Tddu n md n redlngch vlastnich éisel (pocitdno i
s pripadnou ndsobnosti).

Véta (diagonalizace symetrické matice). Necht md sy-
metrickd ctvercovd matice A 1adu n celkem n redlngjch riznijch
vlastnich cisel \;. Oznacme odpovidajici vlastni vektory jednot-
kové délky v;.

e Matice P sestavend tak, Ze sloupce této matice jsou tvoreny
vektory v; je ortogondlni.
o Matice D definovand vztahem

D=PTAP

je diagondlni.

e Diagonalni prvky matice D jsou prave vilastni ¢isla \; a
jsou ve stejném poradi jako odpovidajici vlastni vektory v
matici P.

Matice transformace P z piedchozi véty je ortogonélni (jeji

transponovand matice je soucasné jeji inverzni matice) a jeji

determinant je roven 1 nebo —1. Pokud je determinant kladny,
reprezentuje matice pootoceni soustavy souradnic. Pokud je

determinant zaporny, jedna se o pootoceni spojené se zrcadlenim
jedné osy. Protoze tento pripad vétSinou z fyzikalnich duvodua
nepreferujeme, sestavujeme matici transformace tak, aby méla
determinant kladny. V pripadé zaporného determinantu staci
prohodit dva vektory (sloupce matice transformace) mezi sebou,
nebo jeden vynésobit faktorem —1.

Pro kontrolu je zajimavé védét, ze determinant matice se pooto-
¢enim neméni a je tedy stejny pro puvodni i transformovanou
matici. TotéZ plati pro soucet prvku v hlavni diagondle (v
linedrni algebfe se nazyva stopa matice), pro charakteristicky
polynom a pro vlastni hodnoty. Tenzor, jak jej uvazujeme v
tomto textu, je matice, kterd ma navic fyzikalni vyznam a
vzhledem ke své povaze pro ni plati specialni transformacni
pravidla. Nicméné je to mimo jiné i matice a proto vse vyse
uvedené plati i pro tenzory.

Ve videu https://www.youtube.com/watch?v=xdxVpC856ms je
pomoci vzorci odvozovan diagonalni tvar tenzoru napéti

20 30
A= (30 —10) ’
Ukazeme si Teseni tlohy bez pouziti vzorcd, jenom prostiedky
linearni algebry. Charakteristicky polynom této matice je

20— A 30

det(A—)\I):‘ 50 10>

’ = (20—)\)(—10—X)—30% = A\ —10\—
s kofeny A1 = 38.54 a A2 = —28.54. To budou prvky v hlavni
diagondle po transformaci tenzoru.

Pokud budeme chtit védét, jak jsou nové osy orientovany vuci
osdm puvodnim, musime najit i vlastni vektory. Vlastni vektor
prislusny hodnoté \; je feSenim soustavy s matici soustavy

AT~ (—18.54 30 >

30 —48.54


https://www.youtube.com/watch?v=xdxVpC856ms

KAPITOLA 9. LINEARNI ALGEBRA (SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC, TRANSFORMACE TENZORU)

18.54
(Toto plyne z prvni rovnice, druhé rovnice musi byt splnéna
automaticky, protoze jsme pouzili vlastni hodnotu a soustava
musi mit nenulové feseni. Nicméné vypocet je zatizen zao-
krouhlovaci chybou.) Po vydéleni normou vektoru dostdvame

0.851 . . . . .. [—0.526
<0.526>' Druhy vlastni vektor je kolmy, tj. ( 0.851 > Po

. T UV P L, 30
a nulami vpravo. Pfibliznym fesenim je vektor @; = ( )

0.851 —0.526

transformaci matici P = <0.526 0.851

> dostavame (na dvé

desetind mista)

20 30 38.54 0

T _

P <3O —10) P= ( 0 —28.54)'

To vlastné ani nemusime poéitat, véta v ivodu tohoto slidu
zarucuje, ze vysledna matice bude diagondlni a bude obsahovat
vlastni hodnoty. Z matice P vidime sinus a kosinus thlu

pootoceni a odsud urcime snadno, o kolik se souradna soustava
otaci a v jakém sméru.
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https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxtkF1rgzAUhu8F_0OgN4n4kVg2ykCG7A94tV6IjEyzmlkTSeLR_vtZXUthg8DJ4bzvcz52qHVusC9JMk1TfNGjGz9FXOs-mbir21fI5mZ-H94OT8-99b0867kzcsZlmdJwT6uw3NMwYrSqCEI7tFRlLXzvmOWxkCehQNROG_th5Kl1mPgesEzhY8mq66ObazCgJIIzt-4aRbdYViWwBFistOnxIlyVAnSDFEffolHadRr0iBpx7sbFkK5o-ohuzNhe_qLTLII0gfTO_hd9Jxf3tYGFkFYkdoYrO2grNvOafi0sXi9tblewrZ5wQX4_CnMrFY6KbUISsANNBkludYSLRywJ8qBA5Ac7KIR8&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

Kapitola 10

Vektorova pole, tok, zakony zachovani

Pf‘ipomenuti derivaci gradient uvazujeme jako sloupcovy vektor
of
Derivace umoznuji studovat a popisovat zmény veli¢in, vyjadio- gx
vat kvantitativné jejich vzajemné souvislosti. VF= i
f 3y
of
0z
(Obycejna) derivace TR Pro tisporu mista jej nékdy piSeme v transponovaném tvaru
o (0F of ar\"
o S touto derivaci se pracuje u funkce jedné proménné f(t). f= 0z’ 9y’ 9z )
Napf. f(t) = kt*, kde k je parametr (redlné ¢fslo). o C L
e Derivace je okamzitd rychlost zmény veli¢iny f vzhledem Gradl?fl,t ) zektor, kt,e LY A SHe Odp(.)VIda‘].l ¢l Smery 1oy
k ¢, tj. nartst veliéiny f vyvolany jednotkovym narfistem rychlejsiho rustu skalarni veliiny a velikost je stejnd jako
veliiny ¢. (Prakticky vSak veli¢inu ¢ zménime o malou derivace v daném sméru.

hodnotu a ndrtst prepocitdme na jednotkovou zménu.)
o Jednotka derivace je stejnd, jako bychom veliciny f a ¢

dalili. Vektorové pole
e V modelech a pri praktickém vyuziti pracujeme s definici

derivace jako s rychlosti zmény. P¥i vypoctu ale vyuzivime

dostupné vzorce pro vypocet derivace. Naptiklad pro funkci

d
z prviniho bodu plati d—{ = 2kt.

af of

Parcialni derivace —, — L0 oy
ot’ Ox —= -
e S touto derivaci se pracuje u funkce vice proménnych, ty-
picky f(],‘, Y, 2, t). Napr. f(x7 Y, Z, t) = xt? Obrézek 10.1: Vektorové pole vykreslené v ndhodnych bodech v prostoru. Je
o Jedni se o obyéejnou derivaci podle jedné proménné, pii- vhedné pro popis proudent.
¢emz ostatni proménné povazujeme za parametry. Tj. v pri-

of

Vektorové pole je vektorova funkce, dvou nebo tii proménnych.

y o . of 2
padé funkee z minulého bodu je 9t 2at, 9. — ¥ Mizeme si ji predstavit jako zobrazeni, které kazdému bodu
of _of _ 0 v roviné nebo v prostoru pritadi vektor. Proto je vhodné tyto
oy 9z veli¢iny pouzit pii popisu proudéni. At uz hmatatelnych latek

+ Pro jednotku a vypocet plati totéZ co u obyCejné derivace. (tekutina, elektrony) nebo obecnéjsi veliciny (teplo, elektricka
+ Pii aplikacich Casto pracujeme s gradientem, tj. s vektorem intenzita).
sestavenym z parcialnich derivaci podle jednotlivych pro-
storovych proménnych. Pro funkei t¥{ proménnych z, y a 2 Pozndmka (stavova veliéina). Velifiny charakterizujici stav
a pro potreby matematické formulace fyzikdlnich zakonti télesa se nazyvaji stavové veliciny. Tyto veliciny zavisi jenom na
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soucasném stavu a ne na historii, jak se téleso do daného stavu
dostalo. Nékteré stavové veliiny se mohou ménit (“pfendset”)
tokem definovanym pomoci vhodného vektorového pole. Tok
tohoto pole danou plochou vyjadfruje, kolik stavové veli¢iny

projde touto plochou za jednotku c¢asu, pfepocteno na jednotku
povrchu plochy.

Prikladem stavové veli¢iny miize byt mnozstvi vody v jednot-
kovém objemu dreva, tj. koncentrace vody ve drevé. Protoze
se voda ve dfevé muze pohybovat, je tato stavova veli¢ina

prendSena jistym vektorovym polem (rychlostni pole). Tok

tohoto pole v daném bodé vyjadriuje, kolik vody projde rovinnou
plochou v daném misté za jednotku ¢asu. Orientace plochy se
voli dle potieby (podle toho, se kterou komponentou proudéni
chceme pracovat) a tok se pfepo¢itdva na jednotkovou plochu.

Tok a gradient v konstitutivnich zako-
nech

Poznamka (konstitutivni zdkony). V aplikacich ¢asto

formulujeme pomoci gradientu a toku vektorového pole konsti-
tutivni zdikony. To jsou zédkony nebo vztahy mezi fyzikalnimi
veli¢inami specifickymi pro danou latku nebo material a udavaji
odezvu tohoto materialu na externi stimul. Viz téz Wikipedie.

Napriklad vitr (tok molekul vzduchu) je vyvolan nerovnomérnym
rozlozenim vzduchu (jeho hustoty a tim i tlaku) v prostoru a
smeéruje z mist s vyssim tlakem do mist s tlakem nizsim. Vétsi
rozdil tlaki zptisobi “vétsi vitr” a tim vétsi tok vzduchu. Toto
plati i pro jiné proudéni, jak ukazeme dale.

Nerovnomérnost v prostorovém rozlozeni charakterizuje gradient.
V ustaleném stavu je pro Siroké rozmezi fyzikalnich problému za-
vislost intenzity toku na gradientu linedrni. A protoze nulovému
gradientu (nulovému stimulu) odpovidd nulovy tok (nulova
odezva), bude tato linedrni funkce primou dmérnosti.

V dalsim shrneme dulezité praktické ptiklady, kdy je tok Gmérny
gradientu. Konstanta timérnosti je obecné pouze konstantou
pro dany problém a dané hodnoty parametri. Mize se ménit
s velikost{ studovaného objektu (napfiklad obsah prufezu geo-
logické vrstvy, kterou proudi voda), s fyzikdlnimi vlastnostmi
proudici latky (nap¥. viskozita nebo hustota tekutiny, stladi-
telnost vzduchu), s fyzikdlnimi vlastnostmi prostiedi (napf.
velikost péru v pérovitém prostiedi nebo vlhkost dfeva). Proto
je mozné tyto zadkony najit v riznych tvarech, s raznymi cleny a
pripadnymi pridavnymi konstantami, které napriklad odseparuji
vliv vlastnosti proudici latky a vliv vlastnosti prostiedi. Vzdy
zalezi na konkrétni situaci, zvyklostech v prislusném podoboru,
nebo na pristupu autora. Neni proto nasi ambici vést vyklad
dopodrobna, vsimejme si jenom zakladnich myslenek.
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Vicerozmérné konstitutivni zakony

Zakony uvedené nize byly ¢asto odvozeny v jednorozmérném
pripadé a letmo zminény v prednasce Derivace II. V moderni
formulaci pouzivame obecny vektorovy zapis, ktery zohlednuje
i smér. Konstanta tmeérnosti potom zprostiredkovava vztah
mezi dvéma vektory. Jedné se tedy z matematického pohledu
o matici, kterd umozni nejenom zménit délku vektoru a jeho
jednotku, ale i smér. Tato matice se navic pfi zméné baze
transformuje specidlnim zptsobem, tak jako vektory. Takové
objekty nazyvame tenzory. Nize budeme pojmem tenzor
rozumét matici 3 x 3 nebo 2 x 2, podle kontextu. (Obecnéji je
mozno povazovat skaldrni veli¢iny a vektory za tenzory nizsich
Fadi, toto my vSak délat nebudeme.)

Fickav zékon (difuze)

V roce 1855 némecky lékar A. Fick objevil, ze difuzni tok J
(mnozstvi latky které projde pii difuzi jednotkovou plochou
za jednotku casu) je tmérny gradientu koncentrace ¢ této

latky. Matematicky vyjadfeno pomoci moderni terminologie to

znamena, ze plati
J=—-DVe.

Veli¢ina D se nazyva difuzni koeficient. Pokud ma J stejny smér
jako Ve, je D skalarni veli¢ina. Pokud sméry nejsou stejné, je
D tenzor. Z fyzikalnich divodt je tenzor D symetricky.

Difuzi se naptiklad dfevo zbavuje vlhkosti pii vysouseni.

Darcyho zakon (proudéni podzemni vody)

V letech 1855 a 1856 francouzsky inzenyr H. Darcy pokusy

prokézal pfimou tméru mezi rozdilem tlakt na koncich trubice
naplnéné porézni zeminou (jednalo se vlastné o rozdil vysek pro
sikmou trubici) a rychlost{ proudéni vody touto trubici. Tok
(mnozstvi vody, kterd protece jednotkovou plochou za jednotku
¢asu) je ddn vztahem

q_’: _KVpa

kde p je tlak a K je koeficient vodivosti (nékdy téZ koeficient
filtrace), v obecném piipadé symetricky tenzor, v izotropnim
pripadé, kdy ¢ a Vp maji stejny smér, veli¢ina skalarni.

Nékdy se tento zakon neformuluje pomoci gradientu tlaku, ale
pomoci gradientu jiné veli¢iny, kterou zavadime v hydrologii
pro nazorné studium efektt, souvisejicich s proudénim vody.
Nejcastéji se jedna o wvodni potencidl a hydraulickou vysku
¢i piezometrickou hladinu. Piezometricka hladina je veli¢ina
pouzivana k tomu, abychom do jednoho jednoduse modelovatel-
ného faktoru (mé rozmér stejny jako délka) zapodcitali vSechny
veli¢iny majici vliv na proudéni podzemni vody, od rozdilu
nadmotskych vysek, pres kapilarni a osmotické jevy az po vnéjsi


https://en.wikipedia.org/wiki/Constitutive_equation
https://cs.wikipedia.org/wiki/Hladina_podzemn%C3%AD_vody
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sily vyvolané tlakem geologickych vrstev a jiné. Jedna se vlastné
o celkovou energii vody s tim, ze nékteré ¢asti povazujeme za
zanedbatelné. Napiiklad ¢asto neuvazujeme kinetickou energii
nebo osmoézu a kapilarni jevy.

Fourierav zakon (vedeni tepla)

Fouriertv zakon se tyka vedeni tepla a vyjadiuje, ze vektor
hustoty tepelného toku ¢ je imérny gradientu teploty V1 a méa
opacny smér, tj.

qg=—-DVT.

Je-1i material anizotropni, coz je nejobecnéjsi pripad, je veli¢ina
D symetrickym tenzorem. Je-li material izotropni, je k skalarni
veli¢inou, pripadné skaldrni veli¢ina nasobena jednotkovou
matici, pokud potfebujeme zachovat jeji maticovy charakter.

Soretuv efekt (termodifuze)

Tok tepla je vyvolany nerovnomérnym rozlozenim teploty. Difuze
chemické latky je vyvolana nerovnhomérnym rozlozenim koncent-
race této latky. Vétsinou je hybatelem procesu nerovnomérnost
v rozlozeni latky, kterd se timto procesem transportuje. Nemusi
to vsak byt vzdy. Prikladem je termodifuze, coz je pohyb prvku
vyvolany nerovnomérnym rozlozenim teploty. Naptiklad pti
diftzi vody ve drevé s nerovnomérnym rozlozenim teploty je tok
dén vztahem
J = —DVec¢— sDVT,

kde s je koeficient termodifuze. Na rozdil od predchozich
zakontu, u Soretova efektu dochdzi k transportu nejenom ve
sméru maximalniho poklesu (zdporného gradientu) teploty, ale
nékdy i ve sméru gradientu teploty. Viz Wikipedia a heslo
Thermophoresis.

Specialni pripady vztahu mezi gradien-
tem a tokem

Uvazujme vztah mezi gradientem a tokem ve tvaru
Jj= *KVQD,

kde K je symetricky tenzor. Gradient ma ve trojrozmérném
ptipadé vyjadieni

dp dp o\
V(p:(ww<p>

9z’ dy’ 9z

a ve 2D

(9 9o\
W’_(ax’ay> '
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Obecny pripad (anizotropni)

Velic¢ina K je matice

kin k2 ks
K= |k ki ko
k31 k3a k33

jejiz komponenty spliuji k;; = kj;. Casto jsou vsechny veli¢iny
kladné a prvky v hlavni diagonale jsou dominantni.

Komponenty vektoru j = (Jas Jys 32)T jsou

. dp dp Op
Jo = *k‘nfax - kui@y - klgi@z’
. dp dp Op
Jy = *k21% - kzzafy - k‘zsa,
. dp dyp dp

= —k31— — k3zo— — k33—
Jz 31 O 32 dy 33 92’

coz zjistime prostym maticovym nasobenim. Prostor pro dalsi
dpravu neni.

Ortotropni pripad, vhodné zvolené osy

V obecném piipadé je zpravidla mozné transformovat soustavu
souradnic tak, aby tenzor K byl diagondlni. Pro praktické

vypocty se toto vsak casto nevyplati. Pokud vsak je studovany
problém ortotropni, mé charakteristické sméry (presnéji, ma
t¥i roviny symetrie materidlovych vlastnosti), je mozné zvolit
soutadnice v souladu s témito sméry a matice K je diagonalni.

kin O 0
K=|0 ke O
0 0 ks

Komponenty vektoru j jsou

. dp
Jxz = —k‘llafm,

dyp
S AN
Jy 22 aya
. dp
Jz = —k‘33$-

S diagonalni matici se pracuje velmi dobre, protoZe ma v hlavni
diagonale vlastni ¢isla. Tato vlastni ¢isla jsou fyzikalni charak-
teristikou tlohy. Napriklad nejvétsi vlastni ¢islo a odpovidajici
vlastni smér charakterizuji smér, ve kterém je odezva materialu
na vnéjsi podnét maximalni a vlastni ¢islo udava velikost této
reakce. Tyto fyzikalni charakteristiky nemohou byt zavislé na
volbé souradné soustavy, ve které tlohu popisujeme. Co se méni
s volbou soutradné soustavy jsou pouze souradnice vlastniho

vektoru. Vlastni cisla jsou vsak skalarni a proto jsou invariantni
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pfi otoceni soustavy souradnic. Pokud bychom neméli moznost
zvolit soustavu soutadnic tak, aby matice byla diagonalni, mame
alespon jistotu, ze vlastni ¢isla ztistanou stejné.

Ortotropni pripad ve 2D

Stejné jako ve 3D, pouze chybi treti rovnice.

Izotropni pripad

Stejné jako ortotropni pripad, ale navic plati k11 = koo = k33 =

k. Potom 5 = —kV, kde k je konstanta a vektory toku a
gradientu maji opacny smeér.

Divergence

Q+ %Ay

A
Y R

Obrézek 10.2: Divergence a tok pole § = (0,Q, R) télesem menulového
objemu. Tok je zobrazen vidy ve stiedu stény. Cervené vektory vstupuji do
krychle a prislusné toky se pocitaji zaporné. Modré vystupuji ven a pocitaji
se kladné. V tomto pripade je celkovd bilance kladnd, z objemu vice vytece,
nez vtece dovnitr. Divergence je kladnd. Pokud v krychli mnoZstvi veliciny
neubyvd, musi tam byt zdroj této veliciny.

Budeme sledovat tok vektorového pole a bude nas zajimat,
o kolik se tok v daném misté méni.

¢ Pro jednoduchost rozdélime tok na tii nezavislé casti ve
sméru jednotlivych os a vztadhneme vse k jednotkdam casu a
prifezu, tj. budeme uvazovat hustotu toku néjaké fyzikalni
velic¢iny.

o Je-li tato hustota toku popsdna vektorovym polem ¢ =
(P,Q,R) v jednotkach kilogram na metr Ctverecni za
sekundu, znamena to, ze kolmym prirezem jednotkového
obsahu projde za jednotku casu P kilogramt sledované
latky, jejiz tok popisujeme. Casto se pracuje i s objemovym
tokem, kdy mnozstvi nemérime v kilogramech ale v metrech
krychlovych a naptiklad pii ustdleném proudéni v trubici
(hydrodynamika) je tok roven vektoru rychlosti a pfi prou-
dén{ poréznim materidlem (proudéni podzemni vody) je
roven filtracni rychlosti.
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oP
e Derivace — udéava, o kolik studovany tok v daném misté

ox

vzroste ve sméru osy x a tento narust je vztazeny na jed-
notku délky.
e Ve sméru osy y mame tok vyjadfeny veli¢inou @ a proto

nas podobné zajima 0

o Analogicky aa—R

e Celkova zméng toku bude sou¢tem vsSech t¥i prispévku. Po-
kud je kladna, znamend to, ze z daného mista vice veli¢iny
vytéka, nez kolik tece dovniti. Pokud je zaporna, je tomu na-
opak. Jestli se v pripadé nerovnovahy v daném misté muze
proudici veli¢ina tvorit nebo spotfebovavat nebo akumulo-
vat nebo jestli ji v daném misté mize zbyvat jiz nezjistime,
zélezi na charakteru proudici veli¢iny a na okolnostech
s timto proudénim spojenych. Tuto informaci ndm pro dalsi
popis mus{ dodat externi véda (obecnd fyzika, fyzika ma-
teridlu, fyzika zivotniho prostfedi, hydrologie, pedologie,

e Pri preciznéjsi argumentaci davajici do souvislosti parcialni
derivace jednotlivych komponent toku s tim, co se redlné
s vektorovym polem déje, je nutné si pomoci stejné jako
u derivaci, tj. uvazovat ne dané misto, ale jisty konecné velky
objem (viz obrdzek), vztadhnout dané veli¢iny na jednotku
objemu a rozméry tohoto objemu limitné stdhnout k nule.
Toto vsak jiz presahuje ambice v nasem kurzu a jednd se
o formalismus, kterému se vyhneme primym predstavenim
hotového vysledku.

Vyse uvedenymi tivahami je motivovana nasledujici definice a
véta. (Definice je malicko nepfesnd, protoze neméme nastroje
pro peclivéjsi formulaci.)

Definice (divergence). Divergence vektorového pole F v da-
ném bodé je pfevis toku vektorového pole z tohoto mista nad
tokem do tohoto mista. Tento tok se pocitd pres hranici infinite-
zimaln¢ malého referencéniho télesa a je vztazeny na jednotku
obJemu Divergenci vektorového pole F oznacujeme div F' nebo
V.F.

Véta (vypocet divergence). Pro vektorovou funkci

F =(P,Q,R) = Pi+ Qj + Rk,

kde P, Q a R jsou funkce tri proménngch x, y a z vypocteme
divergenci vztahem

Pro vektorovou funkci dvou promeénngch vypocteme divergenci
analogicky, pouze chybi treti clen.
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Pokud prti ustédleném proudéni je v nékterém misté kladna
divergence, znamena to, ze v tomto misté musi byt zdroj této
veli¢iny. Proto se vektorové pole, jehoz divergence je rovna nule,
se nazyva nezridlové pole.

Ze stfedni skoly z fyziky umime modelovat vektorové pole
pomoci silocar. Silo¢ary neziidlového pole nikde nezacinaji
ani nekonci a jsou to uzaviené krivky. Napiiklad staciondrni
magnetické pole je neziidlové. Absence zdroji magnetického
pole se projevuje tak, ze roziiznutim ty¢ového magnetu vzniknou
dva mensi plnohodnotné magnety. Nevznikne samostatny jizni
pdl a samostatny severni pél magnetu. To je rozdil oproti
poli elektrickému, kdy rozdélenim tyce s opacné nabitymi konci
vznikne jedna kladné nabita a jedna zaporné nabita ty¢ poloviéni
délky.

Vypocet gradientu a divergence

Viz prednaska. V ZS 2019 presko¢it (kumulace rektorskych a
dékanskych volen, dodélavala se linedrni algebra).

Rovnice kontinuity

Zformulujeme zakon zachovani pro zcela obecny pripad za-

chovavajici se veli¢iny. Diky obecnému pristupu jsou rozsahlé
aplikace, ale k nim je nutné dodat dalsi informace o studovaném
problému (z biologie, geologie, fyziky, ...).

Predpokladejme, zZe tok vektorového pole prenasi néjakou
stavovou veli¢inu (veli¢inu, kterd charakterizuje stav latky nebo
télesa). Mnozstvi této veli¢iny v jednotkovém objemu télesa
oznacime p. Budeme uvazovat obecny nestacionarni stav, kdy
se p mlize ménit s ¢asem.

e Danym mistem mitize protékat vektorové pole a celkova
bilance (tj. mnozstvi, které vytece za jednotku ¢asu z jed-
notkového objemu snizeno o mnozstvi, které dotece) nemusi
byt nulova. Tato celkova bilance je v kazdém misté vyjad-
fena divergenci vektorového pole.

e Nékdy se stavova veli¢ina mtze v daném misté kumulo-
vat, nebo muze ubyvat. Rychlost s jakou mnozstvi stavové
veli¢iny v daném misté pribyva je dano parcialni derivaci
dp
ot

e V obecném pripadé stavova veli¢ina prendsend vektorovym
polem muze vznikat nebo zanikat a tedy mohou byt pri-
tomny zdroje nebo spotiebice této stavové velic¢iny. Jejich
vydatnost (presnéji mnozstvi stavové veli¢iny, které vypro-
dukuji v jednotkovém objemu za jednotku ¢asu) oznacime
0, priCemz spotrebice bereme jako zdroje se zapornou vy-
datnosti.

75

Rovnice kontinuity je matematické vyjadreni zakona

zachovani. Udava, ze pro libovolnou malou reprezentativni
cast télesa je rychlost zmény mnozstvi stavové veliciny dano
celkovou vydatnosti zdroji v této ¢asti snizené o tok z této ¢asti
télesa ven.

Pro presné odvozeni pro libovolnou ¢ast objemu neméme
bohuzel v zékladnim kurzu matematiky dostateéné matematické
prostiedky. (Bylo by nutné mit néktera zobecnéni integralu.)
I tak se vsak mizeme pokusit o jakousi bilanci v obecném
misté télesa pomoci hustoty stavové veli¢iny a divergence a
detailnéjsi popis je mozné doplnit po prostudovani dalsich partii
s nezbytnymi matematickymi nastroji.

Podle vyse uvedeného plati

% =o—divj
neboli 5

op L7

9t +divj =o.

Tato rovnice se nazyva rovnice kontinuity a diky své obecnosti
popisuje sirokou S$kalu problému tykajicich se zivé i nezivé
ptirody.

Poznamka (fyzikalni interpretace ¢lent stavové rov-
nice).

« Clen @ udavd, jak rychle se méni stavova veli¢ina p. Po-
kud studujeme systém v ustdleném stavu, kdy se stavova
veli¢ina nemeéni v case, je tento ¢len nulovy. Tomuto se
tika staciondrni stav a staciondrni rovnice kontinuity. Sta-
cionarni rovnice kontinuity typicky popisuje systémy po
dosazeni rovnovazného stavu.

e Clen o udava vydatnost zdroji stavové veli¢iny, pFi¢emz
spotfebice jsou uvazovany jako zdroje zaporné vydatnosti.
Tento ¢len tedy udava, kolik stavové veli¢iny v tomto misté
vznika. Pokud zdroje neexistuji, jednéd se o bezzdrojovou
rovnics.

e Clen div;’ udava v daném bodé zménu ve velikosti proudéni
prenasejicim stavovou veli¢inu. Presnéji, udava, o kolik vice
veli¢iny z daného mista vytece ve srovnani s mnozstvim
veli¢iny, které do tohoto mista vtece. Tento ¢len je v rovnici
kontinuity pfitomen vzdy, bez néj by rovnice kontinuity
ztratila smysl (resp. redukovala by se na trividlni piipad,
kdy veli¢ina v daném misté vznika danou rychlosti a ztistava
zde, tj. problém TeSitelny ¢isté integrovanim).

V matematice Casto rovnice uvazujeme ve vyse uvedeném
tvaru. Pri praktickém pouziti vétsinou preferujeme ndzornou
interpretaci jednotlivych veli¢in a proto se v rovnici mohou
objevit dalsi konstanty timérnosti, které umozni sladit jednotky
a fyzikalni interpretaci ¢lenti. Nékdy se naopak snazime kon-
stanty co nejvice redukovat metodami transformace popsanymi
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v predndsce o diferencialnich rovnicich. Proto volime vhodné
nasobky veli¢in vystupujicich v matematické formulaci tak,

aby se co nejvice konstant eliminovalo, pripadné shluklo do

jediné velic¢iny. Zkusenosti ukazuji, ze je vhodné volit velic¢iny
bezrozmérné. Napiiklad v publikaci P. Horacek, Fyzikdlni a

mechanické vlastnosti dieva I je zavedena bezrozmérnd vlhkost,
bezrozmérny c¢as a bezrozmérna vzdalenost na strané 61 pro
rovnici popisujici difuzi a charakteristicka délka, Biotovo ¢islo
(bezrozmérnd tepelnd vodivost) a bezrozmérnd teplota, bez-

rozmeérny ¢as a bezrozmérna vzdalenost pro rovnici popisujici
vedeni tepla na stranach 88 a 89.

V této rovnici neni zahrnut pripad, kdy se veli¢ina prenasi jesté
i proudénim hmotného prostied{ (konvekce).

Vedeni tepla

Dtlezitym specidlnim pripadem rovnice kontinuity je vedeni
tepla. V tomto pripadé je stavovou veli¢inou vnitini energie, ale
pro vétsi pohodli rovnici formulujeme pro teplotu 7. Vnitini
energie je prenasena tokem tepla j Rovnice kontinuity vyjadiuje,
7e energie nemizi ani se netvori. Proto je rovnice vedeni tepla
zpravidla bezzdrojova a mé tvar

pc%—jl: +divj =0, (1)
kde T je teplota, ; tok tepla. Konstanty p a ¢ jsou hustota a
mérnd tepelnd kapacita a slouzi k pfepocteni mnozstvi dodaného
tepla na stavovou a lépe méfitelnou velicinu, na zménu teploty.

Poznamka (interpretace ¢lent).

oT
e VeliCina B udéva rychlost rustu teploty télesa a koeficient

pc tuto hodnotu prepocitava na tidaj, jak rychle roste vnitini
energie télesa (kinetickd energie molekul.)

e Clen divf udava, kolik vnitini energie se v daném misté
ubyva za jednotku cCasu vlivem vedeni tepla. Vzhledem
k absenci zdroju je to také jediny mechanismus, jak v daném
misté muze vnitin{ energie pribyvat ¢i ubyvat.

o Rovnice (1) vyjadfuje to, Ze pokud z daného mista vice
energie odtéka, nez kolik do mista proudi, tj. divf je kladna,
dojde v tomto misté k odpovidajicimu snizeni teploty.

Pokud k tomuto tvaru rovnice kontinuity pridame Fouriertv
zakon a divergenci prevedeme na druhou stranu rovnice, ziskame
,006%1 = div(DVT).

To je zobecnéni rovnice vedeni tepla v jedné dimenzi, kterou jsme
odvodili primitivnimi prostfedky (jenom pomoci parcidlnich

derivaci, bez gradientu a divergence) ve tvaru

or _ o (por
pcat_ax ox
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v ivodni prednésce.

Ze stiedni skoly zndme makroskopickou formu rovnice (1)
mcAT = Q.

Ta je zformulovana pro téleso jako celek a Q se uvazuje v opac-
ném smyslu nez v rovnici kontinuity (teplo je kladné, pokud jej
dodévéme).

V literatufe vénované problematice dieva se rovnice vedeni tepla
ve dfevé oznacuje jako Druhy Fourieruv zdkon (P. Hordcek,
Fyzikaln{ a mechanické vlastnosti dfeva I, str. 88).

V nékterych pripadech nemusi byt ¢len charakterizujici zdroje
nulovy. Teplo miize vznikat napriklad pfi tfeni nebo pii priuchodu
elektrického proudu transformaci z jiného druhu energie. Déle
teplo vznikd napiiklad pii betonovani po pridani vody do
cementu, znamy je problém jak uchladit Hooverovu prehradu
pti stavbé.

Proudéni tekutiny v mechanice konti-
nua

V mechanice kontinua podobné jako u vedeni tepla neuvazujeme
zdroje. Stavovou veli¢inou je hustota p, kterd popisuje mnozstvi
latky v daném misté. Tato latka je prenasena tokem, ktery

je roven soucinu rychlosti @ a hustoty p. Rovnice kontinuity
popisujici proudéni dané rychlosti ¥ mé poté tvar

op o
Bt + div(pw) = 0,

kde p je hustota. Tato rovnice napsana pro vzduch je jednou
z rovnic pouzivanych pfi modelovani vyvoje pocasi

Pro nestlacitelnou tekutinu je hustota dale konstantni a odsud
dostavame ve stacionarnim stavu

dive = 0.

Disledkem této rovnice je zvyseni rychlosti molekul pohybujici se
nestlacitelné tekutiny pri proudéni mistem s mensim prufezem.

Stredoskolsky makroskopicky tvar jednorozmérné rovnice konti-
nuity pro proudéni nestlacitelné tekutiny je

Su = konst.

Proudéni vody ve drevé

Jednd se o rovnici kontiunity pro koncentraci vody c¢. Voda ve
drevé nevznikd ani nezanika, jenom se pri suseni transportuje
mimo dfevo. Proto v rovnici nebudou zdroje. Prislusnym


https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://cs.wikipedia.org/wiki/M%C4%9Brn%C3%A1_tepeln%C3%A1_kapacita#Vztah
http://www.ebeton.cz/pojmy/hydratacni-teplo
http://www.ebeton.cz/pojmy/hydratacni-teplo
http://www.ebeton.cz/encyklopedie/hooverova-prehrada
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/HistTopics/Weather_forecasts.html
https://cs.wikipedia.org/wiki/Rovnice_kontinuity#Rovnice_kontinuity_ve_st%C5%99edo%C5%A1kolsk%C3%A9_fyzice
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konstitutivnim zdkonem je Fickav zdkon. Rovnice popisujici
tento proces ma tvar

ge = div(DVe)

ot ®)

anebo (po zapoéteni Soretova efektu)

Jdc

5= div(DVe+ sDVT).

Ve druhém piipadé musime tuto rovnici uvazovat spolec¢né
s rovnici vedeni tepla a mit tedy tlohu na soustavu dvou rovnic
pro dvé modelovand pole.

V pripadé dreva volime pokud mozno souradné osy souhlasné
s anatomickymi sméry difeva a matice D je poté diagonalni.

Proto se (*) redukuje na

oc 0 0 0 0 0 0

- = Dli + — Dyi 4+ — Dzi

at Oz Oz dy dy 0z 0z
Povazujeme-li slozky matice D za konstanty (nemusely by byt,
protoze materidl nemusi byt homogenni a mtize mit v jinych
bodech jiné fyzikalni vlastnosti, nebo odezva materialu nemusi
byt presné linedrni a koeficienty D; se mohou ménit s ménicim
se ¢), je mozné psat rovnici ve tvaru

0%c

28227

0%c
oy

0%c

xT
0x?

dc

“_p
ot

+D +D

**)
protoze derivace konstantniho nasobku je nésobek derivace.

V literature vénované problematice dieva se rovnice difuze
pouzita na modelovani vlhkosti ve dfevé oznacuje jako Druhy
Fickiiv zdkon (A. PoZgaj a kol., Struktira a vlastnosti dreva,
str. 202, P. Horacek, Fyzikalni a mechanické vlastnosti dreva I,
str. 60).

V praxi je dfevo Casto s jistou presnosti homogenni, ale difuzni
koeficient dfeva zavisi na vlhkosti, tedy vztah mezi gradientem
vlhkosti a difuznim tokem neni linearni. Pfesto i v tomto
pripadé pouzivame Fickuv zakon, ovSsem slozky difuzniho
koeficientu nepovazujeme za konstanty, jsou zavislé na c a jejim
prostiednictvim i na x. V takovém pripadé si tpravu na rovnici
(**) nemizeme dovolit.

Rovnice mélké vody

Pro jednorozmérné proudéni nestlacitelné tekutiny korytem
0 obsahu priufezu A stavova veli¢ina vyjadiuje mnozstvi vody
v koryté a tato stavova veli¢ina je prendsena tokem @, ktery
je soudinem rychlosti (nebo stfedni rychlosti v piipadé, Ze
rychlost je rozloZena nerovnomérné) a obsahu prufezu. Stavovou
veli¢inou muze byt bud obsah v fezu (viz obrdzek a Cross
sectional area) nebo vyska hladiny (Water depth). Rovnice se

7

zpravidla uvazuje opét bez zdroju a vyjadruje, ze pri absenci
zdroju se zména toku @) se projevi ve zméné prurezu. Zvyseni
pratoku na jednotkové délce koryta je jednorozmérna divergence

Q, tj. FrS Zména mnozstvi v daném prufezu obsahu A za
x

casovou jednotku je vzhledem k nestlacitelnosti rovna TR

Rovnice popisujici proudéni méa tvar

94 + 9Q =0.

ot = Ox

Toto je jedna z forem zapisu tzv. Saint- Venantovy rovnice,
nazyvané téz rovnice mélké vody. Pouziva se k modelovani toku
povrchové vody, modelovani pohybu vzduch pri predpovédich
pocasi nebo k modelovani vin cunami.

7Z matematického hlediska je to jenom rovnice kontinuity, na
rozdil od predchozich ukazek v ni nejsou konstituéni vztahy.
Proto v ni jsou dvé funkce, tok @ definujici pohyb stavové

veli¢iny a prifez A definujici mnozstvi stavové veli¢iny. Nékdy

N

je vhodnéjsi pracovat se stavovou velicinou h. Jak jsme zminili

. ) ) - . dA .
v tvodni prednésce o derivacich, plati T B. Abychom mohli
celou rovnici prevést na tvar pracujici se stavovou veli¢inou h,

je nutné udélat néjaké dodatecné predpoklady, jako naptiklad
pracovat s konkrétnim tvarem koryta.

Rovnice podzemni vody

Podzemni vodou se rozumi voda ptritomna pod zemskym povr-
chem, ktera tece poréznim prostfedim tvorenym propustnymi
horninami a geologickymi vrstvami nad nepropustnou vrstvou
(volnd hladina) nebo mezi dvéma nepropustnymi vrstvami
(napjata hladina).

Stavovou veli¢inou vyjadiujici mnozstvi vody v daném misté
pri proudéni podzemni vody s volnou hladinou je piezometricka
vyska h. (Pro jednoduchost si predstavme hladinu podzemn{
vody.) Casto je vertikalni proudéni zanedbatelné a tiloha neni
trojrozmérna, ale ve skutecnosti dvourozmérnd a pro treti

souradnici klademe
oh 0
8z
(Dupuituv predpoklad).

Obecny tvar rovnice kontinuity pro podzemni vodu, ve kterém
uvazujeme nestlacitelnou kapalinu, nestacionarni stav a zdroje
(vsak srézek a podobné) ¢i spotfebic¢e (napiiklad prosak do
jinych geologickych vrstev, mimo vodni kolektor) m4 tvar
oh
divg=-5— + P,

1 ot
kde ¢ je tok (mnozstvi vody, které pod zemi tee danym
mistem na metr délky kolmé k toku), P je celkovy objem ze
zdroji (mnozZstvi vody, které dodaji zdroje na metr ¢tverecni


https://cs.wikipedia.org/wiki/Hladina_podzemn%C3%AD_vody
https://cs.wikipedia.org/wiki/Hladina_podzemn%C3%AD_vody
https://cs.wikipedia.org/wiki/Hladina_podzemn%C3%AD_vody
https://en.wikipedia.org/wiki/Dupuit%E2%80%93Forchheimer_assumption
https://is.muni.cz/th/eqgoo/dp.pdf
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za, jednotku c¢asu, jedna se v tomto pripadé o soucet za celou
vysku vodniho kolektoru), h je piezometrickd vyska a S je mérna
objemova zdsobnost (kolik vody se uvoln{ na jednotkovém obsahu
pudy pfi zméné piezometrické vysky o jednotku). Tato rovnice
vyjadruje, ze mnozstvi vody, které se v.daném misté pridd do
celkového proudéni, je souc¢tem mnozstvi, které v daném misté
vygeneruji zdroje a mnozstvim, které se v tomto misté vezme
ze zdsob diky sniZen{ piezometrické hladiny (u volné hladiny jde
zejména o snizeni hladiny podzemni vody, u napjaté hladiny
souvisi zejména se zménou pérovitosti pii zméné tlaku).

S Darcyho zakonem vyjadfenym pomoci piezometrické vysky,
tj.

qg= —TVh,
obdrzime
. Oh
—div(TVh) = -S— + P,
ot
tj.
S% =div(TVh) + P,

kde T je transmisivita (zpravidla vodivost k z 3D varianty

Darcyho zékona, vyndsobend tloustkou zvodnélé vrstvy). Pokud
je moznost zvolit soustavu tak, ze geometrické vlastnosti jsou
v souladu s fyzikdlnimi (jedna osa je ve sméru nejvétsi a druhd
ve sméru nejmensi vodivosti), je tenzor T diagonalni a rovnice

se redukuje na

oh 9 ([, 0n\ 9 (. Oh
Rovnice vedeni tepla ve 2D v rtznych
podminkach

Uvazujme rovnici vedeni tepla ve dvou rozmérech a v prostredi
bez zdroju.

(***)

pC% = div(DVT)

Stacionarni stav

Stacionarni stav znamenad, ze stavové veli¢iny nezavisi na case.

Derivace podle ¢asu je v takovém piipadé nulovd. Rovnice (***)
se redukuje na
div(DVT) = 0.

Homogenni izotropni material a linearni mate-
ridlové vztahy

Materidl mé ve vSech mistech (homogenni) a ve vSech smérech
(izotropni) stejné vlastnosti. Veli¢ina D je redlnd skaldrnf
veli¢ina (konstanta).

Podle pravidla derivace konstantniho ndsobku se rovnice (*¥**)

redukuje na

T
Pe ot

= Ddiv(VT)
a ve slozkach
oT 0*’T  0*T
pe— = — 4+ — .
ot 0z2 = Oy?

t
Pro 7 = — (zména jednotky casu) dostaviame
pc

ot _ o1 o
or 0z oy’

Ortotropni material, nehomogenni nebo neli-
nearni

Material ma dva charakteristické sméry souvisejici s rovinami
symetrie. Zvolime soustavu souradnic tak, aby osy byly oriento-
vany ve sméru vlastnich vektort.

Velicina D je diagonalni matice. Pro

D, 0
o=V 5)

je tvar rovnice (***) ve slozkéch
or 0 oT 0 oTr
< _ 2 (.2 )V+ 2 (p, 2 ).
P ot 8x( xax)+8y( y8y>

Homogenni ortotropni material a linearni ma-
terialové vztahy

Material ma dva charakteristické sméry souvisejici s rovinami
symetrie a materidlové charakteristiky jsou ve vsech mistech
stejné a nezavisla na T. Stejné jako predchozi pripad, ale D,
a Dy jsou konstanty. Podle pravidla pro derivaci konstantniho
nésobku se rovnice (***) redukuje na

0T

o1
T Ox2

oT

Y _p
Pe ot

Shrnuti, hlavni myslenky

e Pomoci gradientu a aparatu linedrni algebry muzeme vyja-
dfit vztah mezi pohybem fyzikalni veli¢iny a mechanismem,
ktery tento pohyb iniciuje. Vétsinou se jedna o vztah mezi
vektorovym polem toku a gradientem jistého skalarniho
pole.
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Pomoci parcidlnich derivaci a divergence dokdzeme urcit,
jestli se v néjakém misté veli¢ina proudici timto mistem
“ztraci” nebo “pribyva’.

Dokazeme dokonce s rozumnou interpretaci, ¢im pripadné
ubyvani prendsené veli¢iny muze byt zpisobeno (zdroje
a spotiebice nebo akumulace v daném misté), zformulo-
vat rovnici, kterd dané proudéni plné popisuje. Vysledkem
jsou rovnice vedeni tepla, rovnice difuze, rovnice proudéni
podzemni vody a jiné.

Obecna rovnice odvozend podle predchozich bodu je obecna
a pro praci na konkrétni tiloze se ji snazime néjak blize spe-
cifikovat. Napriklad zjednodusit, pokud mame informaci
o charakteru materidlovych vztahi (linedrni/nelinedrni) a
materidlu (homogenni/nehomogenni). Jinym zjednoduse-
nim je, pokud se zajimame o stacionarni stav, ktery se
nastoli po dosazeni rovnovahy.

Poslanim siroké skaly prikladu ruznych specifikaci rovnice
kontinuity (vedeni tepla, proudéni povrchové a podzemni
vody a dalsi) je, aby si student uvédomil Siroky zabér obecné
formulace rovnice kontinuity. Na zkousku se naucte obec-
nou rovnici a jenom informativné si prectéte jeji specialni
pripady. Obory pracujici se dfevem (dfevafstvi, ndbytek,
dfevostavby) si ulozte do paméti rovnice popisujici mode-
lovani tepla a vlhkosti ve dievé. Budou se vam hodit ve
studiu. Na krajinafstvi se zase zamérte na modelovani vody,
mélké i podzemni.
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Kapitola 11
Dvojny integral

DVOj n}” integrél integrovanych funkci, nebo integracnich oborti) a s ndsobeni
integrované funkce konstantou. Presnéji, plati nasledujici véty.

Uvazujme plosny materidl (desku) s danou plosnou hustotou.
Budeme se snazit vypocitat hmotnost.

o Pokud je deska homogenni, je jeji (plosnd) hustota desky
konstantni a jeji hmotnost je mozno ziskat jednoduse jako
soucin této hustoty a obsahu.

¢ Pokud deska neni homogenni, ale skladd se z kone¢ného

poc¢tu homogennich kouskit, uré¢ime postupem z minulého // le1f1(z,y) + o fo(, y)]dady
bodu hmotnost kazdého kousku a tyto hmotnosti poté Q ’ ’

seCteme.

e Zbyva piipad, kdy je hustota dédna néjakou obecnou funkei. - a / /Q fi(z,y)dedy + c; / /Q fo(=, y)dedy
Pokud se hustota desky méni a v obecném bodé (z,y) je
déna funkei f(z,y), miZeme myslenkové rozdélit desku na
malé kousky, v radmci kazdého malého kousku hustotu apro-
ximovat konstantou a postupovat jako u desky z koneéného

Véta (linearita dvojného integralu). Bud fi, fo funkce
integrovatelné v Q0 a ¢y, cy libovolnd redlnd cisla. Plati

poétu (malych) homogennich E4sti. Véta (aditivita vzhledem k oboru integrace). Necht
o Ziskana veli¢ina je aproximaci celkové hmotnosti. Pro jem- Jje mnozina ) rozdelena na dvé oblasti Q1 a Qs, které maji
n&jsf déleni se pfesnost aproximace zlepsuje. spolecné nejvjse hranicni body. Plati

V limitnim pfechodu kdy rozméry vsech kouskii na néz je deska _
délena jde k nule dostavame dvojny integral O f(z,y)dudy = o f(z, y)dady + 0 f(z,y)dady.

/ A f (@, y)dedy,

kde  je oblast v roviné (z,y) definovand uvazovanou deskou.

V aplikacich je Casty t€7 zapis Vypocet (oblast mezi funkcemi pro-
// F(z.y)dA ménné x)
Q
nebo
Fz,y)dS V zavislosti na tom, jakymi nerovnostmi mnozinu 2 definujeme,
Q T y)ao. muzeme pro vypocet dvojného integralu pouzit nasledujici véty.

Tyto véty udavaji, jak je mozno dvojny integral prepsat jako dva
iterované integraly funkce jedné proménné, tzv. dvojnasobny
Linearita a aditivita integral. Maji ndzev Fubiniovy véty.

Dvojny integral je odvozen (tak jako vSechny integraly) pro
aditivni veli¢iny a proto se “dobfe snasi” se séitdanim (at uz
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KAPITOLA 11. DVOJNY INTEGRAL

Véta (prevod dvojného integrialu na dvojnisobny).

Necht f je funkce spojitd v uzavrené oblasti

Q={(z,y) eR*:a <z <bap() <y<y(x)}

J[revaa= [] / T:)f(%y)dy d.

Potom

a b

Obrazek 11.1: Oblast mezi funkcemi promeénné x.

Vypocet (oblast mezi funkcemi pro-
ménné y)

Véta (prevod dvojného integrialu na dvojnisobny).

Necht f je funkce spojitd v uzavrené oblasti

Q={(z,y) eR?:a<y<baeply) <z <)}

J[@vawa= [] / Tj)ﬂx,y)dx ay.

Potom

Obrézek 11.2: Oblast mezi funkcemi promeénné y.

81

Zaména poradi integrace

Casto je mozné oblast integrace zapsat pomoci obou moznosti
uvedenych na predchozich slidech. Napriklad oblast na obrazku
je mozno zapsat bud jako

nebo

Pro integral funkce f(z,y) pfes takovou mnozinu tedy mdme

dvé alternativy:
2 z?
// f(z,y) dy dz
o Jo

/04 /\;f(x,y) dz dy.

Vsimnéte si, Ze nestaci prosté prohozeni integrali. Je nutno
prepocitavat meze a hrani¢ni krivky je nutno vyjadrit jednou
jako funkce proménné z a jednou jako funkce proménné y. V
dusledku tohoto dochézi v prubéhu vypoctu dvéma riznymi
zpusoby k tomu, Ze pracujeme se dvéma ruznymi integraly.
Vysledky jsou stejné, nemusi vSak byt dosazitelné srovnatelnou
namahou, jedna z cest mize byt snazsi.

|

Obrazek 11.3: Oblast, pro kterou jsou moznd obé poradi integrace.

Vypocet (obdélnikova oblast)

Vyse uvedené problémy se stanovenim a pripadnym prepoci-
tavanim mezi pri zdméné poradi integrace se nevyskytuji pri
integrovani pres obdélnikovou oblast.
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Véta (dvojny integril na obdélnikové mnoziné). Necht
R = [a,b] x [c,d] je uzavieny obdélnik v R* a f funkce defino-
vand a spojitd na R. Pak plati

J[ s = [ [ sapor
:/cd[/abf(x,y)dx]dy.

Plati-li dokonce rovnost f(x,y) = g(x)h(y), pak

/[ t@azay = [ (@) / " by,

a b

Obrézek 11.4: Integrdl pres obdélnik.

Matematické aplikace dvojného inte-
gralu

¢ Obsah p(€2) mnoziny 2 vypoéteme jako integrél

1(Q) = / /Q dzdy.

o Integralni stfedni hodnota funkce f(z,y) definované na
mnoziné ) je
Jq f (@, y)dady
pEe)

kde p(2) = // dzdy je obsah mnoziny .
Q

Fyzikalni aplikace dvojného integralu

¢ Hmotnost mnoziny M je

m=[[ oz,

82

kde o(x,y) je ploSna hustota (hmotnost vztazend na jed-
notku povrchu).
e Linearni momenty hmotné mnoziny M vzhledem k osdm

Y a  jsou rovny
// zo(z,y)dzdy
M

//M yo(x,y)dzdy.

e Moment setrva¢nosti hmotné mnoziny M vzhledem
k ose je

J= //M p*(x,y)o(z,y)dady,

kde p(z,y) je vzdalenost bodu (z,y) od osy otdceni. Napii-
klad pro osu z je p(z,y) = y a pro osu y je p(z,y) = x. Pro

osu prochézejici kolmo pocatkem je p(z,y) = /22 + y2.

Fyzikalni aplikace dvojného integralu
(pokracovani)

e Souradnice tézisté mnoziny jsou podilem linedrnich mo-
mentt a celkové hmotnosti mnoziny.

o Kvadraticky moment priafezu (coZ je moment setrvac-
nosti pro o(x,y) = 1, anglicky second moment of area) je
velifina, kterd hraje podstatnou roli v mechanice (nabytek,
stavby) prfi dimenzovéani (polic, nosnych ty¢i, nosniki).
soufadnici t€zisté (yo), kvadraticky moment vzhledem k ose
x (I) a kvadraticky moment vzhledem k ose y (I,,) (pro
mnozinu M s plosnou hustotou 1) jsou

To = 1 // xdxdy, I, = // y2dady,
SJ)JIu M
1
= E// ydady, I, = // z?dzdy,
M M

kde S = u(M) je obsah mnoziny M. Poloha tézisté je tedy
stfedni hodnotou funkeci z a y.

Yo

Aplikace dvojného integralu - tuhost
nosniki, stabilita stromt

Tuhost (odolnost vaéi deformaci) pro nosnik obdélnikového
prurezu o vysce b a Sifce a je dana kvadratickjym momentem
obdélnikového prirezu vzhledem k vodorovné ose prochazejici
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y? dxdy

Q_[/mk
-/

Odsud méame okamzité nékolik pozorovani

_b b
22

)

NS
o

dx

a
2

b
1 4]2 1
yidy =a [y?’] = —ab®
_g 3 7%

e Pokud sitka vzroste dvakrat, tuhost vzroste také dvakrat.
Pokud ale dvakrat vzroste vyska, tuhost vzroste dokonce
osmkrat. Pro nosnik s pomérem stran 1:2 je pomér tuhosti
pfi poloze naplacato a nastojato roven 1:4.

o Pro nosnik ¢tvercového prifezu (a = b) roste tuhost se
¢tvrtou mocninou rozmért. Obsah (a tedy i hmotnost)
roste s druhou mocninou. Pokud tedy u nosniku se ¢tverco-
vym prurezem zdvojnasobime mnozstvi materialu, tuhost
vzroste Ctyinasobné. Toto si muzeme predstavit tak, Ze
jsme puvodni nosnik obalili trubkou vyrobenou ze stejného
mnozstvi materidlu. Protoze spoleénd tuhost je ¢tyrnasobna,
znamena to, ze pridana trubka ma trojnasobnou tuhost nez
piivodni ty¢. Proto se v konstrukcich nepouzivaji tyce, ale
trubky nebo analogické struktury (I-¢ka apod). I priroda
znd tyto zakonitosti a kosti tvorici opérny aparat zivocichi
jsou trubkovitého tvaru.

e Pro ¢tvercovy prurez roste tuhost se ¢tvrtou mocninou
délky strany

Ly

=139

Stejnd zavislost (pfimé dmérnost mezi kvadratickym mo-

mentem a ¢tvrtou mocninou rozméru) musi byt u kazdého

prurezu jednoparametrického tvaru, napriklad pro kruh.

To plyne naptiklad z véty nazyvané Buckinghamuv II teo-

rém. Jako aplikaci uvazujme strom modelovany jako nosnik

s kruhovym prifezem. Napriklad strom, ve kterém je dutina

o velikosti poloviny praméru kmene vétSinou vyvola obavy

ze stability. I kdyz takova dutina vypada obrovska, tuhost

se snizi o puvodni tuhost vynasobenou koeficientem

Iy

(0.5)* = 0.0625 ~ 6%.

Vidime, ze i s hrozivé vypadajici dutinou méa kmen po-
Fad tuhost 94% ptvodni tuhosti (za predpokladu dutiny
uprostied kmene). Z hlubsiho fyzikdlnfho rozboru, ktery je
nyni nad rdmec naseho popisu, pevnost roste jenom s treti
mocninou a proto odolnost vici zlomeni klesne o néco vice
nez tuhost.

Y Vv eV

Aplikace dvojného integralu - téziste

slozeného obrazce

Uvazujme mnozinu M s jednotkovou plosnou hustotou, rozdé-
lenou na dvé disjunktni ¢asti M; a My. Tyto mnoziny maji

83

Vv

1
Toi = —// x dxdy, S; = // dxdy, 1=
Si J I, M;

Vvev

1,2.

aditivni veli¢inou je. Plati

// xdxdyz// mdxdy+// xdxdy
M My Mo

= S1xo1 + Saz02

1
= — dzd
o S1+ 52 //Mx i
1

(S1z01 + S2z02)

vvev

TS+ 5,
_ Sixo1 + S2202
S1+ 52

Totéz je mozné provést pro y-ovou souradnici, nebo pro libovolny
konec¢ny pocet casti. Podobné je mozné odvodit vzorec s obecnou
je tedy vdZenym primérem tézist jednotlivych slozek, kde vaha
kazdé slozky je urcena jeji hmotnosti. Protoze se jedna o vazeny
prumeér, tj. vlastné o linedrni kombinaci bodu, kdy soucet

vvev

Vv

obrazce je na usecce mezi t€zistmi jednotlivych ¢asti.

Zobecnéni vyse uvedenych myslenek na mnozinu rozdélenou na
vice ¢asti je jiz snadné.

Aplikace dvojného integralu - Steine-
rova véta

Necht je ddna mnozina M s plosnou hustotou o(z,y). UkdZeme,

Vv

vvev

setrvacnosti i k libovolnym rovnobéznym osam. Pro jednotkovou
plosnou hustotu dostavame jako specidlni pripad vzorce pro
kvadraticky moment, dilezité ve statice.

1
Necht m = //U(x,y) dzdy, yo = —// yo(z,y)dzedy a
mJJm

(y — yo)?o(x,y) dzdy jsou hmotnost, y-ova poloha
M

IxT =

vvvvvvvv

rovnobézné s osou x. Moment setrvacnosti vhledem k ose z je

Lo = // y*o(z,y) dzdy.


https://en.wikipedia.org/wiki/Buckingham_%CF%80_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Buckingham_%CF%80_theorem
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Plat{ (piSeme zkrdcené o misto o(z,y))

Lo = // (y — yo)?o dady
M

= // (y? — 2yyo + y2)o dady
M

:// y2adxdy—2y0// yadxdy—i—y%// o dzdy
M M M

= Lo — 2yomyo + ygm
= Ix0 — my%

Odsud dostéavame
IwO = IwT + myg7

coz lze interpretovat tak, ze moment setrvacnosti vhledem k ose
o0 je souctem momentu setrvacnosti vzhledem k ose prochdzejici

vveyv

mnoziny vzhledem k ose o.

Aplikace dvojného integralu - tlak na
svislou plochu

Vzorec pro tlakovou silu F' = pS neni mozné pouzit napriklad
pro vypocet celkové sily pusobici na svislou sténu nebo hraz,
protoze tlak p se méni s hloubkou a neni tedy konstantni
na celém prifezu o obsahu S. Pro obdélnikovou sténu jsme
tlohu vyfresili (viz Mojzistuv most) pomoci integralu, pro sténu
obecného tvaru pouzijeme integrdl dvojny.

Uvazujme svislou rovinnou hraz M. Hrazi je pfitom myslena
rovinnd mnozina s jednotkovou plosnou hustotou, ne postaveny
trojrozmérny objekt. Pocatek kartézské soustavy souradnic
volime u hladiny, osa y sméfuje dolu, osa x vodorovné. Tlak v
hloubce y je roven p = ypg, kde p je hustota vody a g tithové
zrychleni. Na plochu o rozmérech AS v hloubce y ptisobi tlakova
sila

AF = ypgAS.
Tato tlakova sfla ma ve vSech bodech hraze stejny smér a
celkovou silu na hraz je mozno zjistit se¢tenim sil v jednotlivych
bodech. Podobna myslenkova tivaha jako v itvodu pro hmotnost
desky, nebo presny matematicky popis, nds dovedou k tomu, ze
celkova sila na hraz je ddna integrélem

F= // ypg dxdy.
M

Protoze g a p jsou konstanty, je mozno psat

F:pg// ydady.
M

F = pgyoS,

Vv

vztah tvar
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kde S je obsah hraze. Formalné tento vztah odpovida vzorci

F =pyS, (H1)

vvvvvvvv

Vv

neni tento poznatek nijak vazan na konkrétni tvar hraze. Musi
byt vSak splnéna podminka, ze vSechny body hréaze lezi v jedné
roviné.

Ve vypoctu vyse jsme uvazovali svislou rovinu, ale zobecnéni
na Sikmou rovinu je snadné. Staci opravit vztah pro hloubku,
protoze kdyz svislou mnozinu i s kartézskymi souradnicemi

pootoc¢ime okolo osy prochéazejici hladinou, hloubka vsech bodu
se snizi faktorem sin «, kde « je tthel mezi vodorovnou hladinou
a rovinou hréze. Forméalné tato operace dopadne stejné, jako
kdybychom tekutinu nahradili tekutinou s hustotou sin a-krat
nizsi. Protoze vSak vztah (H1) nezdvisi na hustoté, nic se na ném
nezméni. Také zobecnéni na nékolik rovin je snadné. Zobecnéni

vevys

V predchozim textu jsme proménnou veli¢inu popisujici tlak
na hréz jako funkci hloubky nahradili konstantni veli¢inou,

je presné smysl stfedni hodnoty. V matematickych pojmech je
mozno Tici, ze stfedni hodnota tlaku na svislou hraz je rovna
plochu, tak by presnéjsi terminologie méla pouzivat radéji pojem
geometricky stfed. Budeme se vsak drzet ustdlené terminologie.)
Nikde ve vypoctu jsme nepouzili konkrétni meze pro integraci.

Vysledek tedy plati nejenom pro hraz dosahujici k hladiné, ale
naptiklad i pro poklop vypusti, ktery je cely pod vodou.

Aplikace dvojného integralu - piso-
bisté tlakové sily

Budeme pokracovat v predchozim prikladé a hledat pusobisté
vysledné tlakové sily.

Tlakova sila ptisobici na svislou hraz ma celkovy nulovy moment
vzhledem k ose prohazejici pusobistém. Je-1i hraz definoviana
mnozinou M a je-li y. pusobisté vysledné tlakové sily, je v

hloubce y tlak na plosku o velikosti AS roven ypgAS a soucin
(ye — y)ypgAS je piispévek k otd¢ivému momentu vzhledem
k ose, prochazejici vodorovné pusobistém tlakové sily. Soucet
vSech téchto prispévki se nuluje, tedy musi platit

// (ye — y)ypg dedy = 0.
M

Odsud po vydéleni konstantami pg dostavame

//M(yc —y)ydedy =0


http://user.mendelu.cz/marik/mt/mat-slidy/integraly/index_h.html#aplikace-ur%C4%8Dit%C3%A9ho-integr%C3%A1lu-tlakov%C3%A1-s%C3%ADla
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a po roznasobeni zavorky, rozdéleni integralu na dva a vytknuti

konstanty
Ye // ydzdy = // y? dady.
M M

Nyni jiz snadno dostaneme vysledny vztah

o = I3 v? dady
© Jhyydedy

Pokud je mnozina M obdélnik, je mozné ji (po vhodné zméné
jednotek) bréat jako jednotkovy ¢tverec. ProtoZe plati

1 1
// ydedy = =, // y*dady = =,
[0,1]x[0,1] 2 [0,1]%[0,1] 3

2
=3 a pusobisté na obdélnikovou hraz je v

(H2)

dostavame y, =

SIS

hloubce odpovidajici dvéma tiretindm celkové hloubky.

Yvev

je zalozena metoda nalezeni plisobisté tlakové sily pomoci
zatézovaciho obrazce.

Kvadraticky moment v ¢itateli zlomku (H2) vyjadiujictho
Y. je Casto vyhodnéjsi rozepsat pomoci Steinerovy véty. Ve

vy

Tim dostaneme

_ IwO +Sy(% — Ia:O
‘ Syo Syo

=+ Yo,

kde I, je kvadraticky moment vzhledem k ose prochéazejici

Vvew
vy
Vvev

vvev
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https://en.wikipedia.org/wiki/Pressure_prism

Kapitola 12

Vybrané postupy numerické matematiky

Newtonova metoda

Newtonova metoda (téZ Newtonova Raphsonova metoda) je
metoda pro numerické feSeni rovnic. To pouzivame v pripadé,
7e neni mozné (nebo neni tcelné) Fesit rovnici presné a snazime
se najit priblizné reseni.

Budeme hledat feseni rovnice

flx)y=0.

Budeme postupovat tak, ze vyjdeme z néjaké aproximace reseni
(ziskdme napiiklad graficky nebo zkusmo hrubou vypocetni
silou) a tuto aproximaci budeme postupné zpiesiiovat. Postup
zpresnovani je takovy, ze v dosazené aproximaci funkci nahra-
dime linedrni funkei a dalsi aproximace (zpfesnéni predchozi
aproximace) bude v nulovém bodu této linedrni funkce. Za
pomérné snadno splnitelnych predpokladi (zaéneme dostateéné
blizko nulového bodu a funkce ma v nulovém bodé nenulovou
derivaci) postup konverguje ke kofeni studované rovnice a to
velmi rychle: kazdym krokem se priblizné zdvojnasobi pocet
mist, kterd mame spravneé.

Z linearni aproximace funkce f v bodé zq

f(@) = f(xo) + f'(x0)(x — x0)

Pro &g = Tp, & = Tpt1, f(Tnt1) = 0 dostdvame

0 ::Qf(ahl) 4_(f/(ajn)(ahv+l __:En)
a po osamostatnéni x,, 1 primo iteraéni vzorec

f(zn)

Tn+1 = Tn — f’(l’ )
n

Tento vzorec pouzivame opakované az do dosazeni pozadované
presnosti. Obvyklym testem pro ukonceni vypoctu je porovnani
dvou po sobé jdoucich iteraci. Pokud se v ramci pozadované
presnosti shoduji, vypocet konc¢i a zname priblizné feseni zadané
rovnice.

Priklad. Zkusme najit cislo takové, jehoz kosinus je stejny jako

toto ¢islo. Rovnici
T = Ccosx

nejprve prepiseme do tvaru
x—cosx =0

a hleddme vlastné feSeni nulovy bod funkce f(x) = z — cosz.
Po dosazeni f'(x) = 1 + sin x ziskdvame itera¢ni vzorec

- . Ty, — COS Ty
n+l1 — 4n — N
1 +sinx,

a jednotlivé iterace s pocatecnim odhadem zy = 1 a s aproximaci
na 80 desetinnych mist davaji postupné nasledujici hodnoty.

.7503638678402438930349423066821768532469930658553590309665831520244306137272484
.7391128909113616703605852909048902340028928367356569073234079706726273447403094
.7390851333852839697601251208568043328895331231701889796312306092411490534778842
.7390851332151606416617026256850263723252232625296426915134025353179016713637186
.7390851332151606416553120876738734040134207763670352584051590430389468800118400
.7390851332151606416553120876738734040134117589007574649656806357732846548835475
.7390851332151606416553120876738734040134117589007574649656806357732846548835475

[l elelNeNeNeNe)

Vidime, ze proces opravdu neuvéfitelné rychle konverguje
k TesSeni rovnice.

Nondimenzionalizace a bezrozmeérné
velic¢iny

Rovnice vedeni tepla v jedné dimenzi (prostup tepla sténou,
vedeni tepla ty¢i) mé tvar (viz minuld prednaska)

oT 0 oT
pesr = (D5,
ot Ox ox
kde T'(z,t) je teplota v misté = a Case t, p je hustota, c je
mérnd tepelnd kapacita, D je teplotni vodivost. Pro homogenni
sténu nebo ty¢ a linedrni materidlovou odezvu je D konstanta a
muzeme ji vytknout z derivace na pravé strané a psat

oT o*r
—=D—.
Pt — 7o
Pro tplnou formulaci dlohy na nalezeni teploty v jednotlivych

mistech stény musime zadat polohu stény, teplotu na vnéjsim
a vnitfnim okraji stény a pocatecni rozlozeni teploty ve sténé.
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Necht tedy okraje jsou x = 0 a x = L, a teploty na okrajich a
pocatecni rozlozeni teploty jsou

T(0,t) =Ty
T(L,t) =T,
T(x,0) = f(x)

Analogicky jako u obdobného piikladu s chladnutim télesa podle
Newtonova zdkona (viz predndska o diferencidlnich rovnicich)
zavedeme bezrozmérnou teplotu tak, aby se podminky na
okrajich redukovaly na konstanty. Zavedeme-li bezrozmérnou
teplotu

T(JZ, t) - TO

at) = =

X
a bezrozmérnou vzdalenost p = —, redukuje se model podle

stejnych pravidel, jakéd jsme poznali u obyc¢ejnych rovnic, na

0¢ 1 0%
pcaz ﬁai/ﬂv
£(0,t) =0,

§(1,t) =1,

E(pst) = fe(p),

kde fe(u) je pocatecni rozlozeni teploty transformované do
novych veli¢in. PrepiSeme-li rovnici na tvar

1 9¢ 0%
D 5 9,2’
5o ot Ou
e ) PERPH. Dt
vidime, Ze zavedeni bezrozmérného casu vztahem 7 = 2
pc

redukuje tlohu z puvodniho tvaru (kde kazdy ¢len mé svij
fyzikdlni vyznam a pifmou interpretaci)

oT 0°T
Par = Pan
T(07t) - TOa
T(L7 t) = Tla
T(z,t) = f(x),
na tvar
o0& _ 825
ar ~ or2
6(07 T) = 07
&(1,7) =1,
§(1,0) = fe(p),

ktery je mnohem jednodussi pro naslednou numerickou analyzu
nebo analytické studium. Mimo jiné je tim ukéazano, ze pro danou
tlohu nemaji podstatny vyznam jednotlivé veli¢iny samy o sobé,

ale veli¢ina 7 = definujici bezrozmérny cas. Tato velicina

pcl?’
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se nazyva Fourierovo ¢islo. Obdobnym postupem ziskdme jina
¢isla dulezitd pro popis jinych procesu, jako jsou Biotovo ¢islo
(vedeni tepla), Reynoldsovo ¢&islo (proudéni tekutin), Froudeho
¢islo (proudéni tekutin) apod. Podobnd nondimenzionalizace
pro vlhkostni pole ve dievé je v publikaci Hordcek P., Fyzikalni
a mechanické vlastnosti deva. Viz téz eopora, rovnice (144) a
rovnice nasledujici.

Metoda konecnych diferenci

Vratme se s aparatem matematického popisu vedeni tepla k

tloze hledani rozlozeni teploty na ¢tvercové desce, kterou jsme
predstavili v pfednasce o linedrni algebfe: Je dana deska c¢tver-
cového tvaru, jejiz okraje udrzujeme na konstatnich teplotach
(kazdy okraj obecné na jiné teploté) a hleddme rovnovazné rozlo-
zeni teploty. Dvourozmérnd rovnice vedeni tepla pro homogenni
izotropni desku s materidlovymi charakteristikami p, c a D mé
tvar

or

OT _ 0T | 0T
Pt ~

Ox? oy?’
Ve stacionarnim stavu se teplota nemeéni s casem a proto je leva
strana nulova a rovnice se redukuje na

+D

o*T  8°T
— + =5 =0.

ox2  Oy?

Pouzijeme stejnou myslenku jako v linearni algebte: rozdélime
desku ¢tvercovou siti na malé oblasti a budeme studovat teplotu
v bodech této sité, tj. v rozich jednotlivych ¢tvercd, na které je
deska ¢tvercovou siti rozdélena.

7 prednasky o derivacich a aproximaci vime, ze funkci mu-
zeme aproximovat v okoli ndmi zvoleného bodu Taylorovym
polynomem a v kapitole o diferencidlnich rovnicich jsme tuto
aproximaci pouzili pro aproximaci druhé derivace koneénymi
diferencemi ve tvaru

1

f(@) = 5 [f (@ +h) = 2f(z) + f(z = h)].

Podobné pro parcidln{ derivace funkce dvou proménnych f(z,y)
dostavame

82
875 ~ %[f(:u—i—h,y) —2f(x,y) + [ = h,y)]
0% f 1
57 ™ el @y +h) = 2f(z,y) + f(z,y — h)]
a odsud
2 2

+ [,y —h) —4f(z,y)].
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7 rovnice
2f 0
ox2  oy2
popisujici rozlozeni teploty vyplyva, ze vyraz v hranaté zavorce
musi byt nulovy, tj.

Fl9) = UG+ hy) + = hoy)+ fesy+ B+ Sy~ b))

To vsak znamen4, Ze teplota v kazdém uzlovém bodé je pru-
mérem teplot v okolnich uzlovych bodech. Piesné, jak jsme

se (mozné pondkud naivné) domnivali pfi predstaveni tlohy

v prednésce z linedrni algebry. Nyni tento postup stavime na
solidni védecky zaklad, zalozeny na rovnici popisujici fyzikalni
proces (rovnice veden{ tepla) a na numerické aproximaci, kterd
prevede parcialni diferencidlni rovnici na soustavu linearnich
rovnic.

Vyse popsand myslenka je zdkladem metody konecénych
diferenci. Bohuzel je tato metoda pomérné omezena nutnosti,
mit ekvidistantni rozlozeni uzld. Proto se v praxi pouzivaji
vyspélejsi metody, metoda koneénych prvk nebo metoda
koneénych objemu. Zékladni myslenka je stejnd (parcidlni
diferencidlni rovnice se pfevede na soustavu linedrnich rovnic)
a praktické provedeni zpravidla matematicky trividlni, protoze
vSe potfebné pro vypocty je predprogramovano v softwaru
urcenému pro danou tlohu. Mame takto software umoznujici
simulovat vedeni tepla, tepelné tiniky, tepelné nebo mechanické
namahani, tok podzemni i povrchové vody a dalsi dulezité
praktické aplikace. Uzivatel jenom zadé geometrii, typ problému
a okrajové a pocatecni podminky a program vypocte potiebnd
feseni a dle pozadavki je riznym zpusobem interpretuje.

Ukazka programu FlexPDE

Existuje siroké skala programu pro feSeni diferencialnich rovnic.

V mnoha jsou predpripravené modely, preddefinované fyzikalni
dlohy a nékdy dokonce databaze materidlovych vlastnosti. V
jinych programech je fesend rovnice plné pod kontrolou autora
modelu a je mozné snadno Fesit i multifyzikalni dlohy (napiiklad
soucasné modelovat teplotu a vlhkost v materidlu). Zastupce
druhé skupiny je FlexPDE firmy PDE Solutions Inc. Uloha s
rozlozenim tepoty na étvercové desce se zadanymi teplotami na
okrajich, na kterou jsme nékolikrat jako na motivaci narazili
v linearni algebre a pripomnéli na predchozim slidu, by méla
nasledujici zapis a vystup.

38

START(0,0) VALUE(T)=30 LINE TO (1,0)
VALUE(T)=40 LINE TO (1,1)
VALUE(T)=20 LINE TO (0,1)
VALUE(T)=10 LINE TO CLOSE

PLOTS
CONTQUR(T)
SURFACE(T)

END

Rovnice je v popisu modelu zadédna jako divergence gradientu,
coz v kartézskych soutadnicich ve 2D vede pravé na rovnici

o 0T
0x2  oyr

Jind forma zapisu je primo pomoci druhych parcidlnich derivaci
ve tvaru DXX(T)+DYY (T)=0.

Stacionami teplota pro ctvercovou desku se zadanou teplotou na okrajich

Obrézek 12.2: Teplota zndzornénd pomoct barev a 3D grafu.

TITLE 'Stacionarni teplota pro ctvercovou desku se zadanou teplotou na okrajich'

VARIABLES T
EQUATIONS T: div(grad(T))=0
INITIAL VALUES T=10

BOUNDARIES
REGION 1
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