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Uvod

Soubor obsahuje pfiklady pro cvi¢eni k mym prednaskdm na Lesnické a dievaiské fakulté
pro bakalarské studium v zimnim semestru 2019. Text bude expandovat, jak pobézi
semestr. Vychaz{ ze cvideni v minulém semestru (kompletni zadani a feSeni psana rukou
jsou k dispozici na webu pfedmétu). Nekteré piiklady byly modifikovany a upraveny.
K nim jsou pripsana FeSeni. Text existuje ve verzich pro tisk na papir a pro promitani
na platné, kazda z téchto verzi jesté s feSenimi a bez feSeni.



1 Vypocet derivaci

Derivaci budeme chépat jako zobrazeni, které funkci pfifadi jinou funkci. Pro¢ je tak
nesmirné uzite¢na zjistime v nasledujicich tydnech.

Zakladni vzorce.

(c) = %(c) =0 (tgz)' = %(tgw) = @

(") = %(I") =na" ! (Inz) = %(lnx) = é

(e*) = %(el’) — " (arcsinz)’ = %(arcsin x) = ﬁ
(sinz) = %(sin T) =cosx (arccosz)’ = %(arccos x) = —ﬁ
(cosz)' = %(COSI) = —sinz (arctgz)’ = %(arctgm) =15

Zde ¢ € R je konstanta a zbytek jsou vzorce, které plati vzdy, kdyz je vyraz napravo
definovany.



Triky, které se ¢asto hodi.

(A) V= at o) 1 =Ly
(B) ¥r=at ¢ ef

1 (®) 5= @)
(C) ﬁ = k (F) a® ea:lna

Inz
(G) log,z = na

(H) Vo(zr+1) = 22 432

23 +4
2

@

=+ 4272



Derivovani a operace mezi funkcemi

Necht f, g jsou funkce a ¢ € R konstanta. Plati

[ef] =cf’,
[f+g' =f+4d,
[fg)' = f'9+ 19,
j]’:f’g—g’f
g 9
(o) = L5 = Fla@)e @)



1.1 Vypocet derivace

Urcete derivace nasledujicich funkci, kde a,b, u € R.

1 - i 1 az2
L f(z) =2+ — T =y 13. f(x) = e
2. f(z) = 2% +2c 16 8. f(z) = JJZL% -
3. fz)=2*+22" -1 9. flz) = ax (ha +b)?
4. f(z) = 32T + 92° 0. fo) - j;;’ 15. f(z) = (a2 — 1)*
5. f(z) = (x_iG)Q 1 298 16. f(z) =zva?2+1
. - flw) = 21 ,
6. f(z) = (z —1)2 12. f(x)=1- ebe 17. f(x) = xgaiil



S

f'(x) = 62° — %
f(x) =22 +2

6. f'(z) — a(x — 1zm—21c)zf(a: -1) _

7. atd, vétsina prikladi je v materidlech
z minulého semestru . ..



1.2 Vypocet derivace

Urcete derivace nésledujicich funkci jedné proménné. Ostatni veli¢iny jsou parametry.
Pokud v zadaném vzorci odhalite vztah mezi veli¢inami znamy ze stfedoskolské geome-
trie, pokuste se najit odpovidajici interpretaci derivace.

1. V(r)= %mﬁ 5. S(a) = 6a° 9. S(r) = 2mr? + 2nrh
3
L o — 9.2
2. S(r) = 4mr? 6. U(v) = 3 10. S(h) = 27r* + 27rh
1
3. A(r) = mr® 7. V(r) = % 11. S(a) = 5(a+c)v
1
4. V(h) = 5777"2h 8. fly) = ae’? 12. L(r) = 27r

V tomto prikladé se ucime mimo jiné derivovat i podle jiné promeénné nez podle x. To
je mezbytné pro aplikace. Abychom nebyli firovdni na proménnou x, je vhodné se ucit
vzorce pro derivovdni vyjddrovat slovné a bez jména konkrétni promeénné.

Reseni:



= 4xr?, rychlost zmény ob-
jemu koule pii zménéch poloméru, tj.
zména objemu koule vztazena k jed-
notkové zméné poloméru

ds
. — = 8mr, rychlost zmény po-
r
vrchu koule pfi zménach poloméru,
tj. zména povrchu koule vztazena
k jednotkové zméné poloméru

dA
. — = 2mr, rychlost zmény ob-
r
sahu kruhu pii zménéch poloméru, tj.
zména obsahu kruhu vztazena k jed-
notkové zméné poloméru

%

T §7r7‘2, rychlost zmény objemu
kuzele pfi zménach vysky, tj. zména
objemu kuzele vztazena k jednotkové
zméné vysky pfi zachovaném polo-
méru podstavy

10.

11.

12.

d
—S = 12a, zména povrchu krychle

a
vyvolané jednotkovou zménou délky
hrany krychle

aw_ .
dv

dv a
T 9%
dr r3
d

d—zzabeby
§=47T7"—|—27Th,...
dr

ds
5:271'7",...
as _1

qa —211,...
dL

— =27, ...

dr



2 Vypocet a vyuziti derivaci 1



2.1 Rychlost s jakou roste obsahu kruhu

Vaté pisky je bezlesy pruh podél Zelezni¢ni
trati nedaleko Bzence, kde je extrémni su-

byly v pruhu podél Zeleznice velmi ¢asté po-
zéary kvali provozu parnich vlakta. Predpokla-
dejme, Ze pozar se v této vysuSené oblasti Sifi
ve tvaru kruhu. V ur¢itém okamziku je polo-
mér 50 metri a roste rychlosti 1.5 metra za
minutu. Zapiste zadani pomoci derivaci a ur- Zdroj: J. Kamenicek, brnensky.denik.cz
Cete jak rychle roste plocha zasazena ohném.

V tomto prikladé se ucime, Ze ze znalosti vztahi mezi velicinami muZeme odvodit vztah,
mezi rychlostmi zmén, t). do statickych vzorci miZeme dodat dynamiku vijvoje. V praxi
néekdy jde pFiklad tohoto typu obejit ivahou: ted je polomér 50 metri, tomu odpovidd
jakdst plocha, za minutu bude polomér 51.5 metru, tomu odpovidd opét jakdsi plocha a
provndnim s plochou puvodni snadno zjistim priristek. To pro nds mizZe byt kontrola, Ze
apardt funguje. Pro nds je ted dileZité naucit se tento apardt na maljch vécech, abyste
mohli pozdéy délat véci velké.



dr

Reseni: Ze zadani: r = 50m, = 1.5mmin"'. Zajima nas —.

dt dt
Vypocet: Derivovanim vztahu
S=nmnr
ziskavame
ds 5 dr
=2 o —
dt dt

a numericky
ds 9 . _1
E:2W><50><1.5%471m min~ .



2.2 Rychlost s jakou roste obsahu kruhu II

Mésto ma priblizné tvar kruhu o poloméru
10 km a zije v ném 300 000 obyvatel. Jak rychle
mus{ rist polomér kruhu (velikost mésta), po-
kud pocet obyvatel roste rychlosti 10 000 oby-
vatel za rok a chceme udrzet stejnou hustotu
osidleni?

Toto je mirnd modifikace piedchoziho pri-
kladu. ProtoZe mésto md konstantni hustotu
osidlent, jsou pocet obyvatel i rozloha primo
umeérné a je to podobné, jako bychom jednu ve-
licinu vyjadrovali ve dvou riznijch jednotkdch.

Reseni: Ze zadani: » = 10km, N = 300000,

N
o = — Je hustota osidleni a ta je konstantni,
wr

N d
Y 10000rok ™!, Zajima nas — .

Zdroj: http://mp.mestokyjov.cz,

dt dt



d d
Vypocet: Pro pocet obyvatel plati N = orr? a derivovanim W J7r27’d—7;. Odsud
dr 1 1 dN
dt  27ro dt

a protoZe mro = —, mame
r

dr r dN B 10

- = - = — -1 ~ -1
T ON dr 5 3 300000 x 10000 = 0.166 km rok 170 mrok



2.3 Tepelna vyména

Teplota v mistnosti kde se prestalo topit se
méni tepelnou vyménou s okolim. Rychlost,
s jakou teplota mistnosti v zimé klesa je
amérné rozdilu teplot v mistnosti a venku. Vy-
jadrete toto pozorovani kvantitativné pomoci
derivaci. Sestavite tim matematicky model po-
pisujici pokles teploty v této mistnosti.

V tomto prikladu se ucime, Ze tam, kde se pra-
cuje s rychlostmi zmén (naprostd vétsina fy-
zikdlnich zdkoni) hraje pii kvantitativnim po-
pisu roli derivace. Ze stiedni skoly zname tvary
fyzikdlnich zdikoni a vztahi v omezené platnosti, kdy se rychlost neméni (jako napviklad
drdha rovnomérného pohybu) nebo méni jenom velmi specidlnim zpisobem (jako napfi-
klad drdha rovnomeérné zrychleného pohybu). Pomoci derivaci tato omezend stiredoskolské
fyziky padaji a mdame témér neomezené moznosti.

Zdroj: pixabay.com

- dT
ResSeni: Je-li T teplota a t Cas, je veli¢ina r rychlost s jakou roste teplota a veli¢ina



dT
o rychlost, s jakou teplota klesa. Podle predpokladia plati

dr
7@ = k(T - Tvenku)
a model mé tvar a7
— =k T_Tvcn u)s
& ( ku)

kde k je konstanta amérnosti a Tyenxy teplota venku.



2.4 Model ristu amérného velikosti chybé&jiciho mnozstvi

Mnoho Zivo¢ichu roste tak, Ze mohou dortstat
jisté maximalni délky a rychlost jejich ristu
je ameérna délce, ktera jim do této maximéalni
délky chybi (tj. kolik jesté musi do této ma-
ximalni délky dorist). Sestavte matematicky
model popisujici takovyto rist.

Jakmile vidime, Ze v zaddni figuruje rychlost
zmeény veliciny, kterd nds zajimd, je jasné, Ze
kvantitativn? model bude obsahovat derivaci.

Zdroj: pixabay.com

Regeni: Je-li L délka a L. maximalni délka,
potom do maximélni délky chybi L — L.« a
model m4 tvar L

. Lmax_L-
il )



2.5 Kontaminace a ¢isténi

Znecistujici latky se v kontaminované oblasti
rozkladaji rychlosti 8% za den. Kromé toho
pracovnici odstranuji latky rychlosti 30 galoni
denné. Vyjadrete tento proces kvantitativné
pomoci vhodného modelu.

Tento priklad opéet zminuje rychlost zmény, tj.
deriact, navic pripomind, jok se pracuje se
zménou vyjddienou procenty. Toto je pouZi-
vané napriklad pri droceni spojitym urokem.
Pokud pokles zménime na rist, tj. pokud zmé-
nime znaménka u derivace, mdme okamZzité Zdroj: pixabay.com
model ristu financi na uctu, na kterém se pra-

videlné pripisuje urok a k tomu fixnd wlozka.

Reseni: Je-li y znecisteni v galonech a ¢ ¢as ve dnech, ma model tvar



2.6 Dokoncovani bakalarské prace

Pri dokoncovani bakalafské préace roste spo-
tfeba kavy pri prosezenych hodinach u po-
¢itaCe. Student postupné zvysuje svou denni
spotiebu kavy rychlosti 0.5 litru za tyden. Bo-
huzel, situace na trhu se vyvinula tak, Ze roste
i cena jednoho litru kavy, a to rychlosti 0.20 K¢
za tyden. Vyjadfete tato pozorovani pomoci
derivaci a urcete, jak rychle rostou celkové vy-
daje za kadvu. Pokud neméte vSechny infor-
mace, rozhodnéte, jaké dalsi informace jsou Zdroj: pixabay.com
nutné pro to, aby tlohu bylo mozno vyfesit.

Tento priklad ukazuje na vyfabulovaném, ale srozumitelném, ptikladé, Ze derivace sou-
cinu nemize byt soucinem derivaci. Naptiklad zdraZeni fiunancné jinak pociti c¢lovék
pigict litry kafe a jinak stridmg pijdk kdvy. Na celkovijch vydajich se jinak promitné
zvysent spotieby u clovéka pijictho Jihlavanku a jinak u ¢lovéeka pigictho cibetkovou kdvu.

Regeni: Je-li ¢ cena v K& za litr kavy a d denni spot¥eba kavy v litrech, plati (bez

d
g _ 0.20 a — = 0.5. Celkova utrata za kivu je souCinem ceny za litr

jednotek
Jenoe)dt g



nasobend poctem vypitych litrd, tj. 7' = ¢d. Pomoci derivace sou¢inu funkci dostavame

AT _de,, dd
at —att T Car
PR de dd . . ) P
ODbé derivace — a — jsou zadany, ale nezname d a c. Pro zodpovézeni otazky tedy

de dt
musime znat aktualni spotfebu kavy a jeji aktualni cenu.



2.7 Bazalni metabolismus

Bazalni metabolismus M (ve wattech) souvisi s hmotnosti W vztahem M = AW™, kde
n je pro mnoho zivoc¢isnych druht blizké ¢islu 0.75 a A je konstanta, ktera je specificka
pro dany druh a v ramci daného druhu klesé s vékem (Monteith, Unsworth: Principles of

Environmental Physics). Urcete derivaci T a urcete i fyzikalni jednotku a interpretaci

této derivace.

Tady je opét klasickd interpretace derivace jako rychlosti zmény. Pro pochopeni, co de-
rivace vyjadiuje, hraje velkou roli i jednotka této derivace. Oznacend je ponechdno z pi-
vodni literatury, mimo jiné M neni hmotnost a W neni watt.

- dM
Reseni: — = nAW"™ ! podle pravidla pro derivaci konstantniho nasobku a pro deri-

. . . . .| dM W .
vaci mocniny. Jednotka je watt na kilogram, t;j. Tl = ke Derivace udava rychlost,
g
s jakou se projevi zména hmotnosti na bazalnim metabolismu. Je to narist bazalniho
metabolismu zptisobeny nartstem hmotnosti a pfepoc¢teny na jednotkovou zménu hmot-
nosti. Priblizné také zména bazalniho metabolismu ve wattech pii zméné hmotnosti o ki-
logram u velkych zZivoc¢ichi nebo v miliwatech pfi zméné hmotnosti o gram u drobnych

zivocichu. Napftiklad u malych ptacka nema smysl uvazovat narust hmotnosti o kilogram



a pro interpretaci radéji pfejdeme k jednotkam tisikrat mensim.



2.8 Vzdalenost k horizontu

Vzdalenost k horizontu pro pozorovatele ve
vysce h je déna funkci H = V2Rh, kde
R je polomér Zemé (https://aty.sdsu.edu/
lexplain/atmos_refr/horizon.html). Po do-
sazeni hodnot

H =3.57Vh,
kde h je v metrech a H v kilometrech. Urcete

dH
hodnotu této derivace O, Pro h = 5m (vcetné

jednotky) a slovni interpretaci této derivace.

Zdroj: pixabay.com
Nékdy je rozmer veliciny derivované stejny, jako rozmér veliciny, podle které se deri-

vuje. Potom je derivace vilastné bez rozméru. Nékdy je vsSak vhodné pro srozumitelnéjsi
interpretaci jednotky nevykrdtit, obzvldst v pFipadé jako je tento, kdy se obé délky uddvaji
v jingch jednotkdch (metry versus kilometry).

Reseni: Pro H = 3.57Vh plati

dH 1
E—§X357X

Sl-


https://aty.sdsu.edu/explain/atmos_refr/horizon.html
https://aty.sdsu.edu/explain/atmos_refr/horizon.html

a numericky

dH 3.57 km km

— () =—%=~0.7983— ~ 0.8—.

dh 245 m m
Vzdélenost k horizontu pro pozorovatele ve vysce 5 metru roste rychlosti 0.8 kilometru
na kazdy metr vySky navic. Toto je interpretace pro praktické vyuziti. Kromé toho se

jednotky daji upravit a ve skutecnosti derivace zadny fyzikalni rozmér nema

dH 1000 m

=798

a kazda zména vysky pozorovatele zptsobi 800-nasobnou zménu ve vzdalenosti k hori-
zontu.



2.9 Raist ryby
Biologové navrhli funkei

L =0.01554% — 0.3724% + 3.954 + 1.21

jako model délky jistého druhu ryby, kde L je
délka ryby v palcich, A je vék v letech. Vy-

Rkl ~

Zdroj: wikimedia.org

poctéte derivaci —. Urcete jednotku této de-

rivace a slovni interpretaci hodnoty derivace
v bodé A =12.

(Podle Stewart, Day: Biocalculus. Calculus for the life siences.)

- dL
eSeni: {] = in/rok, tj. palec za rok. Plati
dA
dL 2 2
Vi 3-0.0155A4° —2-0.372A 4 3.95 = 0.0465A° — 0.744A + 3.95

a pro A = 12let dostavame

dL

T ass = 1.718in/rok.



Dvanactileta ryba roste rychlosti ptiblizné 1.718 palcii za rok, tj. mezi dvanactym a
trindctym rokem vyroste priblizné o 1.718 palce.



2.10 Mezni naklady (marginal cost)

Néklady na produkci z letadel za rok jsou
(v milionech Euro) dany funkci

C(z) =6+ Vdx + 4, 0 <z <30.

Plati C’(15) = 0.25. Urcete, jakou tato deri-
vace ma slovni interpretaci a urcete i jednotku
této derivace.

Zdroj: wikimedia.org

Toto je jedna z nejrozsitenéjsi aplikaci deri-
vact mimo prirodni védy. Zajimame se o to, jak rychle rostou ekonomické veliciny, pro-
toze ekonomika je za vsim. Veliciny, které v ekonomii ziskdvdme derivovdnim, obsahuji
zpravidla slovo “mezni”, nebo téZ “margindlni”.

Reseni: Jednotka derivace C’(z) je milion Euro/kus, resp. milion Euro/letadlo, resp.
milion Euro, podle toho, jak nazveme jednotky v nichz méfime pocet letadel.

Derivace C'(15) vyjadiuje rychlost, s jakou rostou naklady pii produkei 15 letadel. Je to
cena vztazend na jednotkovy priristek, tj. jedna se vlastné o cenu Sestnactého letadla.
Sestnacté letadlo ma vyrobni néklady 0.25 milioni euro.



2.11 Rychlost klesani kluzaku

Teplota klesa s vyskou o 2°C na kilometr. Pilot
kluzédku vidi, ze teplota v okoli jeho kluzaku
roste rychlosti 10_3°C/S. Vyjadiete tato po-
zorovani pomoci derivaci a urcete, jak rychle
ztraci kluzak vysku. Navod: Uvazujte slozenou
funkci T'(h(t)) a hledejte jeji derivaci podle
dasu.

Tento priklad ukazuje, Ze pravidlo pro deri-
vaci sloZené funkce je logické. V tomto pripadé
vlastné prepocitdvd klesdni z jednotek stupné
Celsia za sekundu na jednotky kilometr vijsky
za sekundu. MuiZete si to zkusit na prstech nebo pomoci trojélenky a dojdete k tomu
stejnému, k cemu pomoci derivace funkce. Pii ménicich se rychlostech vypocet pomoct
trojélenky pouZitelny nent, pravidlo pro derivaci sloZené funkce je vsak k dispozici vidy.

Zdroj: pixabay.com

ReSeni: Je-li h vyska, T teplota a t ¢as, miZeme zadani piepsat do tvaru

ar ar , dh
= —9° — o )
T 2 C/k s =107"°C/s, TR



Vzorec pro derivaci slozené funkce T'(h(t)) dava

ar _ T dn
dt  dn dt
a odsud aT
dh _ &
dT
dt S
a numericky
1 -3
% = _ 02 =—-5-10"*kms™!' = —-0.5ms™ %

Kluzék klesa rychlosti ptil metru za sekundu. To odpovida i “selskému rozmu”, kdy uva-
zZujeme tak, Ze jeden stupen Celsia odpovida pul kilometru, tj. 500 metria. Za jednu
sekundu klesne teplota podle zadani o 1073°C, coz je tisicina z jednoho stupné a tomu
odpovida tisicina z 500 metrt, tedy pul metru. Priklady, které si mtizeme alespon orien-
tacné zkontrolovat vypoctem zalozenym na “selské logice” jsou obzvlast cenné, protoze
nam davaji jistotu nutnou pti pouziti v aplikacich, kde tvaha na provedeni vypoctu bez
derivaci nenf realné.



2.12 Zmeéna tlaku a lupani v usich

V dopravnim prostfedku, ktery se pohybuje
do kopce nebo z kopce, se méni tlak. Tim
vznikne tlakovy rozdil mezi vnéjsim tlakem
a tlakem ve stfednim uchu. Vyrovnani tlaku
pii rychlé zméné se projevi lupnutim v usSich.
Lupnuti tedy nastane, pokud je derivace —
velka. (Velkd v absolutni hodnoté, tj. nu-
mericky hodné kladna nebo hodné zéporna.)
Tuto veli¢inu v8ak je tézké mérit. Umime mé-
Fit zménu nadmoiské vysky u a vime, jak se tlak p méni s nadmotskou vyskou. Necht
2

Zdroj: pixabay.com

d d
napiiklad d—p = —0.12gem?m™! (idaj meteorologii) a vezméme & 3msL. Oko-

u
mentujte vyznam toho, Ze derivace jsou zaporné a urcete rychlost, s jakou rychlosti se
méni tlak vzduchu.

Toto je jenom jednodussi obména prikladu s kluzdkem.

Reseni: Derivace jsou zaporné, protoze tlak s rostouci vyskou klesa a nadmorska vyska



klesa s ¢asem (vozidlo jede z kopce). Pomoci derivace slozené funkce plati

d dp d
R . —0.12gcm ™2

= 2.—1
dt  du dt '

m! x (=3ms™!') =0.36gcm s

Tlak roste rychlosti 0.36 gramu na centimetr ¢tvereéni za sekundu.



2.13 Hruby model chfipkové epidemie

Rychlost s jakou roste po¢et nemocnych chiip-
kou je timérny soucasné poctu nemocnych a
poc¢tu zdravych jedinci. Sestavte model tako-
vého &ifeni chiipky.

Toto je soucasné model popisujici Siteni in-
formace v populaci, staci si misto chripky £
predstavit néjakou informaci preddvanou mezi e
lidmi (socidlni difuze).

ReSeni: Je-li M velikost populace a y pocet Zdroj: pixabay.com
nemocnych, je v populaci M — y zdravych a
model ma tvar

dy

3 = k(M —y).



2.14 Model drancovani prirodnich zdroja

Pfi modelovani ristu populace ¢asto pracu-
jeme s populaci Zijici v prostfedi s omeze-
nou uzivnosti (nosnou kapacitou). Casto po-
uzivame model

kde r a K jsou parametry modelu (realné
konstanty). Nakreslete graf funkce f(z) =

rT (1 - %) a ovéite, Ze pro velka x je f(x) z4-

Zdroj: pixabay.com

porné a velikost populace proto klesa. Pokud

populaci lovime konstantni rychlosti, snizi se prava strana o konstantu, kterou oznacime
h. Ukazte, Ze pro intenzivni lov bude prava strana rovnice porad zaporna a intenzivni lov
tak zpiisobi vyhubeni populace. Da se najit kritickd hodnota lovu oddélujici vyhynuti
populace a jeji trvalé prezivani?

Toto je asi nejdilezitéjsi rovnice pro modelovdni biologickijch jevi. PouZivd se pFi mo-
delovdni vijvoje obnovitelnyjch zdroji a byvd modifikovana pro konkrétni ptipady podle
toho, jak populace interaguje s okolim.



ReSeni: Funkce flz) =rx (1 — %) je kvadratickd funkce s nulovymi body x = 0 a

x = K, vrcholem uprostied mezi nulovymi body (tj. pro = 5) a parabola je oto¢ena

vrcholem nahoru. Proto je napravo od x = K zaporna. To odpovida tomu, ze populace
s velikosti pfesahujici nosnou kapacitu v dlouhodobém horizontu vymiré.

Funkce fh(x) = ra (1 - %) — h vznikne posunutim funkce f(x) = rx (1 - %) oh
doli. Pokud posuneme hodné, dostane se cela parabola pod osu z a funkce bude porad
zaporna. Kriticka hodnota, kdy zmizi moznost, Ze fj,(2) ma body kde je kladné, je pokud
se vrchol paraboly dostane na osu z, tj. h je rovno funkéni hodnoté funkce f(z) v bodé

r= —.

2
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Linearni aproximace funkce f v okoli bodu z( je

f@) = f(zo) + f'(0)(x — x0).



3.1 Zakladni linearni aproximace

Najdéte linearni aproximace funkei sinz, cosz a (14 )" v okoli nuly. Tim dokaZete
platnost nasledujicich pfibliznych vzorct platnych pro z blizko nuly.

sinx ~ x
cosr ~ 1
I+2)"=14+nx

Proni dvé aprorimace vyuZijeme pozdéji pro odvozeni tvaru matice malych rotaci, coZ
je dilezité pri studiu deformace materidli. Posledni mizeme vyuzit napviklad pro to,
abychom z relativistického vzorce pro celkovou energii extrahovali éast zavislou na rych-
losti, tj. kinetickou energii (na predndsce).



3.2 Linearni aproximace

Veli¢ina y je funkce proménné z. Najdéte jeji linedrni aproximaci v okoli zadaného bodu.
1) y = xe® v okoli bodu z =0
x
2) y:m:(lf—) v okoli bodu z =0
K
x
3) y:rm(l—?) v okoli bodu x = K
4) y = v/x v okoli bodu z = 1

1
5) y:ﬁvokolibodule

Ve druhém a tretim prikladé aproximujeme funkci modelujici rist populace v prostiedi
s nosnou kapacitou K. Aproximace v okoli bodu x = 0 odpovidd velmi malé populaci.
Proto se konstanta umérnosti ze ziskané linedrni aproximace nazyjvd invazni parametr.



3.3 Kuzel s predepsanym tvarem

Kuzel ma pomér poloméru podstavy r, vysky h a délky strany s ve tvaru
r:h:s=3:4:5.

Kuzel muZe ménit velikost, ale tento pomér zustava zachovan. (To odpovida napiiklad
skladovani sypkého materidlu na hromadé nebo skladovani tekutiny v trychtyfovitém

1
zasobniku.) Objem a povrch plasgté jsou V = —mr’h a S = 7rs. Z avah o podobnosti

na prednéasce vime, Ze vzorce pro objem a obsah musi byt pro vhodné konstanty a, b, c
tvaru

V=ar S=btr? §=cV?/3

Potvrd'te tyto obecné zavéry pro nas konkrétni piipad pfimym vypoctem a pouzitim
uvedenych vzorci a poté vypoctéte a podejte interpretaci derivaci

dv dS

dr’ dr”

Na tomto prikladé si ovérime platnost poucek, které jsme si na prednadSce zminilo o ob-
jemech a povrsich téles, které jsou st mavzdjem podobné, tj. vznikaji jenom vhodngm
zvétsenim nebo zmensenim stejného referencéniho objektu.



- 5 4 .
Reseni: Ze zadani vime, ze plati s = gr ah= gr a primym dosazenim vidime

1 4
V = §7TT'2§7' = §7T7'3
N 5 5
S =mror=—nr?
3

Derivovanim dostavame

v _4,

dr 3
a

ds _ 1

a3

Tyto derivace vyjadfuji zménu objemu a povrchu plasté kuzele, pokud se kuzel zvétsi
tak, ze polomér podstavy vzroste o jednotku.

7Z rovnice pro objem dostavame



a po dosazeni



3.4 Vypousténi nadrze

7 fyziky je znamo, ze rychlost s jakou vytéka
tekutina otvorem u dna nédoby je timérna
odmocniné vysky hladiny (protoze se méni
potencialni energie imérna vysce na kinetic-
kou energii tmérnou druhé mocniné rychlosti).
Proto je i rychlost s jakou se zmensuje ob-
jem vody v nadrzi amérnd odmocniné vysky
hladiny. Vyjadfete proces kvantitativné po-
moci derivaci. Napiste vzdy rovnici pro deri-
vaci vySky hladiny vody v nadrzi podle ¢asu.
Uvazujte t¥i pripady: nadrz cylindrického
tvaru (véilec postaveny na podstavu), nadrz
ve tvaru kvadru a nadrz ve tvaru kuzele oto¢eného vrcholem doli (trychtyr).

Zdroj: www.rodovystatek.cz

V tomto priklade vystupuje derivace jak rychlost, ale po prepisu zaddni do modelu mdame
v rovnici dvé rizné veliciny, které se méni: objem vody a vysku hladiny. Musime jesté
najit a pouZit vztah mezi rychlostmi zmén téchto velicin. Fyzikdlni zdkon je formulovdn
pro derivact objemu a nds zajimd derivace viysky.

Reseni: Bud V objem vody a h vyska hladiny od dna. Podle zadani ve viech p¥ipadech



plati

av
= _kVh
dt 1Vh

) LAy - d
a musime derivaci s vyjadiit pomoci e

Pro cylindr, kvadr nebo jakoukoliv nadrz se svislymi sténami je objem tmérny vysce

. dVv dh
hladiny, V' = ksh, a proto s kga. Odsud

dh d
k27 - l - _kl\/ﬁa

dt dt

tj.
dh k1
— =——Vh
dt ko vh

ki,
apro k = T ma model tvar
2

dh
— = —kVh.
dt vh

Pro kuzel plati V = ksh?® (diky podobnosti je objem p¥imo tmérny t¥eti mocning libo-



d dh
volného délkového parametru) a proto d—‘t/ = k3 X 3h25. Odsud

dh AV
27 = —_—= -
3ksh ATy kiVh,
tj.
dh kg s
dt 3k

a po preznaceni konstanty ma model pro kuzelovou nadrz tvar

dh
— = —kh73/2,
dt



3.5 Stavebniny vedle ¢ebinského nadrazi

Hromada sypkého materidlu mé tvar kuzele.
Uhel u vrcholu je konstantni, dany mecha-
nickymi vlastnostmi materialu a je nezavisly
na objemu. Predpokladejme, Ze personél sta-
vebnin prisypava na hromadu material kon-
stantni rychlosti (v jednotkach objemu za jed-
notku ¢asu). Tato hromada je vSak v pomérné
oteviené krajiné a vitr rozfoukdva material po
okoli. Je rozumné predpokladat, Ze rozfouka-
vani se déje rychlosti timérnou povrchu, tj.
rychlosti imérnou druhé mocniné nékterého
délkového parametru, napiiklad praméru, po-
loméru nebo vygky. Vyjadiete proces kvantitativné pomoci derivaci. NapiSte rovnici pro
derivaci objemu hromady podle ¢asu.

EPGE ) e |
T e -

Zdroj: vlastni

Toto je podobny model jako v predchozim prikladé, ale kratsi. Opét mdme po prepisu
zaddni do matematického modelu dvé veliciny ménici se s ¢asem v jedné rovnici. Derivace
objemu, kterd nds zajimd, jiZ v rovnici pritomna nastésti je. Staci vyjddiit obsah pomoct
objemu, nejlépe s vyuzitim prikladu[3.3



- dVv
Reseni: Rychlost s jakou se méni objem je e rychlost pfisypavani ozna¢me R, povrch

S. Podle zadani plati

dv
Fri R —koS.

Protoze klzliel mé stale stejny tvar, diky podobnosti je vztah mezi objemem a povrchem
S = k1V3. To je mozné odvodit z toho, ze povrch zavisi na druhé a objem na tieti
mocniné délkovych parametri, ale pro jednoduchost sta¢i si pamatovat, ze vztah tohoto
typu zde musi platit diky podobnosti a spravnou mocninu doladime tak, aby prevadéla
objemové jednotky na jednotky povrchu. Spojenim téchto dvou vztahu dostéavame

— =R-kV3
dt B

kde r a k = kgk;y jsou konstanty.



3.6 Ropna skvrna

Kruhova ropna skvrna na hladiné se rozsituje
tak, Ze jeji polomér jako funkce Casu roste
rychlosti, ktera je nepiimo imérna druhé moc-
niné poloméru. Vyjadrete proces kvantitativné
pomoci derivaci.

Reseni: Je-li r polomér, je 72 druha mocnina
a protoze se jedné o nepiimou tmérnost, plati

dr k

at 2

Zdroj

: pixabay.com



3.7 Model uceni

Rychlost ufeni (tj. ¢asova zména objemu osvojené latky nebo procento z maximalni
manudlni zru¢nosti) je tmérnd objemu dosud nenaucené latky. Vyjadiete proces kvan-
titativné pomoci derivaci.

Porovnejte s prikladem [27)

Regeni: Je-li L objem naudené latky a L., maximalni objem latky kterou je mozné
se naucit, je objem dosud nenaucené latky Ly .x — L a model mé tvar

dL

— =k Lmax_L~
=k )



3.8 Kinetika chemickych reakcich pro malé koncentrace

Rychlost mnoha chemickych reakei je dana vzorcem

f(z)

_aw
T b+’

(1)

kde x je koncentrace substratu a a, b jsou parametry (konstanty). Tento vzorec se nazyvé
kinetika Michaelise a Mentenové.
V tvodnim cviceni jsme vypocitali derivaci

df  ab
der  (b+z)?’
Pouzijte tento vypocet k linearni aproximaci funkce pro mala x.

Polokvantitativni tivaha: Funkci miZeme pFepsat do tvaru

fa) =2

a
b+ax

Pro malé koncentrace je x ve jmenovateli zanedbatelné proti konstanté b a proto

a



Vyse uvedend polokvantitativni ivaha ukazuje, Ze nékdy je mozné se kvalifikovangm od-
hadem vyhnout apardtu derivaci a potiebné vysledky odvodit tivahou. To se vsak dari
jenom s velkou davkou zkusSenosti a je vhodné takové wwvahy v netriwvidlnich pripadech
kontrolovat pomoct piresnijch vzorci odvozenich z diferencidlniho poctu.



4 Vypocet a vyuziti derivaci III



4.1 Kapka vody I

Predpokladejme, ze kapka vody ma kulovity
tvar a pii desti roste tak, Ze objem jako funkce
Casu se zvétsuje rychlosti imérnou povrchu.
(Kondenzace vodnich par probih4 na povrchu
a vysledek této kondenzace, voda, zvétsuje ob-
jem.) PfepiSte tento scénaf do matematického
modelu a vSechny zavislé proménné vyjadrete
pomoci objemu.

Klasicky pripad, kdy v zaddni figuruje rychlost
s jakou se méni objem, tj. derivace objemu,
a tento vztah zformulujeme matematicky. ProtoZe tato formulace obsahuje povrch koule,
je nutné tento povrch prepocitat na objem.

Zdroj: pixabay.com

- dVv
Reseni: Je-li V objem a S povrch koule, je s rychlost s jakou roste objem koule a

prepisem zadani do kvantitativnich vztahti dostavame

av
_— = k
dt 15,



kde k je konstanta umérnosti. Protoze diky podobnosti pro kouli plati S = ko V%3 kde
ko je vhodné konstanta, dostavame

av ,
— = ki ky V3,
dt 1h2

Spojenim obou konstant do jediné k = k1 ko obdrzime vysledny model

av
— =kV?/3,
dt



4.2 Kapka vody II

Predpokladejme jako v pfedchozim pirikladeé,
7ze kapka vody mé kulovity tvar a pri desti
roste tak, Ze objem jako funkce ¢asu se zvét-
Suje rychlosti imérnou povrchu. Ukazte, Ze po-
lomér jako funkce ¢asu roste konstantni rych-
losti.

Klasicky pripad, kdy v zaddni figuruje rychlost
s jakou se méni objem, tj. derivace objemu, ale
protoZe nds zajimd jind velicina, musime jesté
najit vztah mezi rychlosti, s jakou roste objem, Zdroj: pixabay.com
a rychlosti, s jakou roste polomér.

- 4
Reseni: Je-li V = gﬂr?’ objem kulovité kapky, plati (derivovanim)

dVv dr
s Py
a



a (prepisem zadani do Teci derivaci a s vyuZzitim vzorce pro povrch koule)

dv
E =k 47TT2,

kde k je konstanta amérnosti. Odsud
d
Arr? Sl = | dmr?
dt

dr
dt
Napravo je konstanta, polomér tedy roste konstantni rychlosti.



4.3 Chemicka smés

Chemikalii rozpoustime v nadrzi tak, ze do nddrze pumpujeme vodu a smés odCerpavame.
Objem smési roste podle vztahu 20 4 2¢. Mnozstvi chemikalie y klesa rychlosti, ktera je
amérnd y a nepiimo tmérnad objemu roztoku v nadrzi. Vyjadrete proces kvantitativné
pomoci derivaci.

Resent:
dy 1

a - Yoot




4.4 Lokalni extrémy bez slovniho zadani

V tlohéch z praxe Casto vime, Ze existuje optiméalni feSeni a studované funkce ma je-
diny bod s nulovou derivaci. Pokud studujeme funkeci bez jakéhokoliv kontextu, musime
posuzovat to, zda v daném bodé& opravdu extrém je a jaky. Nejlépe tak, Zze soucasné
ur¢ime i intervaly monotonie. Za povSimnuti stoji, Ze pii hledanf bodi, kde jsou lokalni
extrémy, vlastné ani nemusime znat puvodni funkci. Sta¢i nam o ni informace tykajici
se spojitosti a poté staci znat derivaci. I s takovym pifipadem se v praxi setkavame.

Najdéte lokalni extrémy a intervaly monotonie nésledujicich funkci. Spolu s funkei je
zadéna i jeji derivace.

e VLl v (@) 4= (G-aWVE ¥ = 55— 30)
2) y= z? , w(z+2) (5) y=a2%e" y = —(x —2)ze®

“zr1 Y7 (z+1)2

, ) (6) y je Séoozjité 31?%%\{?},
x x ¢+ 3)(z* -3
3 = /: [
B v=21Y = Erae y 22




4.5 Krabicka z papiru

V kazdém rohu papiru A4 vystfihneme ¢tverec
a zbyly papir podél stran poohybame nahoru,
aby vznikla (aZ se to slepi) krabicka bez hor-
niho vika. Jak velké ¢tverce musime odst¥ihat,
pokud chceme, aby vysledna krabi¢ka méla co
nejvétsi objem?

Toto je klasicky priklad pritomny snad v kazZdé
ucebnici diferencidlniho poctu. Zajimavy je
tim, Ze AJ md ve vjuce zpravidla kaZdy pied
sebou a mize si tipnout, jaky ocekdvd visledek
a kolik maximdlni objem bude. Pro odhad ob- Zdroj: vlastni
jemu st muZeme predstavit treba litrovou kra-

bici mléka a porovndvat s timto referencnim kvadrem.

Reseni: Papir A4 ma rozméry 210 x 297 mm a je-li vystfizeny ¢tverec o strané z, ma
krabicka rozméry (210 — 2x) x (297 — 2x) X x a objem

V(z) = (210 — 22)(297 — 22)x = 4a® — 101422 + 62370.



Derivovanim dostaneme oV
— = 122% — 2028z + 62370
dx

a nulové body derivace jsou feSenimi rovnice

1227 — 2028z + 62370 = 0.
Tato rovnice méa pro nasi ilohu jediné smysluplné fegeni x = 40.4 (dal3i fegeni x = 128.5
neodpovida realizovatelnému vyrobku). Optiméalni krabicka vznikne vystfizenim ¢tvercii

o stranach 40.4 mm. Objem je

V(40.4) = 1.12 x 10° mm?® = 1.121.



4.6 Plot ze tfi stran pozemku

Chceme oplotit pozemek obdélnikového tvaru,
jehoZ jedna strana je rovna pfirozena hranice.
Stavime plot tedy jenom na zbylych t¥ech stra-
néch.

(1) Jaky tvar pozemku zvolit, pokud je dana
délka pletiva a chceme mit plochu po-
zemku co nejvetsi?

(2) Jaky tvar pozemku zvolit, pokud je dana
plocha pozemku a chceme mit co nejmensi
spotfebu pletiva? Zdroj: pixabay.com

NezZ zacnete Tesit, tak si zkuste tipnout jestli optimdlni je ctverec mebo obdélnik. Po-
kud obdélnik, tak zda podél prirozené hranice nebo kolmo na ni. Také si zkuste tipnout,
zda je TeSent obou uloh stejné (tj. stejny tvar obdélniku, napiiklad stejny pomér stran).
Ulohy teste s co nejmendim mnoZstvim parametri. UvaZujte tedy, Ze mdte jednu délko-
vou jednotku pletiva v pronim pripadé a Ze chcete oplotit pozemek o jednotkovém obsahu
v pripadé druhém.



ReSeni: Obsah obdélnika o stranach z a y je souin délek dvou sousednich stran
S =uxy

délka plotu bude délka strany podél hranice (napf z) a dvojnasobek délky strany kolmé
na hranici (napf. y)

L=x+2y
Maximalni plocha pFi daném obvodu. Méfeno v nasobcich délky plotu je L =1 a
ze vztahu

r+2y=1
dostaneme

r=1-2y.
Potom plati

S=ay=(1-2yy=y—2y"

Derivaci obdrzime

ds

—=1-4
dy Y

1
a derivace je rovna nule pro y = T tedy kratsi strana je ¢tvrtina celkové délky plotu.

Na delsi strana tedy zbude polovina (dvakrat odkrojim ¢tvrtinu) a obdélnik ma pomér
stran 2 : 1.



Minimalni obvod pfi daném obsahu. Méfeno v jednotkach, ve kterych je obsah S
roven jedné (tj. v nasobcich délky strany ¢tverce o stejném obsahu jako nas obdélnik)
dostavame ze vztahu

zy =1
vztah

y=—.
x

Potom plati
2
L=x+2y=ao+==x+22""
T

Derivaci obdrzime L )
— =142z ?=1-=
dz +2(=1)z 2

a derivace je rovna nule pro z? = 2, tj. pro z = V2 (uvazujeme jenom kladné hodnoty

x). Ze vztahu y = — dostavame
x

1 N

YTV 2 T2
a kratsi strana je polovinou délky delsi strany. Jako v predchozim piipadé, obdélnik mé
pomér stran 2 : 1.



4.7 Ryba migrujici proti proudu

Ryba ve vodé vydava za ¢asovou jednotku
energii tmérnou tfeti mocniné rychlosti vzhle-
dem k vodé. Pro piekonéni urcité vzdéalenosti
proti proudu o rychlosti v je proto potieba
energie

1 3
E—k;(a:—I—v) )

kde z je rychlost ryby vzhledem ke biehu a
x + v rychlost vzhledem k vodé. Najdéte pro
rybu optimalni cestovni rychlost pfi migraci
na dlouhé vzdélenosti, tj. rychlost, pfi které je
minimalizovan nutny energeticky vydaj.

Zdroj: pixabay.com

Nez zalnete fesit, uvédomte si, Ze pokud méfime rychlosti v jednotkach rychlosti vody v fece, plati
v = 1 a Ze vhodnou volbou jednotek ve kterych méfime energii mizeme dosdhnout toho, Zze hledame
lokalni minimum funkce

(z+1)°

T

(Podle Stewart, Day: Biocalculus. Calculus for the life siences.)



Reseni: Méfeno v nasobcich rychlosti vody méame minimalizovat funkci

x+1)3
CEY
x
Plati
dy 3@x+1)?-1-2—(@2+1)>%1 (z+1)2*Bzr—(x+1) (x+1)*(2x—1)
de x? N 2 N 2
Derivace je rovna nule pro x = —1 (ryba plave rychlosti stejnou jako voda, ale po proudu)

ar= 3 (ryba plave proti proudu takovou rychlosti, Ze jeji rychlost vzhledem k biehu je

1
polovi¢ni ve srovnani s rychlosti vody v protiproudu). Smysluplné je pouze feseni z = 3

tj polovina rychlosti proudu. Napiiklad v proudu o rychlosti 20 km hod ™! ryba plave
tak, ze vzhledem k nehybnému pozorovateli na brehu plave rychlosti 10 kmhod™!. Ve
vodé tedy plave rychlosti 30 km hod ™!, proud 20 km hod ™! ji strhava zpét a vysledna
rychlost je 10 kmhod™*



Pozorovdni poturdila, Ze migrujici ryby “znaji” FeSeni piedchoziho prikladu a proto plavou proti proudu

rychlosti o polovinu vétsi nez rychlost proudu. Vzhledem ke biehu je tedy jejich “cestount rychlost proti
proudu” poloviéni jako je rychlost proudu. Mimo jiné, v rychlé vodé plavou rychle a v pomalejsi pomaleji.

Priklad typu jaky jsme Tesili u migrace ryb se ale ve skutecnosti casto objevuje naopak. Naptiklad
ndsledovné.

e Pozorujeme specifické chovdni ryb. Nékdo si to toho nevsimd, nékdo to bere jako fakt, ale nékomu
to vrtd hlavou. Proé to tak je? Asi si pfirozené minimalizuji energii.

o Jakou musime ucinit hypotézu aby tato hypotéza vedla k pozorovanému jevu? Jakd musi byt

souvislost energie s rychlosti, aby minimalizace energie vedla k tomu, co pozorujeme?

e Po nalezeni odpovédi na piedchozi otdzku je pFirozené piedpoklddat, Ze jsme nasli podstatu jevu.
Tedy treba, Ze energie je umérnd tieti mocniné rychlosti. V tomto smyslu matematika zviditelnila
neviditelné.

e Nékdy je potteba pti konfrontaci s jingmi pozorovdanimi hypotézu poopravit, zpiesnit nebo bohuzel
zamitnout. To vsak je pTirozené pri pozndvdani svéta.



4.8 Optimalni tram vytrezany z kulatiny

Ukazte, ze pro vyfezani nebo vytesani tramu
o maximalnim objemu z kulatiny valcového
tvaru je nutné vyfezat tram se c¢tvercovym
prufezem. Navod: Uvazujte vélec, ze kterého
chceme vyftizout hranol. Zvolte jako jednotku
délky prumér kulatiny a hledejte maximum
druhé mocniny obsahu prifezu. Zdavodnéte,
ze tento postup je korektni. Maximum para-
boly najdéte ze znalosti toho, Ze vrchol para- Zdroj: Harry Rogers, youtube.com
boly lezi v poloviné mezi kofeny.

Poté zopakujte predchozi tlohu pro maximum veli¢in bh? a bh3, kde h je vyska a b sitka
prufezu tramu. V prvnim piipadé maximalizujeme nosnost a ve druhém tuhost nosniku.
Pouzijte stejny postup jako v minulé uloze, ale uz nebude stacit najit vrchol paraboly.
(Poznamka: Jedna z téchto funkei se maximalizovala na prednasce a proto tento p¥ipad
nemusite dopocitavat.)

Tento priklad je zajimavy spiSe z aplikacniho hlediska: nejvice dieva neznamend nej-
VELST nosnost a nosnik, ktery nejvice unese, vychazi jinak, neZ nosnik, ktery se nejméné
prohybad.



Reseni:

V jednotkach priméru plati h? +b? = 1 a maji se postupné maximalizovat funkce obsah
S = bh, nosnost N = bh? a tuhost T = bh>. Protoze b se pomoci h vyjadiuje pomoci
druhé odmocniny a naopak, bude vyhodné&jsi maximalizovat funkce, kde aspon jedna
mocnina je suda. To je jenom u nosnosti, u obsahu a tuhosti si sudé mocniny vyrobime
umocnénim na druhou a budeme dosazovat

b =1-n?
tj.
S%(h) = b?h? = (1 — h?)R?,
N(b) =b(1 —b*) =b—10b%
T%(h) = b*h8 = (1 — h?)h® = h® — 18,
Postup je korektni, protoze veli¢iny jsou nezaporné a druhé mocnina je pro nezdporné

funkce rostouci. Proto bude veli¢ina maximélni tam, kde je maximalni jeji druha moc-
nina.

Obsah: Funkce f(h) = (1 —h?)h? je parabola v proménné h? a proto ma maximum pro



. Druhy rozmér vychazi

11
b=+V1—-h2=/1->= "
2 V2

a tram m4 v tomto pripadé (maximalizujeme objem) prufez ¢tverce.

d
Nosnost: Funkee f(b) = b—b® mé derivaci % = 1—3b? a derivace je pro b > 0 nulova,

1
jestlize b? = =, tj. b = —=. Druhy rozmér vychazi

3 v
h:m:,/l_;zg

a tram ma v tomto pripadé (maximalizujeme nosnost) prifez obdélnika s pomérem stran

h:b=+v2:1.

Tuhost: Funkci f(h) = h® — h® jsme maximalizovali na pfednasce a tram ma v tomto
piipadé prifez obdélnika s pomérem stran v/3 : 1. Vskutku. Funkce f (h) = h% — h® ma

d
derivaci % = 6h° — 8h" = 2h5(3 — 4h?) a derivace je pro h > 0 nulova, jestlize h? = z,



3
tj. h = 5 Druhy rozmér vychazi

b=V =102

a trdm ma v tomto pfipadé priifez obdélnika s pomérem stran h : b = V31



5 Prubéh funkce

Dle instrukei cvic¢iciho.

e Dokonéeni piikladii, které se nestihly.
e Ukazka vyuziti derivaci k vySetfeni priabéhu funkce.

e Shrnuti diferencialniho po¢tu, dalsi ukazky a priklady.



6 Integraly I



6.1 Vypocet integralu

Najdéte nasledujici integraly.

W e 0 fa e [
@ [Vi(erva)ae @ [ az | (o1 ds
@) [ oz +vada © [ s (13) /113x2+x5dx
W [Tt O [t o [etar

11 “
(5) /eue?xdx (10) S (15)/ u® du

—a



6.2 Vytékani oleje

Najdéte slovni interpretaci integralu

/010 r(t)dt,

kde 7(t) je rychlost s jakou vytéka olej z dérave
nadrze (v litrech za hodinu) a t je ¢as v hodi-
nach. Vypoctéte integral pro r(t) = 200 — 4¢.

Toto a dalsi priklady jsou klasické aplikace in-
tegralu, kdy integrdlem rychlosti, s jakou se
méni néjakd velicina, je zména této veliciny.

Zdroj: pixabay.com

Reseni: Integral udava objem oleje, ktery vyteGe za prvnich 10 hodin. Pro zadanou
funkei dostavame

10 10
/ r(t)dt = / (200 — 4¢)dt = [200¢ — 2¢2]," = 2000 — 200 — (0 — 0) = 1800.
0 0

Za 10 hodin vytece 1800 litrii oleje.



6.3 Populace véel
Populace véel o po¢atecni velikosti 100 vcel se

rozmnozuje rychlosti r(t). Najdéte slovni in-
terpretaci vyrazi

/0 * (at,

15
100+/ r(t)dt.
0

Zdroj: pixabay.com

ReSeni: Prvni integral znadi pifrastek popu-
lace véel za patnact jednotek ¢asu, druhy integral znaci celkovou velikost populace véel
po uplynuti patnacti jednotek ¢asu. (Jednotky ¢asu nejsou v zadéani specifikovéany.)



6.4 Napousténi nadrze

Chemikalie te¢e do nadrze rychlosti 180 + 3¢ litrti za minutu, kde ¢ € [0,60] je Cas
v minutach. Urcete, kolik chemikalie natece do nadrze béhem prvnich 20 minut.

(Podle Stewart: Calculus.)

ReSeni: Zména mnoZstvi v nadrzi je integral rychlosti, tj.

20

20
180 + 3t) dt = 180 x 20 + §t2 = 42001
2
0 0



6.5 Praskla kanalizace

Prasklé kanalizace zpusobila znec¢isténi jezera
v rekrea¢ni oblasti. Koncentrace bakterii C(t)
(v bakteriich na kubicky centimetr, ¢ je ¢as ve
dnech) se po oSetfent aniku pro t € [0, 6] vyviji
rychlosti

C'(t) =103t — 7).

Jaka je zména koncentrace bakterii mezi ¢tvr-
tym a Sestym dnem?

(Podle Mardsen, Weinstein: Calculus 1.) Zdroj: pixabay.com

ReSeni: Zména koncentrace je integral z rychlosti s jakou se koncentrace méni, tj.

/1@@—nazpw(t%40]:—mm
4 2 4

a koncentrace poklesne o 4000 jednotek (bakterii na kubicky centimetr).



6.6 Rychlost uéeni
Necht W (t) je pocet francouzskych slovidek,

které se naucime po t minutach. Typicky mize
byt (pro prvni dvé hodiny udeni)

At t\?
W(0)=0 Wit)=—-3(-—] .
©0) a Wt = 150 (100)
Najdéte pomoci integralu funkci W (¢).

(Podle Mardsen, Weinstein: Calculus I.)

Reseni: Vysledna funkce integralem rychlosti
uceni, tj.

4t t\? o 13
W' (t)dt = — ) dt=
/ 100 3(100) 100 T10000 TC

kde C je integracni konstanta. ProtoZe musi platit W (0) = 0, je C' = 0 a proto

Zdroj: vlastni

2t N 3
100~ 10000

W(t) =



6.7 Urceni parametru tak, aby integral mél zadanou hodnotu
V praktickych ulohach je nékdy situace, kdy integrujeme funkci s parametrem a hodnotu

parametru je nutno doladit tak, aby integral mél pfedem stanovenou hodnotu. Urcete
hodnotu redlného parametru a tak, aby byl integral

10
/ av/x dx
0

roven hodnoté 2019.



6.8 Praice na pruziné

Sila ptsobici na pruzinu je tmérné deformaci pruziny. Natdhneme-li pruzinu z rovnovaz-
ného stavu o hodnotu z, je nutno pusobit silou kz, kde k je konstanta (tuhost pruziny).
Vypoctéte praci nutnou k natazeni pruziny z nedeformovaného stavu o jednotkovou
délku a poté o délku .

Po obecném vypocétu vypoctéte praci pro pruzinu o zadané tuhosti k& a deformaci Azx.
Vypocet provedte uréitym integralem tfikrat, postupné pro jednotku délky centimetr,
decimetr a metr. Az po dokonéeni vypoétu pievedte na joule (newton krat metr).

k=10N/cm = 100N/dm = 1000 N/m, Ar =10cm =1dm =0.1m

Vsimnéte si, Ze v kaZdém pripadé se integruje jind funkce a v jingch mezich. ProtoZe
vSak vSechny vypocty charakterizuji stejnou situaci, viysledky jsou po prevedeni na stejné
jednotky stené, coZ je ocekdvané. Zména jednotek je specidlni pripad substituce, kdy
promeénnou podle které integrujeme nahradime proménnou jinou. Tuto metodu si pro
integrdl predstavime pozdéji (substitucni metoda).

Reseni:



Jednotkové délka:
1 1 1
1 1
Wz/Fda::/lmdxz[ka} =—k— :}k‘
0 0 2 0 2 2

Délka (:
! ! 1,00 1 1
Wz/FdJ;:/ kxdzr = [ijz] = k2 —0=Zkl®
A 0 27 |, 2 2

Vypocet v centimetrech:

10
W:/ 10z dz = [52%],” = 5 x 100 = 500 Nem = 5 Nm
0

Vypocet v decimetrech:

1
W= / 100z dz = [502°], = 50 Ndm = 5Nm
0

Vypocet v metrech:

0.1
W= / 1000z dz = [5002%]," = 500 x 0.01 = 5Nm
0



6.9 Vysila¢ Kojal

Moravsky vysila¢ Kojal nedaleko Vyskova je
tfeti nejvyssi stavbou v CR am4 priblizné tvar
hranolu o vysce 340 metrd. (Jeho dvojce, vy-
sila¢ KraSov je jesté o dva metry vyssi a od
roku 2018 tvofi i hlavni soucést nejvétsich slu-
necnich hodin na svété. Nejvyssi stavbou v CR
je vysila¢ Liblice B s 355 metry.)

Odhadnéte hmotnost vzduchového sloupce,
ktery by zaujimal misto vysilace. Pro tyto po-
tfeby budeme vysila¢ uvazovat jako hranol.
Pidorys odhadneme jako rovnostranny trojuhelnik o strané tii metry, coz je pomérné re-
alisticky model (http://www.dxradio.cz/jidxc/kojal.htm). Hustota vzduchu se méni
s vyskou h (v metrech) podle vzorce

p(h) = poePos /7o,

kde po = 1.225kgm ™ je hustota vzduchu u zemé&, py = 101325 Pa normalni tlak vzdu-
chua g = 9.81kgms™? je tihové zrychleni (podle Wikipedie). Porovnejte vysledek s vy-
sledkem, ktery byste dostali, kdybyste ignorovali zménu hustoty s vyskou a pouzili pro
hustotu konstantu pg.

Zdroj: Wikipedie



ReSeni: Hmotnost m je dana vztahem m = pV, kde p je hustota a V' = Sh objem
hranolu o podstavé S a vysce h. Odsud

m = Shp.
Protoze p se méni s vyskou, musime uvazovat jednotlivé vrstvy o vySce Ah samostatné,
tj.
Am = SpAh

a posecitat integralem od zemé po vysku vysilace H = 340.

pogH
— Spo {_poe—zo N po}
Pog pPog



1 3
Protoze podstava je rovnostranny trojuhelnik, plati § = isin(GOO)a2 = azg, kde

a = 3m je délka strany. Pro zadané hodnoty vychazi

m = 1590.85 kg

Pokud by se hustota neménila s vyskou a pouzili bychom hustotu u zemé&, méli bychom

m = SHpo = 1623.14kg.

Pro zajimavost, pokud bychom pro vypocet pouzili bychom hustotu uprostied, méli
bychom

H

_pogH
m = SHppe 2»0 = 1590.75kg

a pokud bychom pouzili primér hustoty vzduchu u zemé a na vrcholku, dostali bychom
1 _pooH
m= SH§ (po + poe  Po ) = 1591.07 kg.

Pokud by zavislost hustoty na vySce byla linearni, musely by dva posledni vypocty
vychazet stejné, coz nenf nas piipad.



6.10 Vypocet 7

Pro n # —1 vypo¢téte integraly

1 1y
/ "™ dx a / 72dx.
0 o 1+

Poznamka: Vzorec pro souet geometrické fady s kvocientem —a2 je

1

_ 2 4 6

po integrovéani (a po zapojeni teorie nekone¢nych fad, ktera ospravedlni integrovani ¢len
po ¢lenu a to, Ze v horni mezi je x = 1, pfestoZe Ffada pro x = 1 nekonverguje) dava

1y 1 1 1 1
/ ﬁdx:/ 1d£B*/ xdeJr/ x4dw7/ 2de+---.
o 1+z 0 0 0 0

Po zintegrovani vlevo dostaneme veli¢inu obsahujici 7 a vpravo soucet racionélnich ¢isel.
Tim je mozné odhadnout hodnotu 7. Tato technika, pouzivana v jistych obménach v 17.
a 18. stoleti, je mnohem efektivnéjsi pro vypocet m, nez starsi metoda pravidelnych
mnohothelnika vepsanych do kruznice. Dnes mame k dispozici fady, které k hodnoté m
konverguji mnohem rychleji.



Reseni:

Plati

1
1
/0 21 dz = [abrctgo:](lJ = arctg 1 — arctg 0 = g

1 1
/ " dx = ! 2"t = ! .
0 n+1 g n+1

Proto integrovanim vztahu

1 2 4 6
1122 =l—-a2"+z" -2+

dostaneme

L R

4 3
a vyjadreni m pomoci fady je

4
=4—-+-—c-+
" 375 7

Cim vice ¢lenu zapocitame, tim je aproximace Cisla m presnéjsi.



7 Integraly 11



7.1 Vypocet integralu

Najdéte nasledujici integraly.

(1) /(:v +1)coszdx (5) [ coszy/sin(x)dx

@) / (- De—" do (6) / ir;tff dz
() / 22z ds (7) / sina cos® z do
(4) / sin(2?) da (8) / %de

3
(9)/5x_1dx

2

x
(10)/x3—1d$

z+1
11 —d

( )/:E2+1 .

(12) /:1:6"”2 dz




7.2 Stredni hodnota funkce

Urcete stfedni hodnotu funkce na zadaném intervalu.

1) funkce v/ na intervalu [1, 4]

)

2) funkce sinz na intervalu [0, 7]

3) funkce sin x na intervalu [0, 27]
)

2

(
(
(
(

4) funkce az” na intervalu [0, 1]

V poslednim piikladé uréete hodnotu konstanty a tak, aby stfedni hodnota byla rovna
jedné.



7.3 Raist populace a jejich prezivani

Populace zivoc¢isného druhu ¢ini 5600 jedinca
a tato populace roste rychlosti

R(t) = 720"

jedinci za rok. (V tomto &isle je zahrnuta pfi-
rozené natalita, mortalita a povoleny lov.) V1i-
vem zneciSténi Zivotniho prostiedi se v8ak je-
dinci dozivaji kratsiho véku, nez je zahrnuto
v popsaném modelu. Zlomek populace, ktery
prezije po dobé t je

Zdroj: pixabay.com

S(t) = e %,

Odhadnéte pocet zivocicha za 10 let a odhadnéte, jaky by tento pocet byl, kdyby k zad-
nému znedisténi nedochéazelo, tj. kdyby bylo S(¢) = 1.

Napiste jenom prislusné integraly a okomentujte, jakymi metodami bychom je pocitali.
Vlastni vypocet provadét nemusite.

(Podle J. Stewart, T. Day: Biocalculus, Calculus for Life Sciences.)



Reseni: Necht vychozi stav je rok ¢ = 0.

Bez znedisténi: Pokud je N(t) pocet jedinct po roce ¢, plati
10 10 10
N(10) = N(0) + / R(t) dt = 5600 + / 720e™ 1" dt = 5600 4 [7200e" ] 7 ~ 18000,
0 0

kde integral se da vypocitat pfimou integraci pomoci vzorce.

Se znecisténim: Jedinci, ktefi jsou v populaci na za¢atku, musi prezit 10 let, to znamené,
Ze se jejich pocet snizi na S(10)-nasobek. Jedinci, ktefi se narodi v roce ¢ musi prezit
10—t let a to znamena, Ze jejich pocet se snizi na S(10—¢)-nasobek. Toto snizeni musime
zapocitat do predchoziho modelu bez znecisténi a dostaneme

10
N(10) = N(0)S(10) + / R(H)S(10 — t)dt =
0

10
= 56006_2+/ 790601t —0-2(10-1) 44
0

10

= 5600e2 + 720e 2 / O3t dt = - = 7000,
0

kde i tento integral se da vypocitat pfimou integraci pomoci vzorce.



7.4 Rodicovské stromy

P1i obnové lesti je nutné velké mnozstvi sadeb-
nfho materialu. Kromé gkolek hraji p¥i obnové
lesa dilezitou roli rodic¢ovské stromy. Plo$na
hustota semen (napiiklad v poctu semen na
metr ¢tvereéni) ve vzdalenosti r od stromu je
dana funkci

D(r) = Doe_TQ/aZ.

Pro vhodnou volbu jednotek dosdhneme toho,
ze plati @ = 1. Pracujme proto s funkci

_ 2
D(r) = Doe™" . Zdroj: https://slp.czu.cz
Urcete mnozstvi semen uvniti kruhu o poloméru R.

Napiste jenom piislusny integral a okomentujte, jakou metodou bychom ho pocitali.
Vlastni vypocet provadét nemusite.

(Volné preformulovino podle L. Edestein—Keshet: Differential calculus for the life sciences.
Strom na obrazku je rodicovsky strom ekotypu Posdzavského smrku ztepilého. Slouzi k zd-
chrané genovyjch zdroji lesnich direvin.)



ReSeni: MnoZstvi semen na metr étvereeni zavisi na vzdalenosti od stromu, je to tedy
podobna tloha jako tloha s proudénim tekutiny potrubim v prednésce. Postupujeme
analogicky, jenom misto rychlosti tekutiny mame hustotu semen. MnoZstvi je soucin
hustoty a obsahu, N = S+ D. Protoze D neni na celém obsahu konstantni, rozdélime na
Gasti, kde konstantni je, a prispévky secteme, tj.

N=> D-AS
kruh
Protoze D je funkce r, potfebujeme sc¢itat (integrovat) pies r. Proto kruh délime na
mezikruzi a pres tato mezikruzi s¢itame, tj.
AS
N = D—Ar.
> DR
kruh

Limitnim prechodem udélame skok v sou¢tu nekone¢né maly a soucet piejde na integral,
podil zmén prejde na derivaci, tj. dostaneme
ds

N = D—dr.
kruh dr

ds .
Obsah S = 772 roste s polomérem, T 27r. Po dosazeni této derivace a po dosazeni
r



za D a vyjadreni toho, co znamen4 integral pies kruh o poloméru R ziskdme integral
R 2
N :/ Doe™" 27rdr,
0

ktery miiZeme vypocitat pomoci substituce —r? = t.



7.5 Mrkev a vitamin A

Mrkev ma tvar rotac¢niho télesa, které vznikne
rotaci kiivky

fl@)y=v1d—z

okolo osy z na intervalu [0, 12], kde z je v cen-
timetrech. Koncentrace vitaminu A se méni
podle vztahu
clx) = ie_“/12 mg cm >
12 '
Jaky je objem mrkve, obsah vitaminu A a pri-
mérné koncentrace vitaminu A v mrkvi?

Napiste jenom potiebné integraly a vztahy, integraly nepocitejte.

Zdroj: pixabay.com

(Volné pieformulovdino podle University of British Columbia, Sessional Examinations

April 2009.)

Reseni: Pro konstantni f by mrkev byla ve tvaru vélce o poloméru f a objem by byl
V = 7f%h, kde h je vyska valce (délka mrkve). Pokud se f méni s x, musime misto



souinu uvazovat integral a dostavame

12 12
V:/ 7Tf2(x)dx:ﬂ'/ 14 — z dz.
0 0

Pokud by koncentrace byla konstantni, staci pro vypocet mnozstvi vitaminu A vynésobit
objem koncentraci. Protoze se koncentrace méni, musime ji do sou¢inu zapocitat jesté
pred integraci, tj.

12

12
1
m = / me(x) f2(x) de = m— (14 — z)e~ /12 dz.
0 12 Jo

Primérna koncentrace je hmotnost délena objemem a staci tedy vypoctené hodnoty
vydélit.



7.6 Pesticidy a jatra bylozravcu

Ptiblizna hodnota C' koncentrace jistého pesti-
cidu v jatrech bylozravet (méfena v mikrogra-
mech pesticidu na gram jater) v ¢ase T po za-
neseni tohoto pesticidu do zivotniho prostiedi
je dana vztahem

C=e 0% / " 0.32005 g,
0

Vypoctéte hodnotu C jako funkei T a ukazte,
ze maximalni hodnota C' je pfiblizné po dvou M e
letech. Zdroj: Wikipedie

(Podle J. Berry, A. Norcliffe, S. Humble: In-

troductory mathematics through science applications.)

Resent: .
C — 0257 [_ 0~326—0.64t] L 16—0.25T - le—o.ng

0.64 0



Odsud
dc 1

ar ~ 3l
a maximum je pokud je derivace nulova, tj. pokud

1
=0.25)e™ %% — 2 (—=0.89)e” "7

1 1
5(=0:25)e™% % — 2(—0.89)e ™™ = 0.

Odsud dale dostavame
0647 _ 0.89

0.25
a pomoci inverzni funkce

89
0.647 = In -~
"5

1 . 89

In —Nl
T 0.64 98



8 Diferenciilni rovnice



8.1 Reseni ODE a IVP

(1)

dy
dx

dy
dx

dy
dx

= ny

sinx
- 2
Y

:g;\/g

v 0 =1

Y @), 90 =1
% =kr3, r(0)=rg
%:m—kl m(0) =0
%zm—i—l m(0) = —2



8.2 Vypousténi nadrze
Ve cviceni [3.4] jsme odvodili rovnici

dh

— = —kVh

dt
popisujici dbytek hladiny vody v nadrzi, ze
které vypoustime vodu.

A) Zkontrolujte, Ze pro h > 0 ma kazda po-
Catec¢ni tloha jediné feSeni. Interpretujte
tento vysledek prakticky.

Zdroj: www.rodovystatek.cz

B) Pro h = 0 by feseni nemuselo byt urceno
jednoznacéné. A opravdu neni. ReSenim je naptiklad h(t) = 0 nebo

1
kK <0
h(t)=1< 4
0 t>0.
Zkontrolujte dosazenim (pozor: pro ¢ < 0 plati V2 = |t| = —t) a rozmyslete, jestli

nejednoznac¢nost je jenom matematicky trik, nebo jestli ma fyzikalni intepretaci.



Reseni:

A) Nabidneme dvé varianty, pro argumentaci je mozno pouZit kteroukoliv z nich.

e Podle obecné véty o jednoznacnosti: Staci ovéfit, ze pravi strana ma
ohrani¢nou parcialni derivaci podle h. Protoze plati

1 k
kVh) = k=h~1? = "_

a tato derivace je definovana a ohrani¢ena v néjakém okoli libovolného bodu
spliwujictho h > 0. Podle véty o existenci a jednoznac¢nosti feSeni obecné dife-
rencidlni rovnice ma pocatecni tloha pravé jedno reseni.

9
oh

e Podle véty o jednoznacnosti pro rovnici se separovanymi promén-
nymi: Stadi ovéfit, ze ¢ast zavisla na h je nenulova. Toto jisté plati, protoze
pro h > 0 je Vh # 0.

Pokud je tedy v nadrzi néjakd voda, je jednoznacné dano, jak bude vytékat a je
mozné vypocitat, jaka bude v libovolném okamziku hladina.



1
B) Proh = Zk2t2 a t < 0 dostavame

dh 1 1
— = k%2t = k%
dt 4 2

1 1 1 1
— = — iy 2:— — . = —K— — = — 2
kvVh k,/4k t gkl - [t = =k k(=) = k%

a obé€ strany rovnice jsou stejné. Pro h = 0 je dosazeni trivialni.

Je-li h(tg) = 0, miZe to byt proto, ze voda v ¢ase to pravé vytekla, nebo proto, Ze

vytekla pfed hodinou nebo proto, ze v nadrzi nikdy voda nebyla. Proto je nejedno-

znacfnost prirozena. Napiiklad h(t) = 0 je FeSeni odpovidajici tomu, Ze voda v nadrzi
1

nikdy nebyla. Funkce h(t) = 1]4:2152 pro t < 0 odpovida tomu, Ze pro t < 0 v nadrzi

voda byla a vytekla v ¢ase t = 0.



8.3 Stavebniny vedle ¢ebinského nadrazi

Hromada sypkého materidlu mé tvar kuzele.
Uhel u vrcholu je konstantni, dany mechanic-
kymi vlastnostmi materidlu a je nezavisly na
objemu. V jednom z predchozich cviceni jsme
sestavili diferencicalni rovnici popisujici rist
hromady ve tvaru

dv

2 _R_kvE
dt R—kVS,

kde R je rychlost pfisypavani a k konstanta.

Zdroj: vlastni

e Existuje konstantni feSeni? Pokud ano, je stabilni nebo nestabilni?
e MuZe hromada skoncit i pfi neustalém pfisypavani cela rozfoukana?
e Mohou pracovnici navrsit hromadu do libovolné vysky anebo pro velkou hromadu

je jiz rozfoukavani rychlejsi nez pfisypavani?

Reseni: Oznacme f(V) =R — kV3 . Konstantn fesen je FeSenfm rovnice f(V)=0,tj.

R—kV3=0.



Odsud 3/2
R
o)
k
Protoze f klesa v bodé V), je toto feseni stabilni.

Protoze f(0) > 0, malad hromada vzdy roste a proto nemiize skon¢it cela rozfoukana.
Pro maly objem je pfisypévani intenzivnéjsi nez rozfoukavani.

Protoze f je pro velké V' zaporna, pro velkou hromadu objem ubyva (vice se rozfouka
nez piisype) a hromadu neni mozné navrsit libovolné velkou.



8.4 DPokles hladiny podzemni vody pii ustdleném rovinném proudéni

Ground Surface
T T

Stavovou veli¢inou pro popis podzemni vody . e [T

je piezometrickd hladina h méFena v metrech [T e femutea woter e

(hruba predstava miZe byt hladina spodni assumes :--r‘;;: T Sewose e
vody nebo, v pFipadé Ze je shora ohranic¢eni ne- m| | CEee— S 7T
propustnou vrstvou, tak hladina, kam by vy- umm.d%— - — :‘3:;;’3“& h
stoupila voda ve vrtu). Prostor, kde voda tece, A"””e; — | e

se nazyva zvoderi (aquifer). Proudéni ¥idi Dar- =0 Impermeable aver

cyho zdkon, ktery vyjadiuje, ze filtracni rych- L J

lost vy podzemni vody je imérnd sklonu pie-

zometrické hladiny’ tj. rychlosti, S jakou klesa Zdroj: http://ecoursesonline.iasri.res.in

piezometrickd hladina jako funkce x.
A) Zapiste Darcyho zakon kvantitativné pomoci derivace piezometrické hladiny.

B) Tok je dan soucinem filtra¢ni rychlosti a obsahu plochy kolmo na rychlost. Uvazujte
obdélnikovou plochu A x 1, ktera je na vysku pres celou zvodnélou vrstvu h a na Sifku
mé jednotkovou délku. Vynasobte jeji obsah filtra¢ni rychlosti a dostanete pritok na
jednotku $irky, ozna¢ovany g. Pro ustalené proudéni je ¢ konstantni.

C) Vysledny vztah z piedchoziho bodu chapejte jako diferencilni rovnici s neznamou
funkei h jako funkci x a FeSenim rovnice najdete kfivku sniZzeni hladiny podzemni
vody v podélném profilu.



(Podle Dana Rihovd a Jana Markovd, Poznamky k prednaskdm z Hydrauliky, prednadska
é 9.)

Resent:

A)
dh
Uf = _ka

B)
dh

C)
qdxr = —khdh

/qdm =—k /hdh

k
qx:—§h2+C’

V soufadnicich, kdy osa x sméfuje doprava a h nahoru, se jedna se o parabolu
“otocenou vrcholem smérem doprava”.



8.5 Studna s volnou hladinou

Ground surface
Original water table

Uvazujme diferencialni rovnici

L o 177 s
odvozenou v 84 B. Tentokrat budeme studo-
vat studnu s volnou hladinod Je-li studna er-
péna konstantni rychlosti @, je tok na jed-
notku délky na kruznici o poloméru x roven

2

h

|

| unconfined
aquifer

q = —i (voda tece dovnit¥, tj. ve sméru
27T Impermeable

ve kterém klesa x). Dosad'te tento vztah do
rovnice () a rovnici vyfeste s po¢atedni pod-
minkou h(R) = H, kde H odpovida hladiné vody ve studni a R je polomér studny (na
obrazku h,, a r,). Dostanete rovnici sniZeni hladiny v okoli studny Gerpané rychlosti
Q (depresni kiivka). (Volne podle Dana Rihovd a Jana Markovd, Pozndmky k pred-
ndskam z Hydrauliky, predndska ¢. 9. Analogickym zpiisobem se pocitaji tepelné ztrdty
pri prostupu tepla vdlcovou sténou (viz|https: //youtu. be/ rvyogmalmUQ|).)

Zdroj: http://ecoursesonline.iasri.res.in

1Zjednodusené, voda ve studni je na trovni hladiny podzemni vody. Studna nevznikla navrtanim
nepropustné vrstvy, kdy by byla voda natlakovana a vystoupila do vysky odpovidajici tomuto tlaku.


https://youtu.be/rvyogmaUmUQ

Q _ _,,dn
o2 hd;v
Q d—xzk hdh
2 T
Q h?
X ne =k —
o nr ==k 5 +c

obecné feSeni: 9 lnz=kh*+C
T

z pocateéni podminky: Q mR=FkH*+C
T
Q

C=="InR—kH?
T
po dosazeni do obecného TeSeni: anx:k h? + anR—kz H?
T T
. Q T 2 2
& —In—=h"—H
po tpravé o nR

Tento vztah umoziuje napiiklad navrhnout primér studny, odhadnout vydatnost studny,
nebo pomoci od¢erpavaného vrtu a mensich pomocnych vrti sledujicich pokles hladiny



v okoli od¢erpavaného vrtu stanovit filtraéni soudinitel k. VyuZiti vzorce

Q T 2 2
—In—=h"—H
k?TnR

jich okoli. To je uzite¢né naptiklad pii odhadu, kolik vody se hromadi ve vykopu. Dalsi
vyuziti je, zZe dokdzeme odhadnout vliv stavebni jamy na hydrologické poméry v okoli
a tyto poméry dokdzeme ménit a prizpusobovat nasim potfebam. Castou aplikaci je
napiiklad hydraulicka clona (soustava prvkil rozmisténych a provozovanych tak, aby
nedochéazelo k siFeni kontaminace z chemické vyroby do vodarensky vyuzivanych vod).



8.6 Rist bunky

Bunka ve tvaru koule o poloméru r ziskava zi-
viny rychlosti imérnou povrchu a spotiebo-
vava ziviny rychlosti amérnou objemu. Ziska-
vani Zivin a spotfeba zivin jsou tedy tmérné
po fadé r? a r3. Predpokladejme, 7e rychlost,
s jakou roste objem s Casem, je imérné roz-
dilu mezi pfijmem a vydejem. Sestavte dife-
rencialni rovnici pro polomér buiiky, najdéte Zdroj: pixabay.com
jeji konstantni FeSeni a posudte jeho stabilitu.

Podobnou tvahu lze provést i pro jiné Zivé organismy a odsud plynou omezeni dand
efektivitou stavby téla. Naptiklad buniky vétsi neZ 1 mm se nevyskytuji prilis casto. Volné
podle L. Edelstein-Keshet: Differential Calculus for the Life Sciences.

Reseni:

Budeme pouzivat kladné konstanty timérnosti a souc¢in nékolika konstant budeme vzdy
preznacovat jako novou konstantu, aby vysledna rovnice byla co nejjednodussi.

Podle zadani a se zohlednénim tvaru koule (objem tmérny tfeti mocniné poloméru a



povrch tmérny druhé mocniné poloméru) plati
pifjem = k1S = ar?,
vydej = ko V = Br®,
rychlost ristu objemu = k3 (piijem — vydej) = kz(ar® — gr®) = r*(A — Br),
kde A = k3o, B = k3f3, o = 47kq, .. .jsou konstanty.

Podle zadani plati

dVv
e r?(A — Br).
4 dVv d
Pro objem V = §7T’f‘3 plati Frie 47rr2d—: a po dosazeni do piedchozi rovnice
d
47rr2d—: =r%(A - Br).

. dr
Po vydéleni rovnice vyrazem 72, osamostatnéni vyrazu — a preznaceni konstant dosta-
)

dt
neme d
r
— = Ap — Bor.
a 0 or



A
Tato rovnice ma jediné konstantni feSeni pro r = go. Protoze plati
0

d

ar (A() — Bo?") =—-By < 0,

je toto TeSeni stabilni. Pokud bunika pfesdhne tuto hodnotu, je vydej vétsi nez piijem a
buiika neudrzi vyrovnanou bilanci.



8.7 Populace jelenu

Populace jelent v narodnim parku piibyva
rychlosti 10% za rok. Sprava parku kazdy rok
odebere 50 jedinct. Napiste matematicky mo-
del pro velikost populace jelenti v tomto parku.

Reseni: Je-li 2 velikost populace jelent, plati

dx
— = 0.10x — 50
dt v ’

kde t je ¢as v letech.

Zdroj: pixabay.com, autor Free-Photos



9 Vybrané dlohy diferencialniho a integralniho poctu.

Dle instrukei cvi¢iciho a dle toho, kolik cvideni odpadlo (statni svatek, dékanské volno,
hlavni cviceni, ...). Opakovani nebo rozsifeni nebo shrnuti, v pfipadé nutnosti (pokud
odpadlo hodné cviceni) se preskakuje a pokracuje s nasledujicim cvienim.



10 Matice



10.1 Nasobeni matic

Vynasobte matice A a B pro obé poradi nasobeni.

1 -2 3 2 -2 2
A=lo 1 o, B=[-1 2 -1
1 2 -2 0 1 3

Vynésobte matice B a C' pro obé pofadi nasobeni, je-li

V tomto prikladé si vyzkousime ndsobeni matic a kromé toho uvidime, Ze ndsobeni di-
agondlni matici je v jistém smyslu jednoduché. Podle toho, v jakém potadi ndsobime

matice, se diagondlnimi prvky se ndsobi radky nebo sloupce druhé matice.

ReSeni: S rozepsanim pomoci linearnich kombinaci vektori tvofenych sloupci matice A
dostavame
1 -2 3 4
2-10)=1-{ 1 )]4+0-{ 0 |=1]-1
1 2 -2 0



1 2 -2 0
1 —2 3 13
2-10] -1 1 ]1+3 0| =1-1
1 2 -2 —6
Odsud dostavame
4 -3 13
AB=|-1 2 -1
0 0 -6

Jinou metodou, s podrobnym rozepsanim pomoci skalarnfho sou¢inu fadkt prvn{ matice



a sloupct druhé matice dostavame

2
AB = -1
e

(—

(—

1x2-2x(-1)4+3x0 1x(-2)—2x2+3x1 1x2—-2x(-1)+3x3
=|0x24+1x(-1)+0x0 0x(=2)+1x24+0x1 0x2+1x(=1)+0x3
1

I1x242x(-1)—2x0 1x(-2)+2x2—-2x1 1x24+2x(-1)—2x3
4 -3 13

=|-1 2 -1
0 0 -6

Poté jiz strucnéji (rozepiste si sami)

4 =2 2 2 -6 8 2 =2 2
BA=1|-2 2 -1 BC=[-1 6 —4 CB=(-3 6 -3
3 7T -6 0 3 12 0 4 12

V pripadé soucini s diagonalni matici se diagonalnimi prvky nasobi odpovidajici fadky
nebo sloupce matice, podle toho, v jakém poradi souin uvazujeme.



10.2 Soustava rovnic jako nasobeni matic

ZapiSte soustavu rovnic pomoci maticového nasobeni

2x1 — 3x0 + 223 =12
2$1+ IL‘2+ 5133:21
-1+ 32+ 23=0

Reseni
2 -3 2 T 12
2 1 1 zo | = | 21
-1 3 1 T3 0



10.3 Matice rotace
Matice rotace o tihel 6 v kladném smyslu je
cosf) —sinf
Ro = (sin@ cos 6 ) '
Nasobenim ovéite, ze matice otoCeni o thel —0 je k této matici inverzni.
Navod: Funkce kosinus je sudé funkce a funkce sinus je licha funkce. Proto plati
cos(—0) = cos @ a sin(—6) = —sin 4.
Matice rotace je dulezitd v aplikacich zabyvajicich se deformacemi, protoZe umozni od-
filtrovat tu cast zmény polohy referencnich bodi, kterd je zpisobena rotact a nepFispivd
tedy ke zmeéné tvaru télesa.

Reseni: P¥i zkratce S = sinf a C' = cos 0 plati

R = (S0 ) = (o ) = (S 2)



a potom

rp._(C =S\(C S\_(C+5 CS-SC\_(1 0
-6 =\s C -s ¢) \sc-cs s*+c?)\o 1)’
kde jsme vyuzili identitu
sin® @ + cos? 6 = 1.



10.4 Matice posunuti

Transformace pomoci nasobeni matic zachovava pocatek a nemuze proto charakterizo-

vat napiiklad posunuti roviny. Pokud chceme mit pomoci maticového nasobeni realizo-

vano i posunuti, musime zavést homogenni soufadnice a ztotoznit bod (z,y) s vektorem
(x,y,1)T. Ukaite, 7e matice

1 0 a

Pop=10 1 b

0 1

o

je matice posunuti o a doprava a b nahoru. Odhadnéte, jak bude vypadat matice popi-
sujici opacnou transformaci a pro jedno néjaké poradi soucinu ovéite, ze souéin téchto
matic je jednotkova matice.

Reseni: Plati
1 0 a x r+a
0 1 b yl=|y+b
0 0 1 1 1

a vidime, ze k soufadnici x se pri¢ita a a k soufadnici y se pri¢ita b. Inverzni zobrazeni



bude posunuti o a doleva a o b dolu, tj.

1 0 —a
0 1 —b
0 0 1
Prfimym vypoc¢tem vidime, Ze plati
1 0 a 1 0 —a
01 b 0 1 =b
0 0 1 00 1

O O =

o = O

_ o O



10.5 Matice, zachovavajici vyznacné sméry

Drevo mé tfi vyrazné sméry a pokud méame moznost zvolit soufadnou soustavu tak,
aby tyto sméry byly dany vektory (1,0,0)%, (0,1,0)7 a (0,0,1)7, formulace fyzikalnich
zékont se zjednodusi. Najdéte

1. nejobecnéjsi matici 3 x 3, ktera zachovava smeér vektoru (1,0,0)%,
2. nejobecnéjsi symetrickou matici 3 x 3, ktera zachovava smér vektoru (1,0, O)T,
3. nejobecnéjsi symetrickou matici 3 x 3, kterd zachovava smér vektora (l,O,O)T,

(0,1,0)7, (0,0,1)7.

V tomto prikladé uvidime, Ze matice zachovdvajici smeér bazovijch vektori jsou v urcéitém
smyslu pekné.

ResSeni: ad 1.
c

a b 1 a
d e f 0)l=1d
g h 1 0 g

a vektory (1,0,0)T a (a,d, g)T musi mit stejny smér. Proto d = g = 0 a nejobecnéjsi



matice s danou vlastnosti je matice, ktera ve druhém a tfetim fadku zac¢ina nulou.

b ¢
e f
h i

o O 2

ad 2. Jako minuly pfipad, ale aby byla matice symetrickd, musi byt také b = ¢ =0, a
h = ftj.

o o e

0 0
e f
foi

ad 3. Jako minuly piipad, ale jesté se musi zachovavat sméry vektora (0, 1,0)7 a (0,0,1)7.

a 0 0 0 0 a 0 0 0 0
0 e f 11=1e], 0 e f 0)=1rf
0 f 1 0 f 0 f i 1 i

a aby vzor a obraz mély stejny smér, musi byt f = 0. Nejobecnéjsi symetrickd matice,
ktera zachovava smér vSech tii zakladnich bazovych vektori je matice, kterd ma mimo
hlavni diagonalu nuly.



10.6 Urcete nasledujici determinanty

1. D

-1

9 _
4 3
2
r—4

y—3

0 je pfimka dana bodem (4,3) a smérovym vektorem (2, —1))

2—-A
4

1
2
-1

a
2
-1

-1
3—A

-1 0
3
-1 2

—_

-1 0
3 1
-1 2

(charakteristicky polynom matice z prvniho bodu)

0
0
7T—A

(charakteristicky polynom diagonalni matice)



Dy =2-3—(-1)-4=6+4=10
Dy=2-(y=3)—(-1)-(z—4)=2y—6+ax—4=2+2y—10
Dy=(2-X)-(3=X)—(-1)-4=X-51+10

Dy =12

Ds=Ta+5

Dg=(2-0)B-=N)(7-2X)



10.7 Matice projekce

cos? a cos asin «

. . 9 reprezentuje kolmou projekci na primku, ktera
cos asin « sin” «

jde pocatkem soustavy souradnic a svira s kladnou ¢asti osy x tuhel a.

Matice P = (

1. Ukaite, 7e plati P? = P. To znamena, ze body na piimce se zobrazi samy na sebe.

2. Ukazte, (nemusite vypoctem, naptiklad graficky, nebo vyuzitim toho, Ze kazdy
bod pfimky se zobrazi sim na sebe) Ze dva rizné body se projekci mohou zobrazit
na stejny bod a proto neni nadéje na to mit inverzni zobrazeni. Proto neexistuje
inverzni matice, coz miZete ovérit vypoctem determinantu.

Reseni: Pro C = cosa a S = sina dostavame
pr_ (C* CS\(C® C8\ _(C'+C?S* C°S+C8°
—\cs sr)\cs s*)  \cis+c0s® ¢?s?4 5t
_[(C*C?+ 8% CS(C*4 8%\ [C* OS\ P
“\oS(C*+ 8% s*HcP+s8YH ) T \cs s?) T

Evidentné jakykoliv bod mimo pfimku projekce a jeho obraz jsou da razné body, které
maji stejny obraz. Proto nemuze existovat inverzni zobrazeni.



Pro determinant plati

c* CS

Cg g2 | =P —(C9)(C8) = C*S* - C*S* =0

|P|=]

a tento vypocet potvrzuje, Ze neexistuje inverzni matice.



10.8 Matice derivovani

0 0 O
Ukazte, ze matice A = [2 0 0| je matice derivovani polynomu stupné nejvyse 2,
01 0
a
pokud polynom az? + bx + ¢ ztotoznime s vektorem | b |. Vysvétlete, jak bychom in-
c

terpretovali matici A2 a A% a tyto matice vypoctéte.

Ndvod: je mozné ukdzat bud pro pro obecny polynom az* + bx + ¢, nebo samostatné pro
polynomy x%, x a 1 a poté si viimnout, Ze ostatni polynomy mizeme dostat lineirnimi
kombinacemi a maticova ndsobeni tyto linedrni kombinace nepokazi diky tomu, Ze je
distributivni a komutuje pii ndsobent s konstantou. V tomto prikladé mimo jiné vidime,
Ze mocnina nenulové matice mize byt nula. To je efekt, kteryy nemd obdobu u ndsobent
redlnijch éisel.

Reseni: Polynom z? ma derivaci 2z, tj. v oznafeni pomoci vektori se musi vektor
(1,0,0) zobrazit na (0,2,0)T. Toto snadno ukazeme, Ze plati, protoze se vlastné jedna
o prvni sloupec matice A. Podobné, polynom x mé derivaci 1 a polynom 1 mé derivaci 0,
tj. v oznaceni pomoci vektori se musi vektory (0,1,0)” a (0,0,1)” zobrazit na (0,0,1)”
a (0,0,0)". Opét vidime snadno, Ze pro nasi matici A plati (dostavame vlastné druhy a



tieti sloupec matice A).

Protoze libovolny polynom druhého stupné dostaneme pomoci linearnich kombinaci vyse
uvedenych vektortu a protoze tyto linearni kombinace ztistanou pfi maticovém néasobeni
zachovény, je pri vySe definovaném zobrazeni obrazem libovolného polynomu druhého
stupné jeho derivace.

Pro obecny polynom az? 4+ bz + ¢ s derivaci 2ax + b vidime, Ze obrazem vektoru (a,b, C)T
musi byt (0,2a,b)”, coz matice A opét (po kratkém vypoctu) spliwje.

Matice A? je druhé derivace a A tfeti derivace a maji tvar

000 000
A2=1(0 0 o], A*=10 0 0
2 00 0 0 0



11 Soustavy rovnic



11.1 Soustava s jedinym reSenim

Vyfeste soustavu rovnic.

1 2 2 T 3
2 2 -1 To = 1
2 3 1 T3 ~1

Soustava rovnic je asi nejdulezitéjsi aplikace linedrni algebry, ale v dnesnim svété nend
duvod ji Tesit rucné. Je vsak uzitecné si alespon zdkladni manipulace vyzkouset na jed-
noduchém prikladé. Tento moc casu nezabere.



enimi

L ¢
234

11.2 Soustava s nekoneéné mnoha fe

Vyfeste soustavu rovnic.

-1 -1 =1\ [z
1 1 -2 To
-2 -2 1 T3
-1 -1 1 T4

W = N W
O O OO

Soustava s nekonecné mnoha Fesenimi typicky vychdzi pri hleddni vlastnich cisel matice.
Na tomto prikladé si osahdme pripad homogeni soustavy a jednoparametrického tesent,
ty. pripad, ktery pii vypoctu vlastnich vektori vychdzi nejcastéyi.



11.3 Vlastni ¢isla a vektory matice 2 x 2

A:G ;)

1. Urcete vlastni ¢isla a jednotkové vlastni vektory této matice.

Uvazujme symetrickou matici

2. Sestavte matici P tak, aby ve sloupcich obsahovala jednotkové vlastni vektory.
Pokud je to mozné, napisSte matici P tak, aby jeji determinant byl kladny.

3. Ovéite, ze PTAP = D je diagonalni matice.

Ndavod: Vlastni vektory prislusné riznym vlastnim ¢&islum jsou na sebe kolmé.

Regeni: Charakteristicky polynom je

‘BA 1
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a vlastni ¢isla jsou \; = 2 a Ay = 4. Protoze plati
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je vlastni vektor pfislusny vlastni hodnoté \; feSenim soustavy

1 1 T\ 0
1 1 T2 o 0
To je vlastné dvakrat zopakované rovnice
Ty + 29 =0,
ktera méa FeSeni napiiklad z1 = 1 a g = —1. Protoze délka vektoru (1, —1) je /12 + (—1)%2 =
1 1
V2' V2

notkovy vlastni vektor pfislusny druhé vlastni hodnot€, ale protoze oba vektory musi
byt na sebe kolmé, staci vzit jednotkovy vektor, ktery je k e; kolmy, napiiklad e; =

T
V2, jednotkovy vlastni vektor je e = ( > . Podobné by se dal najit jed-

T
1 1
( ) . Matici P muzeme vzit s e; v prvnim a e; druhém sloupci, tj.

V2' V2
1 1
p_ V2
1 1
V2 V2
Rychly vypocet ukazuje, ze matice P ma determinant roven jedné. Kdyby vysel roven
minus jedné, staci prohodit sloupce nebo jeden sloupec vynasobit faktorem —1.



Pokud jesté pred ndsobenim matic vytkneme opakujici se faktor z obou matic, nasobenim
dostavame

0
e
o )= (5 9):

Podle ocekavani vysla diagonalni matice s vlastnimi hodnotami v hlavni diagonale.
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11.4 Vlastni ¢isla a vektory matice 3 x 3.

V minulém cviceni jsme ukazali, Ze nejobecnéjsi symetrickd matice zachovavajici smér
vektoru (1,0,0)T mé v prvnim fadku a prvnim sloupci jenom jeden nenulovy prvek,
prvek v hlavni diagonéle.

Uvazujme matici

5
A=10
0 2

9

0
2
5
které je tohoto typu. Urcete vlastni ¢isla a zbylé vlastni vektory matice.

ReSeni: Podle zadani vime, 7e jeden z vlastnich vektord je e; = (1,070)T a protoze se
zobrazi na pétinasobek, je prislusna vlastni hodnota A\; = 5. Charakteristicky polynom
je
5—A 0 0
0 2—A 2 |[=6-NMN2=-M)6-X2N)—-06-A)x2x2
0 2 5—A

=(G-N[2-N6-1) -1
=(B-NN=7A+6)=(5-A)\—1)(A—6)



Dalsi dvé vlastni hodnoty jsou Ao =1 a A3 =6

Uvazujme matici

4 0 0
A-1I=1(0 1 2
0 2 4

Soustava
4 0 0 I 0
0 1 2 €To =10
0 2 4 T3 0
ma FeSeni 1 = 0 (plyne z prvni rovnice) a napiiklad zo = 2 a 3 = —1 (plyne z druhé a

tfeti rovnice, které jsou jedna nasobkem druhé). Vlastni vektor pfislusny vlastni hodnoté
Ao =1jeey=(0,2,-1)T.

Uvazujme matici

-1 0 0
A-6I=| 0 -4 2
0 2 -1

Soustava
-1 0 0 1

0
0 —4 2 T = 0
0 2 -1/ \u3 0



mé feeni 21 = 0 (plyne z prvni rovnice) a napifklad 25 = 1 a 23 = 2 (plyne z druhé a
tieti rovnice, které jsou jedna nasobkem druhé). Vlastni vektor p¥islusny vlastni hodnoté
)\3 =6 je €3 = (0, 1,2)T.



12 Parcialni derivace, rovnice vedeni tepla



12.1 Konstitutivni vztahy pfi konstantnich parametrech

Roura je dlouha L = 5m, mé pramér d =
0.8m a je zanesené piskem. Koeficient filtrace
z Darcyho zédkona

dh
e —K—
q ds

m4 hodnotu K = 3m/den, kde ¢ je tok na

dh
metr ¢tvereéni a — hydraulicky gradient (roz-

dil vysek pfi atmosférickém tlaku, nebo od-
povidajici rozdil tlaki, vztazeny na jednotku
vodorovné délky). Jedna strana roury je o
h = 1.6 m vySe nez druha a roura je na obou koncich zaplavena vodou po horni okraj.
Vypoctéte tok vody rourou. Zkraceni vodorovné vzdélenosti konct pfi Sikmém polozeni
roury neuvazujte. (Podle Charles Fitts, Groundwater Science.)

Zdroj: http://www.danieldean.com

V tomto prikladé prepocitavime na zdkladé materidlovich vlastnosti rozdil vysek na tok
vody. Snadnost prikladu thvi v tom, Ze podél celé roury predpokliddme konstantni fyzi-
kdlni charakteristiky a proto naptiklad hydraulicky gradient pocitame z celé délky roury.
V obecném pripadé musime mit informaci ne o prumeérnych zméndch hydraulické vijsky,



ale o zméndch okamzitych. Proto je podil nutno nahradit derivaci (v jednorozmérném
pFipadé) nebo gradientem (ve vicerozmérném piipade). Stejné se pracuje s Fickovym zd-
konem pro pohyb vody ve drevé, roli pisku hraje dievo a roli rozdilu vysek hraje rozdil
koncentraci. Analogicky je 1 Fourieriv zdkon, ale misto vody tece teplo a namisto rozdilu
vySek pracujeme s rozdilem teplot.

Reseni: Tok (Q) ur¢ime vynasobenim toku jednotkovou plochou (q) s obsahem pri-

2

vzdalenosti, tj. Fri Odsud pro velikost toku dostavame
S

2
Fezu roury (S = 7 () ). Hydraulicky gradient uré¢ime z rozdilu vysek a vodorovné

2
Q] = (g) K % = 0.48 m®/den.



12.2 Divergence v 1D a sniZeni priutoku pri kapkové zavlaze

Pii kapkové zavlaze uvazujme trubici, ktera
ma podél své délky otvory a témito otvory
unikd voda k rostlindAm. Vime Ze na tseku 15
metri se snizi pratok z 20 litrd za minutu
na 19 litrt za minutu. Pfedpokladejme, Ze ot-
vory pro zavlazovani jsou rovnomérné rozlo-
zeny podél celé délky. Jaka je linearni hustota
zdroji podél trubice? Predpokladejte rovno-
mérné rozlozeni zdroju.

Tento priklad ukazuje na velmi jednoduchém
priklade, Ze zména v toku souvisi se zdroji. Po-
kles toku signalizuge, Ze voda nékam mizi, coZ
je v tomto pripadé Zddouct jev. Ztrdata na pri-
toku je vlastné zdporné vzatd divergence. V od-

Zdroj:
https://www.flickr.com/photos/undpeuropeandcis,
UNDP in Uzbekistan

vozeni rovnice kontinuity postupujeme stejné jako v tomto pripadé, jenom uvaZujeme
promeénné parametry (derivace misto podilu), trojrozmérny prostor (t¥i sméry misto jed-
noho) a mozZnost, Ze zména toku miZe kromé zdroji a spotrebici byt zpisobena i aku-

mulact.



ReSeni: Na aseku 15m se “ztrat?” litr vody za minutu a tento litr se spotfebuje ve
spotiebici, tj. ve zdroji se zapornou vydatnosti. Vydatnost zdroju je
11/min

o= 5m = —0.0671m ' min~!.




12.3 Rovnice podzemni vody

Stavovou veli¢inou pro popis podzemni
vody je piezometrickd hladina h mé-
Fend v metrech (hruba pfedstava mize
byt hladina spodni vody nebo, v pti-
padé Ze je shora ohraniCeni nepro-
pustnou vrstvou, tak hladina, kam by
vystoupila voda ve vrtu). Prostor, kde
voda teCe, se nazyva zvoderi (aqui-
fer). Tok podzemni vody ve dvoudi-
menzionélni horizontalni zvodni, kdy
zanedbavame vertikalni tok, popisuje
pritok na jednotku $itky ¢, ktery mé
smér toku a velikost vyjadiuje v met-
rech krychlovych na metr za den, kolik
vody protece za jednotku ¢asu jednot-
kovou délkou kolmo na smér toku.

Zdroj obréazki: Jacob Bear,
https://www.interpore.org/

Rez zvodni s napjatou hladinou
(vyska zavodnéné casti je dana vzda-
lenosti mezi nepropustnymi vrstvami).

weli - QGround surface

L/

z 2
Datum Level

Rez zvodni s volnou hladinou (vyska za-
vodnéné ¢asti je rovna rozdilu mezi pie-
zometrickou vyskou a dolni nepropustnou
vrstvou).

i
Piezomelric

Lo surface

e

i {1l b3
Sonnere S Aquiter  E seen

Ground suriace

(Phreatic surface)
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Zapiste pomoci vhodnych veli¢in, operatorii a rovnic nésledujici vztahy, zakony nebo
pozorovani, odpovézte na otézky a spliite ukoly.

A) Darcyho zdkon vyjddreny pro celou zvoden (od povrchu k nepropustnému podloZi):
Prutok na jednotku 8itky, ¢, ma v izotropnim prostiedi smér maximélniho poklesu
piezometrické hladiny a co do velikosti je amérny tomuto poklesu. Koeficient timér-
nosti se nazyva koeficient priito¢nosti nebo transmisivita a oznacuje se 7'

B) Jak zpravidla modifikujeme pfedchozi odpovéd, pokud zvodei neni izotropni a ma
v riznych smérech razné vlastnosti?

C) Casto pracujeme s veli¢inou filtracni rychlost Uy, kterd udavé, jaky objem protece
jednotkovou plochou kolmo na smér proudéni za jednotku Casu. Jaky bude vztah
mezi ¥y a ¢q?7 Uvazujte pouze specialni piipad, kdy je ¢y konstantni v celé tloustce
zvodnélé vrstvy b. (Tloustka zvodnélé vrstvy b je u proudéni s volnou hladinou
rovna vzdalenosti piezometrické hladiny od dolni nepropustné vrstvy a u proudéni
mezi neprosputnymi vrstvami rovna vzdalenosti téchto vrstev.)



D) Zdkon zachovani pro vodu: Mnozstvi vody v daném misté (v metrech krychlovych
vody na metr ¢tvereéni povrchu zvodng) oznac¢te v. Rychlost s jakou se kumuluje
voda v daném misté v kubickych metrech (vody) na ¢tvereéni metr (povrchu zvodng)
za den, tj. derivace v podle ¢asu, je souctem

e vydatnosti zdroji v tomto misté (o, v kubickych metrech vody na metr ¢tve-
re¢ni povrchu zvodné za den, muZe se jednat napiiklad o zasakovani srazek)
a

e rychlosti, s jakou v daném misté klesa tok ¢.
Vyjadiete tento zdkon kvantitativné pomoci vhodné rovnice.

E) Objem vody v podzemi souvisi s hladinou podzemni vody. Zdsobnost Sy udava, jaky
objem vody se uvolni na metru ¢tvereénim povrchu zvodné, pokud se piezometricka
hladina v tomto misté snizi o jednotku. U zvodné s volnou hladinou je tato veli¢ina
déna zejména poérovitosti pidy nebo horniny, u zvodné s napjatou hladinou souvisi
se stlacitelnosti a proto je v tomto piipadé zasobnost velmi mala. Jaka je jednotka
takto definované zasobnosti a jak souvisi rychlost s jakou roste objem vody v daném
misté zvodné s rychlosti, s jakou roste piezometrickd hladina v tomto misté?

F) Predchozi odpovédi spojte do rovnice podzemni vody v anizotropnim prostiedi.



Podle Jacob Bear, Modeling Groundwater Flow and Pollution a Charles Fitts, Groun-
dwater Science.

ResSeni:

A) ¢= —TVh kde T je koeficient pritoc¢nosti a —Vh je vektor mifici ve sméru nejrych-
lejstho poklesu piezometrické hladiny h a vyjarujici rychlost tohoto poklesu.

B) T je 2 x 2 matice

C) q= by
v
D) a—a—dlvq

E) Zasobnost je vlastné zména objemu (vody) na jednotkovou plochu (zvodné) vyvolana
jednotkovou zménou délky (zména piezometrické hladiny), tj. derivace v podle h a
jednotkové vychazi bez rozméru. Plati tedy

dv

an =

kde v je objem vody na metr ¢tvereéni povrchu zvodné v daném misté. Po vynasobeni



rychlosti s jakou se méni piezometrickd vyska dostavame

dvdh _ ¢ dh
dhdt  TCdt
a po vyuziti derivace slozené funkce

dw dh

T
Toto se déje v libovolném misté zvodné. Protoze v a h jsou i funkcemi proménnych x

a y a protoze soufadnice x a y jsou nezavislé na Case, stac¢i pro korektni zapis pouzit
parcidlni derivace namisto obycejné derivace, tj.

ov oh
i S, e

Oh

Ssa

=0 —div(=TVh)
.
oh

Ssa

=0 +div (TVh)



12.4 Rovinné proudéni podzemni vody podruhé

Prozkoumame podruhé rovinné proudéni, kterému jsme se vénovali v pitklade [8:4]

A) Rovnici podzemni vody ve 2D rozepiste do slozek. Uvazujte pro jednoduchost izot-
ropni prostiedi (transmisivita je skalarni veli¢ina, tj. ne matice a voda tee ve sméru
spadu piezometrické hladiny).

B) Napiste rovnici z pfedchoziho bodu pro staciondrni p¥ipad bez zdrojii a pro p¥ipad,
ze funkce h nezavisi na y. Uvazujte homogenni prostiedi a zvoden s volnou hladi-
nou a vodorovnou dolni nepropustnou vrstvou, kde volime nulovou hladinu A (tj.
transmisivita je tvaru

T = kh,
kde k je realné ¢islo, ne funkce proménnych z a y)

C) UkaZzeme, 7e rovnice se d& vyTesit 1 bez znalosti feseni diferenicalnich rovnic. Upravte
vztah z predchoziho bodu pouzitim ziejmé identity (h?)" = 2hh/ pro h jako funkci
proménné x, kde Carka znac¢i derivaci podle x. Vysledkem bude podminka, kterou
musi splitovat funkce h? a odsud jiz najdete hledanou kiivku snizeni piezometrické
hladiny. (Pokud je h zavislé jenom na x, plocha ohrani¢ujici zvodnélou vrstvu se z
boéniho pohledu promitne do kfivky.)



oh 0 oh 0 oh
Ss— = — (T — — | T—
ot 0+8w ( 8x>+8y ( 8y>
B) ProtoZe mame uvazovat stacionarni pripad, funkce h nezavisi na t¢. Podle pfedpo-
kladu h nemé zéaviset ani na y. Proto plati h = h(zx), tj. derivace h podle ¢t a podle

y jsou nulové. Protoze nemame uvazovat zdroje, je o také nulové. Protoze mame
uvazovat homogenni piipad a T" = kh, miizeme konstantu k£ a dat pred derivaci.

Rovnice ma tvar 5 ok
=k— | h—
0 Ox ( 83:)

0= k(hh')'.

C) Dostavame hh' = %(hQ)’ a po dosazeni



Po vydéleni rovnice konstantou k a vynasobeni faktorem 2 dostaneme
0= (h?)".

Druha derivace funkce h? tedy musi byt nula. Proto je h? nutné linearni funkci
proménné x, tj. existuji konstanty C7 a Cs tak, ze plati

h? = Ciz + Cs.

Kiivka odpovida vysledku piikladu kde je

h? = _qu + const.



12.5 Rovnice vedeni tepla I

Uvazujme jednorozmérnou tlohu s vedenim tepla. Osa x sméfuje doprava, teplota v bodé
x a Case t je T(x,t) ve stupnich celsia. Rychlost s jakou tece teplo doprava (tok tepla)
v Case t a v bodé x je g(x,t) v joulech za sekundu. Ty¢ ma teplotu 0°C, pravy konec
udrzujeme na této teploté, levy konec oh¥ivame na 100 °C a udrzujeme na této teploté.
Ve zbytku tycCe se postupné nastoli rovnoviaha vlivem vedeni tepla.

Vyjadiete nasledujici veli¢iny a urcete jejich znaménko a fyzikalni jednotku.

A) Rychlost, s jakou v daném misté a case roste teplota jako funkce Casu.

B) Rychlost, s jakou v daném misté a ¢ase roste teplota jako funkce polohy, tj. jak
rychle roste teplota smérem doprava.

C) Rychlost, jak rychle se klesa teplota jako funkce polohy, tj. smérem doprava.
D) Rychlost, se kterou roste (smérem doprava) tok tepla jako funkce polohy.

E) Rychlost, se kterou klesa (smérem doprava) tok tepla jako funkce polohy.

ResSeni:



A)

T
Rychlost, s jakou v daném misté a Case roste teplota jako funkce casu je N a
tato derivace je v kazdém bodé kladna, protoze ty¢ se ohiiva. Po Case se asi ustéli
rovnoviaha a derivace bude nulova, teplota se prestané ménit. Méfime ve stupnich

T
celsia za sekundu. |— | =°Cs™!

ot
Rychlost, s jakou v daném misté a Case roste teplota jako funkce polohy, tj. jak
rychle se roste teplota smérem doprava, je — a tato derivace je zaporna, protoze

N

x
vlevo je horky konec a teplota smérem doprava klesa. Mérime ve stupnich celsia na

T
metr. [gx} =°Cm!

orT
Rychlost, jak rychle se klesa teplota jako funkce polohy, tj. smérem doprava, je 2
x
a tato veli¢ina je kladna, protoze vlevo je horky konec a teplota smérem doprava
oT
opravdu klesa. Méfime ve stupnich celsia na metr. {—a} =°Cm™!
x
9q

Rychlost, se kterou roste (smérem doprava) tok tepla jako funkce polohy je —.

Teplo tece doprava a pritom se spotifebovava, protoze se ohiiva ty¢. Proto tok klesa



. : . . 0
a parcidlni derivace je zaporni. Méfime v joulech za sekundu na metr. { q] =

oz
Jstm™!

Rychlost, se kterou klesa (smérem doprava) tok tepla jako funkce polohy je %

oz

a tato veli¢ina je kladné, coz plyne z predchoziho bodu a z toho, Ze jsme zménili
0

znaménko. Méfime v joulech za sekundu na metr. _q] = Js 'm™! Tato veli¢ina

ox

udava, kolik tepla se za jednotku ¢asu ubude v toku na metrovém tseku tyce. Ze
zédkona zachovani energie se toto teplo nemuze “ztratit”, ale pouZije se na zvySeni
teploty, coz ukazuje nasledujici priklad.



12.6 Rovnice vedeni tepla II

Pokracujeme v predchozi tloze. S vyuzitim vysledka této tlohy zapiste kvantitativné
nasledujici zakony.

i) Tok tepla (smérem doprava) je amérny rychlosti, s jakou klesa teplota (smérem
doprava).

ii) Rychlost, s jakou v daném bodé ubyva tok tepla jako funkce polohy je timérna
rychlosti, s jakou roste teplota v daném bodé, jako funkce Casu, tj. teplo které
“ztratime” na toku tepla se projevi odpovidajicim zvySenim teploty.

Poté oba zakony spojte do jednoho vztahu a odvodite rovnici vedeni tepla v 1D. Ukazte,
ze pokud bude ty¢ homogenni, po nastoleni rovnovahy bude teplota linearni funkci po-
lohy.

Reseni:

i) To, Ze tok tepla (smérem doprava) je tmérny rychlosti, s jakou klesa teplota (smérem
doprava) vyjadiime rovnici
oT

:—ki
q Yo



oT
kde ki je konstanta imérnosti a o udava, jak klesa teplota smérem doprava.
x

ii) To, Ze rychlost, s jakou v daném bodé ubyva tok tepla jako funkce polohy je tumérna
rychlosti, s jakou roste teplota v daném bodé, jako funkce ¢asu, tj. teplo které
“ztratime” na toku tepla se projevi zvySenim teploty, vyjadiime rovnici

dq oT
— 2
Ox ot

oT
kde ko je konstanta iimérnosti a N udéva, jak roste teplota jako funkce ¢asu.

Spojenim dostaneme
0 oT oT
ki— | = ko—

oz \lox ot’
a po upravée
oT 0 oT
o0 = o (’“ax)

Castéji se tato rovnice piSe ve tvaru

or_ o (o1
pcat_az ! ’



protoze konstantu ko miuZeme vyjadiit pomoci fyzikdlnich charakteristik hustota p a
mérné tepelna kapacita c.

V rovnovazném stavu je derivace podle ¢asu nulova a dostavame

a pro homogenni ty¢ je k; konstanta a proto

0 (0T

Druha derivace podle x je tedy nulova, coz znamena, ze T je vzhledem k z linearni.

13 Shrnuti

Dle ¢asovych moznosti a prubéhu semestru: shrnuti nebo opakovani nebo vypocet ukaz-
kové pisemky nebo rezerva pro pfipad rektorského nebo dékanského volna, rezerva pro
pripad statnich svatkid apod.
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