.headcolor:red; font-variant: small-caps;

definice jtable style="background-color: rgh(255, 204,204); width: 100%;” border="4" cellpad-
ding="10" frame="border” rules="none” ; jtbody,, itr; jtd; j/td; j/tr; i/tbody, i/table;
charsetiso-8859-2

veta jtable style="background-color: rgh(255, 255, 153); width: 100%;” border="4" cellpadding="10"
frame="border” rules="none” ; jtbody; jtr; jtds i/td; i/tri i/tbody j/table;

textbf

obrazek[2] obrazek AAAAABBBB

crosslinks = < ¢



MATEMATIKA pro krajinarstvi
text prednasky

Robert Marik

15. dubna 2007



Abstrakt

Predklddany text je komentovanym piepisem podstatné ¢asti mych prednasek z predmétu Mate-
matika, ktery je predndsen v prvnim ro¢niku na oboru krajinafstvi na FLD MZLU.

Cilem tohoto textu je shrnout teorii, kterd je ponékud rozstrkand do skript ruznych autoru, do
jediného celku. Text také nabizi oporu v oblastech, které jsou vylozeny ponékud odlisné, nez je
tomu v dopori¢ovanych skriptech a muze doplnit studentovy vlastni zapisky z prednasek, které
jsou ¢asto netiplné nebo zkratkovité — at uz z divodu (ucitelova) zkrdceného zdpisu na tabuli,
nebo z diavodu nizké pozornosti (studenta) pii psan{ pozndmek.

Oproti prendskam a skriptim jsou v textu casto vypustény motivaéni, aplikacéni a vzorové priklady
a doprovodné obréazky.

Text je siten v elektronické podobé a je nepfipustné do néj jakkoliv zasahovat. Text je primarné
urcen k tisku, protoze s textem na papife se piece jenom pracuje nepohodlnéji. Pro studenty
kteti pottebuji do textu pouze obcas nahlédnout je k dispozici i verze vhodna pro prohlizeni na
obrazovce.

Za upozornéni na pripadné preklepy, chyby a nepfesnosti, jakoz i za dalsi relevantni komentére
predem dékuji.



Kapitola 1

Diferencialni pocet

V této kapitole se budeme zabyvat funkcemi. Pomoci funkci v praxi popisujeme vztahy mezi
velicinami. Nejprve se zaméfime na nejjednodussi vlastnosti funkei.

1.1 Funkce, vlastnosti funkci

Definice 1.1 (funkce). Bud'te A a B neprdzdné podmnoZiny mnoZiny realnych éfsel.

Pravidlo f, které kazdému prvku mnoziny A pfifadi jediny prvek mnoziny B se nazyva funkce
(pFesnéji: redind funkce jedné redlné proménné). Zapisujeme f : A — B. Skute¢nost, ze prvku
a € A je pritazen prvek b € B zapisujeme takto: f(a) = b. Pritom fikame, ze b je obrazem prvku
a pii zobrazeni f, resp. ze a je vzorem prvku b pii zobrazeni f.

Definice 1.2 (pojmy spojené s funkcemi). Mnozina A z definice funkce se nazyva definicni obor
funkce f. Oznacujeme D(f) (resp. Dom(f)). Mnozina viech b € B, pro které existuje a € A
s vlastnosti f(a) = b se nazyva obor hodnot funkce f. Oznacujeme H (f) (resp. Im(f)).

Je-liy = f(x) nazgvdme proménnou x téz nezdvislou proménnou a proménnou y zdvislou proménnou.
Grafem funkce rozumime mnozinu vech uspofadanych dvojic [z,y] € R? s vlastnost{ y = f(z).

Poznamka 1.1. Funkce je tedy pravidlo, které jednomu redlnému cislu piitadi jediné, piesné
definované jiné redlné c¢islo. Je-li toto pravidlo tvaru 7y = vzorec s proménnou z”, nazyvame
tento predpis ezplicitnim tvarem funkce, napt. y = x> + Inz.

Je-li toto pravidlo ve tvaru ”vzorec s proménnymi x,y = 07, nazyvame tento predpis implicitnim
tvarem funkce., napt. x —y —Iny = 0. Zjednodusené feceno se tedy jedna o pravidlo, které je bud
efektivni” (explicitni tvar) nebo ”mélo efektivni” (implicitni tvar) pro vypocet funkénich hodnot.

Definice 1.3 (periodi¢nost funkce). Rekneme, ze funkce f je periodickd, existuje-li kladné ¢islo
p s vlastnostmi: je-li x € D(f), jeix+p € D(f) a f(z) = f(z + p). Nejmensi ¢islo p s touto
vlastnost{ nazyvdme (nejmenss) periodou.

V nasledujici definici se budeme zajimat o to, jestli existuje néjaky vztah mezi funkéni hodnotou
v bodé x z defini¢niho oboru a v bodé opa¢ném.

Definice 1.4 (parita funkce). Necht funkce f splituje ndsledujici podminku: € D(x) = (—x) €

().
(i) Rekneme, ze funkce f je sudd pokud plati f(—z) = f(z).
(ii) Rekneme, ze funkce f je lichd pokud plati f(—z) = —f(x).

(iii) Rekneme, ze funkce f mé paritu, je-li sudd nebo lich4.

Poznamka 1.2 (graf funkce majici paritu). Graf sudé funkce je osové soumérny podle osy y. Graf
liché funkce je stiedové soumérny podle bodu [0, 0].
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Poznamka 1.3 (k parité). Parita funkce nds informuje o tom, ze funkén{ hodnoty f(z) a f(—=x)
u funkce nejsou nezavislé, ale jsou definované obé soucasné a jsou bud’ stejné, nebo se lisi znaménkem.
V obecném piipadé zkoumame sudost ¢i lichost funkce primo z definice. Sudost ¢i lichost polynomu
a racionalni funkce pozname pfimo ze zapisu této funkce pouzitim nasledujici véty.

Véta 1.1. Paritu polynomu a raciondlnich funkei lze uréit nésledovné:

(i) Polynom je sudd (lichd) funkce prave tehdy, kdyz obsahuje prave cleny se sudym (s lichym)
exponentem.

(ii) Raciondlni funkce je lichd praveé tehdy, kdyz je podilem sudého a lichého polynomu (v libo-
volném potadi).

(iii) Raciondlni funkce je sudd praveé tehdy, kdyz je podilem dvou sudych nebo dvou lichych
polynom.

Poznamka 1.4. Poznamenejme, Ze ¢islo nula je také sudé. Sudy polynom tedy muze obsahovat
i absolutni ¢len. To Ze polynom je sudy (lichy) pravé tehdy, kdyz obsahuje pouze mocniny se
sudym (lichym) exponentem slouzi jako ”vysvétleni” toho, pro¢ se pouzivd pojem sudd a licha
funkce.

Piiklad 1.1 (parita). Nasledujici funkce jsou sudé: f(x) = z* — 6, g(z) = %, h(z) =
2241
- 25 -3
Nésledujici funkce jsou liché: f(z) = z* — 627, g(z) = Y h(z) = o
Nésledujici funkce nejsou ani sudé ani liché: f(z) = 2? 4+ 2% — z, g(z) = 2?17:;’ y =e".

Definice 1.5 (ohranicenost). Necht f je funkce a M C D(f) podmnoZina definiéniho oboru
funkce f.

(i) Rekneme, ze funkce f je na mnoziné M zdola ohranicend, existuje-li realné ¢islo a s vlastnosti
a < f(z) pro viechna x € M.

(ii) Rekneme, ze funkce f je na mnoziné M shora ohranicend, existuje-li redlné éislo b s vlastnost
f(x) < b pro vsechna x € M.

(iii) Rekneme, ze funkce f je na mnoziné M ohranicend, je-li na M ohrani¢end zdola i shora.

Nespecifikujeme-li mnozinu M, mame na mysli, Zze uvedend vlastnost plati na celém defini¢nim
oboru funkce f.

Poznamka 1.5 (graficky dusledek). Funkce je shora ohranicend, jestlize existuje vodorovnd
primka, kterd lezi celda nad grafem funkce. Podobné poznavame na grafu ohranicenost zdola.
Funkce je prosté, jestlize kazdd vodorovnd piimka protind graf nejvyse jednou.

Motivace. Pro libovolnou dobfe definovanou funkci f plati implikace

Ty =23 = f(21) = f(22).

nyni se budeme zajimat o to, za jakych podminek lze tuto implikaci obratit. Obraceni implikace
by totiz mohlo byt uzite¢né pii feseni nékterych nelinearnich rovnic.

Definice 1.6 (prostost). Nechf f je funkce a M C D(f) podmnoZina definiéntho oboru funkce f.
Rekneme, ze funkce f je prostd, jestlize kazdy obraz ma jen jediny vzor, tj. pro kazdé y € f(M)
existuje jediné x € M s vlastnosti f(x) = y.

Nespecifikujeme-li mnozinu M, mame na mysli, ze uvedena vlastnost plati na celém definiénim
oboru funkce f.
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Poznamka 1.6 (k prostym funkcim). Ekvivalentné lze fici, ze funkce f je prostd na mnoziné M,
jestlize stejné obrazy maji nutné i stejny vzor, neboli ruznym vzorum jsou piifazeny ruzné obrazy.
Matematicky formulovano: plati implikace

f(z1) = f(z2) = 21 = 29, (1.1)

tj. je-li funkce f prostd, muzeme tuto funkci ” odstranit” z obou stran rovnice a misto f(z1) = f(x2)
psat ekvivalentné x; = x,.

Definice 1.7 (inverzni funkce). Necht funkce f : A — B je prosta. Pravidlo, které kazdému x
z mnoziny f(A) ptitadi to (jediné) y, pro které plati f(y) = = se nazyva inverzni funkce k funkci
f, oznacujeme f 1.

Poznamka 1.7. Symbol f~'(z) lze tedy chépat bud jako hodnotu inverzni funkce k funkci
1
f v bodé x, nebo jako pievracenou hodnotu k &islu f(z), tj jako [f(z)]”! = ——. Nebude-li

f(x)

z kontextu ziejmé, o kterou variantu se jedna, musime toto upfesnit.

Poznamka 1.8 (geometricky vyznam inverzni funkce). Thned z definice plyne, ze graf funkce f a
graf funkce k nf inverzni f~! jsou soumérné podle piimky y = x, tj. podle osy prvniho a tietiho
kvadrantu.

Poznamka 1.9 (vypocet inverzni funkce). Inverzn{ funkci k funkci y = f(x) uréime takto:
zaménime formélné v zaddni funkce proménné z a y, mame tedy = = f(y). Tato rovnice definuje
implicitné inverzni funkci y = f~!(z). Z této rovnice vyjadifme proménnou y (pokud toto nelze
provést, ponechame inverzni funkei v implicitnim tvaru). Toto vyjadieni je jednoznacéné (jinak by
to znamenalo, ze funkce f neni prostd a inverzni funkce neexistuje) a definuje explicitné inverzn{
funkci f~!. U zakladnich elementdrnich funkei (viz déle) je zpravidla inverzni funkce jednoduse
jina zakladni elementarni funkce, napiiklad inverzni funkce k logaritmické funkeci je exponencialni
funkce a podobné (viz Tabulka 1.1). Protoze vlastnost ” byt inverznf funke{” je vlastnost vzajemna,
je také logaritmickd funkce inverzni k funkci exponencialni.

| Funkce y = f(z) | Funkce inverzni y = f~1(x) |
Y=+ y=2a>,2>0

y=2>2>0 y=+r

y=-¢e" y=1Inzx

y=Inz y=-ce"

y=a" y=log, =

y=sinz, ¢ € [-7/2,7/2] | y = arcsinzx

y=cosz, z € [0,7] Y = arccosx

y=tgx, x € |-7w/2,7/2] | y=arctgx

Tabulka 1.1: Inverzni funkce k zdkladnim elementdrnim funkecim.

2¢ — 1
Priklad 1.2 (vypocet inverzni funkce). Nalezneme inverzni funkei k funkci y = ——. Zaménnou
x
proménnych ziskdvame implicitni tvar inverzni funkce
2y — 1
xTr =
Y

odsud

zy =2y —1
1=Q2-a)y
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a inverzni funkce ma piedpis

1
T 21

Y

Piiklad 1.3 (vypocet inverzni funkce). Nalezneme inverzni funkei k funkci y = x + e¢®. Tato
funkce je zfejmé prostd, protoze je rostouci. Zaménnou proménnych obdrzime implicitni tvar
inverzni funkce

r=1y+eY.
Odsud jiz proménnou y neumime vyjadfit. Ponechame proto inverzni funkci v implicitnim tvaru.

Poznamka 1.10 (zépis &isla jako vysledku pfedem zadané operace). Je ziejmé, ze f(f~'(z)) =
a f~1(f(z)) = = pro véechna, pro kterd mé tento zapis smysl. Toto nAim umoziuje zapsat dané
¢islo jako vysledek néjaké operace. Napi. ¢islo 1 lze zapsat libovolnou z nésledujicich moznosti

1=1Ine! =logs 5! = 6'°8s ! = sin(arcsin1) = arctg(tg1) = (v1)2

Poznamka 1.11 (nelinedrni rovnice). Ma-li funkce f inverzni funkci f~! a je-li tato inverzni
funkce definovéna v bodé x, potom mé nelinedrni rovnice s neznamou y

fly) ==

praveé jedno feSeni dané vzorcem

y=1"(2)
Piiklad 1.4 (nelinedrn{ rovnice). Resme rovnici

2
er—1 =2

Protoze k exponencidlni funkci je inverzni logaritmicka funkce, plyne odsud

2
r—1

=1n2,

odkud jiz snadno vyjadiime

2
r=—+1.
In2
Jinou moznosti je pfepsat rovnici do tvaru, ktery obsahuje exponencialni funkci na obou stranach
rovnice

2
er—1 — eln2
a odstranit tuto exponencidlni funkci z obou stran rovnice (exponencidlni funkce je totiz prostd a
lze pouzit (1.1) a pfipojenou pozndmku). Obdrzime samoziejmeé stejny vysledek.

Motivace. V nasledujici definici jsou nejdulezitéjsi pojmy rostouci a klesajici funkce. Nazorné
feceno, jsou to funkce které zachovdvaji (rostouci) nebo obraceji (klesajici) smér nerovnosti pii
aplikaci funkce na obé strany nerovnice.

Definice 1.8 (monotonie funkce). Necht f je funkce a M C D(f) podmnoZina definiénfho oboru
funkce f.

(i) Rekneme7 ze funkce f je na mnoziné M rostouct jestlize pro kazdé z1,x2 € M s vlastnosti
71 < T2, plati f(x1) < f(w2).
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(ii) Rekneme, 7ze funkce f je na mnoziné M klesajici jestlize pro kazdé x1,z2 € M s vlastnosti
z1 < @2, plati f(z1) > f(x2).

(iii) Rekneme, ze funkce f je na mnoziné M (ryze) monotonni je-li bud rostouci, nebo klesajici
na M.

Nespecifikujeme-li mnozinu M, mame na mysli, ze uvedena vlastnost plati na celém definiénim
oboru funkce f.

Poznamka 1.12 (k monotonnosti). U vlastnosti monotonie nds zajima nejcastéji pripad, kdy
mnozinou M je interval. Potom ma monotonie a ryzi monotonie nazornou geometrickou interpre-
taci na grafu funkce (obrazek!). Pozor: funkce y = 1/ neni klesajici na celém svém definiénim
oboru, ale pouze na kazdém z intervali (—o0,0) a (0, c0).

Poznamka 1.13 (nelinedrni nerovnice). To, Ze je funkce rostouci ndzorné znamend, ze jsou-li
vzory funkce (hodnoty ) uspofddany podle velikosti, plati pro jejich obrazy (hodnoty f(z)) stejné
uspofddani. Je-li f(x) tedy rostouci funkce, jsou nerovnostia < b a f(a) < f(b) ekvivalentni. Totéz
plati i pro neostré nerovnice.

Muzeme tedy libovolnou (ostrou nebo neostrou) nerovnici napi. "logaritmovat”, nebo ”odlogarit-
movat” logaritmem o zdkladu vétsim nez 1. Pozor! Je-1i funkce f(z) klesajici, obraci se pii aplikaci
funkece (nebo pfi vynechéni funkce) na obé strany nerovnice znaménko nerovnosti.

Piiklad 1.5 (nelinedrni nerovnice). Nerovnici
In(z? — 4z —4) > 0
Ize tesit napriklad tak, ze ji prepiseme do tvaru s logaritmy na obou strandch nerovnice
In(z? — 4z —4) >1In1
a odlogaritmujeme:
2’ —dr —4> 1.
Odsud poté dostavame postupneé:
v —4rx—5>0
(x=5)(z+1)>0
x € (—o0,—1) U (5, 00),
pricemz kvadratickou nerovnici vyfesime napiiklad graficky.
Okamzité z definice vyplyvé nasledujici véta.
Véta 1.2. Je-li funkce f na mnoziné M ryze monotonni, je na této mnoziné i prostd.
Nésledujici véta ukazuje, ze pti prechodu k inverzni funkci se zachovava ryzi monotonie a lichost.
Véta 1.3. Je-li funkee f(x) rostouc (klesajici, lichd), mé tutéz vlastnost i funkee inverzni f~* ().
Poznamka 1.14. Sudé funkce neni prostd, nema proto inverzni funkci.

Poznamka 1.15 (shrnujici pozndmka). Shriime si, jak ndm znalost vlastnosti funkei{ umoziiuje
pracovat s rovnicemi a nerovnostmi.

a=b T fa) = 1)

a<b ER pa) < f(0) a<d TEEMT o) < 1)
a<b T IES pa) > f(0) a<b TE f(a) > £0)

Je-li funkce f prostd, pak pro kazdé y € H(f) m4 rovnice
flx) =y

s neznamou x pravé jedno feSeni a toto feSeni je mozno vyjadfit vztahem =z = f _1(y).
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1.2 Limita, spojitost

Motivace. Nyni budeme hledat vhodnou veli¢inu, kterd ndm umozni popsat, jak rychle se méni
jedna velicina pfi zménach veli¢iny druhé. U piimky je takovouto vhodnou veli¢inou smérnice
(zpravidla oznacujeme symbolem k): Je-li smérnice kladng, primka roste, je-li zdpornd tak naopak.
Je-li smérnice blizka k nule, pfimka roste pozvolna, je-li mnohem vétsi néz jedna, primka rychle
roste, je-li mnohem mensi nez minus jedna, primka rychle klesa.

A tecna seéna

Obrézek 1.1: Geometricky vyznam derivace

Pii studiu funkei se ukazuje, ze vhodnou mirou rychlosti rustu funkce v daném bodé je smérnice
teény v tomto bodé (tato smérnice se pochopitelné muze ménit podlé kiivky, kiivka muze nejprve
rychle rist, potom napiiklad rust zpomalit a opét klesat). Jak ale najit smérnici tecny ke kiivce
v bodé [z, f(x)]? Pouzijeme nésledujici tivahu: Uvazujme secnu na grafu funkce, kterd prochdzi
body [z, f(x)] a [x + h, f(z + h)]. Smérnice této secny je

p St = f@) _ fleth) - f)
secCny (Z‘—f—h)—x h .

Piiblizime-li bod [z + h, f(z + k)] k bodu [z, f(x)], pfiblizi se setna k tetné a ze smérnice seCny
dostaneme smérnici teény (sledujte na obrdzku 1.1). Timto procesem vsak velicina h, kterd je
ve jmenovateli a uddvd vodorovnou vzélenost pruseciku na seéné, klesne na nulu a nemuze se
objevit ve jmenovateli (nulou nemuzeme délit). Proto je nutno podrobné prozkoumat, co se déje
s funkénimi hodnotami funci pfi zméndch nezavislé proménné (z). Budeme se pfitom nejvice
zajimat o pripady, kdy se blizime k néjaké “problematické” hodnoté, napt. k nule ve jmenovateli,
k nule uvniti logaritmu, nebo “k nekoneénu” (viz ddle).

Motivace. Definice v této podkapitole maji nasledujici smysl: Budeme sledovat, jak souvisi funkéni
hodnota v daném bodé (pokud je definovana) s funkénimi hodnotami v nejblizsich okolnich bodech.
Déle, pokud funkéni hodnota v daném bodé neni definovéna, budeme se zajimat o to, jestli funkéni
hodnoty v nejblizsich okolnich bodech jsou ustaleny okolo néjaké vyznacéné hodnoty, ¢i nikoliv.
Nejprve je vhodné rozsitit si mnozinu realnych ¢isel o dva dalsi body, plus a minus nekoneé¢no.

Definice 1.9 (rozsifend mnozina redlnych ¢isel). Rozsienou mmnoZinou redlnijch cisel R* ro-
zumime mnozinu redlnych ¢isel R rozsitenou o body £oo nésledovné: R* = RU {00, —oo}, pficem?
pro a € R definujeme:

a+ 00 = o0, a — 00 = —00, 00 + 00 = 00, —00 — 00 = —00
00.00 = —00.(—00) = 00, 00.(—00) = —o0, -

oo —oo
—00 < a < 00, | + oo| = oo,

je-li @ > 0 definujeme
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a je-li a < 0 definujeme

Dalsi operace definujeme pomoci komutativnosti operaci ”’+” a ”.”. Body o0 nazyvame nevlastni
body, body mnoziny R nazyvame vlastni body.

+o0
Poznamka 1.16. Nejsou tedy definovany operace "oco — 00”, ”+00.0” a ” :I:—”' Poznamenejme,
00

ze samoziejmeé neni definovdano déleni nulou.

Definice 1.10 (okoli). Okolim bodu a € R nazyvame libovolny otevieny interval, ktery ve svém
vnitiku obsahuje bod a, zna¢ime O(a). Ryzim (téz prstencovym) okolim bodu a rozumime mnozinu
O(a) \ {a}, znacime O(a). Okolim bodu oo rozumime libovolny interval tvaru (A, o), kde A je
redlné ¢islo a okolim bodu —oo interval (—oo, A). Ryzim okolim nevlastnich bodu rozumime totéz,
co okolim téchto bodu.

Definice 1.11 (limita funkce). Nechf a,L € R* a f : R — R. Nechf je funkce f definovani
v néjakém ryzim okoli bodu a.

Rekneme, ze funkce f ma v bodé a limitu rovnu &islu L, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L
existuje ryzi okolf O(a) bodu a takové, ze pro libovolné x € O(a) je f(z) € O(L). Piseme

lim f(x) =L, (1.2)

nebo f(x) — L pro x — a.

Definice 1.12 (vlastni a nevlastni limita). Je-li v pfedchozi definici L € R, nazyva se limita
vlastni, je-li L € {00, —oo}, nazyva se limita nevlastni.

Vlastni limitu ve vlastnim bodé je nékdy vhodné ekvivalentné definovat nasledovneé:

Definice 1.13 (ed-definice limity). Nechf a,L € R a f : R — R. Rekneme, ze funkce f mé v bodé a
limitu rovnu ¢&islu L, jestlize ke kazdému e > 0 existuje & > 0 takové, ze pro libovolné z € (a — §,a + 9),
x # a plati f(z) € (L —¢,L+¢).

Poznamka 1.17. Misto = € (a — d,a + ), = # a lze ekvivalentné psit 0 < |z — a| < §. Podobné misto
f(x) e (L—¢e,L+¢)lzepsét |f(z) — L| <e

Poznamka 1.18. Definice limity je naprosto nevhodnd pro vypocet. Jednodussi je ukazat pomoci
definice, ze ¢islo L nent limitou funkce v bodé a.

Definice 1.14 (jednostranné okol{). Pravgm (resp. levgm) okolém bodu a € R nazyvame libovolny
interval tvaru [a, b),(resp. tvaru (b, a], pro levé okoli), kde b je redlné ¢islo spliiujici b > a (resp. b <
a). Znacime O™ (a) (O~ (a)). Ryzim pravgm (resp. levym) okolim bodu a rozumime odpovidajici
jednostranné okoli, ze kterého vyjmeme bod a. Znacime OF(a), (O~ (a)).

Definice 1.15 (jednostrannd limita). Nechf a € R, L € R* a f : R — R. Dale necht je funkce f
definovand v néjakém pravém (levém) ryzim okolf bodu a.

Rekneme, 7ze funkce f mé v bodé a limitu zprava (limitu zleva) rovnu ¢islu L, jestlize ke kazdému
okoli O(L) bodu L existuje pravé ryzi okoli O (a) (levé ryzi okoli O~ (a)) bodu a takové, ze pro
libovolné z € OF(a) (z € O~ (a)) plati f(x) € O(L). Piseme lim+ f(z)=L (lim f(z)=1L).

Poznamka 1.19 (zkrdcend forma zapisu). Jind forma zdpisu jednostranné limity je f(a+) = L
pro limitu zprava a f(a—) = L pro limitu zleva. Fakt, Ze za argumentem funkce je znaménko
pritom signalizuje, ze se nejednd o funkén{ hodnotu v bodé a (tj. nejde o f(a)), ale o limitu v bodé
a zprava nebo zleva. Pro oboustranné limity se symbolika tohoto typu pouziva ziridka, piSeme
potom f(at).
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—*— okoli bodu a
——_— ryzi okoli bodu a
_— pravé okoli bodu a

S pravé ryzi okoli bodu a

a

Obrézek 1.2: Okoli a jednostranné okoli bodu a.

Poznamka 1.20. Vidime, Ze nedefinujeme ani jednostrannd okoli nevlastnich bodu ani jedno-
stranné limity v téchto bodech.

Poznamka 1.21. Aby existovala limita v bodé a € R, nemusi byt funkce f v bodé a definovéna,
sinx

protoze f(a) v definici limity nikde nevystupuje. Naptiklad limita funkce lirrb existuje, i kdyz
xr—
tato funkce neni definovana v bodé 0. Funkce naopak musi byt definovana v néjakém ryzim

okol{ (nebo ryzim jednostranném okoli, v pfipadé jednostranné limity) bodu a. Nedefinujeme tedy
napiiklad lim1 V1 —3z2, nebo lim In(z).
xr—

x—0~

Poznamka 1.22 ("vulgdrn{” vyjadieni pojmu limita). Nepfesné feceno, predpis lim f(z) = L
r—a

znamend, ze je-li hodnota x blizkd k ¢islu a, je funkéni hodnota f(x) blizkd k ¢islu L.

Véta 1.4 (jednoznaénost limity). Funkce ma v kazdém bodé nejvyse jednu limitu (limitu zprava,
limitu zleva).

Véta 1.5 (souvislost limity s jednostrannymi limitami). Funkce ma v bodé a € R limitu prave
tehdy, ma-li v tomto bodé obé jednostranné limity a tyto limity jsou shodné.

Poznamka 1.23 (technickd — grafické nalezeni limity). Existenci a hodnotu limity pozndme pékné
z grafu funkce (umime-li ho nakreslit). Predstavme si graf funkce y = f(x) a hledejme hodnotu

limity lim f(x)
z—at
e Uvazujme na grafu funkce testovaci bod. x-ovéd soufadnice tohoto bodu nechf je vétsi nez a

e Posunujme testovaci bod po grafu funkce zprava doleva tak, aby se z-ova soufadnice blizila
k bodu a.

e Pokud pfi tomto procesu dochazi k tomu, ze y-ova soutradnice se ustali kolem néjakého ¢isla
L, je ¢islo L limitou funkce v bodé a zprava.

Obrézek 1.3 ilustruje tuto myslenku. Funkce na obrazku ma obé jednostranné limity v bodé a, jsou
vsak ruzné. Proces nalezeni limity zprava je zachycen na obrézku, limita zleva se najde analogicky.

Poznamka 1.24 (”experimentalni stanoveni limity”). Chceme-li odhadnout, zda jista limita exis-
tuje ¢i nikoliv, 1ze pouzit nasledujici postup: zvolime néjakou posloupnost ¢isel, ktera se blizi k ¢islu
a a postupné pocitame funkéni hodnoty funkce f v téchto ¢islech. Méla by vychazet posloupnost
¢isel, které se priblizuji k jistému ¢islu L. Pokud toto skutec¢né vychézi, je pravdépodobné, ze toto
¢islo L je limitou funkce f v bodé a ve smyslu vyse uvedené definice. Toto pfiblizovdni muze byt
poruseno v bodech, které jsou jiz ”znacné blizko” bodu a, coz byva zpusobeno omezenou piesnosti
pocitacich stroju a naslednym selhdnim algoritmu, které jsou v téchto strojich zabudovany.
sinx
Piiklad 1.6 (numericky experiment). Odhadneme hodnotu limity lim+ — pomoci nume-

—0

sin
rického experimentu. Budeme hledat hodnoty funkce na posloupnosti hodnot z, které kon-
x

verguji k nule zprava. Dostavame
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flovy bod
GOy bodl

Obréazek 1.3: Limitn{ proces lim+ f(z) = L.

z 05 0.2 01 0.01 0.005 ] 0.00001
ST 0.95885 | 0.99334 | 0.99833 | 0.999983 | 0.9999958 | 1
X

Odsud se zda byt rozumné se domnivat, ze

sinx

lim =1.

z—0t T
Nicméné, tato domnénka muze byti zavadéjici.
e Kalkulator zaokrouhluje. Z tabulky se zdd, Ze hodnota funkce je presné jedna, pro x dost

blizké nule. Bohuzel, neni tomu tak. Ve skute¢nosti hodnota funkce sin(z)/x neni rovna jedné

nikde. Rovnice = 1 nem4 FeSeni.

e 7 tabulky je pravdépodobné, ze sin(x)/x se ptiblizuje ¢islu 1 pokud se z pfiblizuje k ¢islu 0.
Avsak timto faktem si nemuze byt zcela jisti. Zaddné mnozstvi konkrétnich dat neukazuje, ze
hodnoty nemohou byt zcela jiné, pokud jsou hodnoty x jesté blize k nule, nez je zachyceno
v tabulce.

Numericky experiment dava dobrou predstavu, jakd by mohla hodnota limity byt, nemuze vsak
byt pouzit pro dukaz existence limity. Je nutno odvodit pfesnou teorii pro vypocet limit, jak bude
provedeno nize.

Nésledujici vlastnost ndm davé informaci o vztahu limity v bodé a funkéni hodnoty v tomto bodé.
Tyto mohou byt zcela nezdvislé — muzou existovat obé soucasné a byt ruzné, nebo kterdkoliv z nich
existovat nemusi. Pokud vsak obé existuji a jsou stejné, je funkce urcitym zpusobem ”péknd” —
Spojita.

Definice 1.16 (spojitost v bodé). Rekneme, 7ze funkce f : R — R je spojitd v bodé a, jestlize a
je v definiénim oboru funkce f a %1&; flz) = f(a) .

Rekneme, 7e funkce f : R — R je spojitd zprava (spojitd zleva) v bodé a, jestlize a je v definicnim
oboru funkce f a 1im+ f(z) = f(a) (lim f(z) = f(a)).

Definice 1.17 (spojitost na intervalu). Rekneme, ze funkce je spojitd na otevieném intervalu
(a,b), je-li spojitd v kazdém jeho vnitinim bodeé. Rekneme, ze funkce je spojitd na uzavieném
intervalu [a, b], je-li spojitd v kazdém jeho vnitinim bodé, v bodé a je spojitd zprava a v bodé b je
spojita zleva.

Oznaceni. Mnozinu viech funkef spojitych! na intervalu I oznacujeme C(I). Je-li I = (a,b) nebo
I = [a, b], piseme C((a,b)), nebo C([a,b]).

Yanglicky continuous
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Poznamka 1.25 (filozofickd). Vsimnéte si, ze definice spojitosti je zcela odlisnd od ”bézné”
predstavy spojité funkce jakozto funkce, jejiz graf lze nakreslit jednim tahem. Tato skutecnost
je vSak prirozena, protoze nedokonalost, kterd nutné provazi jakoukoliv vizualizaci grafu funkce,
nam nedovoluje zavést presné jakykoliv pojem, tedy ani spojitost, pokud se odvoldvame pouze na
geometricky nézor. Definice vlastné vyjadiuje fakt, ze na intervalu, na kterém je funkce spojita,
se jeji funkéni hodnoty méni ”pozvolna” — mald zména proménné x vyvola relativné malou zménu
promeénné y.

Nésledujici definice se tyka naprosté vétsiny funkci, se kterymi budeme pracovat.

Definice 1.18 (zdkladni elementdrni funkce). Vsechny mnohocleny, goniometrické, cyklometrické,
exponencidlni a logaritmické funkce a obecnd mocnina se nazyvaji zdkladni elementdrni funkce.

Definice 1.19 (elementérni funkce). Vsechny funkce, které ze zakladnich elementdrnich funkei
ziskdme koneénym poctem operaci s¢itani, odecitani, nasobeni, déleni a skladani téchto funkci
navzajem se nazyvaji elementdrni funkce.

Poznamka 1.26. Elementarni funkce jsou tedy vSechny funkce, které umime v kone¢ném tvaru
vyjadiit explicitnim vzorcem za pouziti funkei znamych ze stiedni skoly a cyklometrickych funkei.

Véta 1.6 (spojitost elementarnich funkef). Elementdrn{ funkce jsou spojité v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru.

Poznamka 1.27 (technickd). Piedchozi véta ndm Fikd, ze u elementdrnich funkei je limita a
funkéni hodnota v bodech patiicich do definiéniho oboru totéz. Limitu v bodé a proto zkusime
pocitat tak, ze nejprve dosadime = = a. Pouze pokud "nelze dosadit”, tj. pokud a € D(f), musime
limitu pocitat jinak. Diky této vété je pro nds pojem limita u elementarnich funkci zajimavy jiz
jen v bodech, které nepatii do definiéniho oboru funkce.

e® In(x)

Piiklad 1.7 (vypocet limity dosazenim). Funkce y = — 1 je spojitd na intervalech (0,1) a
72 —

(1, 00). Proto napf.
e“In(r) e?In2

i =
oy 22— 1 3

Ctenai mé ze stiedni skoly pravdépodobné intuitivni predstavu o asymptotéch ke grafu funkce.
Nésledujici definice vélenuji asymptoty do konceptu limit.

Definice 1.20 (asymptota bez smérnice, svisla asymptota). Bud' f funkce a 2o € R vlastni bod.
Rekneme, ze piimka x = z¢ je asymptotou bez smérnice (téz svisld nebo vertikdlni asymptota)
ke grafu funkce f, jestlize alespon jedna z jednostrannych limit funkce f v bodé zy existuje a je
nevlastni.

Definice 1.21 (vodorovnd asymptota). Bud ¢ € R. Piimka y = ¢ je vodorovnou (horizontdlni)
asymptotou ke grafu funkce y = f(x) v bodé +oo prave tehdy, kdyz plati
lim f(z)=gq.

Tr— 00

Podobné definujeme horizontalni asymptotu v bodé —oo.

Poznamka 1.28 (souvislost mezi limitou a vodorovnou asymptotou). PFedchozi véta a definice
fikaji, ze vodorovna (horizontélni) asymptota v nevlastnim bodé je totéz, co limita v tomto bodeé.
Vskutku, blizi-li se graf funkce y = f(z) k ptimce y = ¢ (pfimka je asymptotou), znamena to, ze
funkéni hodnoty f(x) se blizi k &islu ¢ (&islo ¢ je limitou), a naopak.
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ymptota

svisla a

Obrézek 1.4: Vodorovna a svisld asymptota.

Definice 1.22 (asymptota se smérnici). Bud f funkce definovand v né&jakém okoli bodu oc.
Piimka y = kx + ¢ se nazyvéa asymptota se smérnici ke grafu funkce y = f(x), jestlize plati

lim |kx4q— f(z)] =0

Podobné, zaménime-li bod oo za bod —oo, obdrzime definici asymptoty se smérnici ke grafu funkce
f v bodé —oc.

Pozniamka 1.29 (geometricky vyznam predchoz{ definice). Asymptota se smérnici je tedy primka,
ke které se graf priblizuje v nékterém z nevlastnich bodu. Vsimnéte si, Ze definice nevylucuje piipad,
kdy kx + ¢ — f(z) = 0, tj. kdy je funkce f linedrni. V tomto pifpadé je grafem funkce pifmka,
ktera je sama svoji asymptotou.

Déle podotknéme, ze vodorovna asymptota je pouze specidlni piipad asymptoty se smérnici, jejiz
smérnice je nulova.

Véta 1.7 (asymptota se smérnici). Bud f funkce definovand v ngjakém okoli bodu co. Pifmka
y = kx + ¢ je asymptota bez smérnice ke grafu funkce y = f(x) v bodé +oo pravé tehdy, kdyz
existuji konecné limity

k:= lim f@) a q = lim (f(x) — kx). (1.3)

Podobné, zaménime-li bod oo za bod —oo, obdrzime asymptotu se smérnici ke grafu funkce f
v bodé —oo.

Obrazek 1.5: Asymptota se smérnici v 40c0.

Poznamka 1.30. Graf funkce muze ale nemusi mit asymptotu. U asymptot se smérnici mohou,
ale i nemusi, byt obé asymptoty v nevlastnich bodech oo stejné. Dokonce muze existovat pouze
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jedna (viz napi funkce y = e). U asymptot ke grafiim raciondlnich funkei je situace jednodussi
(viz nésledujici véta).

Véta 1.8 (asymptoty raciondln{ funkce). Asymptoty se smérnici ke grafu raciondln{ funkce v bo-
dech 400 existuji soucasné a jsou stejné.

Poznamka 1.31. Polynom stupné alespon 2 neméd asymptoty.
V nésledujicim textu si ukdzeme nékteré techniky umoznujici prakticky vypocet limit.

Véta 1.9 (pravidla pro poéitani s limitami). Bud a € R*, f,g: R — R. Plat{

lim (£(2) £ g(@)) = lim f(z) & lim g(z) (1.4)

tim (£(2) - g(x)) = lim f(z) - Iim g(a) (1.5)
. f(x) - limg_.q f(a?)

2 @) Tane_a g(2) (16)

lim |f(2)| = [ lim f(z)], (1.7)

kde limita vlevo existuje, jestlize existuji limity vpravo (vlastn{ nebo nevlastn{) a vyraz vpravo je
definovan. Totéz plati i pro jednotlivé jednostranné limity.

Piiklad 1.8 (aplikace predchoz{ véty). S vyuzitim véty lze pocitat ndsledujici limity

(i) lim (arctga + arccotga) = g +0= g
(ii) lim —cosz=—00.1=—00
z—0~ T
1 1 1
(iii) lim — =——=—=0

z—o0 rer 00.00 0

1
Piiklad 1.9 (selhdni predchoz{ véty). Vétu nelze pouzit pro vypocet limity 1im+ (=+Inx), protoze
rz—0T T
bychom obdrzeli nedefinovany vyraz oo — 00”. Stejné tak vétu nelze pouzit napf. pro vypocet
limit lim (sin2 x + cos® x) nebo lim — cos® z, protoze limity lim sin?z a lim cos? z neexistuji.
xTr— 00

Toto v8ak nic nevypovidd o tom, zda puvodni limita existuje nebo neexistuje!

Nasledujici véta je aplikovatelnd v piipadech, kdy hleddme limitu sou¢inu dvou funkci, z nichz jedna limitu
nemd a druhd ma limitu nulovou.

Véta 1.10. Necht a € R*, lim f(x) = 0 a necht existuje ryzi okol{ bodu a, kde je funkce g(x) ohrani¢en.

Pak lim f(z)g(x) =0, tj. limita existuje a je rovna nule.

Priklad 1.10 (aplikace piedchozi véty). S pomoci této véty jiz lze vypocitat limitu z predchozi poznamky:

. 2 oy ’
lim = cos” z = ”0.(ohrani¢ens funkce)” =0
r—oo I

Nésledujici véta mé pouziti napiiklad pfi vypoctu limity racionalni funkce v bodech, ve kterych
tato funkce neni definovana, tj. v bodech, pro které po dosazeni vychazi nula ve jmenovateli a
nenulové ¢islo v citateli (vychdzi-li nula i v Citateli, lze ve zlomku provést kréceni, ¢imz se situace
prevede na néktery z ostatnich piipada).

L
Véta 1.11 (limita typu ”6”). Necht a € R*, lim g(z) = 0 a lim f(z) = L € R*\ {0}. Necht

existuje ryz{ okoli bodu a, ve kterém je funkce g(z) neméni znaménko. Potom

. f(x) +oo pokud g(z) a L maji stejné znaménko,
im —* =
z—a g(x) —o0o pokud g(z) a L majf rizna znaménka.

Totéz plati i pro jednostranna okoli a piislusné jednostranné limity.
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L
Poznamka 1.32 (symboly ”+0”, ”—0"). Limita typu ”6”, pokud existuje, je vzdy nevlastni.

Znaménko uréime pomoci béznych pravidel pro urceni znaménka podilu — podil dvou kladnych
nebo dvou zdpornych éisel je kladny, podil kladného a zdporného ¢isla (v libovolném poradi)
je zaporny. Vyjadiime-li tedy symbolem 740" skutecnost, ze funkce ve jmenovateli mé limitu

(jedno- nebo oboustrannou) rovnu nule, v néjakém ryzim okoli (jedno- nebo oboustranném) je
v8ak nenulova a kladna, lze podle predchozi véty pocitat napi. takto: 0 = 00, % = —0o0.
—0” vyjadiime skutecnost, ze funkce ve jmenovateli ma nulovou limitu a
v néjakém ryzim okoli je nenulova a zaporna a lze psat napf. :—3 = 0.

7

Podobné symbolem

Pozniamka 1.33 (technickd). V praxi je pii aplikaci predchoz{ véty obvyklé vySetiovat nejprve
jednostranné limity a z jejich vzajemného vztahu poté usoudit na existenci nebo neexistenci obou-
stranné limity.

Piiklad 1.11 (limita lomené funkce ve vlastnim bodé nepatiicim do definiéniho oboru).

: : l—x ” _177 _
(1) Tligl‘*' x2 -4 o E -
1—=z —1
ss li _n__"n
) Jfm F3="5 =

(iii) 11n12 21 neexistuje, protoze jednostranné limity nejsou stejné.
T—2 4 —

Nésledujici véta ukazuje, ze pii vypoctu limity slozené funkce lze postupovat tak, ze uréime nejprve

limitu vnitini slozky a poté na vysledek aplikujeme slozku vnéjsi.

Véta 1.12 (limita slozené funkce se spojitou vngjsi slozkou). Je-li lim f(z) =b a g(x) je funkce
Tr—a

spojitd v bode b, plati lim g(f(x)) = g(b), tj.

lim g(f(z)) = g(lim f(z)).

r—a r—a

Totéz plati i pro jednotlivé jednostranné limity.

Piiklad 1.12 (limita slozené funkce se spojitou vnéjsi slozkou).
(i) lim cos(e™) =cos0 =1

(i) lim e™c'8% = ¢~ 7/2
Tr— —00

Ptedchozi vétu nelze aplikovat v pfipadé, ze limita vnitini slozky je nevlastni, nebo pokud uve-
denym postupem obdrzime nedefinovany vyraz, napi. ”In 0”. V tomto piipadé lze vyuzit nasledujici
vétu.

r—a

Véta 1.13 (limita slozené funkce). Necht lim f(z) = b, lirr}7 g(y) = L a existuje ryzi okoli O(a)
y—)
takové, ze pro z € O(a) je f(z) # b. Potom lim g(f(z)) = L.

Poznamka 1.34 (substituce v limité). Véta je vlastné vétou o substituci v limité. Napi. v limité L =

1 1 1
lim In — substituce y = — vede na limitu L = lim Iny (protoze lirn+ ~ = 00) a odsud dostdvdme
x—0 X Yy—oo x—0 X
L=

1
Piiklad 1.13 (limita slozené funkce). (i) hm+ In(=) ="Ilnoo” =0
z—0 T
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(i) lim arctg(e™™) =" arctgoo” = g
(iii) lir(r)l+ In(sinz) =" In(0+)” = —oc0

Nésledujici véta umozni snadné pocitani limity polynomu a racionalni funkce v nevlastnich bodech.

Véta 1.14 (limita polynomu a raciondlni funkce v nevlastnich bodech). Plat{

lim (apz™ 4+ a1z '+ -+ ap_12+a,) = lim apz”

rz—+o0 r—to0
apx” + a1z P+ -+ ap_1T + an . ao ,_
= lim —x

I*l’rinoo box™ + bizm=1+...+b,_12+ by z—+oo by

Poznamka 1.35 (technickd). Limita polynomu stupné alespon jedna v nevlastnich bodech je tedy
vzdy nevlastni, pficemz o jejim znaménku rozhoduje pouze vedouci ¢len. O hodnoté limity podilu
dvou polynomu rozhoduje pouze podil vedouciho ¢élene Eitatele a vedouciho ¢lene jmenovatele.

Piiklad 1.14 (limita polynomu a lomené funkce v nevlastnich bodech).

(i) lim (62 — 2z +1) = lim 62° = 6.(c0)® = 00

(i) lim (32° —22% +2) = 3.(—0)® = —c0
s 23 —2 11
(i) mlggo 2x3 — 42?2 + 1 achlgo 2 2
52 1
(iv) lim T im -a’=c

o0 223 — 422 +1  z—-00 2

1.3 Derivace funkce

Nyni muzeme ve smérnici setny na grafu funkce (viz strana 15) pouzit limitni pfechod h — 0,
¢imz dostaneme smérnici tecny. Tuto veli¢inu pfedstavujeme v nasledujici definici.

Definice 1.23 (derivace funkce v bodé). Nechf = € D(f). Rekneme, ze funkce f ma v bod¢ x
derivaci rovnu &fslu oznacenému f’(x), jestlize existuje koneéna limita

o) — 1 L) = S)

Lim 0 (1.8)

Poznamka 1.36 (jednostranné derivace). Podobné definujeme i derivaci zprava a derivaci zleva.
Pozivdme pii tom limitu zprava a zleva misto oboustranné limity (1.8).

Definice 1.24 (derivace funkce). Necht m4 funkce f derivaci v kazdém bodé otevieného intervalu
1. Predpisem, ktery kazdému bodu z z intervalu I pritadi derivaci funkce f v bodé x je definovéna
funkce, kterou nazyvame derivact funkce f na intervalu I a oznaéujeme f'.

Definice 1.25 (vy3sf derivace). Bud f(x) funkce a f'(z) jejf derivace. Existuje-li derivace (f'(z))’
funkce f’(z), nazyvame ji druhou derivaci funkce f(x) a oznacujeme f”(z). n-ndsobnym opa-
kovanim tohoto postupu dospivame k n-té derivaci funkce f(x), kterou oznacujeme f (n) ().

Poznamka 1.37 (geometricky vyznam derivace). Z definice derivace plyne, Ze se jednd presné
o tu veli¢inu, uddvajici rychlost rastu funkce, kterou jsme zacali hledat v motivaci na strané
15. Geometricky vyznam derivace je nasledujici: nakreslime-li se¢nu ke grafu funkce f prochazejici

B) —
body [z, f(x)] a [z+h, f(x+h)] (viz obrdzek 1.1, strana 17), je smérnice této secny M
Fixujeme-li bod [z, f(x)] a s bodem (z + h) se k bodu x blizime (tj. provddime-li limitn{ pfechod
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” }llirr%)”), prejde seéna v tetnu v bodé [z, f(z)]. Limitn{ hodnota, tj. smérnice te¢ny, je potom rovna

derivaci f'(z).

Graf funkce ma tedy v pevném bodé a teénu pravé tehdy, kdyz funkce f ma v bodé a derivaci.
Body, kde funkce nem4 derivaci, mohou byt body, kde je limita (1.8) nevlastn{ (funkce ma svislou
teénu), body kde existuji jednostranné derivace (te¢ny zleva i zprava existuji) ale tyto jsou ruzné
(napi. funkce y = |z|) a koneéné body, kde neexistuje néktera z jednostrannych derivaci.

Poznamka 1.38 (rovnice tecny). Ma-li funkce f v bodé a derivaci, je rovnice tecny ke grafu
funkce v tomto bodé

y=f'(a)(x—a)+ f(a).

Poznamka 1.39 (prakticky vyznam derivace). Nechf veli¢ina z oznacuje ¢as, méreny ve vhodnych
jednotkach, a necht veli¢ina y se mén{ v pritbéhu ¢asu, tj. y = y(z). Derivace y'(z) poté znaéci
okamzitou rychlost, s niz dochdz{ ke zméné velikosti veli¢iny y v ¢ase x. Znaci-li napf. y(x) polohu
pohybujiciho se télesa v ¢ase x, je derivace 3'(z) rovna okamZité rychlosti tohoto télesa (pojem
rychlost uzivame ve fyzikdlnim smyslu tohoto slova). Znagi-li velicina y velikost populace urcitého
zivocisného druhu v ¢ase x, znaéi derivace y'(z) rychlost nariistu této populace, tj. pocet zivocich,
ktery se v daném okamziku narodil (za ¢asovou jednotku), zmenseny o pocet zivoéichu, ktery
v daném okamziku uhynul.

Véta 1.15 (souvislost derivace a spojitosti). Ma-li funkce v bodé (na intervalu I) derivaci, je
v tomto bodé (na tomto intervalu) spojita.

Poznamka 1.40. Opacna véta neplati, ze spojitosti funkce obecné neplyne existence derivace.
Piikladem budiz funkce y = |z| v bodé x = 0.

Oznaceni. Mnozinu viech funkei které maji na intervalu I spojitou derivaci oznaéujeme C*(I).
Tyto funkce zpravidla nazyvame hladké funkce. Mnozinu vSech funkci které maji na intervalu I
spojité viechny derivace az do fadu k véetné oznacujeme C* (I).

Pozniamka 1.41 (filozofickd). Dlouho pietrvaval nézor, ze spojita funkce je funkee, jejiz graf l1ze
nakreslit ”jednim tahem”. Kreslime-li graf takovéto funkce, znamen4 to, ze kdyz pfti kresleni posu-
nujeme ”pisdatko” néjakym smérem. Takto kreslime graf funkce, kterd mé teénu (a tedy i derivaci),
piipadné ¢dru ”zalomime”. Téchto zalomeni muze byt koneéné mnoho, proto se vétilo, ze spojité
funkce maji derivaci vSude, s pfipadnou vyjimkou koneéného poctu bodu. To, ze takové predstava
je nespravnd, ukazal B. Bolzano, ktery zkonstruoval funkci spojitou na R, kterd neméa v zadném
bodé derivaci. Graf takovéto funkce podle vyse uvedeného nelze nakreslit. Tento ptiklad ukazuje,
ze predstava spojité funkce pouze jako funkce, jejiz graf 1ze nakreslit jednim tahem je nesprdavna.

Poznamka 1.42 (k oznaceni). Je-li funkce f ve tvaru y = f(z), piSeme misto f’(z) také y'(x),

nebo struénéji y’. V piirodnich a technickych védich se ¢asto setkdvdme jesté s nasledujicim
d

ekvivalentnim znacenim derivace 3y’ = _y. Pfitom vyrazy dz a dy (které jsou v derivaci formalné

7v podilu”) se nazyvaji diferencidly. Je-li nezdvislou proménnou ¢as, oznacujeme jej zpravidla ¢
namisto = a derivaci v tomto piipadé znac¢ime teckou takto: y

Véta 1.16 (pravidla pro pocitan{ s derivacemi). Nechf f, g jsou funkce a ¢ € R konstanta. Plati

cf(x)]" = cf'(2) (1.9)

(@) £ g@)) = f'(z) £ ¢'(z) (1.10)

F@e@) = f@)d @) + f (@)g(x) (1.11)
f@) f@)g() - g@)f)

) () ’ (1.12)

pricemz derivace vlevo existuji, existuji-li derivace vpravo, a je-li vyraz vpravo definovén (tj. nen{
nula ve jmenovateli zlomku).
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Piiklad 1.15 (aplikace predchozi véty).

{ xe® ]' _ (xe®) (x+1) — (z + 1) ze®

r+1 (x +1)2

(e® +aze®)(w+1) —lze®  e"(a® +x+1)
(z+1)2 ICESE

Poznamka 1.43 (technickd). Protoze derivace souctu je jednodussi nez derivace sou¢inu a podilu,
snazime se soucin nebo podil rozdélit (pokud to lze) na soucet jednodussich vyrazu.

Q) (z+D)(z-2)]=@*-2z-2) =221

(B -1\ 1, 1 L
(ii) (T) —Z(x —1+4+z )—Z(Qx—x )

Véta 1.17 (derivace slozené funkce, fetézové pravidlo). Plat{

[f(g(x))]" = f'(g(x))g' (2), (1.13)
kde existence derivace vlevo plyne z existence derivaci vpravo.

Poznamka 1.44. Vyraz f'(g(z)) v piedchozi vété znamena derivaci funkce f vypoétenou v bodé

9(x).
Priklad 1.16 (derivace slozené funkce). (i) (In(sinz)) = —— cosz
sin x
(ii) (In(zsinz)) = ! (sinz + x cosx)
~ xsinz
(iii) (ln(x sin2(2x)))/ = é[l sin?(2z) + 2.2 sin(22) cos(22)2]
sin?(2z) )

. . . . 0 00
Nésledujici véta ndm umozni ve vétsiné pripadu vypocet limit typu ” 6” a’—".
00

Véta 1.18 (I'Hospitalovo pravidlo). Necht a € R*a necht funkce fa g jsou definovany v néjakém
ryzim okoli bodu a a maji zde derivaci. Necht dale plat{ bud lim f(x) = lim g(z) = 0, nebo

| im g(x)| = oo. Plati

@) ()
%Erzlzgx _allgzlz g'(z)’ (1.14)

pokud limita na pravé strané rovnosti (1.14) existuje. Totéz plati i pro obé jednostranné limity.

Poznamka 1.45 (k pouziti 'Hospitalova pravidla). Pokud limita vpravo ve vzorci (1.14) nee-
xistuje, nemuzeme jesté nic Fici o limité Thg}l f(x)/g(x). Tato limita muze nebo nemusi existovat.
Pokud limita vpravo neexistuje, pripadné pokud pokus o pouziti I’Hospitalova pravidla nevede ke
zjednoduseni, musime hledat pro vypocet limity jinou cestu. Poznamenejme jesté, ze ’'Hospitalovo
pravidlo lze pouzit libovolné-krat za sebou. Potom z existence posledni limity vyplyvé existence
vSech limit pfedchozich.

Priklad 1.17. Vypottete limity lim —oe, lim S oro8® iy L& TE € 2
T—00 T —0 1‘3 20 .233
Regend.
1
1 - 1
lim —= = lim —Z— =2 lim — =0,

2V
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1

. T —arctgx ) 1_1+x2 ) 1 1
lim = lim =lim — = ——,
@—0 a3 a—0 322 x—0 3(1 + 22) 3
.orwe®+r—2e"+2 . e¥+we® +1—2e"
lim = lim
=0 3 z—0 32

e+ et 4 xe® — 2e”

= lim
z—0 6x

1.4 Prubéh funkce

Jak jsem vidéli vyse, spojitost neni definovana, tak, jak si spojitou funkci bézné predstavujeme
— jako funkci, kde nejsou skoky ¢i néjaké podobné drastické zmény funkénich hodnot, ale jako
funkei, kde veskeré zmény funkénich hodnot probihaji relativné pozvolna. Piesna definice vsak
byla zcela odlisna od této predstavy.

Je tedy definice spojitosti pomoct limity presné to, co si “bézné” predstavujeme pod pojmem “spojitd
éara v roviné” (funkce, kde nejsou Zddné “dramatické zmény”)?

Odpoved je ponékud prekvapiva: Ne zcela. Cesky matematik B. Bolzano nadel piiklad funkce,
ktera je spojitd na R, ale jeji graf se viubec nedd nakreslit a proto se pii studiu spojitych funkeci
nelze v dikazech odvoldvat na “zfejmé vlastnosti rovinnych kiivek”. Nastésti, i kdyz definujeme
spojitost na prvni pohled slozité pomoci limity, ty nejpéknéjsi vlastnosti zustanou zachovédny, jak
ukazuji nasledujici dulezité véty.

Véta 1.19 (Weierstrassova véta). Nechf funkce f(x) je spojitd na uzavieném intervalu [a,b].
Potom je na tomto intervalu ohranicend a nabyva zde své nejvétsi a nejmensi hodnoty, tj. existuji
¢isla a1, g € [a,b] s vlastnosti f(x1) < f(x) < f(xz2) pro viechna x € [a, b].

Véta 1.20 (prvni Bolzanova véta). Nechf funkce f(z) je spojitd na uzavieném intervalu [a,b] a
plati f(a).f(b) <0 (tj. f(a) a f(b) maji opatnd znaménka). Pak funkce f(x) mé na intervalu (a,b)
nulovy bod, tj. existuje ¢islo ¢ € (a,b) s vlastnosti f(c) = 0.

Véta 1.21 (druhd Bolzanova véta). Necht funkce f(z) je spojitd na uzavieném intervalu [a, b].
Potom nabyva vSech hodnot mezi svou nejmensi a nejvétsi hodnotou.

Poznamka 1.46. Predeslé véty maji jednoduchou grafickou interpretaci, jak je ukdzano na
Obrézku 1.6.

e Funkce na obrazku je ohrani¢end na [a, b], jeji graf lez{ mezi cerchovanymi ¢arami.

e Funkce m4 absolutn{ minimum na intervalu [a, b] v krajnim bodé x = a a absolutn{ maximum
v bodé x = M. Ptislusné funkéni hodnoty jsou na ose y.

e Funkce mén{ znaménko na intervalu [a, b], plati f(a) < 0a f(b) > 0. Jeden z kofenti, o kterych
mluvi prvni Bolzanova véta, je na obrazku oznacen symbolem c.

e Hodnota yg lezi mezi maximélni a minimalni funkéni hodnotou. Existuje tedy, podle druhé
Bolzanovy véty, g € [a, b] takové, ze f(xo) = yo. Jeden z bodu s touto vlastnosti je vyznacen
na obrazku.

Tvrzeni vét jsou tedy zcela prirozend. Obrovskou zasluhou vyse uvedenych matematikt je mimo
jiné fakt, ze si uvédomili, ze tyto véty nejsou zaddnymi snadnymi dusledky definice spojitosti a je
potieba podat jejich presny dukaz.
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A

Yo|l——————

©  kofen

|930

———=

—_— absolutni minimum

Obrazek 1.6: Funkce spojita na [a, b].

Pozndmka 1.47 (nelinedrni nerovnice). Bolzanova véta umoziuje Fesit vétsinu nelinedrnich ne-
rovnic. Podle Véty 1.20 totiz funkce muze zménit znaménko jediné v bodé, kde je porusena jeji
spojitost (= skokem), nebo v nulovém bodé (= graf protind osu z). Resime-li tedy nerovnici
f(x) > 0, nalezneme nejprve body nespojitosti funkce f a nulové body této funkce, tj. feseni
rovnice f(z) = 0. Obé skupiny bodu vyneseme na redlnou osu a defini¢ni obor se timto rozpadne
na nékolik podintervali. Uvnitf kazdého z téchto intervalt plati bud f(z) > 0 nebo f(z) < 0.
Kterd z téchto variant plati ve kterém z intervalu lze zjistit napiiklad postupnym dosazovanim
reprezentantu z jednotlivych intervali.

Definice 1.26 (lokdln{ extrém). Bud f funkce a xo € D(f).

e Rekneme, ze funkce mé v bodé g ) lokdlni mazimum, jestlize existuje ryzi okoli O(x), takové,
ze f(xo) > f(z) pro viechna x € O(x¢). Je-li nerovnost ostrd, fikdme, ze funkce f mé v bodé
To ostré lokdlni maximum.

e Plati-li opa¢né nerovnosti, fikame, ze funkce méa v bodé xq lokdIni minimum a ostré lokdlnd
minimum.

e Lokdlni maximum a minimum nazyvame spole¢nym nazvem lokdlni extrémy. Ostré lokalni
maximum a ostré lokalni minimum nazyvame spoletnym ndzvem ostré lokdlni extrémy.

Poznamka 1.48 (k piedchoz{ definici). Funkce mé v bodé zq ostré lokdlni maximum (minimum),
jestlize v néjakém ryzim okoli bodu zy nabyvd pouze nizsich (vyssich) funkénich hodnot, nez
f(xo). Hodnota f(xo) je tedy jedind nejvyssi (nejnizsi) funkéni hodnota v néjakém okoli bodu zg.
Okoli bodu x¢ z predchozi definice musi nutné celé lezet v definiénim oboru funkce f. (V nékteré
literatufe je tato podminka ponékud oslabena. Napi. u funkce y = +/= nemluvime o lokalnim
minimum v bodé 0, protoze nalevo od bodu 0 vubec neni definovéna. Jini autofi tento bod vsak
za lokdln{ extrém povazuji.)

Lokélni extrémy 1zce souvisi s monotonii, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 1.22 (postacujici podminky pro existenci a neexistenci lokdlnich extrémil). Bud' f funkce
definovana a spojita v néjakém okoli bodu zg.

e Jestlize existuje levé okoli bodu xg, ve kterém je funkce rostouci a pravé okoli bodu zg, ve
kterém je funkce klesajici, je bod xy bodem ostrého lokalniho maxima funkce f.
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o Jestlize existuje levé okoli bodu xg, ve kterém je funkce klesajici a pravé okoli bodu zq, ve
kterém je funkce rostouci, je bod xzg bodem ostrého lokdlniho minima funkce f.

o Jestlize existuje okoli bodu xg ve kterém je funkce ryze monotonni, lokalni extrém v bodé
To nenastava.

Poznamka 1.49. Graficky muzeme ptfedchozi vétu ilustrovat nasledovné.
/lex\ min / . /M/}X\
a b c d
Poznamka 1.50 (absolutni extrémy funkce). Uvazujme funkci, kterd je spojitd na uzavieném
intervalu [a, b]. Podle Weierstrassovy véty tato funkce nabyvé na intervalu [a,b] své nejmensi a
nejveétsi hodnoty. Tyto hodnoty nazyvame absolutni maximum a absolutni minimum funkce f na

intervalu [a, b]. Je zFejmé (odkud?), ze téchto extremdlnich hodnot muze funkce nabyvat pouze
v bodech, ve kterych m& lokdln{ extrémy, nebo v nékterém z krajnich bodu intervalu [a, b].

Definice 1.27 (konvexnost, konkdvnost). Bud f funkce majici derivaci v bodé . Rekneme,
ze funkce f je v bodé xg konverni (konkdung), jestlize existuje ryzi okoli bodu zg takové, Ze pro
véechna x € O(x) lezi body grafu funkce nad te¢nou (pod tecnou) ke grafu funkce f sestrojenou
v bodé xg, tj. plati

J(@) > fl@o) + ['@o)z —w0)  (f(@) < [(w0) + f'(wo)(w — w0) ) (1.15)

Rekneme, ze funkce je konvezni (konkdvni) na otevieném intervalu I, ma-li tuto vlastnost v kazdém
bodé intervalu I.

Definice 1.28 (inflexni bod). Bod ve kterém se méni charakter funkce z konvexni na konkavni
nebo naopak nazyvame inflexnim bodem funkce f.

V nasledujicich vétach si ukdzeme, ze monotonie a lokalni extrémy tzce souvisi s prvni derivaci
funkee, zatimco konvexnost/konkdvnost a inflexni body souvisi s druhou derivaci.

Definice 1.29 (stacionarni bod). Rekneme, ze bod x je staciondrnim bodem funkce f, jestlize
funkce f ma v bodé xg nulovou derivaci, tj. f'(xq) = 0.

Poznamka 1.51 (geometricky vyznam). Geometricky jsou staciondrni body body, ve kterych m4
graf funkce vodorovnou te¢nu (proc?).

Véta 1.23 (souvislost derivace a lokdlnich extrémi). Nechf mé funkce v bodé zo lokdln{ extrém.
Pak funkce f v bodé x¢ bud nem4 derivaci, nebo je tato derivace nulové, tj. plati f/'(zo) =0 a xq
je stacionarnim bodem funkce f.

Pozniamka 1.52 (strategie hleddni lokélnich extrému). Podle piedchozi véty jsou body kde deri-
vace neexistuje a stacionarni body jedinymi ”podezielymi” kandidaty na body, v nichz by funkce
mohla nabyvat lokdlniho extrému. Nikde jinde (a takovych bodu byva naprostd vétsina) lokdln{
extrém nemuze nastat. P¥i hleddni lokdlnich extrému postupujeme tak, Ze nejprve nalezneme
vsechny tyto "podezielé” body (tj. funkci f zderivujeme a zjistime, kde je tato derivace nulovd a
kde nenf definovand) a poté v kazdém bodé samostatné rozhodneme, je-li v ném lokaln{ extrém a
pripadné jaky. K tomu ndm muze poslouzit Véta 1.22 ve spojeni s nasledujici vétou.

Véta 1.24 (souvislost derivace a monotonie). Necht funkce f mé derivaci na otevieném intervalu
I

e Je-li f'(z) > 0 na intervalu I, je funkce f rostoucf na I.
e Je-li f'(z) < 0 na intervalu I, je funkce f klesajici na I.

Véta 1.25 (souvislost druhé derivace s konvexnosti a konkdvnosti). Bud f funkce majici druhou
derivaci na otevieném intervalu I.
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e Je-li f”(x) > 0 na intervalu I, je funkce f konvexni na I.
e Je-li f”(x) <0 na intervalu I, je funkce f konkévni na I.

Definice 1.30 (kriticky bod). Bod, ve kterém m4 funkce f nulovou druhou derivaci nazyvame
kritickym bodem funkce f.

Véta 1.26 (souvislost inflexnich bodii a druhé derivace). Necht méa funkce v bodé zq inflexni
bod. Pak funkce f v bodé x¢ bud nemd druhou derivaci, nebo je tato druhd derivace nulovd, tj.
plati f”(zg) = 0 a g je kritickym bodem funkce f.

Véta 1.27 (souvislost druhé derivace s lokdlnimi extrémy). Bud f funkce a x stacionarni bod funkce f.
Je-li f”(x0) > 0, nabyvé funkce v bodé zo lokdlniho minima, je-li f’(x0) < 0, nabyva funkce v bodé xo
lokalniho maxima.

Poznamka 1.53 (technickd). Piedchozf véta nedédvéa odpovéd na otdzku zda a jaky lokéln{ extrém nastdvéa
ve stacionarnim bodé, ktery je soucasné i kritickym bodem. V tomto pfipadé totiz nelze o existenci a kvalité
lokalniho extrému pomoci druhé derivace rozhodnout. Proto je lep&i pti hledani lokédlnich extrému vyuzivat
Véty 1.22 a 1.24.

Jak je patrné z predchoziho, pomoci prvni a druhé derivace dokdzeme ziskat urcité informace
o chovani funkce v bodech, patiicich do definiéniho oboru. Naopak o chovani funkce v okoli bod1,
které nepatri do defini¢ntho oboru funkce nas informuji asymptoty.

1.5 Sestrojeni grafu funkce

Diferencialni po¢et muzeme pouzit pro sestrojovéani grafu funkce pomoci charakteristickych bodi.
Mezi tyto charakteristické body poc¢itame predevsim pruseciky s osami, lokalni extrémy a inflexni
body. Dale vySetiujeme asymptoty ke grafu funkce. Postup muze byt naptiklad nasledujici.

(i) Nalezneme definiéni obor funkce, zjistime paritu funkce a jeji pruseciky s osami. Pomoci
pruseciki s osou x a pomoci defini¢niho oboru ur¢ime intervaly, kde je funkce kladnd a kde
z4aporna.

(ii) Podle toho jak vypadd defini¢ni obor zjistime, jaké by funkce mohla mit asymptoty. Tyto
asymptoty ur¢ime. Ma-li funkce body nespojitosti, vySetfime chovani funkce v okoli téchto
bodu.

(iii) Pomoc{ prvn{ derivace uréime staciondrni body, intervaly rustu a klesdn{ a lokdln{ extrémy.
Pfitom kontrolujeme, jestli vypocty souhlasi s tim co uz zndme — z asymptot bez smérnice
nebo z pruseciku s osou x a ze znaménka napravo a nalevo od téchto pruseciku zndme
charakter monotonie v okoli bodu nespojitosti a v prusecicich s osou zx.

(iv) Pomoci druhé derivace uréime kritické body, intervaly konvexnosti a konkdvnosti a inflexn{
body. Pfitom kontrolujeme, zda vypocty souhlasi s tim, co jiz zndme — vS§imame si okoli
bodu nespojitosti a lokdlnich extrému (v lok. minimu je funkce konvexn{ a v lok. maximu
konkdvni).

(v) Vyneseme asymptoty a charakteristické body (extrémy a inflexni body) do kartézské sou-
stavy soutfadnic a na¢rtneme graf. Aby byly z grafu patrné vsechny ” charakteristické body”,
nemusime pfitom vzdy trvat na stejném métfitku na obou osach.

V nékterych ptipadech je provedeni nékteré z popsanych ¢asti obtizné, ptipadné analyticky nefesitelné.
V téchto piipadech se snazime graf na¢rtnout jenom podle téch informaci, které dokazeme ziskat.
Vzdy se snazime alespoii o nalezeni intervalt rustu a kleséni funkce a o vySetfeni limit v bodech
nespojitosti a v nevlastnich bodech.
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1.6 Limita, spojitost a derivace

Jiz pfi budovani diferencidlniho poctu si matematici (a pfedevsim piirodovédci) vsimli, Ze definice
spojitosti funkce pomoci limity se ocitla velmi daleko od néazorné predstavy spojité funkce jako
kiivky, jejiz graf lze nakreslit jednim tahem. Nyni ndm jde o to ujasnit si, jaky je mezi témito
dvéma pristupy rozdil a co maji spole¢ného.

V technické praxi zpravidla studujeme tzv. po ¢dstech hladké funkce — funkce, jejichz definiénim
oborem je interval a tyto funkce maji derivaci ve v8ech bodech svého defini¢niho oboru, s pfipadnou
vyjimkou konecného poctu bodu. Toto vyplyva z faktu, ze vétsinu piirodnich zékonitosti popi-
sujeme diferencidlnimi rovnicemi a feSeni téchto rovnic (tj. funkce které déle studujeme) zcela
prirozené maji derivaci na intervalech, kde jsou definovany. Grafy takovychto funkci maji v kazdém
svém bodeé tetnu (tudiz jsou "hladké”) a lze je snadno nakreslit. Potom lze vyslovit nasledujic

e Mame-li nakresleny graf po ¢astech hladké funkce f, Ize pfi ndzorném ptiblizeni a studiu
pojmu limita pouzit piedstavu bodu pohybujiciho se po grafu funkce — predstavu, ktera
matematiky vedla k zavedeni limit.

e Funkce je spojitd v bodé, kde mé derivaci. Protoze po ¢astech hladké funkce maji derivaci
v kazdém bodé, s pfipadnou vyjimkou konetného poc¢tu bodu, znamend to, ze body nespo-
jitosti a body, kde funkce nemd derivaci budou spiSe vyjimeénymi body definiéniho oboru.
V naprosté vétsiné bodu bude funkce spojitd a diferencovateln4.

Jestlize si uvédomime tyto souvislosti, 1ze body nespojitosti klasifikovat do nékolika mélo skupin

(i) Funkce mé v bodé a kone¢nou limitu lim f(z) = L, nenf vSak v bodé a definovéna, nebo je

funkéni hodnota f(a) ruzna od L. Tento typ nespojitosti je nejméné nepifjemny. Casto jej
nazyvame odstranitelnd nespojitost, protoze malou zménou funkce f (pouze predefinovanim
jediné funkéni hodnoty f(a)) lze z funkce f uéinit funkci spojitou.

(ii) Funkce f md v bodé a limitu, ta je vSak nevlastni.

(iii) Funkce nemd v bodé a limitu, m4 zde vsak alespon obé jednostranné limity (vlastn{ nebo ne-
vlastn{). V tomto piipadé m4 funkce v bodé a tzv. skok (koneény nebo nekoneény). V piipadé,
ze nékterd z jednostrannych limit je vlastni, muze byt funkce v tomto bodé nanejvys jedno-
stranné spojitd (zleva nebo zprava).

(iv) Funkce nemd v bodé a ani nékterou z jednostrannych limit. Znamend to, ze pohybujeme-li
se s bodem po grafu funkce f tak, aby se x-ova soufadnice bodu blizila k hodnoté a, hodnoty
y-ovych soufadnic se zddnym zpusobem neustali. Znamena to, ze funkce mé v okoli bodu a
velice komplikovany prubéh, zpravidla je velice rozkmitana.

S vyjimkou prvniho typu, zddny z dalsich vyjmenovanych typt nespojitosti nelze odstranit vhodnym
predefinovanim f(a), proto se nazyvaji podstainé nespojitosti. Podobné u funkei které jsou po
castech hladké lze charakterizovat body kde neexistuje derivace do nékolika malo typu. Nejdiive
vsak pfipomenme, ze ma-li funkce v néjakém bodé derivaci, pak je v tomto bodé spojita. V bodé
kde funkce neni spojita tedy derivace byt nemuze. Budeme si tedy v§imat bodu, kde funkce nemé
v nékterém bodé derivaci, ale je v tomto bodé spojitd. Funkce ma v bodé x derivaci, jestlize
existuje kone¢nd limita

h) —
lim M (1.16)
h—0 h
Pripady, kdy tato derivace neexistuje jsou tedy nasledujici:
(i) limita (1.16) je nevlastni, graf ma tedy v tomto bodé svislou tecnu

(ii) limita (1.16) neexistuje, existuji vsak jednostranné limity. Graf ma te¢nu zleva a teénu zprava,
tyto jsou vSak ruzné — graf mé hrot.
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(iii) limita (1.16) neexistuje, neexistuje ani jednostrannd limita, graf nemd ani jednostrannou
tecnu. Podobné jako v piripadé neexistence jednostranné limity to znamend ze graf je v okoli
bodu a rozkmitany a velice komplikovany.

Timto je klasifikace jednotlivych moznosti ukonéena. Z piedchozich ptiklada vidime, ze body, kde
funkce nem4 bud’ limitu, nebo nenf spojité, nebo nem4 derivaci, jsou body, kde je funkce jistym
zpusobem ”gkaredd” — zfetelné se odchyluje od predstavy grafu hladké kiivky spojité nakreslené
jednim tahem.

hrot

svisla teéna

nevlastni limita
skok
—

[

odstranitelnd|nespojitost

Obrézek 1.7: Typy bodu nespojitosti a bodu bez derivace.

Poznamenejme, ze situace je mnohem komplikovanéjsi v pripadech, kdy nestudujeme po ¢astech
hladké funkce, ale obecné libovolné funkce. V tomto piipadé lze podat piiklady funkci, které se
zcela vymykaji béznému chapani spojitosti funkce, napi je mozné nalézt

(i) funkci f definovanou na R, kterd nemd limitu v zddném bodé, dokonce ani jednostrannou
(Dirichletova funkce)

(ii) funkci f definovanou na R, kterd je spojitd v bodech s iraciondlni hodnotou z a nespojitd
v bodech s raciondln{ hodnotou = (Riemannova funkce)

(iii) funkci f definovanou na R, kterd vsak mé jediny bod, ve kterém je spojitd (piipadné koneéné
mnoho bodu kde je spojitd), nebo jediny bod, kde méd derivaci.

(iv) funkci f definovanou a spojitou na R, kterd vsak nemd derivaci v zddném bodg, tj. v kazdém
o0

3\ 7
bodé mé hrot (Weierstrassova funkce y = Z (Z) | sin(4"x)|, Bolzanova funkce)
i=0

(v) funkei f definovanou a spojitou na R, kterd vsak nemd derivaci v zddném bodé, a to ani
jednostrannou. Ma tedy v kazdém bodé rozkmitanou teénu (podobné jako napf. funkce

1
yzxsin; v bodé x = 0).

U téchto typu funkei jakdkoliv geometrickd predstava selhava, jsou ”skaredé” ve vSech bodech
svého defini¢niho oboru, grafy téchto funkci nelze zachytit grafickymi prostiedky. Protoze vSak tyto
funkce zcela nezpochybnitelné také patii do matematické analyzy (nékteré z nich maji dokonce
pouziti v nékterych specidlnich aplikacich, napt. tzv. "bily sum”), je zfejmé, ze pii studiu funkel
se nelze opirat pouze o predstavu studia spojité nakreslenych kiivek, ale je nutno pouzit néktery
ze zpusobu, ktery nezavisi na konkrétni predstavé funkce. Proto jsme pouzili definice zalozené na
pojmech okoli a limita.
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1.7 Shrnuti

Funkce jsou matematickym vyjadienim vztaht mezi veli¢inami. Pfi studiu funkei se opirdme

e o elementdrni matematiku, kterd ndm umozni vypocet funkénich hodnot, nalézt definiéni
obor funkce, ovérit jeji sudost nebo lichost a v nékterych piipadech fesit nelinedrni rovnice
a nerovnice (logaritmické, exponencidlni, goniometrické a pod.) a déle

e o diferencidlni pocet, ktery nam dava pomoci derivace informaci o chovani funkce na de-
finién{m oboru (rust, klesani, spojitost, lok. extrémy, konvexnost, konkdvnost atd.) a pomoc{
asymptot informaci o chovéani funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru. Zakladnim po-
jmem, ktery umoznuje tento aparat vybudovat, je pojem limita funkce. Prakticky vypocet
limity provadime u spojitych funkei dosazenim, u nespojitych je mozné pouzit Véty 1.16
pro pocitani s limitami a v nékterych pfipadech I’'Hospitalovo pravidlo. Limity u polynomu
a raciondlnich funkci v bodech nespojitosti a v nevlastnich bodech lze pocitat pomoci Vét
1.11 a 1.14. V piipadech jednoduchych funkei pozndme limitu (ve vlastnim i nevlastnim
bodé) z obrazku.

Abychom mohli vyse uvedené informace z funkce najit a pouzit, ukézali jsme si, které jednotlivé
pojmy spolu souvisi a jak, napt. z existence derivace plyne spojitost, nikoliv vSak naopak.
Podstatné v aplikacich jsou zejména spojité funkce. Pti studiu spojitych funkei maji velky vyznam
Bolzanovy a Weierstsrassovy véty, které jsou geometricky velice nazorné a ukazuji, ze i kdyz je
spojitost funkci definovana podstatné méné nazorné, nez jako funkce nakreslitelnd jednim tahem,
zachovavaji se pro tyto funkce vlastnosti ”bézné” pro hladké rovinné ktivky.

Z teoretického hlediska jsou nejdulezitéjsi pojmy této kapitoly limita, spojitost a derivace. Spojitost
je vlastnost téch funkci, u nichz mald zména nezavislé proménné vyvold relativné malou zménu
promeénné zavislé. Derivace je (ponékud jemnéji) veli¢ina, kterd se vyjadiuje pomér téchto zmén
vySetrovdand prubéhu funkce, zejména pak nalezeni lokdlnich extrémau funkce.

Nékdy maji studenti potize rozpoznat, kterou metodu je tieba pouzit pro vypocet limit. Nasledujici
rozhodovaci strom umoznuje vybrat tu spravnou metodu ¢i tu spavnou vétou, kterou je nej-
vhodnéjsi pouzit. Tento diagram pokryva pouze typy limit, které jsme probirali na prednasce.
Setkate-li se s limitou, kterou nelze do tohoto schematu zafadit, muzete se pokusit odhadnout
hodnotu limity numerickym experimentem, vypoc¢tem funkénich hodnot v okoli zkoumaného bodu.
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Vypoctéte lim f(x).

¥

Dosad'te z = a do f(z).
Je hodnota f(a) definovand?

Ano

Nel

Je 2 = £o00 a je f bud polynom,
nebo racionalni funkce?

| Mite vysledek.

Pouzijte Vétu 1.14.
Ano

Ne

Substitutce dava .. ..
(vyberte si sprdvnou cesticku).
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Pocitejte tedy jen s vedoucimi
¢leny.

Pouzijte 'Hospitalovo pravidlo

enulova hodnota

0

Studujte nejdiive jednostranné
limity, pomoci Véty 1.11. Ze
vztahu jednostrannych limit
vyctéte ptipadnou existenci a

hodnotu limity oboustranné.

0-

a s novou limitou pracujte od
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Pieved'te, pouzitim
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algebraickych tuprav, na —, nebo
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Obrézek 1.8: Limity elementarnich funkei.
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Kapitola 2

Zakladni numerické metody

V této kapitole si uvedeme nékteré standardni postupy tzv. numerické matematiky

2.1 Algebraické rovnice
Definice 2.1 (algebraickd rovnice). Bud n pfirozené &islo a
Po(z) = apz" + a1 ' a4 -+ an_o02® + an_12 + ay (2.1)

polynom stupné n s redlnymi koeficienty ag, a1, ...an, kde ag # 0. Koeficient ag se nazyvame
vedouci koeficient polynomu P,(x) a koeficient a,, absolutni élen polynomu P,(z). Clen agz"

nazyvame vedouct clen polynomu P, (x). Algebraickou rovnici stupné m rozumime rovnici tvaru

aox™ + a1z” 1+ asx" 24+ 4ap 22> +an_1x+a,=0 (2.2)

Pozniamka 2.1 (nejjednodussi polynomy). Polynom nultého stupné je konstantni funkce. Poly-
nom prvniho stupné nazyvame linedrni polynom a jeho grafem je piimka (k sestrojeni grafu ndm
tedy staci zndt dva body, které na grafu lezi). Polynom druhého stupné nazyvdame kvadraticky po-
lynom, jeho grafem je parabola. Polynom tietitho stupné nazyvame kubicky polynom, jeho grafem
je kubicka parabola.

Definice 2.2 (kofen polynomu, fesenf algebraické rovnice). Resenim (korenem) algebraické rov-
nice (2.2) (korenem polynomu (2.1)) rozumime ¢&islo ¢, spliujici P, (c) = 0, tj. splaujici po dosazen{
za x rovnost (2.2).

Piiklad 2.1. Cisla z =1 a = —2 jsou kofeny polynomu
P(z) =2 +22% —x — 2. (2.3)

Vskutku, pfimym vypoctem lze ovéiit, ze P(1) = 0 a P(—2) = 0. Cislo 2 = 3 naopak nenf kofenem
tohoto polynomu, protoze P(3) = 40 # 0.

O fesitelnosti algebraickych rovnic vypovidéd nasledujici véta.
Véta 2.1 (zdkladni véta algebry). V oboru komplexnich ¢isel mé kazdy polynom kofen.
Nésledujici véta udava jednu z ekvivalentnich formulaci definice kofene polynomu.

Véta 2.2 (Bezoutova véta). Cislo ¢ je kofenem polynomu (2.1) pravée tehdy, kdyz existuje polynom
Qn—1(z) stupné (n — 1) s vlastnost{

Pu(e) = (2 — ¢)Qu-1(2). (2.4)

25
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Definice 2.3 (kofenovy ¢initel). Je-li ¢ kofenem polynomu (2.1), pak linedrni polynom (z — ¢)
s proménnou x nazyvame korenovy cinitel prislusny ke koteni c.

Piiklad 2.2. Polynom (2.3) muZze byt zapsan v ndsledujicich ekvivalentnich tvarech
y=@-1)@*+32+2), y=(@+2)(z*-1), y=(@—-1+1)(z+2).

Ctendf muze snadno zkontrolovat ekvivalentnost téchto vyjadieni rozndsobenim zavorek a se¢tenim
odpovidajicich mocnin.

Poznamka 2.2 (déleni kofenovym ¢initelem). Bezoutova véta tedy fikd, ze polynom lze beze
zbytku vydélit kofenovym ¢initelem. Toto déleni polynomu je vhodné provadét pomoci Hornerova
schematu. Toto schema ndm poslouzi soucasné i pii vypoctu funkénich hodnot polynomu, protoze
vyzaduje mens§i pocet operaci nasobeni, nez jaky bychom museli provadét, kdybychom pocitali
funkénf hodnoty pifmo z vyjddien (2.1).

Je-li ¢éfslo ¢ kofenem polynomu (2.2), muze byt i kofenem polynomu @,,—1(z) z Bezoutovy véty.
Proto mé smysl nasledujici definice.

Definice 2.4 (nésobnost kofene). Nechf ¢ je kofenem polynomu (2.1). Rekneme Ze tento kofen
je k-ndsobny, jestlize existuje polynom @, _x(x) stupné n — k takovy, ze plati

Py(z) = (z — )" Qn-i(x) a  Qn-k(c)#0 (2.5)

Véta 2.3. Polynomy P, (z) a Q,—k(z) z pfedchozi definice maji stejné kofeny véetné ndsobnosti,
s vyjimkou kofene c.

Poznamka 2.3 (technickd). Z piedchozi véty plyne, ze hleddme-li kofeny polynomu P,(x), je
vhodné po nalezeni jednoho z nich vydélit polynom P, (z) koFenovym ¢initelem piislusnym tomuto
kofeni ”maximalné-mozné-krat”. Tim zjistime ndsobnost kofene (je to ¢islo, udéavajici, kolikréat se
ndm podafilo provést déleni beze zbytku) a obdrzime polynom @Q,_x(x) z piedchozi definice (je
to posledni podil, ktery vysel beze zbytku). Déle budeme hledat kofeny polynomu @, —x(x). Ten
je totiz nizsiho stupné a tedy jednodussi.

Pojem nédsobnosti kofene lze ekvivalentné zavést pomoci derivaci polynomu P(x). Tuto ekviva-
lentni formulaci si uvedeme v nasledujici véte.

Véta 2.4 (souvislost ndsobnosti kotfene s derivaci). Cislo ¢ je k-nasobnym kofenem polynomu
(2.1) (rovnice (2.2)) pravée tedy, kdyz plati

Pu(c) = P(c) = Pl(c) = =P () =0

P (c) #0,

tj. ¢islo ¢ je kofenem polynomu P, (z) a vSech jeho derivaci do fadu (k — 1) véetné a nen{ kofenem
derivace Fadu k.

Pozniamka 2.4 (souvislost ndsobnosti kofene se zménou znaménka). V bodeé, ktery je kofenem
nasobnosti alespont 2 mé polynom vzdy vodorovnou te¢nu. Dalsi vlastnosti se fidi tim, jedna-li se
o koten sudé nebo liché nasobnosti.

e V okoli kofene liché ndsobnosti polynom mén{ znaménko, je monotonni a jedna-li se o kofen
nasobnosti alespon 3, mé zde funkce inflexni bod.

e V okoli kotene sudé nasobnosti polynom neméni znaménko a ma zde lokédlni extrém.

Opakovanym aplikovdnim Bezoutovy véty a zdkladni véty algebry dostdvdme nésledujici tvrzeni.
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Véta 2.5 (pocet komplexnich kofent). V oboru komplexnich ¢isel mé kazdy polynom (kazda algebraickd
rovnice) stupné n pravé n kofenu. Pfitom kazdy kofen pocitdme i s jeho ndsobnosti.

V praxi nas Casto zajimaji pouze redlné kotreny. Modifikace pfedchozi véty pro redlné kofeny je nasledujici.

Véta 2.6 (pocet redlnych kofent1). V oboru redlnych ¢isel mé kazdy polynom (kazdd algebraicka
rovnice) stupné n celkem bud n kofenil, nebo o sudy pocet méné. Pfitom kazdy kofen pocitdme
i s jeho nasobnosti.

Poznamka 2.5 (filozofickd). Umime vyftesit libovolnou linedrni a kvadratickou rovnici. Lze vyfesit i libo-
volnou algebraickou rovnici fddu 3 a 4. Neni v8ak mozné sestrojit algoritmus pro nalezeni kofentu rovnice
fddu 5 a vice! Rovnice vyssich fadu umime vyfesit jenom v nékterych specidlnich ptipadech. Jsou-li
napiiklad vSechny koeficienty v rovnici celd ¢isla, umime (jak si uvedeme nize) nalézt alesponn viechny
celociselné kofeny.

Poznamka 2.6 (technickd). Pro fadu tloh v matematice je vhodné umét rozlozit polynom na soucin
polynomu jednodussich. Lze ukézat, ze kazdy polynom lze rozlozit na soucin, kde jsou jenom kofenové
Cinitele (tj. linedrni polynomy tvaru (x — ¢) u jednoduchych kofenu a tvaru (z — c)’c u k-ndsobnych
kotfenu) a pripadné kvadratické vyrazy, které nemaji redlné kofeny, nebo mocniny téchto kvadratickych
vyrazu — toto vSak neni mozné provést bez znalosti kofenu tohoto polynomu. V praxi tedy dokdzeme
zpravidla rozlozit na soucin pouze kvadratické polynomy, polynomy které maji celo¢iselné koteny, piipadné
polynomy, kde rozklad na souéin lze provést postupnym vytykanim.

2.2 Zakladni numerické metody pro algebraické rovnice

Véta 2.7 (nutnd podminka pro celoéiselné koteny). Necht vsechny koeficienty polynomu (2.1)
jsou celd ¢isla. Je-li ¢ € Z kotfenem tohoto polynomu, pak je ¢islo a,, délitelné ¢islem ¢, tj. c|ay,.

Poznamka 2.7 (prakticky vyznam pfedchozi véty). Pfedchozi véta se tyka pouze polynomu
s celociselnymi koeficienty a iikd, ze celo¢iselnym kofenem takového polynomu muze byt pouze
deélitel absolutniho ¢lene. Je tedy mozné si vsechny délitele vypsat (je-li a,, # 0, je jich koneéné
mnoho!) a po fadé je otestovat, napt. Hornerovym schematem. Navic, najdeme-li takovy kofen,
zjistime opakovanym délenim soucasné i jeho nasobnost. Je-li déle algebraickd rovnice normovana,
tj. ap = 1, jsou jeji redlné koreny pouze celociselné nebo iracionalni.

Koteny, které nejsou celo¢iselné, neumime obecné u polynomu nalézt. Proto si ukdzeme nékteré
piiblizné metody pro jejich nalezeni. Nasim tkolem je zjistit (odhadnout) pocet realnych kotrent,
najit interval ve kterém tyto kofeny lezi a kofeny odseparovat, tj. nalézt systém intervalu s takovou
vlastnosti, ze kazdy interval obsahuje pravé jeden kofen polynomu.

Véta 2.8 (ohranic¢enost kotentl). Bud'te z; (pro i = 1..n) koteny (i komplexni) polynomu (2.1)
(algebraické rovnice (2.2)). Plat{

A
x| <14 —, 2.6
ol <1+ 2 (26)
kde A = max{|a;|,i = 1..n}.
Piiklad 2.3 (odhad velikosti kofenit). Pro kofeny x; polynomu P(z) = 22% — 2® + 42? + 2 — 6

6
plati |z;| < 1+ 3= 4.

Pro odhad poctu redlnych kladnych kotentu slouzi nasledujici véta.
Véta 2.9 (Descartova véta). Pocet kladnych kofenu polynomu (2.1) (algebraické rovnice (2.2))

je roven poc¢tu znaménkovych zmén v posloupnosti koeficientu ag, a1, as, . .., a,, nebo o sudé ¢islo
mensi. Pfipadné koeficienty, které jsou rovny nule, pfitom neuvazujeme.

Pozniamka 2.8 (jeden z dusledku piedchozi véty). Okamzitym dusledkem této véty je ndsledujict
tvrzeni: Polynom, jehoz vSechny koeficienty jsou nezdapornd ¢isla nemuze mit kladné koteny.
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Piiklad 2.4 (pocet kladnych kofentl). Polynom P(z) = 2® — 2% +2® + 2% — 24+ 1 m4 bud 4 nebo
2 nebo zadny realny kladny kofen.

Piiklad 2.5 (pocet kladnych kofentl). Polynom P(x) = 22% — 2 + 42 + 2 — 6 m4 3 nebo 1
kladny redlny kofen. Tyto kofeny lez{ v intervalu (0,4) — viz Pfiklad 2.3.

Pro odhad poétu zdpornych kofenu vyuzijeme toho, Ze ¢ je zdpornym kofenem polynomu P(x)
prave tehdy, kdyz —c je kladnym kofenem polynomu P(—z).

Véta 2.10 (varianta Descartovy véty pro zaporné koteny). Uvazujme pomocny polynom P (z) =
P(—x). Koeficienty tohoto polynomu oznaéme ag, @i, - .., a4, Pocet zdpornych kofentu polynomu
(2.1) (algebraické rovnice (2.2)) je roven poctu znaménkovych zmén v posloupnosti koeficientii
ag, a1, G2, - .., Gn, nebo o sudé cislo mensi. Piipadné koeficienty, které jsou rovny nule, pfitom
neuvazujeme.

Piiklad 2.6 (pocet zapornych kofenu). Pro polynom P(x) = 22% — 23 4+ 42% + x — 6 plati
P(z) = P(—z) = 22° + 23 4+ 42® — = — 6 a polynom P(z) mé tedy jediny zédporny realny kofen,
tj. mé jeden kofen na intervalu (—4,0) — viz Ptiklad 2.3.

Poznamka 2.9 (technicks). Pomocny polynom P(z) rychle obdrzime z polynomu P(z) uvédomi-
me-li si, ze staci zménit znaménka u koeficienti polynomu P(z), které piislusi mocnindm lichého
stupneé.

Piiklad 2.7 (hledéni celociselnych kofenu a rozklad na soué¢in). Naleznéme v oboru celych ¢isel
vSechna feseni rovnice

2® 4+ 2t — 523 — 922 — 242 — 36 = 0.

Celociselnymi kotfeny mohou byt pouze ¢isla, ktera déli ¢islo 36, tj. +1, £2, £3, +4, 46, £9, +12,
+18 a £36. Tato ¢isla postupné vyzkousime (i jejich ndsobnosti, pokud se bude jednat o koteny)
Hornerovym schematem.

1 1 -5 -9 -24 -36

1 1 2 -3 =12 =36 -T2
-1 1 0 -5 -4 =20 -16

2 1 3 1 -7 =38 #0
-2 | 1 -1 -3 -3  —18 || o!
-2 1 -3 3 -9 || 0*
-2 [ 1 -5 13 -35°

311 0 3| o
-3 1 -3 12
Poznamky:
Dog=-2 je kofenem néasobnosti alesponn jedna. Musime ovérit nasobnost tohoto kotene. Navic
mé déle smysl testovat pouze délitele ¢isla 18.
2) 1 = —2 je koFenem ndsobnost alespoii dva. Zkusime ovéfit, zda se nejednd o kofen nasobnosti
t¥i nebo vice.
3 p=-2 tedy je kotfen nasobnosti pouze dva. Pilngjsi ¢tenafi si jisté vsimli, ze tento radek nebylo

nutné psat. Dvojka totiz neni délitelem ¢isla —9, které je absolutnim ¢lenem polynomu, ktery
odpovidé poslednimu podtrzenému tadku.

V=3 je kofenem nasobnosti alesponi jedna. navic ma smysl testovat dédle jenom délitele ¢isla
3 a jenom zaporna Cisla, protoze dédle uvazujeme polynom, ktery méa pouze kladné koeficienty.
Z tohoto duvodu nemuze byt ¢islo z = 3 ndsobnym kofenem a zbyvé pouze Cislo —3.

Vysledky: Nasli jsme tii celo¢iselné kofeny 12 = —2 a 23 = 3. Rozklad levé strany rovnice na
soucin je

(x+2)%(x —3)(z? +3)=0.

Odsud lze vidét, ze zbylé dva kofeny nejsou redlnd ¢isla, tj. z45 ¢ R (rovnice 22 + 3 = 0 nemd
v oboru realnych ¢isel feseni).
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Poznamka 2.10 (separace kotfent). Dalsi tilohou spojenou s hleddnim kofenu algebraické rovnice
(polynomu) je separace kofent — tj. nalezeni systému intervalu, které obsahuji pravé jeden kofen.
Separaci kofent provadime zpravidla takto:

e Stanovime interval, ve kterém vsechny kofeny lezi, naptiklad s pouzitim Véty 2.8.

e Vypocteme funkéni hodnoty ve vhodnych bodech — obvykle volime cela ¢isla z uvazovaného
intervalu a lokdln{ extrémy. V kazdém intervalu typu (m,n), kde funkce méni znaménko (t;.
P(m)P(n) < 0) lezi jeden nebo lichy pocet kofent polynomu P(z). V kazdém intervalu typu
(m,n), kde funkce nemeéni znaménko (tj. P(m)P(n) > 0) nelezi zadny, nebo lezi sudy pocet
kofenu polynomu P(z).

V jednoduchych pfipadech (napiiklad u rovnic tfetiho fddu) dokdzeme nalézt lokalni extrémy
polynomu, vyS8etfit prubéh pomoci prvni derivace a odtud usuzovat na presnéjsi odhady poctu a
lokalizace kotent.

V nékterych piipadech, obzvlasteé tehdy, kdyZ polynom neobsahuje mnoho ¢lent, 1ze kofeny odse-
parovat graficky. Pfevedeme vhodné ¢leny z levé strany algebraické rovnice na pravou, tak abychom
dostali rovnici tvaru p(x) = g(x), kde p(x) a g(x) jsou polynomy, jejichz grafy umime zakreslit. Po
nakresleni obrazku vidime ihned, kolik maji grafy téchto kiivek prusec¢iku a v kterych intervalech
lez{. Tyto pruseciky jsou kofeny puvodniho polynomu (feSenimi puvodni algebraické rovnice).

Podari-li se kofeny polynomu odseparovat, nasledujici metoda umozni nalezeni tohoto kofene
s libovolnou (pfedem zvolenou) piesnosti.

Umluva. Rekneme, 7e &islo ¢ je kofenem polynomu (2.1) s presnosti alespori e (s chybou nejvyse €),
jestlize se od skutecného kofene polynomu lisi nejvice o hodnotu ¢, tj. pokud skuteény koten lezi
v intervalu (¢ — €,¢ + €). S presnosti alespon ¢ tedy kofen nalezneme, pokud najdeme interval
délky nejvyse 2e, ve kterém je tento kofen obsazen. Je-li [a,d] interval na kterém polynom P(z)
mén{ znaménko je stied tohoto intervalu kofenem polynomu P(z) s pfesnosti alespoii poloviny

b b—
délky tohoto intervalu. Tj. vypocéteme-li ¢ = % ac= Ta’ je kofen polynomu roven c £ €.

V praxi zpravidla chybu ¢ uddvdme na jednu platnou é&islici (zaokrouhlujeme pouze nahoru!) a
pribliznou hodnotu kotene zaokrouhlujeme na stejny pocet desetinnych mist. Zaokrouhlujeme-li
meze intervalu [a, b], je nutno zaokrouhlovat tak, aby zddné ¢islo z tohoto intervalu po zaokrouhleni
nevypadlo, tj. dolni mez zaokrouhlujeme pouze dolu a horni mez pouze nahoru.

Ke hledani kofenu polynomu, které jsou liché nasobnosti, tj. souviseji se znaménkovou zmeénou
polynomu, lze s vyhodou pouzit iteracni metody, které zptesnuji postupnym provadénim stile
stejnych kroku interval, ve kterém méame koten lokalizovéan. Jedna z nejjednodussich iteragnich
metod je metoda puleni intervalu.

Metoda puleni intervalu. Predpoklddejme, ze polynom P(z) nabyvd v bodech z =a a x =b
funkénich hodnot s opaé¢nym znaménkem. Metoda ptleni intervalu spoc¢iva v tom, ze vypocCteme
funkéni hodnotu v bodé = = ¢, ktery lezi v poloviné intervalu (a,b), tj. v bodé, pro ktery plat{

b
c = a—2|— . Pokud plati P(c) = 0, ziskali jsme kofen. Pokud plati P(c) # 0, potom na jednom

z intervalu (a, ¢) a (¢, b) polynom P(x) méni znaménko. Tento interval bude novou (lepsi) lokalizac{
kotene. Od intervalu (a, b) jsme takto presli k intervalu poloviéni délky, tj. sniZzili jsme maximaln{
chybu na polovinu. Dal§im provedenim tohoto postupu snizime maximalni velikost chyby opét na
polovinu a toto opakujeme tak dlouho, dokud neni chyba dostate¢né mala.

Piiklad 2.8 (metoda ptlen{ intervalu). Naleznéte v oboru redlnych éisel kofeny polynomu P(x) =
23 4+ — 1 s presnosti alespon 0, 03.

Resent. Koteny polynomu lezi v intervalu (—2,2) (viz nerovnost (2.6)). Polynom m4 jeden kladny
koten (Véta 2.9) a nemd zddny zdporny kofen (Véta 2.10). Vypocétem funkénich hodnot v bodech
x =0 axz =1 zjistime, Ze jediny redlny kofen rovnice lez{ v intervalu (0,1). Metodu pulen{
intervalu zapiSeme do néasledujici tabulky.
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a :“;b b | P@)| P | PO g:b2“
0 (05 T R T
05 |05 1 ~ |soar|+
05 |0625 |05 |- [-013]+
0.625 |0.6875 |0.75 || - [+001|+ o062
0.625 |0.6563 |0.6875||— |-0.06]+ | 0.0312
0.6563|0.6719 | 0.6875 0.0156
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Kofenem je tedy = 0.67 & 0.02, tj. kofen lez{ v intervalu (0.65;0.69).

2.3 Tayloruv polynom

Motivace. Predpokladejme zZe je ddna funkce f s nasledujicimi vlastnostmi:
e Dokézeme vypocitat funkéni hodnotu a hodnotu derivaci (az do Fddu n) v jistém bodé xg.

e Nemdame dostatecné efektivni algoritmus na vypocet funkénich hodnot v ostatnich bodech
T # xp.

Pro vypocet funkénich hodnot v bodech v okoli bodu zy se budeme snazit funkci aproximovat
jednodussi funkci, v nasem piipadé polynomem stupné n. Nejlepsi polynom, ktery funkci f v okoli
bodu zy aproximuje je takovy polynom, ktery mé s danou funkci totozné v bodé xq derivace az do
Fddu n. Takovy polynom se nazyvé Tayloruv polynom a nalezneme ho pomoci nasledujici definice.

Definice 2.5 (Tayloriiv polynom). Necht n € N je pfirozené &islo a f funkce, kterd je definovand
v bodé ¢ € R a ma zde vSechny derivace do fadu n véetné. Polynom

/ 1" (n)

Tn(x) :f(ffo)-f— (x—x0)2+...+ (:E—:Eo)n

se nazyva Tayloriv polynom stupné n funkce f v bodé xg. Bod x¢ se nazyvé stred Taylorova
polynomu.

Poznamka 2.11. Tayloruv polynom je jediny polynom stupné n, ktery ma s funkci f v bodé
x( spoletnou funkéni hodnotu a hodnotu prvnich n derivaci. V ptipadé ze stfedem polynomu je
xo = 0 pouzivame pro Tayloruv polynom nézev Maclauriniv polynom.

Véta 2.11 (Taylorova véta). Necht funkce f ma v bodé xp a n&jakém jeho okoli O(zg) spojité
derivace do fddu n + 1, véetné. Pak pro vechna z € O(xg) plati

f(x) = Tn(x) =+ Rn+1(x)a

kde T,,(z) je Tayloruv polynom funkce f stupné n se stfedem v bodé zg a R,+1(x) je zbytek.
Tento zbytek spliuje

f("'H)(C)

(n+1)! (x — o)™, (2.7)

Rniai(z) =

kde c je vhodné ¢islo lezici mezi x a xo.

Poznamka 2.12 (aproximace a jeji pfesnost). Z vyjadieni zbytku (2.7) plyne, Ze tento zbytek je
maly, jestlize

e 2 je blizko xg, tj. absolutni hodnota rozdilu (x — x¢) je mald

e 1 je velké
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o () je mald v uvazovaném okoli bodu g
Jsou-li tyto podminky splnény, muzeme psat v okoli bodu zg
fx) = Th(x)

a chyba, které se pfi tom dopustime bude mald. (Z (2.7) jsme schopni uré¢it maximdlni hodnotu
chyby, které se pritom dopustime.)

Poznamka 2.13 (aplika¢ni). Tayloruv polynom tedy slouzi k tomu, abychom jistou funkéni
zavislost aproximovali zavislosti polynomickou. Tim se zavislost podstatné zjednodusi, protoze
polynomy jsou jedny z nejjednodussich funkci. Méjme vSak na paméti, ze polynomickd aproxi-
mace muze byt

e vynikajici, nebo

e dostateénd pouze pro néktera x, nebo dokonce

e tak Spatnd, ze jeji pouziti nevede k rozumnym vysledkum.

2.4 Lagrangetuv interpolacni vzorec

Motivace. Polynom n-tého stupné obsahuje (n + 1) koeficientt, k jeho jednozna¢nému urceni je
tedy tieba celkem (n + 1) podminek. Lze ukdzat, Zze takovymi podminkami mohou byt napiiklad
funkénf hodnoty v (n+1) ruznych bodech. Zaddme-li tedy k (n+ 1) ruznym bodum jejich funkéni
hodnoty, existuje jediny polynom stupné n, ktery prochazi témito body. Jde ndm nyni o to, jak
tento polynom nalézt. Jedna z moznych metod je pouziti tzv. Lagrangeova interpolaéniho vzorce,
ktery je uveden v nasledujici véte.

Véta 2.12 (Lagrangeuv interpolaéni vzorec). Méjme (n + 1)-prvkovou mnozinu uspofddanych
dvojic [z, y:], i € Ng, 0 <4 < n. Polynom

L(z) = yolo(x) + y1l1(z) + - + ynln(z) (2.8)
kde

(z = z0) (& — 1) -+ (& = w1 (@ = Bi41) -+ (3 — @)
(zi —x0)(Ti —21) (T35 — Tim1 )(Ti — Tig1) -+ (T — Ty)

ll(x) =

spliuje L(z;) = y; pro vSechna ¢ € Ny, 0 < ¢ < n.

Definice 2.6 (Lagrangeuv polynom). Polynom L(x) z pfedchozi véty se nazyva Lagrangeiv po-
lynom. Polynomy [;(x) z predchozi véty se nazyvaji pomocné Lagrangeovy polynomy (téz malé
Lagrangeovy polynomy). Vzorec (2.8) se nazyva Lagrangeuv interpolacni vzorec.

P1i odvozovani Lagrangeova polynomu provadime velké mnozstvi operaci nésobeni, kde je mozno se do-
pustit chyby. Proto je vhodné po nalezeni a tpravé Lagrangeova polynomu provést zkousku. Abychom
provedli (alespori orienta¢ni) zkousku, zda mdme sprdvné nalezeny malé Lagrangeovy polynomy [;(z),
muzeme vyuzit ndsledujici véty.
Véta 2.13. Necht jsou splnény piedpoklady a oznaéeni z predchozi véty. Pak plati

lo(z)+li(z) +la(z) + - ln(x) = 1.

Poznamka 2.14 (aplika¢ni). Lagrangetv interpola¢ni vzorec tedy slouzi k tomu, abychom funkci,
jejiz nékolik funkénich hodnot je zadano tabulkou, aproximovali polynomem, ktery je co nejmensiho
stupné a v zadanych bodech se jeho funkéni hodnoty presné shoduji s hodnotami dané funkce.

Piiklad 2.9. Najdéte polynom P(z) stupné 3, ktery spliuje P(1) =3, P(2) = -2, P(-1)=0a
P(0) = 1.
Reseni: Zapiseme funkéni hodnoty to tabulky.
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Lifo[ 1t ]2 ]3]
z |1 2 | =110
Ys 3| -2 0 1

Podle vzorce (2.8) hleddme polynom ve tvaru
P(z) = 3lo(z) + (—2)l1(z) + 0l2(x) + Lig(x) = 3lo(x) — 21 (z) + I3(z).
Pomocné Lagrangeovy polynomy jsou

lo(z) = (z—2)z+Dx  2°—2>—2u
T =)+ -2

= —5(* —a? — 20),
L) = (x — D(x+ Dz _ 3 —1
2-1)(2+1)2 6
= %(w —x),
(x—i)(x—2)(x+1) (22 — 1) (2 —2)
1

w

)(0-2)(0+1)
= §(x3 — 222 — 24 2).

(© -

Vsimnéte si, ze nemusime hledat polynom I3 (z), protoze yo = 0 a polynom Il (z) je tedy ndsobeny
nulou. Lagrangetv interpola¢ni vzorec poté dava

. 1 . 1
P(x)z—g(3—x2—2x)—26(3—x)+§(x3—2x2—x—2)
3 1 1 3 1 1
=3 (-2 -4z 2(2 4 34— )+1
a:(2 3+2)—|—x (2 >+x<+3 5 +
4 1 7
——§$3+§$2+€$+1

Je snadné ovéfit, ze polynom ma vlastnosti pozadované v zadani.

2.5 Metoda nejmensich ¢tverca

Motivace. Podobné jako v piipadé Lagrangeova polynomu méjme n prvkovy soubor bodu [z;, ;]
(i = 1..n) v roviné zadany tabulkou. Jde ndm o to nalézt polynom (co nejjednodussi, zpravi-
dla linedrni polynom) y = f(z) pfedem zadaného stupné, ktery co nejlépe vystihuje chovéni
téchto bodu. Kriterium optiméalnosti pritom volime tak, aby byl sou¢et kvadrata odchylek y-ovych

soufadnic bodu z; (tj. ¢isel y;) od funkéni hodnoty f(z;) byl co nejmensi, tj. z:[yl—f(acl)]2 — min.
i=1

Véta 2.14 (prokladdn{ souboru boda pt{mkou). Pi{mka y = ax+b je piimka, prolozend metodou
nejmensich ¢tverci souborem bodu [x1,y1], [x2,y2], - -, [Tn, yn], jestlize pro koeficienty a, b plati

afo—i—bei:Za@yi
aZmi—l—bn:Zyi

Poznamka 2.15 (technickd). Pfedchozi véta uddvé piimo i metodu, jak prolozit piimku (tj.
linedrn{ funkci) souborem bodu. Tato metoda spociva v tom, ze sestavime soustavu rovnic z predchozi
véty a nalezneme jeji (jediné) feseni. Podobné, avsak s pouzitim vétsiho poétu rovnic, lze prolozit
souborem bodu libovolnou polynomickou zavislost.

(2.9)
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§7

(52 + 52 + 52 + 57 + s2) — minimum

X X2 x3 T4 x5

Obrézek 2.1: Piimka prolozend metodou nejmensich ¢tvercu

Priklad 2.10. Prolozte ptimku nésledujicim souborem bodu.

2 J0]1]3]5]6
vi 513321

Resend: Body v souboru jsou [0,5], [1,3], [3,3], [5,2] a [6,1]. Celkem tedy mame pét bodi, tj.
n = 9.
Vypocty potiebné pro nalezeni koeficientu v soustavé (2.9) provedeme v nésledujici tabulce.

{ T; Yi z; Y
1 0 5 0 0
2 1 3 1 3
3 3 3 9 9
4 5 2 25 10
5 6 1 36 6
> 15 14 71 28

Podle (2.9) sestavime soustavu linedrnich rovnic

Tla + 15b = 28,
15a 4 5b = 14.
S ey . 7. 287 . G e .
ReSenim této soustavy je a = 3= —0.538 a b = o 4.415. Nejlepsi linearni aproximace

souboru bodu je tedy piimka
y = —0.538x + 4.415.

Graf souboru bodu a vysledné piimka jsou zachyceny na obrazku 2.2.

2.6 Shrnuti

Jednémi z nejjednodussich nelinearnich funkci jsou polynomy. 1 pii studiu téchto funkci vsak
narazime na fadu netrividlnich problému. Jednim z téchto problému je nalezeni nulovych bodu
(korenii) polynomu, tj. FeSeni algebraické rovnice. Tento problém je beze zbytku fesitelny, pokud
hledame celoc¢iselné kofeny polynomu s celo¢iselnymi koeficienty. V ostatnich piipadech pro nale-
zeni kofenu pouzivame odhady polohy a poctu kotenu, separaci kotenu a priblizné metody vipoctu
korent, z nichZ jsme se seznamili s metodou pulent intervalu.
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Obrézek 2.2: Metoda nejmensich ¢tverciu

Kazdy kofen polynomu nemusi nutné souviset se znaménkovou zménou v okoli tohoto kofene. Pro
pochopeni souvislosti mezi kofenem polynomu a touto znaménkovou zménou je nezbytny pojem
ndsobnosti korene.

vevs

piipadé pouzivdme Tayloriv polynom, jehoz specidlnim piipadem je tecénd primka (Tayloruv po-
lynom stupneé 1) a jednd se o jednu z dalsich aplikaci diferencidlniho poctu a derivaci.

Méme-li soubor hodnot zadany tabulkou, lze timto souborem prolozit polynom pomoci Lagrange-
ova interpolacniho vzorce, nebo piimku pomoci metody nejmensich ¢tverci.



Kapitola 3
Integralni pocet

V kapitole vénované diferencidlnimu poctu jsme k funkei nasli jeji derivaci — veli¢inu uddvajici
rychlost, se kterou se mén{ funkén{ hodnoty. Nyn{ problém oto¢ime: ke zndmé derivaci (tj. ke
znédmé rychlosti zmény) budeme hledat puvodni funkci.

3.1 Neurcity integral

Definice 3.1 (neuréity integrdl, primitivni funkce). Bud' I otevieny interval, f a F' funkce defi-
nované na I. Jestlize plati

F'(z) = f(x) pro viechna x € I, (3.1)

nazyva se funkce F' primitivni funkci k funkci f, nebo téz neurdity integrdal funkce f na intervalu
1. Zapisujeme

/f(w) dx = F(x).

Existuje-li k funkci f neurcity integral na intervalu I, nazyva se funkce f integrovatelnd na I.

Poznamka 3.1 (spojitost primitivni funkce). Primitivni funkce F(z) je vzdy spojitd na I, plyne
to z existence derivace.

Véta 3.1 (postacujici podminka existence neurcitého integralu). Ke kazdé spojité funkei existuje
neurcity integral.

Véta 3.2 (jednozna¢nost primitivn{ funkce). Primitivn{ funkce je na daném intervalu k dané
funkci urcéena jednoznac¢né, az na libovolnou aditivni konstantu. Pfesnéji, plat{ ndsledujici:
(i) Je-li F primitivni funkei k funkei f na intervalu I, plati totéz i pro funkci G(z) = F(z) + ¢, kde
c € R je libovolné konstanta nezavisla na x.

(ii) Jsou-li F' a G primitivn{ funkce k téze funkci f na intervalu I, lig{ se obé funkce na intervalu I
nejvyse o aditivni konstantu, tj. existuje ¢ € R takové, ze

F(z)=G(z)+c pro viechna z € I.

Poznamka 3.2 (filozofickd). Bohuzel, ne vzdy neurcity integrél dokazeme efektivné najit. Zatimco
problém nalezeni derivace funkce slozené z funkci, které umime derivovat, spo¢iva pouze ve spravné
aplikaci vzorcu pro derivovéani, problém nalézt neurcity integral i k funkci tak jednoduché, jako je
2
xr

napiiklad e™® je nefesitelny ve tiidé elementarnich funkei.

35
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Véta 3.3 (linearita neurcitého integralu). Nechf f, g jsou funkce integrovatelné na I, ¢ necht je
realné ¢islo. Pak na intervalu I plati

[ @)+ g@de = [ f@ydao+ [g@)ds,

/cf(a:)dx:c/f(a:)dx.

Poznamka 3.3 (technickd). Vzhledem k sou¢tu a nédsobeni konstantou se tedy integrdl chova
7pékné” | tak jak jsme to vidéli i u derivace. Bohuzel vSak neexistuji podobné vzorecky pro in-
tegral slozené funkce, podilu nebo soucinu. Integrél ze slozené funkce dokdzeme vypocitat obecné
pouze v piipadé, Ze vnitini slozka je linedrni funkci, jak ukazuje nasledujici véta. Podobné integral
z podilu Ize obecné vypocitat v pripadé ze v ¢itateli zlomku je derivace jmenovatele.

Véta 3.4 (specidln{ piipad slozené funkce). Necht f je funkce integrovatelnd na I. Pak
1
/f(ax +b)dz = —F(az 4+ b),
a

kde F' je funkce primitivni k funkci f na intervalu 7. Plati pro ta z, pro kterd je ax +0b € I.
Piiklad 3.1 (aplikace predchozi véty).
1 1
——de= | —————+d
/4x2—|—6x—|—3 . / 32 37
(2043) +3

3
9 2x+§ 1 dr + 3

—— arct +c = — arctg ———
V3 e V3 TS

Véta 3.5 (specidln{ pfipad zlomku). Necht funkce f m4 derivaci a nem4 nulovy bod na intervalu
I. Potom na tomto intervalu plati

@)
[ ar=nisw

Piiklad 3.2 (aplikace predchozi véty).

z 42 1 % + 4 1.,
S e S P B S, PO | Az +8
/x2+4x+8 . 2/x2+4x+8 v=ghlet +drt 8l +e

Véta 3.6 (metoda per-partés, specialni p¥ipad soucinu). Necht funkce u a v maji derivace na
intervalu I. Pak plati

/u(m)v'(m) dz = u(z)v(z) — /u'(x)v(x) dz, (3.2)
pokud integral na pravé strané existuje.

Poznamka 3.4 (integrily typické pro vypocet metodou per-partés). Bud P(x) polynom. Metodou
per-partés integrujeme napiiklad integraly nésledujicich typu

/ P(2)e®® da, / P(a)sin(az) dz, / P(2) cos(az) du,

/P(x) arctgxdx,/P(x) In™ z dz.

U prvni skupiny integrdlu postupujeme tak, ze polynom derivujeme, ¢imz snizime jeho stuper,
a v ptipadé potieby tento postup opakujeme. U druhé skupiny integrali naopak derivujeme funkce
arctgx a lnx.
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Piiklad 3.3 (integrace per-partés).

1
u=arctgx u =
/xarctgazdx ° 1+a? :x_Qarctgx_l/x—Q g
’ x2 2 2 14 22
v =2 v=—
2

z? 1 1 z? 11
= 7arctgaz—§ 1—1_’_—x2dx= garctgx—§x+§arctgx—|—c

Véta 3.7 (prvni substituéni metoda, specidlni p¥ipad slozené funkce). Necht f(t) je funkce spojita
na intervalu I, necht funkce (z) m4 derivaci na intervalu J a plat{ ¢(J) = I. Potom na intervalu
J plati

/ Fp(@))g' () d = / F(t)dt, (3.3)
7)

dosadime-li napravo ¢t = ¢(

Pozniamka 3.5 (technickd). Formdlné substituci provddime tak, ze piSeme v integralu vpravo ¢
misto p(x) a dt misto ¢’ (x)du.

Piiklad 3.4 (substituéni metoda).

-3 .2
sin® x sin“x |

tgd xde = ;- de = 5 sinzdz =
cos? x cos?

1—cos’z . cos =1 11— 1 3
:/7gsmxdx —sinzdx = dt :/— 7 dt:/g—t_ dt =
cos> x
sinrxdr = —dt

1
:1n|t|+§t’2:ln|cosx|+ +c

2cos? x

V jistém smyslu opaénym postupem je druhd substituéni metoda.

Véta 3.8 (druhd substituéni metoda). Necht f(x) je funkce spojitd na intervalu I, necht funkce
©(t) mé nenulovou derivaci na intervalu J a plati ¢(J) = I. Potom na intervalu I plati

/ f(z)dz = / Fet)g (1) dt, (3.4)

dosadime-li napravo t = ¢~ (z), kde ¢! () je funkce inverzni k funkci ¢(x).

Poznamka 3.6. Existence inverzni funkce ¢! plyne z nenulovosti derivace funkce ¢. Vyraz
napravo v (3.4) sice vypadd komplikovanéji, v praxi vSak substituci volime vzdy tak, aby po
upraveé vpravo vysel integral jednodussi, ktery umime vypocitat.

Poznamka 3.7 (technickd). Formdlné substituci provadime tak, ze piSeme v integralu vpravo
o(t) misto z a ¢'(t) dt misto dx.

Poznamka 3.8. Vidime, ze u druhé substituéni metody se vlastné jednd o pouziti vzorce (3.3)
zprava doleva.

3.2 Riemannuv integral

Definice 3.2 (déleni intervalu). Bud’ [a, b] uzavieny interval —oo < a < b < oo. Délenim intervalu
[a, b] rozumime koneénou posloupnost D = {zg,x1, ..., 2Z,} bodu z intervalu [a, b] s vlastnosti

a=r0<r1<Ta<x3<- < Tp_1<xn,=">=.



KAPITOLA 3. INTEGRALNI POCET 38

Cisla x; nazyvame délict body. Normou délend D rozumime maximalni &islo, které udavé vzdslenost
sousednich délicich bodu. Normu déleni D oznacujeme v(D). Je tedy v(D) = max{z; — x;-1,1 <
i <n}.

Definice 3.3 (integralni soucet). Bud [a, b] uzavieny interval a f funkce definovand a ohrani¢end
na [a,b]. Bud D délen{ intervalu [a,b]. Bud R = {&,...,&,} posloupnost &isel z intervalu [a, b]
spliujici z;—1 < §&; < z; pro ¢ = 1..n. Potom soucet

o(f,D,R) = Ef(sz)(mz —Ti—1)

se nazyva integrdalni soucet funkce f ptislusny déleni D a vgbéru reprezentantu R.

Poznamka 3.9 (geometricky vyznam integrdlniho souctu). Predpoklddejme pro jednoduchost,
ze funkce f je na intervalu (a, b) nezdpornd. Geometricky je integrdln{ soucet roven souctu obsahu
obdélnika, jejichz zdkladny (vodorovné hrany) maji délku rovnu délce jednotlivych podintervala
v déleni a vyska je rovna funkéni hodnoté v bodé, ktery je reprezentantem piislusného podintervalu.

/|

/

-

£

Obrazek 3.1: Grafické znazornéni integralniho souctu

Definice 3.4 (Riemanntv integréal). Bud [a, b] uzavieny interval a f funkce definovand a ohranicen4
na [a,b]. Bud D,, posloupnost délen{ intervalu [a, b] a R,, posloupnost reprezentantii. Rekneme, Ze
funkce f je Riemannouvsky integrovatelnd na intervalu [a, b], jestlize existuje ¢islo I € R s vlastnost{

lim o(f, Dp,Ry) =1

n—oo
pro libovolnou posloupnost déleni D,,, spliujici lim v(D,,) = 0 pfi libovolné volbé reprezentantt
n—oo

R,,. Cislo I nazyvdme Riemanniv integrdl funkce f na intervalu [a,b] a oznatujeme

/ :f(w> da.

Poznamka 3.10 (slovni formulace ptredchoz{ definice). Piedpoklddejme pro jednoduchost ze
funkce f je spojitd na [a,b]. V definici Riemannova integrélu je obsazeno nésledujici:

(i) Rozdélime interval (a,b) na podintervaly pomoci déleni, zvolime libovolné reprezentanta
v kazdém podintervalu a sestrojime integralni soucet.

(ii) Déleni zjemnime (tj. uvazujeme nové déleni, jehoz norma je mensi) a postup opakujeme —
integralni soucet se obecné muze ménit.
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(iii) Postupné uvazujeme jemnéjsi a jemnéjsi déleni intervalu (a,b) a pokud se integralni souéty
postupné ”ustali” na néjaké hodnoté, je tato hodnota Riemannovym integrdlem funkce f na
intervalu (a,b).

(Nezavislost na vybéru reprezentantu a na posloupnosti délenf je v tomto piipadé zarucena spoji-
tosti funkce. V ptipadé nespojitych funkei je potieba tuto nezavislost dokazat, coz znaéné prevysuje
napli tohoto predmeétu.)

Definice 3.5 (horni a dolni mez). Cislo a v definici Riemannova integralu se nazyvé dolnd mez a
¢islo b horni mez Riemannova integralu.

Véta 3.9 (postacujici podminky pro integrovatelnost funkce).
(i) Funkce spojitd na intervalu [a,b] je na tomto intervalu Riemannovsky integrovatelna.

(ii) Funkce ohraniCend na [a,b], kterd mé na tomto intervalu koneény pocet bodu nespojitosti je Rie-
mannovsky integrovatelna.

(iii) Funkce monotonni na [a, b] je na tomto intervalu Riemannovsky integrovatelnd.

Véta 3.10 (linearita uréitého integralu vzhledem k funkci). Necht f, g jsou funkce integrovatelné
na [a, b], ¢ necht je redlné ¢islo. Pak plati

/ @) + g(e) dz = / ' fla)dr 1 / " @) da,
/abcf(x)da: - c/abf(x)da:.

Véta 3.11 (aditivita urcitého integrdlu vzhledem k mezim). Nechf f je funkce integrovatelns na
[a,b]. Bud ¢ € (a,b) libovolné. Pak je f integrovatelnd na intervalech [a,c] a [c, b] a plati

/abf(x)dx = /:f(x)dx—k/cbf(x)dx.

Véta 3.12 (monotonie vzhledem k funkci). Bud'te f a g funkce integrovatelné na [a, b] takové, Ze f(z) <
b b
g(z) pro z € (a,b). Pak plati / fz)dz < / g(z)dz.

Pozndmka 3.11 (integrél z nezdporné funkce). Pro f = 0 dostdvame z predchozi véty tvrzeni, Ze integral
z funkce nezdporné na celém integraénim oboru je nezdporny.

Véta 3.13 (véta o stfedni hodnoté). Nechf f je funkce spojitd na uzavieném intervalu [a,b]. Existuje

b
¢islo p € [a,b] s vlastnosti f(u)(b—a) = / f(x)de.

Definice 3.6 (stfedni hodnota). Cislo f(u) z pFedchozi véty se nazyva stiedni hodnota funkce f na
intervalu [a, b].

V praxi se urcity integral poc¢itd uzitim nésledujici véty.

Véta 3.14 (Newtonova-Leibnizova véta). Necht funkce f(z) je Riemannovsky integrovatelns na
[a,b]. Necht F(z) je funkce spojitd na [a, b], kterd je intervalu (a,b) primitivn{ k funkci f(z). Pak
plati

b
/ f(z)dz = [F(2)]s = F(b) - F(a).

Metoda per—partés a substituéni metoda pro urcity integral vypadaji nasledovné.

Véta 3.15. Plati
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b b
(i) / w(z)v' (z) dz = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / o' (z)v(z) dz
@(b)

b
(i) / Fo(@)g (x) da = / f(tyat

w(a)

b e (b)
i) [ s [ e 0
a p~1(a)
na kazdém intervalu, na kterém jsou funkce a jejich derivace, které vystupuji v integrélech, spojité
a ( je ryze monotonni.

Vsimneéte si, ze pii substituci v urc¢itém integralu se mohou ménit meze. Je proto nutné si uvést
?
jesté nasledujici definici.

b a a
Definice 3.7. Proa > b deﬁnujeme/ flz)dx = —/ f(z) dz. Dale definujeme / f(z)dzx =0.
a b a

Poznamka 3.12 (geometricky vyznam urcitého integrdlu). Jak je vidno z definice urcitého in-
b

tegrélu, je-li funkce f nezdpornd na intervalu [a,b], uddva integral f(z)dx obsah obrazce

a
{[r,y) eRxR:a<zx<ba0<y< f(x)}, tj. obsah obrazce pod kiivkou y = f(z) na intervalu
[a, b]. Je-li funkce f linedrni, je obrazcem pod kiivkou lichobéznik, v ostatnich pripadech nazyvame
mnozinu pod kiivkou krivocéarym lichobéznikem. Dalsi geometrické aplikace jsou nésledujici.

e Obsah S mnoziny ohranicené shora kiivkouy = f(x) a zdola kiivkouy = g(z) (tj. predpokldddme
f(z) > g(z) na intervalu [a, b]) vypocteme ze vzorce

b
5= [ 7@ - gta) o

Zde nic nemusime piedpokladat o kladnosti funkei f nebo g.

e Objem V rota¢niho télesa, které vznikne rotaci obrazce ohrani¢eného shora nezapornou
funkefl f(x), zdola osou x a ze stran pifmkami z = a, = b vypocteme ze vzorce

b
V= 7T/ f2(z)dz

e Objem V rota¢niho télesa, které vznikne rotaci obrazce ohrani¢eného shora nezapornou
funkel f(z), zdola nezdpornou funkci g(x) a ze stran primkami = a, * = b vypocteme ze
vzorce

b
V= / (@) - ¢*(@)] da

V nésledujici poznamce si uvedeme metodu, jak pfiblizné ur¢it hodnotu urcitého integralu v pripadé,
ze neni snadné pouzit Newtonovu—Leibnizovu vétu, napf. kdyz nedokazeme nalézt primitivni
funkei.

Poznamka 3.13 (Lichobéznikové pravidlo, piiblizny vypoécet uréitého integralu). Necht je funkce
f spojitd na intervalu [a, b]. Rozdélme interval [a,b] na n intervala stejné délky h, tj. plati h =
b—a

——. Krajni body téchto intervalii ozna¢me po tadé xg, x1, ..., £, a jim odpovidajici funkéni

n

hodnoty yo, y1, - - -, Yn. Hlavni myslenka aproximace integralu funkce f na intervalu [a, b] spo¢ivd
v tom, Ze na tomto intervalu nahradime funkci f(x) lomenou ¢arou s vrcholy v bodech [a =
Zo,Yo), [*1,91], -- - [xn = b,yn] a integral z takto upravené funkce vypocteme jako soucet obsahu
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jednotlivych lichobézniku, z nichz je obrazec pod lomenou ¢érou sestaven. (Toto lze provést i kdyz
funkce f nezachovdva znaménko na intervalu [a, b].) Potom plati:

b
/ f(x)dxwh(%+y1+y2+---+yn_1+%).

Pritom chyba v tomto vzorci je tim mensi, ¢im je
e vetsin,
e mensi rozdil b — a,

e mendi |f”(x)| na (a,b).

3.3 Nevlastni integral

Nevlastni integral je rozsifenim pojmu Riemannova integralu. Riemanniv integral je definovany
pouze pro ohranicené funkce a konecné obory integrace.
Body, ve kterych funkce neni ohrani¢ena a nevlastni body +oco budeme souhrnné nazyvat sin-

guldrnimi body.
b

Integral f(z)dz nazyvdme nevlastni, pokud alespon jedno z ¢isel a, b je rovno oo, nebo
[
funkce f(z) neni ohraniéend na uzavieném intervalu [a,b] (tj. alespon v jednom bodé intervalu

funkce mé singularni bod - nemusi jit vzdy o body a nebo b, ale singuldrni bod muze byt i uvniti
intervalu).
Nésledujici definice je soucasné i nivodem, jak nevlastni integral vypocitat, je-1i singularnim bodem
horni mez:

Definice 3.8. Nechf b € RU {+0c0} a necht funkce f(z) je integrovatelnd na kazdém intervalu
[a,c], kde a < ¢ < b. Ddle necht bud plati b = oo nebo necht f(x) neni ohranicend v okoli

bodu b. Existuje-li vlastni limita h%l f(x)dx = B, fikdme ze nevlastni integrdl konverguje a
u—o— a

b b
piseme / f(z)dx = B. Pokud limita neexistuje, nebo je nevlastni, fikdme, ze integral / flz)dx
a a

diverguge.

0o c Yy
_12 . _zz
e ¥ dr = lim e dx
1 c—oo [ 4

-1 | c
Obrézek 3.2: Nevlastni integral

Podobna situace nastava, je-li singularnim bodem dolni mez:

Definice 3.9. Nechf a € RU {—oo} a necht funkce f(x) je integrovatelnd na kazdém intervalu
[c,b], kde a < ¢ < b. Dale necht bud plati @ = —oo nebo nechf f(z) neni ohrani¢end v okoli

b
bodu a. Existuje-li vlastni limita lim+ / f(x)dx = A, tikdme ze nevlastni integrdl konverguje a
u—a u

b b
piseme / f(x)dx = A. Pokud limita neexistuje, nebo je nevlastni, fikdme, Ze integral / f(x)dx
a a

diverguje.
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Pokud singuldrn{ bod lez{ uvniti intervalu (a,b), a,b € RU {+oo}, nebo pokud jsou singuldrnimi
body obé meze, rozdélime interval pres ktery integrujeme na nékolik podintervali opakovanym
vyuzitim aditivity Riemannova integrélu vzhledem k mezim (Véta 3.11) a integrujeme na kazdém
intervalu samostatné.

3.4 Obycejné diferencidlni rovnice (ivod)
Obyc¢ejna diferencidlni rovnice je matematicky vztah mezi neznamou funkei a jejimi derivacemi

Definice 3.10 (obycejnd diferencidlni rovnice). Obycejnou diferencidlni rovnici pronitho 7ddu
rozredenou vzhledem k derivaci (strucné - diferencidlni rovnici (ODR)) s nezndmou y rozumime
rovnici tvaru

Yy = f(z,y) (3.5)

kde f je funkce dvou proménnych. Resenim (téz integrdlem) rovnice na intervalu I rozumime
kazdou funkci y = y(z), kterd spliiuje identicky (3.5) na I.
Uloha najit feSeni rovnice (3.5), které spliuje zadanou pocdtecns podminku

y(xo) = Yo (3.6)

se nazyva pocdtecni Cauchyova wloha. Jejim FeSenim rozumime funkci, kterd spliiuje podminku
(3.6) a je na néjakém intervalu obsahujicim bod ¢ FeSenim rovnice (3.5).

Reseni Cauchyovy tlohy nazyvame téz partikuldrnim resenim rovnice (3.5). Graf partikuldrniho
feSeni se nazyva integrdlni krivka.

V souvislosti s diferencidlnimi rovnicemi nés zajima piedevsim otdzka, zda dand rovnice (po¢étecni
tloha) m4 feSeni, na jakém intervalu je toto FeSenf definovéno a zda je uréeno jednoznacéné. My
se budeme navic zabyvat pouze rovnicemi, u nichz lze feSeni nalézt analytickou cestou pomoci
integralniho poctu.

3.4.1 Rovnice typu ¢y’ = f(x)

Nejjednodussim piikladem diferencidlni rovnice je rovnice tvaru

y' = f(x). (3.7)

Z integralniho poc¢tu vime, ze tuto rovnici splnuje kazdé primitivni funkce k funkci f, tj. ze feSenim
rovnice (3.7) je funkce

y=/f(x)dw+07

kde C' je libovolna konstanta. Takovéto feSeni, které obsahuje konstantu, nazyvame obecné resent
rovnice. Toto FeSeni tedy reprezentuje vSechny funkce, vyhovujici dané rovnici (je jich ziejmeé
nekone¢né mnoho) Libovolné partikuldrni Feseni ziskdme z obecného feseni vhodnou volbou kon-
stanty.

Poznamka 3.14 (obecné a partikuldrni fesen{). Podobny princip plat{ i u dalsich diferencidlnich
rovnic. Funkei které vyhovuji diferencidlni rovnici prvniho fadu je nekoneéné mnoho, zapiSeme-
li v8echny jednim vzorcem, bude tento vzorec obsahovat jistou konstantu C'. Takovy vzorec se
nazyvéa obecné tesent diferencidlni rovnice. Kazdé jednotlivé (partikuldrni) feseni lze z tohoto
vzorce obdrzet! vhodnou volbou konstanty C.

i z tohoto pravidla vSak existuji vyjimky, :)
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3.5 Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi

V tomto odstavci si uvedeme postup feseni jedné z nejjednodussich diferencidlnich rovnic.

Definice 3.11 (ODR se separovanymi proménnymi). ODR tvaru

Yy = f(x)g(y), (3.8)

kde f a g jsou spojité funkce na otevienych intervalech nazyvame obycejnou diferencidlni rovnici
SE Separovanymsi promennymi.

Pocatecni dloha pro rovnici se separovanymi proménnymi nemusi mit vzdy jediné feseni. Existuji
dokonce feseni, které maji porusenu jednoznacnost v kazdém bodé svého defini¢niho oboru. Tato
feSeni se nazyvaji singuldrni.

Tuto rovnici feSime separaci proménnych nésledovné:

(i) M4-li rovnice g(y) = 0 FeSenf ki, ka, ..., kp, jsou konstantn{ funkce y = ki, y = ko, ...
y = ky TeSenimi rovnice. Ostatni feSeni jsou nekonstantni a nalezneme je v dalsich krocich.

?

(ii) Dale pracujme jenom na intervalech, kde g(y) # 0. Formalné nahradime derivaci 3’ podilem

diferencidlu &Y :

dz

L~ Fw)gty)

(iii) Se zlomkem d—y pracujeme "normalné” jako s podilem dvou vyrazi. Ndasobenim a délenim
x

pfevedeme rovnici na tvar, ktery obsahuje na kazdé strané pouze jednu proménnou:

dy_ xT)dx
Sy =@

(iv) Ziskanou rovnost zintegrujeme:

/%:/f(x)dx—i-c

Vlevo je tedy integrdl v proménné y, vpravo integral v proménné x a na jednu ze stran rovnice
pridame integracni konstantu. Tim obdrzime rovnici, kterd implicitné zadavéa obecné feseni
rovnice.

(v) Pokud je zaddna pocateéni podminka, dosadime ji do obecného feseni a uréime hodnotu
konstanty C. Tuto dosadime do obecného feseni a obdrzime feSeni partikuldrni.

(vi) Pokud je to mozné, pievedeme feseni (obecné nebo partikuldrni) do explicitniho tvaru
(’vyjéddiime” odsud y).

(vii) Pokud je mozné nékteré z konstantnich feseni obdrzet vhodnou volbou konstanty ve vzorci
pro obecné feseni, zahrneme toto konstantni feseni do obecného. ResSeni, ktera neni takto
mozno zahrnout do obecného feseni jsou ¢asto singuldrnimi.

Piiklad 3.5 (aplikace diferencidlnich rovnic v praxi— rast populace). Udavé-li funkce y(x) velikost
jisté populace v ¢ase x, udavé derivace y'(x) rychlost zmény velikosti této populace v ¢ase .

(i) Uvazujme populaci y €dstic znecistujicich jezero. Do jezera o objemu V, ve kterém je yo
zneéistujicich é4stic, pritékd ¢istd voda rychlosti r a stejnou rychlosti z jezera odtéks voda
netisténd. Ubytek znecistujicich edstic souvisi s koncentraci zneéisténi a je popisovan dife-
rencidlni rovnici

, T
y = Vy'
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(iii)

Tato rovnice se nazyva rovnice samocisténi jezer. Vzhledem k tomu, Ze je zndma velikost
pocatecniho znecisténi, feSime tuto rovnici spolu s pocatecni podminkou

y(0) = yo.

Po vyfteseni rovnice obdrzime funkci, kterd umozni ptimo vypocitat mnozstvi znecisténi
v jezete v libovolném case.

Uvazujme populaci zivoc¢ichti nebo rostlin uréitého druhu v uré¢ité lokalité. Pfedpokladejme,
ze diky vzajemné konkurenci mezi jednotlivei muze dand lokalita uzivit pouze omezeny pocet
zivocichu. Maximalni pocet téchto zivocichu se nazyva nosnd kapacita prostredi, oznacme ji
M. Vyraz (M — y) poté uddva volnou kapacitu prostreds, tj. kolik se v prostied{ jesté muze
uchytit jedinct. Derivace 3’ uddva rychlost, s jakou se méni poéet jedinct v populaci. Je
prirozené predpoklddat, Ze tato rychlost je imérnd poctu jedinct y a ze klesd, je-li velikost
populace blizka hodnoté M. Zpravidla pouzivame pro modelovani vyvoje takové populace
logistickou rovnici

I tuto rovnici lze Fesit separaci proménnych, jeji feseni je vSak jiz obtiznéjsi.

Uvazujme, ze z populace v predchozim bodé odebirame jednotlivce konstantni rychlosti r
(napiiklad vlivem lovu nebo tézby). Potom se rust populace #id{ diferencidlni rovnici

Y =ky(M —y)—r.

Studium této rovnice (a rovnic, které jsou jejimi modifikacemi) je uziteéné pfi vytvareni ekologicky
akceptovatelnych modela tézby a vyuzivédni nékterych obnovitelnych piirodnich zdroju (jako jsou
zivocichové nebo biomasa, nikoli véak ropa nebo uhlf).

Uvazujme, populaci, ¥idici se logistickou rovnici, z niz jsou odebiréni jedinci pusobenim
predatora. Rychlost, s jakou predéatofi odebiraj{ jedince ozna¢me p(y) (zdvisi na y, protoze
napf. je-li populace mald, preddtofi vyhleddvaji dostupnéjsi potravu a p(y) je mald; pro vétsi
y roste, nikoliv v§ak do nekoneéna, pouze do hladiny, kdy jsou predédtofi nasyceni). Potom
se rust populace 7idi diferencidlni rovnici

y' = ky(M —y) — p(y).

Napiiklad pfi modelovani vyvoje populace obalete smrkového v kanadskych lesich se v této rovnici
2

pouziva funkce tvaru p(y) = Zmalost a spravnd interpretace feSeni této rovnice pomuze

5
odpovédét napiiklad na otdzku, zda velikost populace, kterd se premnozila diky vymfeni jejich
prirozenych neptatel, se po umélém opétovném vysazeni téchto nepfatel snizi na puvodni hodnotu,
¢i nikoliv, pfipadné zda je mozné premnozeny druh zredukovat na ”pfijatelnou velikost” ekologickou
cestou vysazenim predétoru.

3.6 Diferencialni rovnice n-tého radu

V aplikacich se lze setkat i s rovnicemi, které obsahuji i vyssi derivace — s rovnicemi vyssich
f4di. Rédem takovéto rovnice mame pFitom na mysli f4d nejvyssi z derivaci. V technické praxi se
setkdvame zejména s diferencidlnimi rovnicemi druhého fadu a v nékterych aplikacich i s rovnicemi
¢tvrtého radu.

Definice 3.12 (diferencidlni rovnice n-tého fadu). Diferencidlni rovnici n-tého adu rozresenou
vzhledem k nejvyssi derivaci rozumime rovnici tvaru

y™ = f(z,y, 9.y
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3.6.1 Rovnice typu y™ = f(x)

Budeme se zabyvat pouze nejjednodussim moznym tvarem diferencialni rovnice n-tého radu, kdy
proménnd y vystupuje v rovnici pouze v n-té derivaci, tj. rovnici tvaru

Yy = f(x). (3.9)

Nékteré poznatky je mozné rozsitit i na dalsi typy diferencidlnich rovnice vyssiho radu.
Je-li funkce f integrovatelnd, lze rovnici zintegrovat a obdrzime

y("*l):/f(x)dx—kCl,

kde C} je integra¢ni konstanta. Opakovanym integrovanim dostavame

=2 :/(/f(a:)dx> dz + Cra + Ca,

kde Cs je dalsi integraéni konstanta, obecné rizna od Cy. n-ndsobnym opakovanim tohoto postupu
dospéjeme k vyjadieni feSeni y pomoci n integracnich konstant Cy, Cs, ..., C,, — toto feSeni
nazyvame obecné resend rovnice (3.9). Mdame-li za tikol najit feSeni partikuldrni, je tfeba urcit
hodnoty celkem n integracnich konstant. Proto pro korektni formulaci Cauchyovy tlohy zadavame
ne jednu ale n poc¢atecénich podminek

y(wo) =0, ¥ =vp oo ¥ V(o) = 5", (3.10)
kde o, Yo, Yo, - - - » yénfl) jsou realna ¢isla. Je-1i funkce funkce f spojitd na intervalu I, obsahujicim

bod xp, mé kazda pocatecni tiloha (3.9) — (3.10) jediné feseni, definované na intervalu I.

3.7 Shrnuti

Integralni pocet je doplnék poctu diferencidlnitho — integrovani je opatny proces k derivovani.
Potteba vyvinout takovy pocet je dana predevsim aplikacemi, zejména tim, ze vétsinu ptirodnich
zakonu je ptirozené a jednoduché formulovat pomoci diferencidlnich rovnic. V poslednich letech
masivné pronikd integralni pocet i do mnoha dalsich obortu. Naptiklad matematicka biologie se
stala jiz samostatnou a podstatnou ¢asti celé biologie. S diferencidlnimi rovnicemi se setkdvame
zejména tam, kde vime, jak souvisi rychlost, kterou se systém vyviji, se stavem tohoto systému a
potiebujeme najit funkci, popisujici stav tohoto systému v ur¢itém ¢asovém intervalu.

Uréity integrdl zpravidla pocitdme pomoci Newtonovy-Leibnizovy véty a pomoci integralu neurcitého.
V ptipadech, kdy tento postup je prakticky neproveditelny, nebo se setkdva s velkymi obtizemi,
je mozné pouzit nékterou z pribliznych metod vypoctu, napt. lichobéznikové pravidlo. Urcity in-
tegral ma fadu aplikaci v technickych védach, my jsme se v tomto textu zabyvali zdkladnimi
geometrickymi aplikacemi.

Nalezeni neurcitého integrdlu muze byt velice obtizné. Bylo vyvinuto nékolik integracnich metod
a pro dany integrél casto vede k cili pouze jedind z nich. Kterd z metod to bude lze zpravidla
(v jednodussich pripadech bez vyjimky) odhadnout z tvaru integrované funkce. V textu jsme se
vénovali metodé per-partés a substitucni metodé. Kromé toho je velmi dulezité umét integrovat
raciondlni funkce. Toto provadime rozkladem na parcidlni zlomky, kterému muze jesté predchazet
déleni polynomu.



