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Kapitola 1

Diferencialni pocet

V této kapitole se budeme zabyvat funkcemi. Pomoci funkci v praxi popisujeme vztahy mezi veligi-
nami. Nejprve se zaméfime na nejjednodussi vlastnosti funkci.

1. Funkce, vlastnosti funkci

Definice 1.1 (funkce). Bud'te A a B neprazdné podmnoziny mnoziny realnych ¢isel.

Pravidlo f, které kazdému prvku mnoziny A pfifadi jediny prvek mnoziny B se nazyva funkce (pfes-
néji: realna funkce jedné realné proméenné). Zapisujeme f : A — B. Skutecnost, Zze prvku a € A
je pfifazen prvek b € B zapisujeme takto: f(a) = b. Pfitom fikame, Zze b je obrazem prvku a pfi
zobrazeni f, resp. ze a je vzorem prvku b pfi zobrazeni f.
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Kapitola 1.1: Funkce, vlastnosti funkci 5

Definice 1.2 (pojmy spojené s funkcemi). Mnozina A z definice funkce se nazyva definicni obor
funkce f. Oznacujeme D(f) (resp. Dom(f)). Mnozina v8ech b € B, pro které existuje a € A s vlast-
nosti 7(a) = b se nazyva obor hodnot funkce f. Oznacujeme H(f) (resp. /m(f)).

Je-li y = f(x) nazyvame proménnou x téz nezavislou proménnou a proménnou y zavislou pro-
ménnou. Grafem funkce rozumime mnozinu véech usporadanych dvojic [x, y] € IR? s vlastnosti
y =f(x).

Poznamka 1.1. Funkce je tedy pravidlo, které jednomu redlnému ¢islu pfifadi jediné, pfesné de-
finované jiné realné &islo. Je-li toto pravidlo tvaru "y = vzorec s proménnou x", nazyvame tento
predpis explicitnim tvarem funkce, napf. y = x* + In x.

Je-li toto pravidlo ve tvaru "vzorec s proménnymi x,y = 0", nazyvame tento pfedpis implicitnim
tvarem funkce., napt. x — y — Iny = 0. Zjednodu$ené feceno se tedy jedna o pravidlo, které je bud’
"efektivni" (explicitni tvar) nebo "malo efektivni" (implicitni tvar) pro vypocet funkénich hodnot.

Definice 1.3 (periodiénost funkce). Rekneme, Ze funkce f je periodickd, existuje-li kladné &islo p
s vlastnostmi: je-li x € D(f), jei x + p € D(f) a f(x) = f(x + p). Nejmensi €islo p s touto vlastnosti
nazyvame (nejmensi) periodou.

V nasledujici definici se budeme zajimat o to, jestli existuje néjaky vztah mezi funkéni hodnotou
v bodé x z definiéniho oboru a v bodé opaéném.
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Kapitola 1.1: Funkce, vlastnosti funkci 6

Definice 1.4 (parita funkce). Necht funkce f splfiuje nasledujici podminku: x € D(x) = (-x) €
D(f).

(i) Rekneme, Ze funkce f je sudd pokud plati f(-x) = f(x).
(i) Rekneme, Ze funkce f je lich4 pokud plati f(—x) = —f(x).

(iii) Rekneme, e funkce f ma paritu, je-li suda nebo licha.

Poznamka 1.2 (graf funkce majici paritu). Graf sudé funkce je osové soumérny podle osy y. Graf
liché funkce je stfedové soumérny podle bodu [0, 0].

Poznamka 1.3 (k parité). Parita funkce nas informuje o tom, ze funkéni hodnoty f(x) a f(-x)
u funkce nejsou nezavislé, ale jsou definované obé soucasné a jsou bud’ stejné, nebo se lisi zna-
ménkem. V obecném pfipadé zkoumame sudost Ci lichost funkce pfimo z definice. Sudost &i lichost
polynomu a racionalni funkce pozname pfimo ze zapisu této funkce pouzitim nasledujici véty.

Véta 1.1. Paritu polynomu a racionalnich funkci Ize uréit nasledovné:

(i) Polynom je suda (lichd) funkce pravé tehdy, kdyz obsahuje pravé ¢leny se sudym (s lichym)
exponentem.

(i) Racionalni funkce je licha pravé tehdy, kdyZ je podilem sudého a lichého polynomu (v libovol-
ném porad).

(iii) Raciondini funkce je suda pravé tehdy, kdyZ je podilem dvou sudych nebo dvou lichych poly-
nomd.
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Kapitola 1.1: Funkce, vlastnosti funkci 7
Poznamka 1.4. Poznamenejme, Ze &islo nula je také sudé. Sudy polynom tedy mize obsahovat
i absolutni ¢len. To ze polynom je sudy (lichy) pravé tehdy, kdyz obsahuje pouze mocniny se sudym
(lichym) exponentem slouzi jako "vysvétleni" toho, pro¢ se pouziva pojem suda a licha funkce.

o : . . : . 4 X%+ x x* -6
Priklad 1.1 (parita). Nasledujici funkce jsou sudé: f(x) = x" - 6, g(x) = —————, h(x) = ——.
2x5 - 3x X2 + 1
x3 - x x5 -3
Nésledujici funkce jsou liché: f(x) = x® - 6x7, g(x) = ———, h(x) = )
2x4 -3 X3 -
Nésledujici funkce nejsou ani sudé ani liché: f(x) = x* + x? - x, g(x) = %, y =e”.
x4 — 3x

Definice 1.5 (ohrani¢enost). Necht f je funkce a M € D(f) podmnozina definiéniho oboru funkce
f.

(i) Rekneme, ze funkce f je namnoziné M zdola ohranicena, existuje-li realné &islo a s vlastnosti
a < f(x) pro véechna x € M.

(ii) Rekneme, Ze funkce f je na mnoziné M shora ohranicend, existuje-li redlné &islo b s vlastnosti
f(x) < b pro vdechna x € M.

(i) Rekneme, Ze funkce f je na mnoziné M ohranicéena, je-li na M ohraniéend zdola i shora.

Nespecifikujeme-li mnozinu M, mame na mysli, ze uvedena vlastnost plati na celém definiénim
oboru funkce f.
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Kapitola 1.1: Funkce, vlastnosti funkci 8

Poznamka 1.5 (graficky disledek). Funkce je shora ohrani¢ena, jestlize existuje vodorovna pfimka,
ktera lezi cela nad grafem funkce. Podobné poznavame na grafu ohrani¢enost zdola.

Motivace. Pro libovolnou dobfe definovanou funkci f plati implikace

nyni se budeme zajimat o to, za jakych podminek Ize tuto implikaci obratit. Obraceni implikace by
totiz mohlo byt uzite¢né pfi feSeni nékterych nelinearnich rovnic.

Definice 1.6 (prostost). Necht f je funkce a M € D(f) podmnozina definiéniho oboru funkce f.
Rekneme, e funkce f je prosts, jestlize kazdy obraz méa jen jediny vzor, tj. pro kazdé y e f(M)
existuje jediné x € M s vlastnosti f(x) = y.

Nespecifikujeme-li mnozinu M, mame na mysli, ze uvedena vlastnost plati na celém definiénim
oboru funkce f.

Poznamka 1.6 (graficky dusledek). Funkce je prosta, jestlize kazda vodorovna pfimka protina graf
nejvyse jednou.

Poznamka 1.7 (k prostym funkcim). Ekvivalentné Ize fici, Zze funkce f je prostad na mnoziné M,
jestlize stejné obrazy maji nutné i stejny vzor, neboli riznym vzordm jsou pfifazeny rlizné obrazy.
Matematicky formulovano: plati implikace

f(xq1) = f(xo) = x4 = Xy, (1.1)

tj. je-li funkce f prosta, mizeme tuto funkci "odstranit" z obou stran rovnice a misto f(xy) = f(x5,)
psat ekvivalentné x,; = x,.
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Kapitola 1.1: Funkce, vlastnosti funkci 9

Definice 1.7 (inverzni funkce). Necht funkce f : A — B je prosta. Pravidlo, které kazdému x
z mnoziny f(A) pfifadi to (jediné) y, pro které plati f(y) = x se nazyva inverzni funkce k funkci f,
oznadujeme .

Poznamka 1.8. Symbol f~'(x) Ize tedy chapat bud jako hodnotu inverzni funkce k funkci f v bodé
1
x, nebo jako ptevracenou hodnotu k &islu f(x), tj jako [f(x)]™" = m Nebude-li z kontextu zfejmé,

o kterou variantu se jedna, musime toto upfesnit.

Poznamka 1.9 (geometricky vyznam inverzni funkce). lhned z definice plyne, Zze graf funkce f a
graf funkce k ni inverzni ="' jsou soumérné podle pfimky y = x, tj. podle osy prvniho a tetiho
kvadrantu.

Poznamka 1.10 (vypocet inverzni funkce). Inverzni funkci k funkci y = f(x) uréime takto: zamé-
nime formalné v zadani funkce proménné x a y, mame tedy x = f(y). Tato rovnice definuje impli-
citné inverzni funkci y = f~'(x). Z této rovnice vyjadfime proménnou y (pokud toto nelze provést,
ponechame inverzni funkci v implicitnim tvaru). Toto vyjadfeni je jednoznac¢né (jinak by to zna-
menalo, Zze funkce f neni prosta a inverzni funkce neexistuje) a definuje explicitné inverzni funkci
f~'. U zakladnich elementarnich funkci (viz dale) je zpravidla inverzni funkce jednodu$e jina za-
kladni elementarni funkce, napfiklad inverzni funkce k logaritmické funkci je exponencialni funkce
a podobné (viz Tabulka 1.1). ProtoZe vlastnost "byt inverzni funkci" je vlastnost vzajemna, je také
logaritmicka funkce inverzni k funkci exponencialni.
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Kapitola 1.1: Funkce, vlastnosti funkci 10

| Funkce y = f(x) | Funkce inverzni y = f~"(x) |
y =Vx y=x*x20
y=x*x>0 y=Vx
y =e¥ y=Inx
y =Inx y = e¥
y=a y =log, x
y=sinx,x €[-m/2,m/2] | y = arcsinx
y =cosx, x € [0, ] y = arccos x
y=tgx,x e[-n/2,m/2] |y =arctgx

Tabulka 1.1: Inverzni funkce k zakladnim elementarnim funkcim.

Priklad 1.2 (vypocet inverzni funkce). Nalezneme inverzni funkci k funkci y = ? Zaménnou
proménnych ziskavame implicitni tvar inverzni funkce

o= 2] odsud
y
xy =2y -1
1=02-x)y a inverzni funkce ma pfedpis
1
Y=5"x
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Kapitola 1.1: Funkce, vlastnosti funkci 11

Priklad 1.3 (vypocet inverzni funkce). Nalezneme inverzni funkci k funkci y = x + e*. Tato funkce je
zfejmé prosta, protoze je rostouci”. Zaménnou proménnych obdrzime implicitni tvar inverzni funkce

x=y+ée.
Odsud jiz proménnou y neumime vyjadfit. Ponechame proto inverzni funkci v implicitnim tvaru.

Poznamka 1.11 (zé&pis &isla jako vysledku ptedem zadané operace). Je ziejmé, ze f(f~'(x)) = x a
f~1(f(x)) = x pro véechna, pro kterd méa tento zapis smysl. Toto nd&m umozfiuje zapsat dané &islo
jako vysledek néjaké operace. Napf. Cislo 1 |ze zapsat libovolnou z nasledujicich moznosti

1=1Ine' =logg5' = 6°%" = sin(arcsin 1) = arctg(tg 1) = (V1)2

Poznamka 1.12 (nelinearni rovnice). Ma-li funkce f inverzni funkci ="' a je-li tato inverzni funkce
definovana v bodé x, potom ma nelinearni rovnice s neznamou y

fly) =x
pravé jedno feSeni dané vzorcem
y=f"(x).

Priklad 1.4 (nelinearni rovnice). Re$me rovnici

ex-1 =2.
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Kapitola 1.1: Funkce, vlastnosti funkci 12
ProtozZe k exponencialni funkci je inverzni logaritmicka funkce, plyne odsud
2

—— =1In2,

x -1
odkud jiz snadno vyjadfime

2
= —+
In2

Jinou moznosti je pfepsat rovnici do tvaru, ktery obsahuje exponencialni funkci na obou stranach
rovnice

X 1.

2

ex-1 = eln2
a odstranit tuto exponencialni funkci z obou stran rovnice (exponencidlni funkce je totiz prostd a Ize
pouzit (1.1) a pfipojenou poznamku). Obdrzime samoziejmeé stejny vysledek.

Motivace. V nasledujici definici jsou nejdulezitéjsi pojmy rostouci™ a klesajici* funkce. Nazorné
feceno, jsou to funkce které zachovavaji (rostouci) nebo obraceji (klesajici) smér nerovnosti pfi
aplikaci funkce na obé strany nerovnice.
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Kapitola 1.1: Funkce, vlastnosti funkci 13

Definice 1.8 (monotonie funkce). Necht f je funkce a M € D(f) podmnozina definiéniho oboru
funkce f.

(i) Rekneme, Ze funkce f je na mnozing M rostouci jestlize pro kazdé X1, X, € M s vlastnosti
X1 < Xo, plati f(xq) < f(x5).

(i) Rekneme, Ze funkce f je na mnozingé M klesajici jestlize pro kazdé X1, X, € M s vlastnosti
Xq < Xo, plati f(xq) > f(x5).

(i) Rekneme, Ze funkce f je na mnoziné M (ryze) monotonni je-li bud’ rostouci, nebo klesajici na
M.

Nespecifikujeme-li mnozinu M, mame na mysli, ze uvedena vlastnost plati na celém definiénim
oboru funkce f.

Poznamka 1.13 (k monotonnosti). U vlastnosti monotonie nas zajima nejcastéji pfipad, kdy mno-
zinou M je interval. Potom ma monotonie a ryzi monotonie nazornou geometrickou interpretaci na
grafu funkce (obrazek!). Pozor: funkce y = 1/x neni klesajici* na celém svém defini¢nim oboru, ale
pouze na kazdém z intervall (-oo, 0) a (0, co).

Poznamka 1.14 (nelinearni nerovnice). To, Ze je funkce rostouci nazorné znamena, Ze jsou-li vzory
funkce (hodnoty x) uspofadany podle velikosti, plati pro jejich obrazy (hodnoty f(x)) stejné uspo-
fadani. Je-li 7(x) tedy rostouci funkce, jsou nerovnosti a < b a f(a) < f(b) ekvivalentni. Totéz plati
i pro neostré nerovnice.

Muzeme tedy libovolnou (ostrou nebo neostrou) nerovnici napf. "logaritmovat", nebo "odlogaritmo-
vat" logaritmem o zakladu vétSim nez 1. Pozor! Je-li funkce f(x) klesajici, obraci se pfi aplikaci
funkce (nebo pfi vynechani funkce) na obé strany nerovnice znaménko nerovnosti.
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Kapitola 1.1: Funkce, vlastnosti funkci
Priklad 1.5 (nelinearni nerovnice). Nerovnici
In(x> —4x —4) >0
Ize FeSit napfiklad tak, ze ji pfepiSeme do tvaru s logaritmy na obou stranach nerovnice
In(x® —4x —4) > In1

a odlogaritmujeme:
x> —4x -4 >1

Odsud poté dostavame postupné:
x> -4x-5>0
(x=5)(x+1)>0
X € (—o0, =1) U (5, 00),
pficemz kvadratickou nerovnici vyfeSime napftiklad graficky.
Okamzité z definice vyplyva nasledujici véta.

Véta 1.2. Je-li funkce f na mnoZiné M ryze monotonni, je na této mnoZiné i prosta.

14

Nasledujici véta ukazuje, ze pfi pfechodu k inverzni funkci se zachovava ryzi monotonie a lichost.

Véta 1.3. Je-li funkce f(x) rostouci'(klesajici, lichd), ma tuté? viastnost i funkce inverzni f~(x).

Poznamka 1.15. Suda funkce neni prosta, nema proto inverzni funkci.
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Kapitola 1.2: Limita, spojitost 15

Poznamka 1.16 (shrnujici poznamka). Shriime si, jak nam znalost vlastnosti funkci umozriuje f
pracovat s rovnicemi a nerovnostmi.

a=b X% £a) = £(b)

a<b PEKY £a) < £(b) a<b PEK £a) < f(b)
a<b P £y s F(b) a<b P £y > F(b)
Je-li funkce f prostd, pak pro kazdé y € H(f) ma rovnice

fx)=y
s neznamou x pravé jedno fedeni a toto fedeni je mozno vyjadiit vztahem x = = (y).

2. Limita, spojitost

Motivace. Nyni budeme hledat vhodnou veli¢inu, ktera nam umozni popsat, jak rychle se méni
jedna veli¢ina pfi zménach veli€iny druhé. U pfimky je takovouto vhodnou veli¢inou smérnice (zpra-
vidla oznaCujeme symbolem k): Je-li smérnice kladna, pfimka roste, je-li zaporna tak naopak. Je-li
smérnice blizka k nule, pfimka roste pozvolna, je-li mnohem vétsi néz jedna, pfimka rychle roste,
je-li mnohem mens&i nez minus jedna, pfimka rychle klesa.

Pfi studiu funkci se ukazuje, Zze vhodnou mirou rychlosti riistu funkce v daném bodé je smérnice f

teény v tomto bodé (tato smérnice se pochopitelné mize ménit podIlé kfivky, kfivka mlze nejprve
rychle rust, potom napfiklad rlist zpomalit a opét klesat). Jak ale najit smérnici teény ke kfivce
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Kapitola 1.2: Limita, spojitost 16

teé¢na sedna

X+h

\ 1 -
/ X

Obrazek 1.1: Geometricky vyznam derivace

v bodé [x, f(x)]? Pouzijeme nasledujici uvahu: Uvazujme se¢nu” na grafu funkce, ktera prochazi
body [x, f(x)] a [x + h, f(x + h)]. Smérnice této seény je
fix+h)—f(x) flx+h)-71(x)

x+h-x h '
Priblizime-li bod [x + h, f(x + h)] k bodu [x, f(x)], pfiblizi se se€na k te€né a ze smérnice secny
dostaneme smérnici te€ny (sledujte'na obrazku 1.1). Timto procesem vSak veli¢ina h, ktera je ve
jmenovateli a udava vodorovnou vzalenost prisec¢ikli na se¢né, klesne na nulu a nem{ize se objevit
ve jmenovateli (nulou nemzeme délit). Proto je nutno podrobné prozkoumat, co se déje s funkénimi
hodnotami funci pfi zménach nezavislé proménné (x). Budeme se pfitom nejvice zajimat o pfipady,
kdy se blizime k néjaké “problematické” hodnoté, napf. k nule ve jmenovateli, k nule uvnitf logaritmu,
nebo “k nekoneénu” (viz dale).
Motivace. Definice v této podkapitole maji nasledujici smysl: Budeme sledovat, jak souvisi funkéni

k. —

secny —

Obsah <4< >> < > Zpét



Kapitola 1.2: Limita, spojitost 17

Dale, pokud funkéni hodnota v daném bodé neni definovana, budeme se zajimat o to, jestli funkéni
hodnoty v nejblizSich okolnich bodech jsou ustaleny okolo néjaké vyzna¢né hodnoty, &i nikoliv.
Nejprve je vhodné rozsifit si mnozinu realnych Cisel o dva dalsi body, plus a minus nekoneéno.

Definice 2.1 (rozSifena mnozina realnych &isel). Rozsifenou mnozinou realnych ¢isel R* rozumime
mnozinu realnych ¢isel R rozsifenou o body +oo nasledovné: R* = Ru{co, —oo}, pficemz pro a € R
definujeme:

a+ oo = 0o, a—00=-00, 00 + 00 = 00, —00 — 00 = —00
a a
00.00 = —00.(—00) = oo, 00.(—00) = —00, —=—=0
© -0
—00 < a< 0o, | £ oo = oo,

je-li a > 0 definujeme
a.00 = 0o a.(—o0) = —oo,
a je-li a < 0 definujeme
4.00 = —00 a.(—o0) = oo.
DalSi operace definujeme pomoci komutativnosti operaci "+" a ".". Body +oco nazyvame neviastni
body, body mnoziny R nazyvame viastni body.

r4 H H 2 n n n n n :l:w n H A4
Poznamka 2.1. Nejsou tedy definovany operace "oco — c0", "+00.0" a oo Poznamenejme, Ze
samozfejmé neni definovano déleni nulou.
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Definice 2.2 (okoli). Okolimbodu a € R nazyvame libovolny otevieny interval, ktery ve svém vnittku
obsahuje bod a, znaéime O(a). Ryzim (téz prstencovym) okolim bodu a rozumime mnozinu O(a) \
{a}, znacime O(a). Okolim bodu oo rozumime libovolny interval tvaru (A, co), kde A je reélné Cislo
a okolim bodu —oo interval (—oo, A). Ryzim okolim nevlastnich bodl rozumime totéz, co okolim
téchto bodu.

Definice 2.3 (limita funkce). Necht' a,L € R* a f : R — IR. Necht je funkce f definovana v néjakém
ryzim okoli bodu a.
Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a limitu rovnu ¢islu L, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L

existuje ryzi okoli 5(3) bodu a takové, Ze pro libovolné x e 5(a) je f(x) € O(L). Piseme
limf(x) =L, (2.1)

X—a

nebo f(x) » L pro x — a.

Definice 2.4 (vlastni a nevlastni limita). Je-li v pfedchozi definici L € IR, nazyva se limita viastni,
je-li L € {o0, —o0}, nazyva se limita neviastni.

Vlastni limitu ve vlastnim bodé je nékdy vhodné ekvivalentné definovat nasledovné:

Definice 2.5 (¢6-definice limity). Necht a,L e Raf : R — R. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a limitu
rovnu Cislu L, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 takoveé, Ze pro libovolné x € (a — 6, a + 6), x # a plati
fix)e(L-¢,L+e¢).
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Poznamka 2.2. Misto x € (a - 6,a + 8), x # a lze ekvivalentné psat 0 < |x — a] < 6. Podobné misto
fx)e(L-¢,L+¢)lzepsat|f(x)-L|<e

Poznamka 2.3. Definice limity je naprosto nevhodna pro vypocet. Jednodussi je ukazat pomoci
definice, Ze ¢&islo L neni limitou funkce v bodé a.

Definice 2.6 (jednostranné okoli). Pravym (resp. levym) okolim bodu a € IR nazyvame libovolny
interval tvaru [a, b),(resp. tvaru (b, a], pro levé okoli), kde b je realné &islo splfiujici b > a (resp.
b < a). Znacime O*(a) (O~ (a)). Ryzim pravym (resp. levym) okolim bodu a rozumime odpovidajici
jednostranné okoli, ze kterého vyjmeme bod a. Znaéime O*(a), (O~(a)).

Definice 2.7 (jednostranna limita). Necht a € R, L € R* a f : R — IR. Dale necht je funkce f
definovana v néjakém pravém (levém) ryzim okoli bodu a.

Rekneme, ze funkce f ma v bodé a limitu zprava (limitu zleva) rovnu &islu L, jestlize ke kazdému
okoli O(L) bodu L existuje pravé ryzi okoli F(a) (levé ryzi okoli F(a)) bodu a takové, Ze pro
libovolné x € O*(a) (x € O-(a)) plati f(x) € O(L). Piseme Jim £(x) = L (lim f(x) = L).

Poznamka 2.4 (zkracena forma zapisu). Jina forma zapisu jednostranné limity je f(a+) = L pro
limitu zprava a f(a—) = L pro limitu zleva. Fakt, ze za argumentem funkce je znaménko pfitom
signalizuje, ze se nejedna o funkéni hodnotu v bodé a (j. nejde o f(a)), ale o limitu v bodé a zprava
nebo zleva. Pro oboustranné limity se symbolika tohoto typu pouziva zfidka, piSeme potom f(az).
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—*— okoli bodu a
e ——— 1Y Z{ OkOIi bOdu 2
p———  pravé okoli bodu a

S————  prave ryzi okoli bodu a
a

Obrazek 1.2: Okoli a jednostranné okoli bodu a.

Poznamka 2.5. Vidime, ze nedefinujeme ani jednostranna okoli nevlastnich bodd ani jednostranné

limity v téchto bodech.

Poznamka 2.6. Aby existovala limita v bodé a € IR, nemusi byt funkce f v bodé a definovana,

protoze f(a) v definici limity nikde nevystupuje. Napfiklad limita funkce Iirr}) SI% existuje, i kdyz tato
X—

funkce neni definovana v bodé 0. Funkce naopak musi byt definovana v néjakém ryzim okoli*(nebo
ryzim jednostranném okoli, v pfipadé jednostranné limity) bodu a. Nedefinujeme tedy napfiklad

lim V1 - 3x2, nebo Iirr01 In(x).
Xx—0-

x—1
Poznamka 2.7 ("vulgarni" vyjadfeni pojmu limita). Nepfesné feceno, predpis )I(lma f(x) = L zna-
mena, ze je-li hodnota x blizka k Cislu a, je funkéni hodnota f(x) blizka k &islu L.

Véta 2.1 (jednoznacnost limity). Funkce md v kazdém bodé nejvyse jednu limitu (limitu zprava,
limitu zleva).
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Véta 2.2 (souvislost limity s jednostrannymi limitami). Funkce md v bodé a € R limitu pravé tehdy,
ma-li v tomto bodé obé jednostranné limity a tyto limity jsou shodné.

Poznamka 2.8 (technicka — grafické nalezeni limity). Existenci a hodnotu limity pozname pékné
z grafu funkce (umime-li ho nakreslit). Pfedstavme si graf funkce y = f(x) a hledejme hodnotu
limity lim 7(x)

x—at

o Uvazujme na grafu funkce testovaci bod. x-ova soufadnice tohoto bodu necht je vétsi nez a

e Posunujme testovaci bod po grafu funkce zprava doleva tak, aby se x-ova soufadnice blizila
k bodu a.

o Pokud pfi tomto procesu dochazi k tomu, ze y-ova soufadnice se ustali kolem néjakého &isla
L, je ¢&islo L limitou funkce v bodé a zprava.

Obrazek 1.3 ilustruje tuto myslenku. Funkce na obrazku méa obé jednostranné limity v bodé a, jsou
vSak rizné. Proces nalezeni limity zprava je zachycen na obrazku, limita zleva se najde analogicky.

Poznamka 2.9 ("experimentalni stanoveni limity"). Chceme-li odhadnout, zda jista limita existuje
¢i nikoliv, Ize pouzit nasledujici postup: zvolime néjakou posloupnost Cisel, ktera se blizi k Cislu
a a postupné pocitame funkéni hodnoty funkce 7 v téchto Cislech. Méla by vychéazet posloupnost
Cisel, které se pfiblizuji k jistému &islu L. Pokud toto skuteéné vychazi, je pravdépodobné, ze toto
Cislo L je limitou funkce f v bodé a ve smyslu vySe uvedené definice. Toto pfiblizovani muze byt

poruseno v bodech, které jsou jiz "znacné blizko" bodu a, coz byva zplisobeno omezenou presnosti
pocitacich stroju a naslednym selhanim algoritmda, které jsou v téchto strojich zabudovany.
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VA

testovaci bod

cilovy bod

Obrazek 1.3: Limitni proces lim f(x) = L.
x—a*

Priklad 2.1 (numericky experiment). Odhadneme hodnotu limity Iirg ¥ pomoci numerického
x—0*

, sin x . . "
experimentu. Budeme hledat hodnoty funkce —~ na posloupnosti hodnot x, které konverguiji
k nule zprava. Dostavame

X 0.5 02 0.1 0.01 0.005 0.00001
sin x
—— || 0.95885 | 0.99334 | 0.99833 | 0.999983 | 0.9999958 1
X
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Odsud se zda byt rozumné se domnivat, ze
lim SNX _
x—-0* X
Nicméné, tato domnénka muze byti zavadéjici.
o Kalkulator zaokrouhluje. Z tabulky se zda, Ze hodnota funkce je pfesné jedna, pro x dost
blizké nule. Bohuléel, neni tomu tak. Ve skute¢nosti hodnota funkce sin(x)/x neni rovna jedné

. . sinx e v .
nikde. Rovnice —~ = 1 nema fesSeni.

* Z tabulky je pravdépodobné, ze sin(x)/x se piblizuje Eislu 1 pokud se x pfiblizuje k Cislu 0.
Avsak timto faktem si nemUze byt zcela jisti. Zadné mnozstvi konkrétnich dat neukazuje, ze
hodnoty nemohou byt zcela jiné, pokud jsou hodnoty x jesté blize k nule, nez je zachyceno
v tabulce.

Numericky experiment dava dobrou predstavu, jaka by mohla hodnota limity byt, nemuize vsak
byt pouzit pro dikaz existence limity. Je nutno odvodit pfesnou teorii pro vypocet limit, jak bude
provedeno nize.

Nasledujici vlastnost nam dava informaci o vztahu limity v bodé a funkéni hodnoty v tomto bodé.
Tyto mohou byt zcela nezavislé — mlzou existovat obé soucasné a byt rizné, nebo kterakoliv z nich
existovat nemusi. Pokud vSak obé existuji a jsou stejné, je funkce urditym zplsobem "pékna" —
spojita”.
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Definice 2.8 (spojitost v bod&). Rekneme, Ze funkce f : R — R je spojitd v bodé a, jestlize a je
v definiénim oboru funkce f a )I(|ma f(x) =f(a).
Rekneme, Ze funkce f : R — IR je spojitd zprava (spojitd zleva) v bodé a, jestlize a je v definiénim
oboru funkce f a lim f(x) = f(a) (lim f(x) = f(a)).

X—at X—a-

Definice 2.9 (spojitost na intervalu). I':lekngme, ze funkce je spojita na otevieném intervalu (a, b),
je-li spojita v kazdém jeho vnitfnim bodé. Rekneme, zZe funkce je spojita na uzavieném intervalu
[a, b], je-li spojita v kazdém jeho vnitinim bodé, v bodé a je spojita zprava a v bodé b je spojita
Zleva.

Oznaéeni. Mnozinu véech funkci spojitych! na intervalu / oznadujeme C(/). Je-li / = (a, b) nebo
I = [a, b], piseme C((a, b)), nebo C([a, b]).

Poznamka 2.10 (filozoficka). VSimnéte si, Ze definice spojitosti je zcela odliSna od "bézné" pred-
stavy spojité funkce jakozto funkce, jejiz graf Ize nakreslit jednim tahem. Tato skute¢nost je vSak
pfirozena, protoze nedokonalost, ktera nutné provazi jakoukoliv vizualizaci grafu funkce, nam ne-
dovoluje zavést presné jakykoliv pojem, tedy ani spojitost, pokud se odvolavame pouze na geo-
metricky nazor. Definice viastné vyjadfuje fakt, Ze na intervalu, na kterém je funkce spojitd, se jeji
funkéni hodnoty méni "pozvolna" — mala zména proménné x vyvolé relativné malou zménu pro-
meénne y.

Nasledujici definice se tyka naprosté vétsiny funkci, se kterymi budeme pracovat.

Tanglicky continuous
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Definice 2.10 (zékladni elementarni funkce). V8echny mnohoéleny, goniometrické, cyklometrické,
exponencialni a logaritmické funkce a obecna mocnina se nazyvaji zakladni elementarni funkce.

Definice 2.11 (elementarni funkce). VSechny funkce, které ze zakladnich elementarnich funkci
ziskdme konecnym poctem operaci scitani, odecitani, nasobeni, déleni a skladani téchto funkci
navzajem se nazyvaji elementarni funkce.

Poznamka 2.11. Elementarni funkce jsou tedy vSechny funkce, které umime v koneéném tvaru
vyjadfit explicitnim vzorcem za pouziti funkci znamych ze stfedni Skoly a cyklometrickych funkci.

Véta 2.3 (spojitost elementarnich funkci). Elementdrni funkce jsou spojité'v kazdém bodé sveho
definiéniho oboru.

Poznamka 2.12 (technicka). Pfedchozi véta nam fikd, ze u elementarnich funkci je limita a funkéni
hodnota v bodech patficich do definiéniho oboru totéz. Limitu v bodé a proto zkusime poditat tak,
ze nejprve dosadime x = a. Pouze pokud "nelze dosadit", tj. pokud a ¢ D(f), musime limitu pocitat
jinak. Diky této vété je pro nas pojem limita u elementarnich funkci zajimavy jiz jen v bodech, které
nepatfi do definiéniho oboru funkce.

e In(x)

Priklad 2.2 (vypocet limity dosazenim). Funkce y = 21
X -

je spoijita na intervalech (0, 1) a (1, o).

Proto napf.
e*In(x) é®In2

x—2 x2 -1 3
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Ctenaf ma ze stiedni $koly pravdépodobné intuitivni predstavu o asymptotach ke grafu funkce.
Nasledujici definice vélenuji asymptoty do konceptu limit.

Definice 2.12 (asymptota bez smérnice, svisla asymptota). Bud' f funkce a x, € IR vlastni bod.
Rekneme, Ze pfimka x = Xy je asymptotou bez smérnice (téZ svisla nebo vertikdlni asymptota)
ke grafu funkce f, jestlize alespori jedna z jednostrannych limit funkce f v bodé x, existuje a je
nevlastni.

Definice 2.13 (vodorovna asymptota). Bud’ ¢ € R. Pfimka y = g je vodorovnou (horizontalni)
asymptotou ke grafu funkce y = f(x) v bodé +oo praveé tehdy, kdyz plati

lim f(x) =q.
X—00

Podobné definujeme horizontalni asymptotu v bodé —oco.

Poznamka 2.13 (souvislost mezi limitou a vodorovnou asymptotou). Predchozi véta a definice
fikaji, ze vodorovna (horizontalni) asymptota v nevlastnim bodé je totéz, co limita v tomto bodé.
Vskutku, blizi-li se graf funkce y = f(x) k pfimce y = g (pfimka je asymptotou), znamena to, Ze
funkéni hodnoty f(x) se blizi k islu g (€islo g je limitou), a naopak.

Definice 2.14 (asymptota se smérnici). Bud' f funkce definovana v néjakém okoli-bodu oco. Pfimka
y = kx + q se nazyva asymptota se smérnici ke grafu funkce y = f(x) v bodé +oo, jestlize plati

Xlim lkx +g —f(x)|=0

Podobné, zaménime-li bod co za bod — oo, obdrzime definici asymptoty se smérnici ke grafu funkce
f v bodé —oo.
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ymptota

I
i

dorovna asymptota v+oo

\/

svjsla a

Obrazek 1.4: Vodorovnd a svisla asymptota.

Poznamka 2.14 (geometricky vyznam predchozi definice). Asymptota se smérnici je tedy pfimka,
ke které se graf pfiblizuje v nékterém z nevlastnich bodu. VSimnéte si, Ze definice nevylucuje pfipad,
kdy kx + g — f(x) = 0, tj. kdy je funkce f linearni. V tomto pfipadé je grafem funkce pfimka, ktera je

sama svoji asymptotou.

Dale podotknéme, ze vodorovna asymptota je pouze specidlni pfipad asymptoty se smérnici, jejiz

smérnice je nulova.
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Véta 2.4 (asymptota se smérnici). Bud’ f funkce definovana v néjakém okoli"bodu oo. Primka
y = kx + g je asymptota se smérnici ke grafu funkce y = f(x) v bodé +oo pravé tehdy, kdyZ existuji
konecné limity
. f(x) .
k:= lim — a g := lim (f(x) — kx). (2.2)
x—o00 X X—00

Podobné, zaménime-li bod co za bod —oco, obdrzime asymptotu se smérnici ke grafu funkce f
v bodé —oo.

-

Obrazek 1.5: Asymptota se smérnici v +oco.

Poznamka 2.15. Graf funkce muize ale nemusi mit asymptotu. U asymptot se smérnici mohou,
ale i nemusi, byt obé asymptoty v nevlastnich bodech +oo stejné. Dokonce muze existovat pouze
jedna (viz napf funkce y = e*). U asymptot ke grafim racionalnich funkci je situace jednodus$si (viz
nasledujici véta).
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Véta 2.5 (asymptoty racionalni funkce). Asymptoty se smérnici ke grafu raciondini funkce v bodech
+o00 existuji soucasné a jsou stejné.

Poznamka 2.16. Polynom stupné alespori 2 nema asymptoty.

V nasledujicim textu si ukazeme nékteré techniky umoznujici prakticky vypocet limit.

Véta 2.6 (pravidla pro pocitani s limitami). Bud'a € R*, f,g : R — R. Plati

lim () % 9(x)) = lim £() + lim g(x) 2.3)
im (£() - g(x)) = lim £(x)- lim g(x) (2.4)
- fx)  limy F(X)
g0~ ime, o) (5)
im 1700 = | im 7)), (2.6)

kde limita vilevo existuje, jestlize existuji limity vpravo (vlastni nebo nevlastni) a vyraz vpravo je
definovan. Totéz plati i pro jednotlivé jednostranné limity.

Priklad 2.3 (aplikace pfedchozi véty). S vyuzitim véty |ze poéitat nasledujici limity
T

(i) lim (arctg x + arccotg x) = L 0=—
X—00 2 2

(i) lim 1cosx =-00.1=-00
x—0- X
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1 1
(i) xl—mo xeX .00 o 0

- oy po y . s 1 .
Priklad 2.4 (selhani pfedchozi véty). Vétu nelze pouzit pro vypocet limity Img (; + In x), protoze
x—0*
bychom obdrZeli nedefinovany vyraz "oo — 0o". Stejné tak vétu nelze pouzit nap¥. pro vypocet limit
lim (sin? x +cos® x) nebo lim — cos? x, protoze limity lim sin®x a lim cos? x neexistuiji. Toto véak
X—00 X—0oo X X—00 X—00
nic nevypovida o tom, zda puvodni limita existuje nebo neexistuje!

Nasledujici véta je aplikovatelna v pfipadech, kdy hledame limitu soucinu dvou funkci, z nichz jedna limitu
nemd a druha ma limitu nulovou.

Véta 2.7. Necht'a € R*, lim f(x) = 0 a necht’ existuje ryzi okoli'bodu a, kde je funkce g(x) ohrani¢end. Pak
X—a

lim f(x)g(x) = 0, {. limita existuje a je rovna nule.

X—a

Priklad 2.5 (aplikace pfedchozi véty). S pomoci této véty jiz Ize vypogitat limitu z pfedchozi poznamky:

Jlim )1—(cos2x = "0.(ohrani¢ena funkce)" = 0

Nasledujici véta ma pouziti napfiklad pfi vypoctu limity racionalni funkce v bodech, ve kterych tato
funkce neni definovana, tj. v bodech, pro které po dosazeni vychazi nula ve jmenovateli a nenulové
Cislo v Gitateli (vychazi-li nula i v Citateli, Ize ve zlomku provést kraceni, ¢imz se situace pfevede na
néktery z ostatnich pfipadu).
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L
Véta 2.8 (limita typu "6"). Necht a € R*, )I(lma gx)=0a XlerL f(x) = L € R"\ {0}. Necht’ existuje ryzi
okoli'bodu a, ve kterém je funkce g(x) neméni znaménko. Potom
1 =
x=a g(x)
Totéz plati i pro jednostranna okoli a prislusné jednostranné limity.

f(x) J+oo pokudg(x)aL maji stejné znaménko,
—oo pokud g(x) a L maji riznd znaménka.

L
Poznamka 2.17 (symboly "+0", "—0"). Limita typu "—", pokud existuje, je vzdy nevlastni. Zna-

ménko uréime pomoci béznych pravidel pro uréeni znaménka podilu — podil dvou kladnych nebo
dvou zapornych ¢&isel je kladny, podil kladného a zaporného &isla (v libovolném poradi) je zaporny.
Vyjadfime-li tedy symbolem "+0" skute¢nost, Zze funkce ve jmenovateli ma limitu (jedno- nebo obou-
strannou) rovnu nule, v néjakém ryzim okoli (jedno- nebo oboustranném) je vSak nenulova a kladna,
L .. . 2 = y .
Ize podle pfedchozi véty pocitat napf. takto: 0 0o, +—°; = —o0. Podobné symbolem "-0" vyjad-
fime skute€nost, ze funkce ve jmenovateli ma nulovou limitu a v néjakém ryzim okoli je nenulova a

. . . , =2
zaporna a lze psat napf. o= >
Poznamka 2.18 (technickd). V praxi je pfi aplikaci pfedchozi véty obvyklé vySetiovat nejprve jedno-
stranné limity a z jejich vzajemného vztahu poté usoudit na existenci nebo neexistenci oboustranné
limity.

Priklad 2.6 (limita lomené funkce ve vlastnim bodé nepatficim do definiéniho oboru).
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1 - X ” _1 ”

@i lm —— ="—"= -0
x—2+ x2 — 4 +0
I e -1
(i) lim —— ="—"=o00
x—=2- x2 — 4 -0
I, - X I . s . o
(iii) I|m2 a neexistuje, protoZe jednostranné limity nejsou stejné.
X— X —

Nasledujici véta ukazuje, ze pfi vypoctu limity slozené funkce Ize postupovat tak, ze uréime nejprve
limitu vnitfni sloZky a poté na vysledek aplikujeme sloZzku vnéjsi.
Véta 2.9 (limita slozené funkce se spojitou vnéjsi slozkou). Je-li )lll’r‘la f(x) = b a g(x) je funkce

spojitd’v bodé b, plat/')l(irrl g(f(x)) = g(b), §.

lim g(f(x)) = g(lim 7(x)).

X—a

Totéz plati i pro jednotlivé jednostranné limity.

Priklad 2.7 (limita slozené funkce se spojitou vnéjsi slozkou).

(i) Xlim cos(e™*) =cos0 = 1

(ii) lim edct9x — e—n/2
X——00
Pfedchozi vétu nelze aplikovat v pfipadé, Ze limita vnitfni slozky je nevlastni, nebo pokud uvedenym
postupem obdrzime nedefinovany vyraz, napf. "In 0". V tomto pfipadé Ize vyuzit nasledujici vétu.
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Véta 2.10 (limita slozené funkce). Necht Iirrl f(x) = b, Iin}) gly) = L a existuje ryzi okoli 5(&)
X— y—

takové, Ze pro x € 5(3) je f(x) # b. Potom Xllrrll g(f(x)) =L.

Poznamka 2.19 (substituce v limité). Véta je vlastné vétou o substituci v limité. Nap¥. v limité L = Ilrg In X
x—0+

1 1
substituce y = X vede na limitu L = lim Iny (protoze Iirg X o) a odsud dostavame L = oo
y—oo x—0t

Priklad 2.8 (limita slozené funkce). (i) Iing In(%) ="Inco” = co
x—0*

(i) lim arctg(e™) = "arctgoo” = L
X——00 2

(iii) Iirrg In(sin x) = ”In(0+)" = —oc0
Xx—0*

Nasledujici véta umozni snadné pocitani limity polynomu a racionalni funkce v nevlastnich bodech.
Véta 2.11 (limita polynomu a racionalni funkce v nevlastnich bodech). Plati

lim (@ux"+ax" ' +---+a _,x+a,)= lim ayx”
X—»:!:oo( 0 1 n—1 n) Jm ag
n n-1
. agx" +a;x" +--+a, x+a, . ay .
im = lim —x
x—x00 hoxM + byxM=1 4.+ b, X+ b, x—*o by
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Poznamka 2.20 (technickd). Limita polynomu stupné alespori jedna v nevlastnich bodech je tedy
vzdy nevlastni, pfiemz o jejim znaménku rozhoduje pouze vedouci ¢len. O hodnoté limity podilu
dvou polynomu rozhoduje pouze podil vedouciho ¢lene Eitatele a vedouciho ¢lene jmenovatele.

Priklad 2.9 (limita polynomu a lomené funkce v nevlastnich bodech).

(i) lim (6x3 —2x +1) = lim 6x% = 6.(c0)® = 00
X—00 X—00

(i) lim (8x®-2x%2+2) =3.(-00)® = —~0

X——00

(iii) lim -2 11
x—>002X3_4X2+1_x—>002_2

. x° -2 1,
(iv) Iim ———— = —X° = 00
X——00 2)(3 — 4)(2 +1 X——00 2
3. Derivace funkce

Nyni mizeme ve smérnici seény na grafu funkce (viz strana 15) pouzit limitni pfechod’h — 0, &¢imz
dostaneme smérnici te€ny. Tuto veli¢inu pfedstavujeme v nasledujici definici.

Definice 3.1 (derivace funkce v bod&). Necht x € D(f). Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x derivaci
rovnu ¢islu oznacenému f'(x), jestlize existuje koneéna limita
f(x + h) = f(x)

. (3.1)

f'(x) = lim
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Poznamka 3.1 (jednostranné derivace). Podobné definujeme i derivaci zprava a derivaci zleva.
Pozivame pfi tom limitu zprava a zleva misto oboustranné limity (3.1).

Definice 3.2 (derivace funkce). Necht ma funkce f derivaci'v kazdém bodé otevieného intervalu
/. Predpisem, ktery kazdému bodu x z intervalu / pfifadi derivaci funkce f v bodé x je definovana
funkce, kterou nazyvame derivaci funkce f na intervalu / a oznaéujeme f'.

Definice 3.3 (vy$Si derivace). Bud' f(x) funkce a f'(x) jeji derivace. Existuje-li derivace (f'(x))’
funkce f'(x), nazyvame ji druhou derivaci funkce f(x) a oznacujeme f"(x). n-nasobnym opakova-
nim tohoto postupu dospivame k n-té derivaci funkce f(x), kterou oznadujeme £?(x).

Poznamka 3.2 (geometricky vyznam derivace). Z definice derivace plyne, Zze se jedna presné
o tu veli¢inu, udavajici rychlost rlistu funkce, kterou jsme zacali hledat v motivaci na strané 15.
Geometricky vyznam derivace je nasledujici: nakreslime-li se¢nu ke grafu funkce f prochazejici
f(x+h)—f(x
body [x, f(x)]a[x + h, f(x + h)] (viz obrézek 1.1, strana 16), je smérnice této seény u
Fixujeme-li bod [x, f(x)] a s bodem (x + h) se k bodu x blizime (ij. provadime-li limitni pfechod
"ll7ir72)"), pfejde se€na v teénu v bodé [x, f(x)]. Limitni hodnota, tj. smérnice te€ny, je potom rovna

derivaci f'(x).

Graf funkce ma tedy v pevném bodé a teénu pravé tehdy, kdyz funkce f ma v bodé a derivaci.
Body, kde funkce nema derivaci, mohou byt body, kde je limita (3.1) nevlastni (funkce ma svislou
te€nu), body kde existuji jednostranné derivace (te€ny zleva i zprava existuji) ale tyto jsou riizné
(napt. funkce y = |x|) a koneéné body, kde neexistuje néktera z jednostrannych derivaci.
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Poznamka 3.3 (rovnice te¢ny). Ma-li funkce f v bodé a derivaci, je rovnice te¢ny ke grafu funkce
v tomto bodé
y =f'(a)(x - a) + f(a).
Rovnici teény mlGzeme pouzit k linearni aproximaci funkce. V okoli bodu a plati pfiblizny vzorec
f(x) =~ f(a) + f'(a)(x — a),
ktery umoznuje v okoli bodu a nahradit (obecné nelinearni) funkci 7 (x) funkci linearni.

Poznamka 3.4 (prakticky vyznam derivace). Necht veli¢ina x oznacuje ¢as, méfeny ve vhodnych
jednotkach, a necht’ veli¢ina y se méni v pribéhu éasu, tj. y = y(x). Derivace y’(x) poté znaci
okamzitou rychlost, s niz dochazi ke zméné velikosti veli¢iny y v ¢ase x. Znadi-li napf. y(x) polohu
pohybujiciho se télesa v ¢ase x, je derivace y'(x) rovna okamzité rychlosti tohoto télesa (pojem
rychlost uzivame ve fyzikalnim smyslu tohoto slova). Znaci-li veliina y velikost populace urcitého
zivocisného druhu v Ease x, znaci derivace y’(x) rychlost nar(istu této populace, tj. pocet zivocicha,
ktery se v daném okamziku narodil (za ¢asovou jednotku), zmenSeny o pocet zivocicht, ktery
v daném okamziku uhynul.

Véta 3.1 (souvislost derivace a spojitosti). Ma-li funkce v bodé (na intervalu I) derivaci, je v tomto
bode (na tomto intervalu) spojita.

Poznamka 3.5. Opacna véta neplati, ze spojitosti funkce obecné neplyne existence derivace. Pfi-
kladem budiz funkce y = |x| v bodé x = 0.

Oznaéeni. Mnozinu v8ech funkci které maji na intervalu / spojitou derivaci oznadujeme C'(/). Tyto
funkce zpravidla nazyvame hladké funkce. Mnozinu v8ech funkci které maji na intervalu / spojité
v8echny derivace az do fadu k véetné oznadujeme C*(/).
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Poznamka 3.6 (filozoficka). Dlouho pfetrvaval nazor, ze spojita” funkce je funkce, jejiz graf Ize
nakreslit "jednim tahem". Kreslime-Ili graf takovéto funkce, znamena to, ze kdyz pfi kresleni posu-
nujeme "pisatko" néjakym smérem. Takto kreslime graf funkce, kterd ma te¢nu (a tedy i derivaci),
pfipadné ¢aru "zalomime". Téchto zalomeni muze byt kone¢né mnoho, proto se véfilo, Zze spojité
funkce maiji derivaci véude, s pfipadnou vyjimkou koneéného poctu bodl. To, Ze takova predstava
je nespravna, ukazal B. Bolzano, ktery zkonstruoval funkci spojitou na IR, ktera nema v Zzadném
bodé derivaci. Graf takovéto funkce podle vy$e uvedeného nelze nakreslit. Tento pfiklad ukazuje,
Ze predstava spojité funkce pouze jako funkce, jejiz graf Ize nakreslit jednim tahem je nespravna.

Poznamka 3.7 (k oznaceni). Je-li funkce f ve tvaru y = f(x), piSeme misto f'(x) také y’(x), nebo
struénéji y’'. V pfirodnich a technickych védach se ¢asto setkavame jesté s nasledujicim ekvivalent-

d
nim znaéenim derivace” y’ = —i Pritom vyrazy dx a dy (které jsou v derivaci formalné "v podilu")

se nazyvaji diferencidly. Je-li nezavislou proménnou ¢as, oznaCujeme jej zpravidla ¢ namisto x a
derivaci v tomto pfipadé zna¢ime te¢kou takto: y
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Véta 3.2 (pravidla pro pocitani s derivacemi). Necht'f, g jsou funkce a ¢ € R konstanta. Plati f
[cf(x)] = cf'(x) (3.2)
[F(x) £ g(x)]" = '(x) £ g'(x) (3.3)
[FO)g(x)] = f(x)g'(x) + F'(x)g(x) (3.4)
fx)1 _ F'(x)g(x) = g'()f (x)
= , 3.5
[g(x)] g%(x) 89)

pricemz derivace vilevo existuji, existuji-li derivace vpravo, a je-li vyraz vpravo definovan (1. neni
nula ve jmenovateli zlomku).

Priklad 3.1 (aplikace pfedchozi véty).
[ xe” ]' _ (xe")(x +1) = (x + 1)'xe”

X+ 1 (x +1)2
(e" +xe")(x + 1) - 1xe" _ e*(x* +x +1)
- (x + 1)2 T (x+1)

Poznamka 3.8 (technicka). ProtoZe derivace souctu je jednodussi nez derivace soucinu a podilu,
snazime se soucin nebo podil rozdélit (pokud to Ize) na soucet jednodussich vyrazu.

() (x+Dx -2 =(x*-x-2) =2x -1
3 !
(il <%> - %(XZ —1+xMy = %(2)( — x7?)
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Véta 3.3 (derivace slozené funkce, fetézové pravidlo). Plati

[F(gC)I = ' (9(x))g' (x). (3.6)
kde existence derivace vlevo plyne z existence derivaci vpravo.

Poznamka 3.9. Vyraz f'(g(x)) v pfedchozi vété znamena derivaci funkce f vypoétenou v bodé
g(x).

Priklad 3.2 (derivace slozené funkce). (i) (In(sinx))’ = S:W COS X

(i) (In(xsinx))" =

(sin x + x cos x)

X Sinx

(i) (ln(x sin2(2x)))’ B

W“ .sin?(2x) + x.2sin(2x) cos(2x)2]
X Ssin X

, wr_ s v - v , Vv e vz o 4 4 H H IIOII Ilmll
Nasledujici véta nam umozni ve vétsiné pfipadl vypocet limit typu 0 a"—".
Véta 3.4 ('Hospitalovo pravidlo). Necht a € R*a necht’ funkce fa g jsou definovany v néjakém
ryzim okoli"bodu a a maji zde derivaci. Necht' dale plati bud’ )I(wr; f(x) = )I(m; g(x) = 0, nebo

| lim g(x)| = co. Plati
X—a

im £ _ iy £

=ag(x)  x=agi(x)’
pokud limita na pravé strané rovnosti (3.7) existuje. TotezZ plati i pro obé jednostranné limity.

(3.7)
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Poznamka 3.10 (k pouziti 'Hospitalova pravidla). Pokud limita vpravo ve vzorci (3.7) neexistuje,
nemuzeme jesté nic Fici o limité )|(Ima f(x)/g(x). Tato limita mGze nebo nemusi existovat. Pokud limita

vpravo neexistuje, pfipadné pokud pokus o pouziti 'Hospitalova pravidla nevede ke zjednodu$eni,
musime hledat pro vypocet limity jinou cestu. Poznamenejme jesté, ze I'Hospitalovo pravidlo Ize
pouzit libovolné-krat za sebou. Potom z existence posledni limity vyplyva existence vSech limit
predchozich.

- .. Inx . x-arctgx . xe“+x-2"+2
Priklad 3.3. Vypoététe limity lim —, lim g a lim ° ° .
X—0 |\ [ x—0 X x—0 x3
Reseni.
1
. In , X . 1
lim —X=2= lim —X— =2 lim — =0,
X—00 \/)_( [e') x—oo 1 X—00 \/)_(
2Vx
1 1
. x-—arctgx 0 . - 2 . 1 1
jm XZCOX 0 e 11
X—0 x3 0 x—0 3x2 x=0 3(1 + x?) 3
IimxeX+X_29X+2—O—I e’ +xe’ +1-2¢"
x—0 X3 T 0 x—-0 3x2
0 . e+ +xef-26"
= — = lim
0 x-o0 6x
0 xe* e’ 1
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4. Prabéh funkce

Jak jsem vidéli vySe, spojitost neni’ definovana, tak, jak si spojitou funkci bézné predstavujeme —
jako funkci, kde nejsou skoky &i néjaké podobné drastické zmény funkénich hodnot, ale jako funkci,
kde veSkeré zmény funkénich hodnot probihaji relativné pozvolna. Pfesna definice v8ak byla zcela
odliSna od této pfedstavy.

Je tedy definice spojitosti pomoci limity pfesné to, co si “béZné” predstavujeme pod pojmem “spojita
cara v roviné” (funkce, kde nejsou Zddné “dramatické zméeny”)?

Odpovéd je ponékud prekvapiva: Ne zcela. Cesky matematik B. Bolzano nasel piiklad funkce, ktera
je spojita na R, ale jeji graf se viibec neda nakreslit a proto se pfi studiu spojitych funkci nelze v
dlkazech odvolavat na “zfejmé vlastnosti rovinnych kfivek”. Nastésti, i kdyZ definujeme spojitost
na prvni pohled slozité pomoci limity, ty nejpéknéjsi vlastnosti zlistanou zachovany, jak ukazuji
nasledujici dulezité véty.

Véta 4.1 (Weierstrassova véta). Necht’ funkce f(x) je spojita na uzavieném intervalu [a, b]. Potom

je na tomto intervalu ohraniéena a nabyva zde své nejvétsi a nejmensi hodnoty, tj. existuji ¢isla
Xy, X, € [a, b] s viastnosti f(x4) < f(x) < f(x,) pro véechna x € [a, b].

Véta 4.2 (prvni Bolzanova véta). Necht funkce f(x) je spojita'na uzavifeném intervalu [a, b] a plati
f(a)-f(b) <0 (1. f(a) a f(b) maji opacnd znaménka). Pak funkce f(x) md na intervalu (a, b) nulovy
bod, tj. existuje ¢islo ¢ € (a, b) s viastnosti f(c) = 0.

Véta 4.3 (druha Bolzanova véta). Necht funkce f(x) je spojitd'na uzavieném intervalu[a, b]. Potom
nabyva vsech hodnot mezi svou nejmensi a nejvétsi hodnotou.
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Poznamka 4.1. PfedeSlé véty maji jednoduchou grafickou interpretaci, jak je ukazano na Obrazku
1.6.

e Funkce na obrazku je ohrani€ena na [a, b], jeji graf lezi mezi Eerchovanymi ¢arami.

e Funkce ma absolutni minimum na intervalu [a, b] v krajnim bodé x = a a absolutni maximum
v bodé x = M. Pfislusné funkéni hodnoty jsou na ose y.

e Funkce méni znaménko na intervalu [a, b], plati f(a) < 0 a f(b) > 0. Jeden z kofen, o kterych
mluvi prvni Bolzanova véta, je na obrazku ozna¢en symbolem c.

e Hodnota y, lezi mezi maximalni a minimalni funkéni hodnotou. Existuje tedy, podle druhé
Bolzanovy véty, x, € [a, b] takové, Ze f(x,) = ¥,. Jeden z bodU s touto vlastnosti je vyznacen
na obrazku.

Tvrzeni vét jsou tedy zcela pfirozena. Obrovskou zasluhou vySe uvedenych matematik(l je mimo
jiné fakt, ze si uvédomili, ze tyto véty nejsou zadnymi snadnymi disledky definice spoijitosti- a je
potfeba podat jejich presny diikaz.

Poznamka 4.2 (nelinearni nerovnice). Bolzanova véta umozriuje feSit vétsinu nelinearnich nerov-
nic. Podle Véty 4.2 totiz funkce mlize zménit znaménko jediné v bodé, kde je porusena jeji spojitost
(= skokem), nebo v nulovém bodé (= graf protina osu x). Re&ime-li tedy nerovnici f(x) > 0, na-
lezneme nejprve body nespojitosti funkce f a nulové body této funkce, tj. feSeni rovnice f(x) = 0.
Obé skupiny bodd vyneseme na realnou osu a definiéni obor se timto rozpadne na nékolik podin-
tervall. Uvnitf kazdého z téchto intervall plati bud' 7(x) > 0 nebo f(x) < 0. Ktera z téchto variant
plati ve kterém z intervall Ize zjistit napfiklad postupnym dosazovanim reprezentant( z jednotlivych
intervald.
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Yo|——————

Obrazek 1.6: Funkce spojita na [a, b].
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Definice 4.1 (lokalni extrém). Bud’ f funkce a x, € D(f).

o Rekneme, ze funkce ma v bodé Xo lokélni maximum, jestlize existuje ryzi okoli 5()(0), takove,

ze f(xy) = f(x) pro v8echna x € 5()(0). Je-li nerovnost ostra, fikdme, Ze funkce f ma v bodé
X ostré lokalni maximum.

o Plati-li opacné nerovnosti, fikdame, Ze funkce ma v bodé x, lokalni minimum a ostré lokalni
minimum.

e Lokalni maximum a minimum nazyvame spoleénym nazvem lokdini extrémy. Ostré lokalni
maximum a ostré lokalni minimum nazyvame spole¢nym nazvem ostré lokalni extrémy.

Poznamka 4.3 (k pfedchozi definici). Funkce méa v bodé x, ostré lokalni maximum™ (minimum?®),
jestlize v néjakém ryzim okoli bodu x, nabyva pouze nizSich (vysSich) funkénich hodnot, nez f(x,).
Hodnota 7(x,) je tedy jedina nejvy8ai (nejnizsi) funkéni hodnota v néjakém okoli bodu x,. Okoli bodu
X, z pfedchozi definice musi nutné celé leZet v definiénim oboru funkce f. (V nékteré literatufe je
tato podminka poné&kud oslabena. Napt. u funkce y = vx nemluvime o lokalnim minimum v bod&
0, protoze nalevo od bodu 0 viibec neni definovana. Jini autofi tento bod v8ak za lokalni extrém
povaZzuiji.)

Lokalni extrémy Uzce souvisi s monotonii, jak ukazuje nasledujici véta.
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Véta 4.4 (postacujici podminky pro existenci a neexistenci lokalnich extréma). Bud’f funkce defi-
novand a spojita'v néjakem okoli‘bodu x.

o Jestlize existuje levé okoli bodu x, ve kterém je funkce rostouci a praveé okoli bodu x, ve
kterém je funkce klesajici, je bod x, bodem ostrého lokédlniho maxima‘funkce f.

o Jestlize existuje levé okoli bodu x,, ve kterém je funkce klesajici a pravé okoli bodu x,, ve
kterem je funkce rostouci, je bod x, bodem ostrého lokalniho minimafunkce f.

o Jestlize existuje okoli bodu x,, ve kterém je funkce ryze monotonni, lokalni extrém'v bodé x
nenastava.

Poznamka 4.4. Graficky mGzeme predchozi vétu ilustrovat nasledovné.
J VXN min S MR
a b c d

Poznamka 4.5 (absolutni extrémy funkce). Uvazujme funkci, ktera je spojita na uzavieném inter-

valu [a, b]. Podle Weierstrassovy véty tato funkce nabyva na intervalu [a, b] své nejmensi a nejvétsi
hodnoty. Tyto hodnoty nazyvame absolutni maximum a absolutni minimum funkce f na intervalu
[a, b]. Je ztejmé (odkud?), ze téchto extremalnich hodnot mlze funkce nabyvat pouze v bodech,
ve kterych ma lokalni extrémy, nebo v nékterém z krajnich bodu intervalu [a, b].
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Definice 4.2 (konvexnost, konkavnost). Bud' f funkce majici derivaci'v bodé x. Rekneme, ze
funkce f je v bodé x, konvexni (konkdvni), jestlize existuje ryzi okoli'bodu x, takové, Ze pro vSechna
x € O(x,) lezi body grafu funkce nad te€nou (pod te¢nou) ke grafu funkce f sestrojenou v bodé x,,
tj. plati

F(x) > Fxo) + FO)(x = x0) (7)< Flxg) + F/ (o) x = xo)). (4.1)

Rekneme, Ze funkce je konvexni (konkdvni) na otevieném intervalu I, ma-li tuto vlastnost v kazdém
bodé intervalu /.

Definice 4.3 (inflexni bod). Bod ve kierém se méni charakter funkce z konvexni-na konkavni'nebo
naopak nazyvame inflexnim bodem funkce f.

V nasledujicich vétach si ukazeme, Ze monotonie a lokalni extrémy~ Uzce souvisi s prvni derivaci
funkce, zatimco konvexnost/konkavnost a inflexni body souvisi s druhou derivaci.

Definice 4.4 (stacionarni bod). Rekneme, Ze bod X, je stacionarnim bodem funkce f, jestlize
funkce f ma v bodé x,, nulovou derivaci, tj. f'(x,) = 0.

Poznamka 4.6 (geometricky vyznam). Geometricky jsou stacionarni body body, ve kterych ma graf
funkce vodorovnou teénu (proé?).
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Véta 4.5 (souvislost derivace a lokalnich extrému). Necht’ ma funkce v bodé x, lokalni extrém. Pak

funkce f v bodé x, bud’ nema derivaci, nebo je tato derivace nulova, tj. plati f'(x,) = 0 a x, je
staciondrnim bodem funkce f.

Poznamka 4.7 (strategie hledani lokalnich extrému). Podle pfedchozi véty jsou body kde derivace
neexistuje a stacionarni- body jedinymi "podezielymi" kandidaty na body, v nichZ by funkce mohla
nabyvat lokalniho extrému. Nikde jinde (a takovych bodd byva naprosta vétsSina) lokalni extrém
nemUze nastat. Pfi hledani lokalnich extrému postupujeme tak, ze nejprve nalezneme vSechny
tyto "podezfelé" body (tj. funkci f zderivujeme a zjistime, kde je tato derivace nulova a kde neni
definovana) a poté v kazdém bodé samostatné rozhodneme, je-li v ném lokalni extrém a pfipadné
jaky. K tomu nam muze poslouzit Véta 4.4 ve spojeni s nasledujici vétou.
Véta 4.6 (souvislost derivace a monotonie). Necht’ funkce f ma derivaci'na otevieném intervalu I.
e Je-lif'(x) > 0 na intervalu I, je funkce f rostouci'na .
o Je-lif'(x) < 0 naintervalu /, je funkce f klesajici'na l.
Véta 4.7 (souvislost druhé derivace s konvexnosti a konkavnosti). Bud' f funkce majici druhou
derivaci'na otevifeném intervalu |.

e Je-lif"(x) > 0 na intervalu I, je funkce f konvexni'nal.

e Je-lif"(x) < 0 na intervalu I, je funkce f konkavni'na /.
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Definice 4.5 (kriticky bod). Bod, ve kterém ma funkce f nulovou druhou derivaci nazyvame kritic-
kym bodem funkce f.

Véta 4.8 (souvislost inflexnich bodl a druhé derivace). Necht' ma funkce v bodé x, inflexni bod.
Pak funkce f v bodé x, bud’ nema druhou derivaci, nebo je tato druhd derivace nulovd, tj. plati
f"(xo) = 0 a x, je kritickym bodem funkce f.

Véta 4.9 (souvislost druhé derivace s lokalnimi extrémy). Bud'f funkce a x,, staciondrni‘bod funkce
f.Je-lif"(x,) > 0, nabyva funkce v bodé x,, lokdlniho minima;, je-lif" (x,) < 0, nabyva funkce v bodé
X lokdlniho maxima:

Poznamka 4.8 (technickd). Pfedchozi véta nedava odpovéd na otdzku zda a jaky lokalni extrém
nastava ve stacionarnim bodé, ktery je soucasné i kritickym bodem. V tomto pfipadé totiz nelze
o existenci a kvalité lokalniho extrému pomoci druhé derivace rozhodnout. Proto je lepSi pfi hledani
lokalnich extrému vyuzivat Véty 4.4 a 4.6.

Jak je patrné z pfedchoziho, pomoci prvni a druhé derivace dokazeme ziskat uréité informace
o chovani funkce v bodech, patficich do definiéniho oboru. Naopak o chovani funkce v okoli bodd,
které nepatii do definiéniho oboru funkce nas informuji asymptoty.
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5. Sestrojeni grafu funkce

Diferencialni po¢et mizeme pouzit pro sestrojovani grafu funkce pomoci charakteristickych bod.
Mezi tyto charakteristické body pocitame predevsim priseciky s osami, lokalni extrémy™ a inflexni
body. Dale vySetfujeme asymptoty ke grafu funkce. Postup miiZze byt napfiklad nasledujici.

(i)

(ii)

(iii)

Nalezneme defini¢ni obor funkce, zjistime paritu funkce a jeji praseciky s osami. Pomoci
prisecikd s osou x a pomoci definiéniho oboru uréime intervaly, kde je funkce kladna a kde
zaporna.

Podle toho jak vypada definiéni obor zjistime, jaké by funkce mohla mit asymptoty. Tyto
asymptoty uréime. Ma-li funkce body nespojitosti, vySetfime chovani funkce v okoli téchto
bodd.

Pomoci prvni derivace” uréime stacionarnibody, intervaly riistu a klesani a lokalni extrémy.
Pfitom kontrolujeme, jestli vypocty souhlasi s tim co uz zname — z asymptot bez smérnice
nebo z prisecikll s osou x a ze znaménka napravo a nalevo od téchto prisecikl zname
charakter monotonie v okoli bodu nespoijitosti a v prisecicich s osou x.

Pomoci druhé derivace uréime kritické body, intervaly konvexnosti- a konkavnosti- a inflexni
body. Pfitom kontrolujeme, zda vypoc¢ty souhlasi s tim, co jiz zname — v§imame si okoli bod(
nespoijitosti a lokalnich extrému (v lok. minimu*je funkce konvexni a v lok. maximu~konkavni).

Vyneseme asymptoty a charakteristické body (extrémy a inflexni body) do kartézské sou-
stavy soufadnic a naértneme graf. Aby byly z grafu patrné v8echny "charakteristické body",
nemusime pfitom vzdy trvat na stejném méfitku na obou osach.
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V nékterych pfipadech je provedeni nékteré z popsanych &asti obtizné, pfipadné analyticky nefe-
Sitelné. V téchto pfipadech se snazime graf naértnout jenom podle téch informaci, které dokazeme
ziskat. Vzdy se snazime alespon o nalezeni interval(l ristu a klesani funkce a o vySetfeni limit
v bodech nespoijitosti a v nevlastnich bodech.

6. Limita, spojitost a derivace

Jiz pfi budovani diferencialniho poétu si matematici (a pfedevsim pfirodovédci) vSimli, ze definice
spojitosti~ funkce pomoci limity se ocitla velmi daleko od nazorné pfedstavy spojité funkce jako
kfivky, jejiz graf Ize nakreslit jednim tahem. Nyni nam jde o to ujasnit si, jaky je mezi témito dvéma
pfistupy rozdil a co maji spoleéného.

V technické praxi zpravidla studujeme tzv. po cdstech hladké funkce — funkce, jejichz definiénim
oborem je interval a tyto funkce maji derivaci ve vSech bodech svého definiéniho oboru, s pfi-
padnou vyjimkou kone¢ného poctu bodl. Toto vyplyva z faktu, ze vétSinu pfirodnich zakonitosti
popisujeme diferencialnimi rovnicemi a feSeni téchto rovnic (ij. funkce které dale studujeme) zcela
pfirozené maji derivaci na intervalech, kde jsou definovany. Grafy takovychto funkci maji v kazdém
svém bodé te€nu (tudiz jsou "hladké") a Ize je snadno nakreslit. Potom Ize vyslovit nasledujici

e Mame-Ili nakresleny graf po ¢astech hladké funkce 7, Ize pfi nazorném pfiblizeni a studiu
pojmu limita pouzit pfedstavu bodu pohybujiciho se po grafu funkce — predstavu, kterd ma-
tematiky vedla k zavedeni limit.

e Funkce je spojita v bodé, kde ma derivaci. Protoze po &astech hladké funkce maji derivaci
v kazdém bodé, s pfipadnou vyjimkou kone¢ného pocétu bodu, znamena to, Zze body nespo-
jitosti a body, kde funkce nema derivaci budou spiSe vyjime¢nymi body definiéniho oboru.
V naprosté vétsiné bodu bude funkce spojita a diferencovatelna.
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Jestlize si uvédomime tyto souvislosti, Ize body nespoijitosti klasifikovat do nékolika malo skupin

(i) Funkce méa v bodé a koneénou limitu )|(II’TL f(x) = L, neni v8ak v bodé a definovana, nebo

je funkéni hodnota f(a) rtizna od L. Tento typ nespojitosti je nejméné nepfijemny. Casto jej
nazyvame odstranitelna nespojitost, protoze malou zménou funkce f (pouze predefinovanim
jediné funkéni hodnoty f(a)) Ize z funkce f uginit funkci spojitou.

(i) Funkce f ma v bodé a limitu, ta je vSak nevlastni.

(iii) Funkce nema v bodé a limitu, ma zde vSak alespon obé jednostranné limity (vlastni nebo
nevlastni). V tomto pfipadé ma funkce v bodé a tzv. skok (kone€ny nebo nekonecény). V pfi-
padé, Ze néktera z jednostrannych limit je vliastni, mize byt funkce v tomto bodé nanejvys
jednostranné spojita (zleva nebo zprava).

(iv) Funkce nema v bodé a ani nékterou z jednostrannych limit. Znamena to, ze pohybujeme-li se
s bodem po grafu funkce f tak, aby se x-ova soufadnice bodu blizZila k hodnoté a, hodnoty
y-ovych soufadnic se zadnym zpUsobem neustéli. Znamena to, ze funkce ma v okoli bodu a
velice komplikovany pribéh, zpravidla je velice rozkmitana.

S vyjimkou prvniho typu, zadny z dalSich vyjmenovanych typu nespoijitosti nelze odstranit vhod-
nym pfedefinovanim f(a), proto se nazyvaji podstatné nespojitosti. Podobné u funkci které jsou po
Castech hladké Ize charakterizovat body kde neexistuje derivace do nékolika malo typu. Nejdfive
vSak pfipomerime, ze ma-li funkce v néjakém bodeé derivaci, pak je v tomto bodé spojita. V bodé
kde funkce neni spojita tedy derivace byt nemuize. Budeme si tedy vSimat bodu, kde funkce nema
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v nékterém bodé derivaci, ale je v tomto bodé spojitd. Funkce ma v bodé x derivaci, jestlize existuje
kone¢na limita
. f(x+h)-"f(x)
lim ———=.
h—0 h
Pfipady, kdy tato derivace neexistuje jsou tedy nasleduijici:

(6.1)

(i) limita (6.1) je nevlastni, graf ma tedy v tomto bodé svislou te¢nu

(i) limita (6.1) neexistuje, existuji vSak jednostranné limity. Graf ma teénu zleva a te¢nu zprava,
tyto jsou vSak rtzné — graf ma hrot.

(iii) limita (6.1) neexistuje, neexistuje ani jednostranna limita, graf nema ani jednostrannou te¢nu.
Podobné jako v pfipadé neexistence jednostranné limity to znamena ze graf je v okoli bodu a
rozkmitany a velice komplikovany.

Timto je klasifikace jednotlivych moznosti ukonéena. Z pfedchozich pfikladd vidime, Zze body, kde
funkce nema bud’ limitu, nebo neni spojita“, nebo nema derivaci, jsou body, kde je funkce jistym
zplsobem "Skareda" — zfetelné se odchyluje od pfedstavy grafu hladké kfivky spojité nakreslené
jednim tahem.

Poznamenejme, Ze situace je mnohem komplikovangjsi v pfipadech, kdy nestudujeme po ¢astech
hladké funkce, ale obecné libovolné funkce. V tomto pfipadé Ize podat pfiklady funkci, které se
zcela vymykaji béznému chapani spojitosti funkce, napf je mozné nalézt

(i) funkci f definovanou na R, ktera nema limitu v zadném bodé, dokonce ani jednostrannou
(Dirichletova funkce)

(i) funkci f definovanou na R, ktera je spojita v bodech s iracionalni hodnotou x a nespojita
v bodech s racionalni hodnotou x (Riemannova funkce)
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hrot

svisla teCna

nevlastni limita

odstranitelna| nespojitost

Obrazek 1.7: Typy bodu nespojitosti a bodl bez derivace.
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(i) funkci f definovanou na IR, ktera véak ma jediny bod, ve kterém je spojita (pfipadné kone¢né
mnoho bodu kde je spojitd), nebo jediny bod, kde ma derivaci.

(iv) funkci f definovanou a spojitou na IR, ktera v8ak nema derivaci v zadném bodé, tj. v kazdém

o n
bodé ma hrot (Weierstrassova funkce y = Z (%) | sin(4"x)|, Bolzanova funkce)
i=0

(v) funkci f definovanou a spojitou na IR, ktera v8ak nema derivaci v Zzadném bodé, a to ani
jednostrannou. Ma tedy v kazdém bodé rozkmitanou te¢nu (podobné jako napf. funkce y =

X sin )1—( v bodé x = 0).

U téchto typl funkci jakakoliv geometricka predstava selhava, jsou "Skaredé" ve vSech bodech
svého definiéniho oboru, grafy téchto funkci nelze zachytit grafickymi prostfedky. Protoze v3ak tyto
funkce zcela nezpochybnitelné také patfi do matematické analyzy (nékteré z nich maji dokonce
pouziti v nékterych specialnich aplikacich, napt. tzv. "bily Sum"), je zfejmé, Ze pfi studiu funkci se
nelze opirat pouze o pfedstavu studia spojité nakreslenych kfivek, ale je nutno pouzit néktery ze
zplUsobl, ktery nezavisi na konkrétni pfedstavé funkce. Proto jsme pouzili definice zalozené na
pojmech okoli a limita.

7. Shrnuti

Funkce jsou matematickym vyjadienim vztahtd mezi veli¢inami. Pfi studiu funkci se opirame

e 0 elementdrni matematiku, ktera nam umozni vypocet funkénich hodnot, nalézt definiéni obor
funkce, ovéfit jeji sudost nebo lichost a v nékterych pfipadech Fesit nelinearni rovnice a ne-
rovnice (logaritmické, exponencialni, goniometrické a pod.) a dale
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e 0 diferencialni pocet, ktery nam dava pomoci derivace informaci o chovani funkce na defi-
niénim oboru (rist, klesani, spojitost, lok. extrémy", konvexnost’, konkavnost™atd.) a pomoci
asymptot informaci o chovani funkce v krajnich bodech definiéniho oboru. Zakladnim po-
jmem, ktery umoznuje tento aparat vybudovat, je pojem limita funkce. Prakticky vypocet limity
provadime u spoijitych funkci dosazenim, u nespojitych je mozné pouzit Véty 3.2 pro poditani
s limitami a v nékterych pfipadech I'Hospitalovo pravidlo. Limity u polynomu a racionalnich
funkci v bodech nespojitosti a v nevlastnich bodech |ze po€itat pomoci Vét 2.8 a 2.11. V pfi-
padech jednoduchych funkci pozname limitu (ve vlastnim i nevlastnim bodé) z obrazku.

Abychom mohli vySe uvedené informace z funkce najit a pouzit, ukazali jsme si, které jednotlivé
pojmy spolu souvisi a jak, napf. z existence derivace plyne spoijitost, nikoliv vSak naopak.
Podstatné v aplikacich jsou zejména spojité funkce. PFi studiu spojitych funkci maji velky vyznam
Bolzanovy™ a Weierstsrassovy véty-, které jsou geometricky velice nazorné a ukazuji, ze i kdyz je
spojitost funkci definovana podstatné méné nazorné, nez jako funkce nakreslitelna jednim tahem,
zachovavaji se pro tyto funkce vlastnosti "bézné" pro hladkeé rovinné kfivky.

Z teoretického hlediska jsou nejdulezitéjSi pojmy této kapitoly /imita, spojitost a derivace. Spojitost
je vlastnost téch funkci, u nichz mala zména nezavislé proménné vyvola relativné malou zménu
proménné zavislé. Derivace je (ponékud jemnéji) veli€ina, ktera se vyjadfuje pomér téchto zmén
vysetfovani pribéhu funkce, zejména pak nalezeni lokdlnich extrémd funkce.

Nékdy maji studenti potize rozpoznat, kterou metodu je tfeba pouzit pro vypocet limit. Nasledujici
rozhodovaci strom umozriuje vybrat tu spravnou metodu &i tu spavnou vétou, kterou je nejvhodnéjsi
pouzit. Tento diagram pokryva pouze typy limit, které jsme probirali na pfednasce. Setkate-li se
s limitou, kterou nelze do tohoto schematu zaradit, mizete se pokusit odhadnout hodnotu limity
numerickym experimentem, vypoctem funkénich hodnot v okoli zkoumaného bodu.
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| Vypoctéte lim,_,, f(x). I

V
Dosad'te x = a do f(x). Ano Ve -
Je hodnota £(a) definovana? | Mate vysledek |
Ne|
Je a = +oo aje f bud polynom, | Ano
nebo racionalni funkce?

Ne

Pocitejte jen s vedoucimi ¢leny. |

e CETE %, = Pouzijte I’Hgspitalovo pr_avidlo a
(vyberte si spravnou cesticku). S novou I|m|’£qu pracujte od =
zacatku.

nenulové(n)hodnota 0-00
Studujte nejdfive jednostranné

limity (vyjdou nevlastni). Ze Prevedte, pouzitim

vztahu jednostrannych limit algebraickych uprav, na g, nebo
vyCtéte pfipadnou existenci a 2.

hodnotu limity oboustranné.

Obrazek 1.8: Limity elementarnich funkci.

Obsah <4< >> < > Zpét
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Zakladni numerické metody

V této kapitole si uvedeme nékteré standardni postupy tzv. numerické matematiky

1. Algebraické rovnice
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Definice 1.1 (algebraicka rovnice). Bud' n pfirozené &islo a

n-2

P,(x) = apx" + a;x" ' + apx" 2 + .-+ a, ,x° +a, X +a, (1.1)

polynom stupné n s realnymi koeficienty a,, a,, ...a,, kde a, # 0. Koeficient a, se nazyvame ve-
douci koeficient polynomu P,(x) a koeficient a,, absolutni len polynomu P,(x). Clen a,x” nazyvame
vedouci ¢len polynomu P,(x). Algebraickou rovnici stupné n rozumime rovnici tvaru P,(x) = 0, tj.

apX" +a X"+ ax"2w...va, x> +a, x+a,=0 (1.2)

Poznamka 1.1 (nejjednodussi polynomy). Polynom nultého stupné je konstantni funkce. Polynom
prvniho stupné nazyvame linedrni polynom a jeho grafem je pfimka (k sestrojeni grafu nam tedy
staéi znat dva body, které na grafu lezi). Polynom druhého stupné nazyvame kvadraticky polynom,
jeho grafem je parabola. Polynom tfetiho stupné nazyvame kubicky polynom, jeho grafem je kubicka
parabola.

Definice 1.2 (kofen polynomu, feseni algebraické rovnice). Resenim (kofenem) algebraické rov-
nice (1.2) (kofenem polynomu (1.1)) rozumime ¢&islo ¢, splnujici P,(c) = 0, tj. splfiujici po dosazeni
za x rovnost (1.2).

Priklad 1.1. Cisla x = 1 a x = —2 jsou kofeny polynomu

P(x)=x3+2x2 - x - 2. (1.3)
Vskutku, pfimym vypoétem Ize ovéfit, 7e P(1) = 0 a P(-2) = 0. Cislo x = 3 naopak neni kofenem
tohoto polynomu, protoze P(3) = 40 # 0.
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O feSitelnosti algebraickych rovnic vypovida nasledujici véta.

Véta 1.1 (zakladni véta algebry). V oboru komplexnich ¢isel ma kazdy polynom koren:.
Nasledujici véta udava jednu z ekvivalentnich formulaci definice kofene polynomu.

Véta 1.2 (Bezoutova véta). Cislo ¢ je kofenem’polynomu(1.1) prévé tehdy, kdyZ existuje polynom
Q,_1(x) stupné (n — 1) s vilastnosti

Pa(x) = (x = €)Q,_1(x). (1.4)

Definice 1.3 (kofenovy Cinitel). Je-li ¢ kofenem polynomu(1.1), pak linearni polynom (x — ¢) s pro-
ménnou x nazyvame korenovy cinitel prislusny ke koreni'c.

Priklad 1.2. Polynom (1.3) muze byt zapsan v nasledujicich ekvivalentnich tvarech
y=(x-1)x2+3x+2), y=Kx+2)x?>-1), y=x-1)(x+1)(x+2).

Ctenar miize snadno zkontrolovat ekvivalentnost téchto vyjadreni roznasobenim zévorek a seéte-
nim odpovidajicich mocnin.

Poznamka 1.2 (déleni kofenovym &initelem). Bezoutova véta tedy fika, ze polynom Ize beze zbytku
vydélit kofenovym ¢initelem. Toto déleni polynomu je vhodné provadét pomoci Hornerova schematu
. Toto schema nam poslouzi sou¢asné i pfi vypoctu funkénich hodnot polynomu, protoze vyzaduje
mensi pocet operaci nasobeni, nez jaky bychom museli provadét, kdybychom po¢itali funkéni hod-
noty pfimo z vyjadreni (1.1).
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Je-li &islo ¢ kofenem polynomu (1.2), mGze byt i kofenem polynomu @Q,_;(x) z Bezoutovy véty.
Proto ma smysl nasledujici definice.

Definice 1.4 (nasobnost kofene). Necht ¢ je kofenem polynomu’(1.1). Rekneme Ze tento kofen je
k-nasobny, jestlize existuje polynom Q,_,(x) stupné n — k takovy, Ze plati

PoX) = (x=¢YQui(x) @ Quu(c)#0 (1.5)

Véta 1.3. Polynomy P,(x) a Q,_,(x) z pfedchozi definice maji stejné koreny vcetné ndasobnosti,
s vyjimkou kofene c.

Poznamka 1.3 (technickd). Z predchozi véty plyne, Zze hledame-li kofeny polynomu P,(x), je
vhodné po nalezeni jednoho z nich vydélit polynom £,(x) kofenovym €initelem™ pfisluSnym tomuto
kofeni "maximalné-mozné-krat". Tim zjistime nasobnost kofene (je to &islo, udavajici, kolikrat se
nam podafilo provést déleni beze zbytku) a obdrzime polynom Q,_,(x) z pfedchozi definice (je
to posledni podil, ktery vySel beze zbytku). Dale budeme hledat kofeny polynomu Q,,_,(x). Ten je
totiz niz§iho stupné a tedy jednodussi.

Pojem nasobnosti kofene Ize ekvivalentné zavést pomoci derivaci polynomu P(x). Tuto ekvivalentni
formulaci si uvedeme v nasledujici vété.
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Kapitola 2.1: Algebraické rovnice 61
Véta 1.4 (souvislost nasobnosti’korene derivacif. Cislo c je k-ndsobnym korenem polynomu®{1.1)
(rovnice (1.2)) pravé tedy, kdyz plati
! " k_1
@)= ) s G sl T @) =0

k
PYe) #0,
ij. ¢islo ¢ je kofenem polynomu P,(x) a vSech jeho derivaci do radu (k — 1) vcetné a neni kofenem
derivace radu k.

Poznamka 1.4 (souvislost nasobnosti kofene se zménou znaménka). V bodé, ktery je kofenem
nasobnosti alespof 2 ma polynom vzdy vodorovnou te¢nu. DalSi vlastnosti se Fidi tim, jedna-li se
o kofen sudé nebo liché nasobnosti.

o V okoli kofene liché nasobnosti polynom méni znaménko, je monotonni a jedna-li se o kofen
nasobnosti alespon 3, ma zde funkce inflexni bod.

¢ V okoli kofene sudé nasobnosti polynom neméni znaménko a ma zde lokalni extrém.
Opakovanym aplikovanim Bezoutovy" véty a zakladni véty algebry dostavame nasledujici tvrzeni.

Véta 1.5 (pocCet komplexnich kofenu). V oboru komplexnich &isel ma kazdy polynom”(kazda algebraickd
rovnice) stupné n prave n korend. Pfitom kaZdy kofen pocitame i s jeho nasobnosti.

V praxi nas ¢asto zajimaji pouze realné koreny. Modifikace pfedchozi véty pro realné kofeny je nasleduijici.
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Véta 1.6 (pocet realnych kofent). V oboru realnych ¢isel ma kazdy polynom”(kaZda algebraicka

rovnice) stupné n celkem bud’ n korend, nebo o sudy pocet méné. Pritom kaZdy kofen pocitdme
i s jeho nasobnosti.

Poznamka 1.5 (filozofickda). Umime vyfesit libovolnou linearni a kvadratickou rovnici. Lze vyfesit i libovolnou
algebraickou rovnici fadu 3 a 4. Neni vS8ak mozné sestrojit algoritmus pro nalezeni kofen( rovnice fadu 5 a
vice! Rovnice vy$Sich fadl umime vyfeSit jenom v nékterych specialnich pfipadech. Jsou-li napfiklad vSechny
koeficienty v rovnici celd €isla, umime (jak si uvedeme nize) nalézt alespor vSechny celo&iselné kofeny.

Poznamka 1.6 (technicka). Pro fadu Uloh v matematice je vhodné umét rozlozit polynom na souéin polynom
jednodussich. Lze ukazat, ze kazdy polynom lze rozlozit na souéin, kde jsou jenom kofenové Cinitele (j.
linearni polynomy tvaru (x — ¢) u jednoduchych kofent a tvaru (x — ¢)* u k-nasobnych kofentl) a pfipadné
kvadratické vyrazy, které nemaji redlné kofeny, nebo mocniny téchto kvadratickych vyrazi — toto vSak neni
mozné proveést bez znalosti kofen( tohoto polynomu. V praxi tedy dokazeme zpravidla rozlozit na soucin pouze
kvadratické polynomy, polynomy které maji celoCiselné koreny, pfipadné polynomy, kde rozklad na souéin Ize
provést postupnym vytykanim.

2. Zakladni numerické metody pro FesSeni rovnic

Véta 2.1 (nutna podminka pro celociselné kofeny). Necht vsechny koeficienty polynomu(1.1) jsou

cela ¢isla. Je-li c € 7 kofenem tohoto polynomu, pak je ¢islo a,, délitelné ¢islem c, {j. c|a,,.
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Poznamka 2.1 (prakticky vyznam pfedchozi véty). Predchozi véta se tyka pouze polynom0 s ce-
logiselnymi koeficienty a fika, ze celo¢iselnym kofenem takového polynomu muize byt pouze délitel
absolutniho ¢lene. Je tedy mozné si vSechny délitele vypsat (je-li a, # 0, je jich koneéné& mnoho!) a
po fadé je otestovat, napf. Hornerovym schematem®. Navic, najdeme-li takovy kofen, zjistime opa-
kovanym délenim soucasné i jeho nasobnost. Je-li dale algebraicka rovnice normovana, tj. a, = 1,
jsou jeji realné kofeny pouze celoCiselné nebo iracionalni.

Koreny, které nejsou celoCiselné, neumime obecné u polynomu nalézt. Proto si ukazeme nékteré
pfiblizné metody pro jejich nalezeni. Nasim ukolem je zjistit (odhadnout) pocet realnych kofend,
najit interval ve kterém tyto kofeny lezi a kofeny odseparovat, tj. nalézt systém intervall s takovou
vlastnosti, ze kazdy interval obsahuje pravé jeden kofen polynomu.

Véta 2.2 (ohrani¢enost kofent). Budte x; (pro i = 1..n) kofeny (i komplexni) polynomu(1.1) (alge-
braické rovnice(1.2)). Plati

A
| <1+ 2, (2.1)
||
kde A = max{|a;|./ =1..n}.

PFiklad 2.1 (odhad velikosti kofent). Pro kofeny x; polynomu P(x) = 2x° — x% + 4x2 + x — 6 plati

x-<1+§=4.
|I| 2

Pro odhad poétu redlnych kladnych kofenu slouzi nasledujici véta.
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Véta 2.3 (Descartova véta). Pocet kladnych korfend polynomu™(1.1) (algebraické rovnice (1.2)) je
roven poctu znaménkovych zmén v posloupnosti koeficientt a,, a4, a,, .. ., a,, nebo o sudé éislo
mensi. Pripadné koeficienty, které jsou rovny nule, pfitom neuvaZujeme.

Poznamka 2.2 (jeden z disledkud pfedchozi véty). Okamzitym disledkem této véty je nasledujici
tvrzeni: Polynom, jehoz v&echny koeficienty jsou nezaporna ¢isla nemuze mit kladné koreny.

PFiklad 2.2 (poget kladnych kofent). Polynom P(x) = x® — x5 + x3 + x? — x + 1 ma bud 4 nebo 2
nebo zadny redlny kladny kofen.

PFiklad 2.3 (poget kladnych kotenti). Polynom P(x) = 2x® — x® + 4x? + x — 6 ma 3 nebo 1 kladny
realny kofen. Tyto kofeny lezi v intervalu (0, 4) — viz Priklad 2.1.

Pro odhad poétu zapornych kofenl vyuzijeme toho, ze ¢ je zapornym kofenem polynomu P(x)
prave tehdy, kdyz —c je kladnym kofenem polynomu P(-x).

Véta 2.4 (varianta Descartovy véty pro zéporné kotenyf. UvaZujme pomocny polynom®P(x) =
P(-x). Koeficienty tohoto polynomu oznaéme &, &,, ..., &, PoCet zdpornych kofent polynomu
(1.1) (algebraické rovnice (1.2)) je roven poctu znaménkovych zmén v posloupnosti koeficientu
a,, a4, 4,, ..., 4,, nebo o sudé cislo mensi. Pripadné koeficienty, které jsou rovny nule, pfitom
neuvazujeme.

PFiklad 2.4 (podet zapornych koten(l). Pro polynom P(x) = 2x® — x® + 4x2 + x — 6 plati P(x) =
P(-x) = 2x® + x3 + 4x? — x — 6 a polynom P(x) ma tedy jediny zaporny realny kofen, tj. ma jeden
kofen na intervalu (-4, 0) — viz Pfiklad 2.1.

Obsah <4< >> < > Zpét



Kapitola 2.2: Zakladni numerické metody pro feseni rovnic 65

Poznamka 2.3 (technickd). Pomocny polynom P(x) rychle obdrzime z polynomu P(x) uvédomi-
me-li si, Ze sta¢i zmeénit znaménka u koeficientl polynomu P(x), které pfislusi mocninam lichého
stupné.

Priklad 2.5 (hledani celo¢iselnych kofenu a rozklad na soucin). Naleznéme v oboru celych Cisel
vS8echna feSeni rovnice
X%+ x* - 5x3 - 9x% - 24x - 36 = 0.

Celoc¢iselnymi kofeny mohou byt pouze &isla, ktera déli islo 36, tj. +1, £2, £3, +4, +6, £9, +12,
+18 a +36. Tato Cisla postupné vyzkousime (i jejich nasobnosti, pokud se bude jednat o kofeny)
Hornerovym schematem-.

1 1 -5 -9 -24 -36
11 2 -3 -12 -3 -72
-1 ]1 0 -5 -4 -20 -16
2 |1 3 1 -7 -38 #£0
2|11 -1 -3 -3 -18 | o
2] 1 -8 3 -9 | 0°

-2 [ 1 -5 13 -35°

3|1 0 3| o

-3 [ 1 -3 12
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Poznamky:
) x = -2 je kofenem nasobnosti alespori jedna. Musime ovéfit ndsobnost tohoto kofene. Navic ma
dale smysl testovat pouze délitele Cisla 18.
2 x = -2 je kofenem nasobnost alespori dva. Zkusime ovéfit, zda se nejedné o kofen nasobnosti
tfi nebo vice.
9 x = -2 tedy je kofen nasobnosti pouze dva. Piln&j$i &tenatfi si jisté vsimli, Ze tento fadek ne-
bylo nutné psat. Dvojka totiz neni délitelem Cisla -9, které je absolutnim ¢lenem polynomu, ktery
odpovida poslednimu podtrzenému fadku.
4 x = 3 je kofenem nasobnosti alespoii jedna. navic ma smysl testovat dale jenom délitele &isla 3 a
jenom zaporna €isla, protoze dale uvazujeme polynom, ktery ma pouze kladné koeficienty. Z tohoto
ddvodu nem0ze byt Cislo x = 3 nasobnym kofenem a zbyva pouze ¢&islo -3.
Vysledky: Nasli jsme ftfi celoCiselné kofeny x,, = —2 a x; = 3. Rozklad levé strany rovnice na
soucin je

(x +2)%(x — 3)(x® +3) = 0.
Odsud Ize vidét, Ze zbylé dva kofeny nejsou realna Cisla, tj. x, 5 ¢ R (rovnice x2 +3 = 0 nema
v oboru redlnych ¢isel feSeni).

Poznamka 2.4 (separace kofen(’). DalSi ulohou spojenou s hledanim kofenl algebraické rovnice
(polynomu®) je separace kofenu — tj. nalezeni systému intervald, které obsahuji pravé jeden kofen.
Separaci kofenl provadime zpravidla takto:

e Stanovime interval, ve kterém vSechny kofeny lezi, napfiklad s pouzitim Véty 2.2.
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¢ Vypocéteme funkéni hodnoty ve vhodnych bodech — obvykle volime cela €isla z uvazovaného
intervalu a lokalni extrémy. V kazdém intervalu typu (m, n), kde funkce méni znaménko (ij.
P(m)P(n) < 0) lezi jeden nebo lichy pocet kofenl polynomu P(x) (viz Bolzanova véta”).
V kazdém intervalu typu (m, n), kde funkce neméni znaménko (tj. P(m)P(n) > 0) nelezi zadny,
nebo lezi sudy pocet kofenl polynomu P(x).

V jednoduchych pfipadech (napfiklad u rovnic tfetiho fadu) dokazeme nalézt lokalni extrémy poly-
nomu, vySetfit prabéh pomoci prvni derivace a odtud usuzovat na presnéjsi odhady poctu a lokali-
zace kofend.

V nékterych pfipadech, obzvlasté tehdy, kdyz polynom neobsahuje mnoho ¢lend, Ize kofeny odse-
parovat graficky. Pfevedeme vhodné ¢leny z levé strany algebraické rovnice na pravou, tak abychom
dostali rovnici tvaru p(x) = g(x), kde p(x) a g(x) jsou polynomy, jejichz grafy umime zakreslit. Po
nakresleni obrazku vidime ihned, kolik maji grafy téchto kfivek prisecikd a v kterych intervalech
lezi. Tyto pruseciky jsou kofeny plvodniho polynomu (feSenimi plvodni algebraické rovnice).

Podafi-li se kofeny polynomu odseparovat, nasledujici metody umozni nalezeni tohoto kofene s Ii-
bovolnou (pfedem zvolenou) presnosti.

3. Priblizné feseni rovnic
Budeme se zabyvat ukolem najit pfiblizné feSeni rovnice
f(x) =0, (3.1)

kde f(x) je spojita funkce. Je-li funkce f polynom, jedna se, jak jsme vidéli v pfedchozim, o alge-
braickou rovnici.
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Pfi pfiblizném feSeni rovnic zpravidla mame k dipozici jisty po¢ate¢ni odhad, ktery nam udava
pfibliznou polohu kofene, a nasim ukolem je tento po¢ate¢ni odhad zpfesnit na pozadovanou pres-
nost. Tento po¢ateéni odhad ziskame napfiklad grafickym feSenim rovnice, pouzitim specializova-
nych metod v pfipadé nékterych rovnic (napfiklad u algebraickych rovnic) nebo v nouzi stfelbou
naslebo.

Umluva. Rekneme, Ze &islo ¢ je kofenem“funkce (3.1) s pfesnosti alespori € (s chybou nejvyse ),
jestlize se od skute¢ného kofene polynomu lisi nejvySe o hodnotu ¢, tj. pokud skute¢ny kofen lezi
v intervalu (c — €, ¢ + €). S presnosti alespon ¢ tedy kofen nalezneme, pokud najdeme interval
délky nejvyse 2¢, ve kterém je tento kofen obsazen.

Je-li napfiklad [a, b] interval, na kterém spoijita funkce 7(x) méni znaménko, je podle Bolzanovy

véty stfed tohoto intervalu kofenem funkce f(x) s pfesnosti alespon poloviny délky tohoto intervalu.

Vypocteme-li tedy ¢ = a+b aeg= b-a

, je kofen funkce roven ¢ + ¢. V praxi zpravidla chybu

€ udavame na jednu platnou ¢islici (zaokrouhlujeme pouze nahoru!) a pfibliznou hodnotu kofene
zaokrouhlujeme na stejny pocet desetinnych mist. Zaokrouhlujeme-li meze intervalu [a, b], je nutno
zaokrouhlovat tak, aby zadné Cislo z tohoto intervalu po zaokrouhleni nevypadlo, tj. dolni mez
zaokrouhlujeme pouze dolll a horni mez pouze nahoru.

3.1. Metoda piileni intervalu

Metoda pUleni intervalu ndm umozriuje hledat kofeny rovnice, které souvisi se znaménkovou zmé-
nou. Tuto metodu je tedy mozno pouzit napfiklad pro hledani kofent algebraické rovnice, které maji
lichou nasobnost'. Pfedpokladejme, Ze funkce f(x) nabyva v bodech x = a a x = b funkénich hod-
not s opaénym znaménkem. Metoda puleni intervalu spociva v tom, ze vypocéteme funkéni hodnotu

'V praxi je rozumné pouziti této metody pouze pro hledani kofenli nasobnosti jedna a jsou vypracovany metody jak
snadno nahradit polynom s nasobnymi kofeny polynomem, ktery mé stejné kofeny, ale jednoduché.
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v bodé x = c, ktery lezi v poloviné intervalu (a, b), tj. v bodé&, pro ktery plati ¢ = a;—b. Pokud

plati f(c) = 0, ziskali jsme kofen. Pokud plati 7(c) # 0, potom na jednom z intervalu (a, c) a (c, b)
funkce f(x) méni znaménko. Tento interval bude novou (lepsi) lokalizaci kofene. Od intervalu (a, b)
jsme takto presli k intervalu poloviéni délky, tj. snizili jsme maximalni chybu na polovinu. DalSim
provedenim tohoto postupu snizime maximalini velikost chyby opét na polovinu a toto opakujeme
tak dlouho, dokud neni chyba dostate¢né mala.

Priklad 3.1 (metoda pdleni intervalu). Naleznéte v oboru realnych ¢&isel kofeny polynomu P(x) =
x3 + x — 1 s presnosti alespori 0, 03.

Reseni. Kofeny polynomu lezi v intervalu (-2, 2) (viz nerovnost (2.1)). Polynom ma jeden kladny
kofen (Véta 2.3) a nema zadny zaporny kofen (Véta 2.4). Vypo&tem funk&nich hodnot v bodech
x = 0a x =1 zjistime, Ze jediny realny kofen rovnice lezi v intervalu (0, 1). Metodu paleni intervald
zapiSeme do nasledujici tabulky.

a c=a;b b ||P@]| Pe) |P®b) s:b;a
0 05 i —[—037 [+
0.5 0.75 1 - +0.17 | +
05 |0625 |075 |- |-013|+
0625 |06875 |075 |- |+001|+ o062
0.625 |0.6563 |0.6875||- |-006|+ [0.0312
0.6563/0.6719  |0.6875 0.0156

Kofenem je tedy x = 0.67 + 0.02, tj. kofen lezi v intervalu (0.65; 0.69).
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Kapitola 2.3: Pfiblizné fe$eni rovnic 70
3.2. Véta o pevném bodu
Nékdy je vyhodné rovnici f(x) = 0 pfepsat do tvaru

gx) = x (3.2)
a hledat tedy bod, ktery se pfi zobrazeni funkci g(x) zobrazi sdm na sebe. Napfiklad rovnici

cos(x)—-x =0
mulzeme prepsat do tvaru
cos(x) = x.

Problém najit bod, ve kterém funkce f(x) = cos(x) — x protina osu x se tim modifikuje na problém
najit bod, ktery se po aplikaci funkce g(x) = cos(x) zobrazi sém na sebe.

Definice 3.1 (pevny bod). Cislo x, se nazyva pevny bod funkce g(x), jestlize plati g(x,) = x,, tj.
jestlize toto €&islo je feSenim rovnice (3.2).
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Véta 3.1 (véta o pevném bodu). Necht g(x) je funkce spojita na uzavieném intervalu [a, b), ktera
(i) zobrazuje interval [a, b] do sebe

(ii) je diferencovatelna na intervalu (a, b) a splriuje zde pro néjakou realnou konstantu L < 1
nerovnost
gx)<L (3.3)

Pak ma funkce g(x) na intervalu [a, b] jediny pevny bod x,. Je-li x, libovolny bod intervalu [a, b]
a definujeme-li posloupnost {x, >, vztahem x,., = g(xy), pak tato posloupnost konverguje k
pevnému bodu x,. Odhad chyby pfi aproximaci bodu x, pomoci ¢lenti posloupnosti je

L
Xie1 = X.| < m|xk+1 = Xgl.

Poznamka 3.1 (ovéfeni podminek véty o pevném bodé). Pro ovéfeni toho, Ze funkce g(x) zobra-
zuje interval [a, b] do sebe, stadi ovéfit podminku (3.3) a podminky g(a) > a a g(b) < b.

Poznamka 3.2 (iterace). Aplikujeme-li na dany vzor k-krat funkci g, nazyva se vysledek k-ta iterace
funkce g. Napfiklad slozena funkce g(g(g(x))) je tfeti iteraci funkce g. Posloupnost, ktera podle
pfedchozi véty slouzi k aproximaci pevného bodu je tedy posloupnosti jednotlivych iteraci funkce
g(x). k-ta iterace funkce se nékdy oznaduje g*(x). Protoze stejnym zptisobem oznadujeme i k-
tou mocninu funkce g(x), je nutno v pfipadé pouziti tohoto zapisu dbat na to, abychom jednotlivé
vyznamy tohoto oznaéeni nezaménili.
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Priklad 3.2 (iteaéni metoda). Re$me rovnici x® + x - 1 = 0.

Reseni. Uvedeme jenom hlavni myslenku postupu. Graficky nebo separaci kofent algebraické rov-
nice (viz. pfiklad 3.1) se snadno pfesveédc¢ime, ze funkce ma kofen na intervalu [0, 1]. PfepiSeme-li
rovnici do tvaru

x=1-x°
a sestavujeme-li iteraéni posloupnost dostdavame: g(0.5) = 0.875, ¢g(0.875) = 0.330, g(0.330) =
0.964, g(0.964) = 0.104, .... (Ovéfte si dopocitanim dalSich ¢leni sami, Ze posloupnost nekon-

verguje®.) Prepi$eme-li v&ak rovnici do tvaru

3
X=\V1-x

dostavame

x ]/0.5 0.7937|0.5908 |0.7423|0.6363 | . . .
g(x)||0.7937|0.5908 | 0.7423 | 0.6363|0.7138| . . .

a tato posloupnost konverguje k feSeni rovnice. 14-t4 iterace funkce je 0.6807, coz souhlasi s
vysledkem pfikladu 3.1. Konvergence metody je patrné i z Obrazku 2.1. P¥i kresleni tohoto obrazku
jsme v8ak v pfipadé konvergence volili zamérné horsi pocateéni odhad, aby byla konvergence lépe
patrna. U obou obrazku je po¢ate¢ni odhad znazornén GtvereCkem a vysledek po Sesti iteracich
hvézdickou.

2Divergence je patrna i z Obrazku 2.1. Selhani metody je zplsobeno tim, Ze jsme nebyli dusledni a neovéili predpoklady
Véty 3.1. Derivace funkce ve skute¢nosti neni ohrani¢ena konstantou mensi nez 1.
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Obréazek 2.1: Divergence a konvergence iteraéni metody pro rovnici x® + x - 1 = 0.

Obsah <4 >> < > Zpét

73



74

Poznamka 3.3. Chyba pfi vypoctu metodou nejmenSich &tvercl se zmensuje geometrickou fadou
. 1 S . ax 3 (o

s kvocientem —. Rychlost konvergence vypoctu zalozeného na vété o pevném bodu zavisi na

velikosti konstanty L a lze ukazat, Ze pfi pouziti této metody se chyba zmen3uje geometrickou
fadou s kvocientem L. Konstantu L je mozno do jisté miry ménit pfevodem rovnice na jiny tvar,
ktery je vhodnéjsi pro iterace, jak jsme vidéli v Pfikladu 3.2.

4. Taylorav polynom
Motivace. Pfedpokladejme Ze je dana funkce f s nasledujicimi vlastnostmi:

e Dokazeme vypocitat funkéni hodnotu a hodnotu derivaci (az do fadu n) v jistém bodé x,.

e Nemame dostate¢né efektivni algoritmus na vypocet funkénich hodnot v ostatnich bodech
X # Xg-

Pro vypocet funkénich hodnot v bodech v okoli bodu x, se budeme snazit funkci aproximovat
jednoduséi funkci, v naSem pfipadé polynomem stupné n. Nejlepsi polynom, ktery funkci f v okoli
bodu x, aproximuje je takovy polynom, ktery ma s danou funkci totoZzné v bodé x, derivace az do
fadu n. Takovy polynom se nazyva TaylorGiv polynom a nalezneme ho pomoci nasledujici definice.

Definice 4.1 (Taylorav polynom). Necht n € IN je pfirozené Cislo a f funkce, ktera je definovana
v bodé x, € R a ma zde v8echny derivace do fadu n v€etné. Polynom
f'(Xo) " (xo) : £
T(X - Xp) + o (X =Xxg)" +--- + pr
se nazyva Taylortv polynom stupné n funkce f v bodé x,. Bod x, se nazyva stred Taylorova poly-
nomu.

Xo

Th(x) = f(xo) +

(x = xq)"
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Poznamka 4.1. Taylordv polynom je jediny polynom stupné n, ktery ma s funkci f v bodé x, spo-
le€nou funkéni hodnotu a hodnotu prvnich n derivaci. V pfipadé ze stfedem polynomu je x, = 0
pouzivame pro Taylorlv polynom nazev Maclaurintiv polynom.

Véta 4.1 (Taylorova véta). Necht funkce f ma v bodé x,, a néjakém jeho okoli O(x,) spojité derivace
do fadu n + 1, véetné. Pak pro véechna x € O(x) plati

F(x) = Th(X) + Rppq(x),

kde T,(x) je Tayloriv polynom funkce f stupné n se stfedem v bodé x, a R,.(x) je zbytek. Tento
zbytek splriuje

Rn+1 (X) =

(x = xp)™", (4.1)
kde c je vhodné Cislo leZici mezi x a x,. .
Poznamka 4.2 (aproximace a jeji pfesnost). Z vyjadreni zbytku (4.1) plyne, Ze tento zbytek je maly,
jestlize
e x je blizko xy, 1j. absolutni hodnota rozdilu (x — x;) je mala
e nje velké

o V() je mala v uvazovaném okoli bodu x,
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Jsou-li tyto podminky splnény, mazeme psat v okoli bodu x,

f(x) = T,(x)
a chyba, které se pfi tom dopustime bude mala. (Z (4.1) jsme schopni ur¢it maximalni hodnotu
chyby, které se pfitom dopustime.)

Poznamka 4.3 (aplika¢ni). Taylordv polynom tedy slouzi k tomu, abychom jistou funkéni zavislost
aproximovali zavislosti polynomickou. Tim se zavislost podstatné zjednodusi, protoze polynomy
jsou jedny z nejjednodusSich funkci. Méjme vSak na paméti, ze polynomicka aproximace muze byt

e vynikajici, nebo
e dostate¢na pouze pro néktera x, nebo dokonce

o tak Spatna, ze jeji pouziti nevede k rozumnym vysledkdm.

5. Lagrangeuv interpolaéni vzorec

Motivace. Polynom n-tého stupné obsahuje (n + 1) koeficientd, k jeho jednoznaénému uréeni je
tedy tfeba celkem (n + 1) podminek. Lze ukazat, Ze takovymi podminkami mohou byt napfiklad
funkéni hodnoty v (n + 1) rliznych bodech. Zadame-li tedy k (7 + 1) rliznym boddm jejich funkéni
hodnoty, existuje jediny polynom stupné n, ktery prochazi témito body. Jde nam nyni o to, jak tento
polynom nalézt. Jedna z moznych metod je pouziti tzv. Lagrangeova interpolacniho vzorce, ktery
je uveden v nasledujici véte.
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Véta 5.1 (Lagrangelv interpolacni vzorec). Méjme (n + 1)-prvkovou mnoZinu uspofadanych dvojic
[x;,y:], i € Ny, 0 <7 < n. Polynom
L(x) = Yolo(x) + y111(X) + -+ + ¥ l,(x) (5.1)

kde
(X = Xo)(X = X1) - (X = X;_)(X = Xjq) - (X = X))

l(x) =
I (Xi = Xo)(X; = Xq) -+ (X; = Xi1)(X; = Xjpq) - (X; = Xp)
splriuje L(x;) = y; pro vSechnai € Ny, 0 </ < n.

Definice 5.1 (Lagrangelv polynom). Polynom L(x) z pfedchozi véty se nazyva Lagrangeuv po-
lynom. Polynomy /;(x) z pfedchozi véty se nazyvaji pomocné Lagrangeovy polynomy (téz male
Lagrangeovy polynomy). Vzorec (5.1) se nazyva Lagrangedlyv interpolaéni vzorec.

P¥i odvozovani Lagrangeova polynomu provadime velké mnozstvi operaci nasobeni, kde je mozno se dopustit
chyby. Proto je vhodné po nalezeni a Upravé Lagrangeova polynomu provést zkouSku. Abychom provedli
(alespon orientacni) zkousku, zda mame spravné nalezeny malé Lagrangeovy polynomy /;(x), mGzeme vyuzit
nasledujici véty.

Véta 5.2. Necht jsou spinény predpoklady a oznaceni z predchozi vety. Pak plati

Io(x) + 1,(x) + I(x) +---1,(x) = 1.
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Poznamka 5.1 (aplikacni). Lagrangelv interpolaéni vzorec tedy slouzi k tomu, abychom funkci,
jejiz nékolik funkénich hodnot je zadano tabulkou, aproximovali polynomem, ktery je co nejmensiho
stupné a v zadanych bodech se jeho funkéni hodnoty pfesné shoduji s hodnotami dané funkce.

Pfiklad 5.1. Najdéte polynom P(x) stupné 3, ktery splruje P(1) = 3, P(2) = -2, P(-1) = 0 a
P(0) = 1.
Reseni: Zapi$eme funkéni hodnoty to tabulky.

(7ol 1[2]3]
x; 1] 2 ]-1]0
yi||I3]-2| 0 |1

Podle vzorce (5.1) hledame polynom ve tvaru
P(x) = Bly(x) + (=2)/1(x) + 0lp(x) + 1/5(x) = 3ly(x) — 2/;(x) + I5(x).
Pomocné Lagrangeovy polynomy jsou
(x=2)(x +1)x _ X - x% - 2x
1-2)(1+ 1)1 -2

lo(x) =

(x® = x? - 2x),

N| —

x—1)(x+1)x_x3—1
-1

=G ez~ 6

—

(x3 = x),

| =
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x=Nx-2)x+1)  (x*-1)(x-2)
0-1)(0-2)0+1) 2

=1(x —2x2 - x +2).
2

l3(x) =

VSimnéte si, Ze nemusime hledat polynom /,(x), protoze y, = 0 a polynom /,(x) je tedy nasobeny
nulou. Lagrangeuv interpolaéni vzorec poté dava

1 1
2-(x®—-x)+=(x®*-2x>-x -2
6( ) 2( )

1 1 1 1
XS(—§—§+§>+x2(g—1>+x(3+§—§)+1

4
@ a W
3 2 6

Je snadné ovéfit, Ze polynom ma vlastnosti pozadované v zadani.

P(x) —g(x3 - x2 - 2x) -

6. Metoda nejmensich étvercli

Motivace. Podobné jako v pfipadé Lagrangeova polynomu méjme n prvkovy soubor bodu [x;, y;]

(/ = 1..n) v roviné zadany tabulkou. Jde nam o to nalézt polynom (co nejjednodussi, zpravidla

linedrni polynom) y = f(x) pfedem zadaného stupnég, ktery co nejlépe vystihuje chovani téchto

bodu. Kriterium optimalnosti pfitom volime tak, aby byl sou¢et kvadrat( odchylek y-ovych soufadnic
n

bodu x; (1. Cisel y;) od funkéni hodnoty f(x;) byl co nejmensi, t. Z[y, - f(x;)? = min.
i=1

Obsah <4< >> < > Zpét



Kapitola 2.6: Metoda nejmensich ¢tvercl 80

X X, X3 X4 Xs

Obrazek 2.2: Pfimka prolozena metodou nejmensich étvercl
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Véta 6.1 (prokladani souboru bodl pfimkou). Pfimka y = ax + b je pfimka, proloZzena metodou
nejmensich ctvercti souborem bodu [, 41, [Xo, Vol - - -, [X,, ¥,], jestlize pro koeficienty a, b plati

ay xXt+by x;= D Xy
aZx,+bn=Zy,

(6.1)

Poznamka 6.1 (technickd). Predchozi véta udava pfimo i metodu, jak proloZzit pfimku (tj. linearni
funkci) souborem bod(. Tato metoda spociva v tom, ze sestavime soustavu rovnic z predchozi
véty a nalezneme jeji (jediné) feSeni. Podobng, av8ak s pouzitim vétsiho poctu rovnic, Ize prolozit
souborem bodu libovolnou polynomickou zavislost.

Priklad 6.1. Prolozte pfimku nasledujicim souborem bodu.

X, [0]1]3]5
v, 5|33 [2]1

Reseni: Body v souboru jsou [0, 5], [1, 3], [3. 3], [5. 2] a [6, 1]. Celkem tedy mame pét bod, tj. n = 5.
Vypocdty potfebné pro nalezeni koeficientd v soustavé (6.1) provedeme v nasledujici tabulce.
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Ll Ty X1 x|
1 0 5 0 0
2 1 3 1 3
3 3 3 9 9
4 5 2 25 10
5 6 1 36 6
| > [ 15 ] 14 ] 71 ] 28 |

Podle (6.1) sestavime soustavu linearnich rovnic

71a + 15b = 28,
15a + 5b = 14.
o . 7 . 287 . .
Resenim této soustavy je a = T -0.588ab = 5 - 4.415. Nejlepsi linearni aproximace

souboru bodu je tedy pfimka
y = -0.538x + 4.415.
Graf souboru bodu a vysledna pfimka jsou zachyceny na obrazku 2.3.
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Obrazek 2.3: Metoda nejmensich ¢tvercl

7. Shrnuti

Jednémi z nejjednodussSich nelinearnich funkci jsou polynomy-. | pfi studiu téchto funkci v8ak nara-
zime na fadu netrivialnich problém. Jednim z téchto problém je nalezeni nulovych bodl (korend)
polynomu, tj. feSeni algebraické rovnice. Tento problém je beze zbytku fesitelny, pokud hledame ce-
lo¢iselné kofeny polynomu s celoCiselnymi koeficienty. V ostatnich pfipadech pro nalezeni kofenl
pouzivame odhady polohy a poctu kofent, separaci kofenu a priblizné metody vypoctu korend,
Z nichz jsme se seznamili s metodou puleni intervalu.

Kazdy kofen polynomu nemusi nutné souviset se znaménkovou zménou v okoli tohoto kofene. Pro
pochopeni souvislosti mezi kofenem polynomu a touto znaménkovou zménou je nezbytny pojem
ndsobnosti kofene’.

NejdulezitéjSi pojmy, tykajici se polynomu a algebraickych rovnic, jsou tedy: kofen, nasobnost ko-
fene, kofenovy Cinitel". NejdulezitéjSim algoritmem je metoda puleni intervald.
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pfipadé pouzivame Taylortiv polynom, jehoz specialnim pfipadem je tecna prfimka (TaylorGv poly-
nom stupné 1) a jedna se o jednu z dalSich aplikaci diferencialniho poctu a derivaci.

Mame-Ili soubor hodnot zadany tabulkou, Ize timto souborem prolozit polynom pomoci Lagrangeova
interpolacniho vzorce, nebo pfimku pomoci metody nejmensich ctvercd.
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Kapitola 3

Linearni algebra

V této kapitole se budeme zabyvat mnohorozmérnymi veli¢inami — veli¢inami, k jejichz jednoznac-
nému zadani je nutno udat vice Cisel (napfiklad soufadnice bodu v prostoru je nutno zadat tfemi
¢isly, soutadnice v prostoro¢ase ¢tyfmi ¢isly a podobné).

1. Algebraicky vektorovy prostor

Obsah <44 >> < > Zpét



Kapitola 3.1: Algebraicky vektorovy prostor 86

Definice 1.1 (algebraicky vektorovy prostor). Mnozinu IR” usporadanych n-tic redlnych Cisel
(@, as, ..., a,) s operacemi s¢itani a nasobeni redlnym &islem definovanymi

(a1,a2 ..... an)+(b1,b2 ..... bn)=(a1 +b1,a2+b2 ..... an+bn) (11)

c-(ay.as, ..., a, =(c-aq.c-a,, ..., c-ap) (1.2)

pro vSechnac € Ra (ay, a,, ..., a,), (by, by, ..., b,) € R" nazyvame redlnym algebraickym vekto-

rovym prostorem. Prvky tohoto prostoru, tj. uspofddané n-tice redlnych &isel nazyvame algebraic-

kymi vektory. Cisla ay, . . ., a, nazyvame slozky vektoru(aq, a, . . ., a,)). Cislo n nazyvame dimenze
prostoru R".

Poznamka 1.1 (k oznaceni). Skute€nost, ze néjaka proménna je vektorem budeme zvyrazfiovat
Sipkou nad oznacéenim této proménné.

Poznamka 1.2. Skutecnosti, Ze operace scitani nebo od¢&itani se provadi pro vSechny slozky vek-
toru oddélené se fika, ze operace je definovana po slozkdch. Protoze takto provadime séitani
jednotlivych slozek vektoru navzajem, komutativita a asociativita scitani realnych &isel se pfenasi
i na séitani algebraickych vektor(.

Pfiklad 1.1 (operace s vektory). Vektory & = (1,2,3,4) a b = (-2,3,1,0) jsou prvky vekto-
rového prostoru R*. Vektor ¢ = (0,1,3,4, -1) je prvkem vektorového prostoru IR®. Plati 5¢ =
(0,5,15,20, -5)ad + b = (-1,5,4,4). Soucet 4 + ¢ neni definovan.

Poznamka 1.3 (nulovy vektor’). Vektor (0,0, ..., 0) nazyvame nulovy vektor a ozna¢ujeme 6. lhned
z definice operaci séitani a nasobeni plyne, 2e t6 = 6, 6 + = 1 a 0i = & pro libovolny vektor i a
libovolné &islo t. Nulovy vektor tedy pfi pocitani s vektory hraje stejnou roli, jako &islo 0 pfi po¢itani
s realnymi Cisly.
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Poznamka 1.4 (sloupcovy vektor). Stejné jako Ize jednotlivé slozky vektoru usporadat do fadki,
Ize je uspofadat i do sloupcli. Potom mluvime o sloupcovych vektorech, napf. vektor

1

je 3-dimenzionalni sloupcovy vektor.

Definice 1.2 (linearni kombinace). Necht iy, U,, ... U, je kone¢na posloupnost vektortl z vektoro-
vého prostoru IR”. Vektor i, pro ktery plati

L-;:t1[]1+t2[;2+"‘+tk[;k, (13)
kde ty, t,, ..., t, jsou néjaka redlna &isla, se nazyva linedrni kombinace vektort iy, Uy, ..., Uy.
Cisla t4, t,, ..., t, nazyvame koeficienty linedrni kombinace.

Poznamka 1.5. VSude, kde v nasledujicim textu mluvime o kone¢né posloupnosti vektorll, mame
na mysli vektory, které jsou prvky téhoz vektorového prostoru (tj. jsou stejné dimenze). V tomto
pfipadé je definovana prava strana rovnosti (1.3) a ma smysl miuvit o linearni kombinaci téchto
vektord.

Pfiklad 1.2 (linearni kombinace). M&jme vektory z vektorového prostoru R®: 4 = (1,4,2), b =
(-2,0,1)aé =(1,-2,1). Vektor

>

d=23+b-3¢=(-314,2)

e ->

je linearni kombinaci vektord &, b a ¢. Existuji véak i jiné linearni kombinace téchto vektord. Je jich
zfejmé nekoneéné mnoho.
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Poznamka 1.6 (trivialni linearni kombinace’). Jsou-li vSechny koeficienty linearni kombinace rovny
nule, obdrzime v (1.3) nulovy vektor. Tato linearni kombinace se nazyva trividini linedrni kombi-
nace. Nulovy vektor je takto mozné zapsat jako linearni kombinaci libovolnych vektord. Nabizi se
otazka, zda je tato moznost jedina, nebo je to pouze jedna z vice moznosti, jak tvofenim linearnich
kombinaci obdrzet ze zadané skupiny vektor(i vektor nulovy. Odpovéd’ na tuto otazku je u nékte-
rych skupin vektor( pozitivni a u jinych negativni a ukazuje se, Ze je dulezité oba pfipady rozliSovat.
K tomu slouzi nasledujici pojem.

Definice 1.3 (linearni zavislost vektord). Rekneme, ze vektory iy, ds, ..., U, jsou linedrné zavislé,
jestlize existuje alespon jedna netrivialni linearni kombinace téchto vektor(, jejimz vysledkem je
nulovy vektor, tj. existuji-li redlna &isla t,, t,, . .., t;, z nichZ alespori jedno je rizné od nuly, takova,
ze plati

0 =ty +toly + -+ t, . (1.4)
V opacném pripadé fikame, ze vektory jsou linedarné nezavisle.

Poznamka 1.7 (slovni vyjadfeni pfedchozi definice). Vektory jsou tedy linearné zavislé, jestlize
pomoci jejich linearni kombinace Ize nulovy vektor zapsat alespori dvéma zpUlsoby: jednou jako
trivialni linearni kombinaci alespon jednou jesté néjak jinak. Podobna situace plati i pro ostatni
vektory, jak je obsazeno v nasledujici vété.

Obsah <4< >> < > Zpét




Kapitola 3.1: Algebraicky vektorovy prostor 89

Véta 1.1. Méjme konecnou posloupnost vektort iy, Us, ..., U,. Ndsledujici vyroky jsou ekviva-
lentni:

(i) Vektory jsou linedarné zavisle.

(i) Alespori jeden z vektora Uy, ..., U, Ize vyjadrit jako linedarni kombinaci ostatnich vektord.
(iii) Je-li vektor d, linedrni kombinaci vektord i, ..., U,, existuji alespori dvé rizna vyjadreni

vektoru i ve tvaru (1.3).

Poznamka 1.8 (k testovani linearni zavislosti). V nékterych pfipadech je kol rozhodnout o linearni
(ne-)zavislosti vektord snadny. Plati totiz nasledujici:

e Je-li v posloupnosti vektort néktery vektor nasobkem jiného vektoru, jedna se o linearné
zavislou posloupnost vektord.

e Dva vektory jsou linearné zavislé prave tehdy, kdyz jeden z vektord je nasobkem druhého.
o Je-li vektoru vétsi pocet, nez je dimenze prostoru, jsou tyto vektory linedrné zavislé.

V ostatnich pfipadech nelze na otazku o pfipadné linearni zavislosti nebo nezavislosti* vektord
dat okamzitou odpoveéd, ale je potfeba odpovidajicim zptsobem rozhodnout, napf. pomoci pojmu
hodnost” matice, ktery uvedeme pozdéji.
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P¥iklad 1.3 (aplikace pfedchozi poznamky). Vektory 4 = (1,2, 5), b= (0,1,0)a é = (-2,-4,-10)
jsou linearné zavislé".

Vektory d= (1,3) a é = (-1, 3) jsou linearné& nezavislé".

O linearni (ne-)zavislosti vektora / = (1,2,3,1), / = (2,1,0,1) a k = (1,1, -3,2) nelze podle
pfedchozi poznamky rozhodnout, metodu na ovéfeni linearni (ne-)zavislosti si uvedeme pozdéji.

Poznamka 1.9. Pokud k posloupnosti linearné zavislych vektort pfidame libovolny pocet vektord, vektory jisté
zUstanou linearné zavislé. Naopak, pokud z posloupnosti linearné nezavislych vektord vynechame libovolny
pocet vektorl, obdrzime opét linearné nezavislé vektory. Pokud k posloupnosti linearné nezavislych vektoru
pfidanim jednoho vektoru linearni nezavislost porusime, znamena to, Zze jsme pfidali vektor, ktery Ize vyjadrit
jako linearni kombinaci* puvodnich vektor(.

2. Matice
Definice 2.1 (matice). Matici fadu m x n rozumime schema
dy1 o @43 0 dqp
Ay dpp dpz v dyy
A= .
amy dpp Amn

kde a;; pro/ = 1.ma j = 1..n jsou realna Cisla. Mnozinu véech matic fadu m x n oznacujeme
symbolem R™*". Zkracené zapisujeme t€z A = (a;;);1 , ;-1 , NEbO pouze A = (a;;). Je-lim = n
nazyva se matice A ctvercova matice, jinak obdélnikova matice. Je-li A étvercova matice, nazyvame
prvky tvaru a;;, tj. prvky, jejichz fadkovy a sloupcovy index jsou stejné, prvky hlavni diagonély.
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Definice 2.2 (matice transponovand). Bud' A = (a,;) € R™*" matice. Matice, ktera vznikne zaménou
fadk matice A za sloupce se nazyva matice transponovana k matici A. Matici transponovanou
oznadujeme symbolem A”. Plati tedy A7 € R™" a

AT=(3/‘/),
kde a;; jsou prvky matice A.
Priklad 2.1 (transponovana matice). Je-li
. 2l 102 0
A= ,platiAT=]-2 1 1 1
2 1.9 3 3 9 -2
o 1 -2

Poznamka 2.1 (souvislost matice s vektory). Radky matice miizeme chépat i jako vektory z pro-
storu IR”. Potom ma smysl mluvit o nasobeni nebo sc¢itani fadkd, o linearni kombinaci* fadk( a
o linearni zavislosti* a nezavislosti- fadk({. Podobna situace plati i pro sloupce. Matici, ktera obsa-
huje jediny fadek, Ize chapat sou€asné i jako vektor. Podobné matici, kterd obsahuje jediny sloupec,
Ize chapat soucasné jako sloupcovy vektor.
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Definice 2.3 (operace s maticemi). Budte A = (a,;), B = (b;;) matice fadu m x n. Souctem matic
A a B rozumime matici C = (c¢;;) fadu m x n, kde ¢;; = a;; + b;; pro vSechna /, j. Zapisujeme
C=A+8B.
Bud’ A = (a;;) matice fadu m x na t € R realné Cislo. Soucinem ¢islat a matice A rozumime matici
D = (d;;) fadu m x n, kde d;; = t.a;; pro vSechna /, j. Zapisujeme D = tA.
Budte A = (a,;) matice fadu m x n a B = (b;;) matice fadu n x p. Soucinem matic'A a B (v tomto
poradi) rozumime matici G = (g,;) fadu m x p, kde

9jj = anbqj +apby; + -+ a;,b,;

provSechna/ =1..m, j = 1..p. Zapisujeme G = AB (v tomto poradi).

Poznamka 2.2 (k definici operaci s maticemi). Séitani matic a nasobeni redlnym ¢&islem je tedy
(podobné jako pro vektory) definovano po slozkach. Zachovava si proto bézné vlastnosti pro poci-
tani s realnymi &isly — je komutativni a asociativni, také distributivni vzhledem k nasobeni realnym
Cislem. U souéinu tomu tak neni. Obratem "v tomto pofadi" proto zddrazfiujeme, Ze pofadi matic
v soucinu nelze vyménit, protoze soucin matic (na rozdil od souctu) neni komutativni operace.

2 -1 2 1 -2 1 2 4
Piiklad 2.2. Promatice A= |3 1 -2|,B=|10 1 3]JaC=|-1 2| plat:A+B =
2 0 1 2 4 1 3 1
3 -8 3 11 8
3 2 1|, zatimco napf. souéet A + C neni definovan. Déle plati AC = | -1 12 | zatimco
4 4 2 7 9

maticovy soucin CA neni definovan.
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Poznamka 2.3. Maticovy souéin Uzce souvisi s linearnimi kombinacemi” vektort. Vskutku, porov-
nejte nasledujici dva vypocty:

2 0 11 1 -3
-1 1 1 0o -2|=[0 -1
2 1 3 1 2 5 6

1 2 0 -3

1.1 -2 [1]+2-[1]=]-1

2 1 3 6

Véta 2.1 (vlastnosti maticového soucinu). Soucin matic je asociativni a distributivni zprava i zleva
vzhledem ke scéitani, tj. plati

A(BC) = (AB)C
AB+C)=AB + AC
(B+C)A=BA+CA

vZdy, kdyZ tyto operace maji smysl.

(asociativita)
(levy distributivni zakon)
(pravy distributivni zakon)

Definice 2.4 (jednotkova matice). Jednotkovou matici fadu n rozumime étvercovou matici typu
IR™", ktera ma v hlavni diagonale jedni¢ky a mimo hlavni diagonalu nuly. Oznadujeme ji /,,.
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Priklad 2.3. Jednotkova matice radu 3 ma tvar

/3=

o O =
o = 0O
- O O

Poznamka 2.4. Jak ukaze nasledujici véta, jednotkova matice je pfi nasobeni matic neutralnim
prvkem (hraje stejnou roli jako jedniCka pfi nasobeni realnych €isel). Navic maticovy soucin A/,
je definovany jenom pro jediny index n. Index u jednotkové matice proto mizeme vynechavat a
symbolem / budeme rozumét tu jedinou jednotkovou matici, pro kterou je tento soudin definovan.
Podobné i pro soucin /,,A.

Véta 2.2 (vlastnost jednotkové matice). Bud’ A matice. Pak plati IA = A a Al = A, vZdy, kdyZ je
tento maticovy soucindefinovany.

Poznamka 2.5 (k vytykani u matic). Z toho, Zze operace soucin matic neni komutativni plyne napf. ze vyraz
AB - BA nelze dale zjednodusit, nebo zZe z vyrazu AB + CA nelze vytknout (neodpovida ani levému ani pravému
distributivnimu zakonu). Z vyrazu AB + A lIze vytknout pouzitim jednotkové matice nasledovné: AB + A =
AB + Al = A(B + /). Podobné Ize vytknout z vyrazu AB+ B=AB + /B = (A+1)B .
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3. Hodnost matice

Matice fadu m x n obsahuje celkem m.n Cisel. Jedna se tedy o relativné komplikovany objekt.
jektd jednodussich — napf. pomoci €isel. Ukazuje se, Ze matici Ize jistym zplsobem pfifadit &islo
nesouci ¢ast informace o matici. Jednim z téchto Cisel je hodnost matice, kterou si nadefinujeme
nyni. Dal$i pouzivanou &iselnou charakteristikou matice je determinant’, se kterym se seznamime
pozdéji.

Definice 3.1 (hodnost matice). Bud’ A matice. Hodnosti matice rozumime maximalni pocet linearné
nezavislych fadkd matice. Hodnost matice A oznacujeme h(A).

Poznamka 3.1. Predchozi definice je korektni v tomto smyslu: jsou-li fAdky matice linearné neza-
vislé, je hodnost matice rovna poctu jejich fadkd. Jsou-li linearné nezavislé, existuje &islo h takové,
Ze matice obsahuje h linearné nezavislych fadkd a libovolna skupina fadkd, jejichz pocet je vétsi
nez h, je linearné zavisla”. Cislo h je potom hodnost matice.

Poznamka 3.2 (linearni zavislost a nezavislost algebraickych vektort). Bud A matice o m fadcich
a n sloupcich. lhned z definice plyne, ze fadky matice jsou tvofeny m linearné nezavislymi vektory
z prostoru R” pravé tehdy, kdyz h(A) = m. Podobné sloupce matice jsou tvofeny n linearné neza-
vislymi vektory z prostoru R” pravé tehdy, kdyz h(A) = n. Naucime-li se tedy efektivné zjistovat
hodnost matice, mame i nastroj pro zji§tovani linearni zavislosti a nezavislosti vektoru.

Definice 3.2 (schodovity tvar). Rekneme, Ze matice A je ve schodovitém tvaru, jestlize ptripadné
nulové fadky jsou usporfadany na konci matice a nenulové jsou uspofadany tak, Ze kazdy nasledujici
fadek zacina vétsim poétem nul nez radek predchozi.
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Véta 3.1 (hodnost matice ve schodovitém tvaru). Hodnost'matice, kterd je ve schodovitém'tvaru je
rovna poctu jejich nenulovych fadkd.

2 22 3 -15
- . 001 0 0 3], o .
Priklad 3.1. Matice A = 000 -1 2 1]leve schodovitém tvaru a h(A) = 3. Matice B =
000 O O O

o w
|
—

neni ve schodovitém tvaru a jeji hodnost na prvni pohled nepozname.

oonN
oM
W =N
|

—

N O
- W o,
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Véta 3.2 (operace zachovavajici hodnost'matice). Ndsledujici operace neméni hodnost matice:

(i) vynechani radku sloZeného ze samych nul, nebo vynechadni radku, ktery je toZny s jinym
radkem, nebo vynechani fadku, ktery je nasobkem jiného radku

(ii) vynechani fadku, ktery je linedrni kombinaci ostatnich radku

(iii) vynasobeni nebo vydéleni libovolného fadku nenulovym cislem

(iv) zaména poradi libovolného poctu radku

(v) pficteni linearni kombinace ostatnich fadk( k nenulovému nasobku jednoho fadku

(vi) ponechani jednoho fadku beze zmény a opakované pricteni libovolnych ndsobku tohoto radku
k nenulovym ndasobkum ostatnich radkd matice

Poznamka 3.3 (strategie vypoc¢tu hodnosti matice). Pfedchozi Véta 3.2 je minéna takto: matici A,
jejiz hodnost po¢itame, nahradime jinou matici, B, ktera vznikne z matice A provedenim nékteré
z vySe uvedenych operaci. Skute¢nost, ze matice A a B maji stejnou hodnost je potom zajisténa
pfedchozi vétou. Tuto skuteénost budeme znazorfiovat symbolem ~, tj. piSeme A ~ B. Dale méa
smysl pfi zjistovani hodnosti matice A pracovat s novou matici B. Tuto matici Ize opét nahradit jinou
matici, C, ktera vznikne z pfedchozi provedenim operace zachovavajici hodnost. Tento postup stale

opakujeme. Toto ma smysl provadét, pokud na konci dospéjeme k matici ve schodovitém™ tvaru,
jejiz hodnost umime urcit.
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Véta 3.3. Libovolnou matici Ize konecnym poctem uprav z Véty 3.2 prevést do schodovitého tvaru.

Véta 3.4. Transponovani-neméni hodnost matice.

Poznamka 3.4. Z faktu, ze transponovani matice neméni hodnost plyne, Ze vSe, co bylo fe¢eno
pro fadky plati i pro sloupce.

4. Inverzni matice

Poznamka 4.1 (motivacéni). U realnych ¢isel mame doplrikové operace ke séitani a nasobeni —
jsou to odecitani a déleni. Odec¢itani matic mizeme implementovat jako séitani matice s matici
vynasobenou minus jedni¢kou: A — B = A + (-B). Oproti tomu operace déleni matic viibec neni

. a Ay S i —_— B e a -
implementovana. U redlnych Cisel Ize déleni nahradit nasobenim pfevracenou hodnotou: i ab™.
Tuto proceduru ¢astecné rozsifime pro matice.

Definice 4.1 (inverzni'matice). Bud’ A € R”*” ¢tvercova matice fadu n. Jestlize existuje ¢tvercova
matice A~ fadu n, spliujici vztahy
ATTA=1=AAT, (4.1)

nazyvame matici A" inverzni matici k matici A.
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Poznamka 4.2 (k existenci inverzni~matice). Pfedchozi definice nezaru€uje existenci inverzni ma-
tice. K nékterym &tvercovym maticim inverzni matice existuje, k nékterym ne. Pozdéji (ve Vété 5.1)
uvidime, ze existuje jednoducha charakterizace matic, ke kterym inverzni matice existuje, pomoci
determinantu”.

Poznamka 4.3. Budte A a B étvercové matice fadu n. | kdyz nasobeni matic neni obecné komutativni, Ize
ukazat, Ze pro ovéreni toho, zda matice B je inverzni matice k matici A staci ovéfit pouze jeden z maticovych
soucin(” AB nebo BA, protoze je-li jeden roven jednotkové matici, plati totéz i pro soucin druhy.

Poznamka 4.4 (metoda vypoc¢tu inverzni matice). Metoda vypoctu inverzni matice spociva v nasle-
dujicim: kazdou &tvercovou matici A fadu n, ke které existuje inverzni matice, Ize koneénym pocétem
nasledujicich fadkovych uprav prfevést na jednotkovou matici, jsou to:

(i) libovolna zaména poradi radk( matice
(i) vynasobeni nebo vydéleni libovolného fadku matice libovolnym nenulovym &islem

(iii) ponechani jednoho fadku beze zmény a opakované pficteni libovolnych nasobkl tohoto fadku
k nenulovym nasobklm ostatnich fadka matice

Provedeme-li stejné upravy ve stejném poradi na jednotkové matici fadu n, obdrzime matici inverzni
k matici A, tj. matici A=".

Povsimnéte si, Ze neprovadime vibec zadné sloupcoveé operace! Také nema smysl uvazovat nulové
nebo linearné zavislé  fadky, protoze tyto se ve vypocltu neobjevi (pro¢, to se dozvime z nasleduji-
ciho ¢lanku o determinantech a z Véty 5.1).
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5. Determinant

Definice 5.1 (determinant). Bud’' A € R"*" ¢tvercova matice fadu n. Determinant matice A je realné
éislo det A pfifazené matici A nasledujicim zplsobem:

(i) Je-li A matice fadu 1, tj. A = (a44), je detA = ay;.

(i) Mame-li definovan determinant z matice fadu (n — 1) oznacme symbolem M;; determinant
matice fadu (n - 1), ktera vznikne z matice A vynechanim /-tého fadku a j-tého sloupce.
Definujme algebraicky doplnek'A;; prvku a;; jako soucin A;; = (=1)""/M;;.

(iii) Konecné, definujme determinant fadu n nasledovné: zvolime libovolny index / € {1,2,...n}
a definujeme
detA = a; ;A + @jpAip + -+ a;,A,,. (5.1)

Poznamka 5.1 (k oznaceni). Determinant matice A oznacujeme téz |A|. Je-li A = (a,;) piseme
zkracené |a;;| misto |(a;;)|- K zaméné s absolutni hodnotou mize dojit jediné v pfipadé, Ze matice
A je fadu jedna. V praxi se vSak obvykle s maticemi fadu jedna nepracuije.

Poznamka 5.2 (k definici determinantu). Vztah (5.1) se nazyva rozvoj podle podle /-tého fadku a
umoziuje zapsat determinant fadu n jako soucet determinantd fadu (n — 1). Determinant je vySe
uvedenou definici dobfe definovan, Ize ukazat, Ze nezalezi na vybéru indexu /. V literatufe se ¢asto
determinant definuje ponékud odliSnym (av8ak ekvivalentnim) zplsobem a vztah (5.1) ma poté
postaveni matematické véty — nazyva se Laplaceova véta’, nebo Laplaceuv rozvoj determinantu
podle i -tého radku.
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Poznamka 5.3. Aplikaci definice determinantu” dostavame pro determinanty druhého a tfetiho i
fadu nasledujici (volime vzdy i = 1):

a b
c d = ald| - b|c| = ad - bc
a
a b c P Pk .
i j kl=all "|-»p +c /‘=ajz+bkx+ciy—(cjx+b/'z+aky)
Xy z y z X z X y

Tyto vztahy je vhodné si zapamatovat. Prvni z téchto vztah(l se nazyva kriZové pravidlo, druhy
Sarusovo pravidlo. Pro determinanty vy$Sich fada se pocitani pfimo z definice nehodi, protoze je
zdlouhavé a vyZaduje zna¢né mnozstvi operaci nasobeni. Proto si nize odvodime jinou metodu pro
vypocet determinantu.

Definice 5.2 (regularni‘a singularni‘matice). Bud’ A ¢tvercova matice. Je-li detA = 0, fikame, zZe
matice A je singularni, v opaéném pfipadeé fikame, ze je regularni.

Poznamka 5.4. Misto o fadcich matice, ze které poc¢itdme determinant, mluvime nékdy zkracené
o fadcich determinantu. Podobné mluvime o sloupcich determinantu.
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Véta 5.1 (souvislost determinantu’s hodnosti‘a s existenci inverzni‘matice). Bud' A ¢tvercova matice
fadu n Nésledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(i) Rédky matice jsou linedrné nezavislé:
(i) h(A) =n
(ii) Existuje matice inverzni’A~" k matici A.
(iv) Matice A je regularni; tj. det A # 0.
Poznamka 5.5. Odsud plyne, Ze determinant matice A je nulovy pravé tehdy, kdyz matice A ma

linearné zavislé" fadky (sloupce). Zejména tedy determinant, jehoz jeden fadek nebo sloupec je
bud’ nulovy, nebo nasobkem jiného fadku (sloupce), je zcela jisté nulovy.

Véta 5.2 (determinant'matice ve schodovitém tvaru). Determinant matice, kterd je ve schodovitém tvaru je
roven soucinu prvkd v hlavni diagondle:.

Véta 5.3 (determinant'maticového soucinu, Cauchyova véta). Budte A, B ¢tvercové matice radu n. Plati

det(AB) = (det A)(det B)
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Poznamka 5.6. Nasledujici véty o Upravach determinantu bereme ve smyslu poznamky za Vétou

3.2. Tyto operace se li§i od operaci zachovavajicich hodnost™ matice. Ctéte je proto pozorné a
uvédomte si rozdily mezi nasledujicimi vétami a Vétou 3.2

Véta 5.4 (operace zachovavajici hodnotou determinantu). Ndsledujici operace neméni hodnotu
determinantu matice:
(i) pricteni linearni kombinace ostatnich radku (sloupcu) k jinému fadku (sloupci)

(ii) ponechani jednoho radku (sloupce) beze zmény a opakované pricteni libovolnych ndsobkdi
tohoto radku (sloupce) k ostatnim radkam (sloupcum) matice

(iii) transponovani-matice
Véta 5.5 (dalsi operace s determinantem). Ndsledujici operace méni hodnotu determinantu po-
psanym zptsobem:
(i) prehozenim dvou radku (sloupct) determinant méni znaménko
(ii) vydélime-Ili jeden radek (sloupec) nenulovym cislem a, zmensi se hodnota determinantu a-

krat

Poznamka 5.7 (vytykani pfed determinant). Podle bodu (ii) pfedchozi véty, vydélime-li jeden fadek
determinantu nenulovym ¢islem, musime timto ¢islem determinant opét vynasobit, aby se hodnota
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determinantu nezmeénila. Této operaci nékdy fikame vytykdni pfed determinant. Napf.

2 4 8 1 2 4 1 2 1
-1 2 4|=2|-1 2 4|=241-1 2 A1
0o 1 12 0o 1 12 0 1 3

Poznamka 5.8 (Laplaceova véta pro sloupce). Protoze transponovanim”matice se hodnota deter-
minantu” neméni, je mozné vyslovit Laplaceovu vétu i pro sloupce matice, j. je-li j € {1,2, ..., n}
index libovolného sloupce matice A, plati

kde A;; oznaCuje algebraicky dopinék™ prvku a;; v matici A. Slovné Ize rozvoj podle fadku nebo

sloupce vyjadrit konstatovanim, Ze hodnota determinantu je rovna souétu prvku v libovolném fadku
nebo sloupci determinantu, vynasobenych jejich algebraickymi doplriky.

Poznamka 5.9 (technickd). Radek nebo sloupec, podle kterého provadime rozvoj, je vhodné volit
tak, aby obsahoval co nejvice nulovych prvkil. V pfipadé, ze takovy fadek ani sloupec v determi-
nantu neni, mdzeme jej vytvofit pomoci Uprav z Véty 5.4.

6. Soustavy linearnich rovnic

Jedna z nejvyznamnéjSich aplikaci maticového poc¢tu je feSeni soustav linearnich rovnic. Historicky
byl vznik maticové algebry motivovan pfedevSim pracemi tykajicimi se feSeni soustav linearnich
rovnic.

Poznamka 6.1 (Ruzné formulace problému se soustavou dvou linarnich rovnic o dvou nezna-
mych.). Uvazujme nasledujici tfi problémy:
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Uloha 1 Najdéte v8echna realna &isla x,, x,, splfiujici dvojici rovnic
4xy +5x, =7

Uloha 2 Najdéte v8echna realna &isla x;, x,, splfiujici vektorovou rovnici

(1) 5+ (%)= )

Uloha 3 Najdéte v8echna realna &isla x,, x,, splfiujici maticovou rovnici

(+2)()-0)

V8echny problémy jsou ekvivalentni a jedna se o jiny zapis téhoz. Jednou v8ak pouzivdme soustavu
rovnic, vektory a jejich linearni kombinaci~a jednou matice a maticovy soucin!
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Definice 6.1 (soustava linearnich rovnic). Soustavou m linedrnich rovnic o n neznamych nazyvame
soustavu rovnic

ay1Xy + A1pXp + A13Xg + -+ + 81X, = by

A1 X1 + AgpXp + ApgXg + -+ + AppXy = by

Az Xq + dgoXp + AgzXg + -+ + g, X, = bg (6.1)

81Xy + @ppXo + paXg + o+ AppX, = by
Proménné x4, x,, ..., X, nazyvame neznamé. Realna Cisla a;; nazyvame koeficienty levych stran,
realna Cisla b; koeficienty pravych stran soustavy rovnic. Resenim soustavy rovnic rozumime uspo-
fadanou n-tici realnych &isel [t4,1,,...,t,] po jejichz dosazeni za neznamé (v tomto pofadi) do
soustavy dostaneme ve vSech rovnicich identity.

ProtoZe pro Fedeni soustavy rovnic jsou podstatné pouze jednotlivé koeficienty', zavadime nésle-
dujici definici.

"MIgky predpokladame, Ze alespon jeden koeficient u kazdé neznamé je nenulovy, tj. ze kazda neznama se v soustavé
skute¢né alespori jednou vyskytuje.
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Definice 6.2 (matice soustavy). Matici

dyy dp 43t dyp
dyy dpp  dpz  ccr dpy

A=| . . } (6.2)
Amy Amp Amz Ay

nazyvame matici soustavy (6.1). Matici

ay @i aig - ag, | by
dp1 8y Apz Ay | b

Ar = : : .. : : (6.3)
Ami dmp Apz Amn bm

nazyvame rozsifenou matici soustavy (6.1).

Poznamka 6.2 (vektorovy zapis soustavy linearnich rovnic). Soustavu (6.1) Ize ekvivalentné pre-
psat do vektorového tvaru

aqq aqp dqz dqp b,
Aot dgo dp3 dap b,

Xy + ) X, + . X+ + . X, = . ) (6.4)
am1 am2 amS amn bm

Vidime tedy, Ze se vlastné jedna o problém, vyjadfit vektor slozeny z isel na pravé strané soustavy
rovnic jako linearni kombinaci” vektor(l, které tvofi sloupce matice soustavy. (Fakt, zda pracujeme
s fadkovymi nebo se sloupcovymi vektory evidentné neni podstatny.)
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Poznamka 6.3 (maticovy zapis soustavy linearnich rovnic). Soustavu (6.1) Ize ekvivalentné pfepsat do mati-
cového tvaru pomoci maticového souéinu

ay dp ot ayy X4 b,
1 dyp Ay Xa b,
a a a X b

ml m2 mn m

Tento tvar se pouziva ¢asto v inzenyrskych vypoétech pro uspornost. Symbolicky zpravidla piS$eme soustavu
linearnich rovnic ve tvaru .
AX = b,
kde A je matice soustavy a b je vektor pravych stran.
O fesitelnosti soustavy rovnic nam dava informaci nasledujici véta.

Véta 6.1 (Frobeniova véta, Kronecker—Capelliho véta). Soustava (6.1) je Fesitelna prdvé tehdy, kdyz

jeji matice soustavy(6.2) a rozsifend matice soustavy(6.3) maji stejnou hodnost, tj. h(A) = h(A,).

Jedna z nejjednodusSich metod pro nalezeni feSeni soustavy linearnich rovnic je Gaussova me-
toda neuplné eliminace. Tato metoda spoéiva v tom, Zze soustavu rovnic nahrazujeme postupné
jinymi soustavami, které maji stejnou mnozinu feSeni. Toto provadime tak dlouho, dokud nedo-
jdeme k soustaveé, kterou umime vyfesit. V praxi veSkeré operace provadime pfimo na rozSifené
matici soustavy a to tak, Ze tuto matici pfevedeme na schodovity tvar pomoci libovolnych fadko-
vych operaci, které jsme pouzivali pfi zjiStovani hodnosti matice ve Vété 3.2. Je tieba dbat na to,
abychom pouzivali diisledné pouze radkové operace a je tfeba se vyvarovat manipulace se sloupci
matice! Je-li roz§ifena matice soustavy ve schodovitém tvaru, vidime okamzité, zda je soustava
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feSitelna (viz. Frobeniova véta’) a pokud ano, jsme schopni odspodu dopogditat jednotlivé neznamé.
Pfitom nastane jeden z nasledujicich pfipadu:

(i) Soustava nema fedeni, pokud h(A) # h(A,). (V tomto pfipadé je h(A,) = h(A) + 1.)
(i) Soustava ma pravé jedno feSeni, pokud h(A) = h(A,) = n.

(iii) Soustava ma nekone¢né mnoho feseni, pokud h(A) = h(A,) < n. Tato feSeni Ize vyjadfrit
pomoci (n — h(A)) nezavislych parametrd .

Definice 6.3 (homogenni‘soustava linedrnich rovnic). Plati-li v soustavé (6.1)
b1 =b2=-~-=bm=0,
nazyva se soustava (6.1) homogenni.

Poznamka 6.4 (trivialni feSeni). Homogenni soustava linearnich rovnic je vzdy feSitelna. Vskutku
— matice soustavy” a rozSifena matice soustavy" se li§i pouze sloupcem slozenym ze samych nul
a maji tedy stejné hodnosti. Navic po dosazeni okamzité vidime, Ze n-tice x; = 0, x, = O, ...,
x, = 0 je feSenim. Toto fedeni nazyvame trividlni. U homogennich soustav linearnich rovnic tedy
bud’ existuje pouze trividlni feSeni, nebo existuje nekone¢né mnoho feseni.

Poznamka 6.5 (vektorovy zapis homogenni soustavy linearnich rovnic). Zapi$eme-li homogenni
soustavu linearnich vektorovg, vidime, Ze se vlastné jednd o problém nalézt linearni kombinaci
sloupcu matice soustavy, kterd je rovna nulovému vektoru™. Takova linearni kombinace vzdy existuje
— napfiklad trivialni linearni kombinace. Pokud ma problém jesté jiné feSeni, znamena to, Ze sloupce
matice soustavy jsou linearné zavislé — viz. str. 88.
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V8echny pojmy, které jsme si v souvislosti s linearni algebrou uvadéli spolu Uzce souvisi. Nejlépe
je tato souvislost vidét u ¢tvercovych matic, zformulujme si tedy nasledujici vétu, ktera rozsifuje
Vétu 5.1.

Véta 6.2. Bud' A ctvercova matice fadu n Nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:
(i) Rédky matice jsou tvoreny linedrné nezavislymi'vektory z R".
(ii) Sloupce matice jsou tvoreny linedrné nezavislymi vektory z R".
(iii) Hodnost'matice A je rovna n, tj. h(A) = n
(iv) Matice A je invertibilni, tj. existuje matice A~ k ni inverzni
(v) Matice A je reguldrni; tj. det A # 0.

(vi) Soustava linedrnich rovnic, jejiz matice soustavy je matice A, ma pro libovolnou volbu koefi-
cientt na pravych strandch rovnic jediné resent.

(vii) Homogenni'soustava linedrnich rovnic, jejiz matice soustavy je matice A, ma pouze trivialni
feseni.

(viii) Kazdy algebraicky vektor z R" Ize vyjadrit jako linedrni kombinaci vektord tvorfenych radky
(sloupci) matice A, a to jednoznacné, aZ na poradi.

Nasledujici véta ukazuje jednu z aplikaci inverzni matice.
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Véta 6.3. UvaZujme soustavu linedrnich rovnic, jejiz matice soustavy je ¢tvercova matice A a vektor
pravych stran je sloupcovy vektor B. Predpoklddejme, Ze k matici A existuje inverzni"matice A"
Potom md soustava jediné feseni, jehoZ jednotlivé sloZky jsou prvky sloupcového vektoru A" - B,
kde tento uvedeny soucin'chdpeme v maticovém smysiu.

7. Shrnuti

Linearni algebra se zabyva vektory a maticemi, které je mozné chapat jako jakési zobecnéni re-
alnych ¢isel do vysSich dimenzi. Hlavni motivaci pro vznik takovéhoto aparatu byla potfeba podat
ucinné metody pro feSeni soustav linearnich rovnic. Aplikace se vSak neomezuji pouze na soustavy
linearnich rovnic ale i na mnohé dalSi inzenyrské problémy. Jazyk linearni algebry je napfiklad za-
kladnim jazykem i v analytické geometrii obecnych n-rozmérnych prostort a také jistym startovnim
bodem pfi studiu nekone¢nédimenzionalnich prostord.

NejdllezitéjSimi pojmy souvisejicimi s vektory jsou pojmy linedarni kombinace’, linearni zavislost a
linedrni nezavislost” vektora.

Matice je objekt, obsahuijici jiz vétsi pocet Cisel (veli¢in) nez vektor, a proto se pfi studiu matic
opirame o tzv. ¢iselné charakteristiky matic — matici je pfifazené &islo, které "cosi" o matici vypovida.
Absenci operace déleni u matic Ize v nékterych pfipadech obejit pomoci pojmu inverzni matice,
ktery je "cosi jako" pfevracena hodnota matice vzhledem k operaci nasobeni.
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Kapitola 4

Integralni pocet

V kapitole vénované diferencialnimu poc&tu jsme k funkci nasli jeji derivaci — veli¢inu udavajici rych-
lost, se kterou se méni funkéni hodnoty. Nyni problém otoéime: ke znamé derivaci (ij. ke znamé
rychlosti zmény) budeme hledat pavodni funkci.

1. Neurcity integral
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Definice 1.1 (neurcity integral, primitivni funkce). Bud’ / otevfeny interval, f a F funkce definované
na /. Jestlize plati
F'(x) = f(x) pro vSechna x € /, (1.1)

nazyva se funkce F primitivni funkeri k funkci f, nebo téz neurcity integral funkce f na intervalu /.
Zapisujeme

/f(x) dx = F(x).

Existuje-li k funkci f neurcity integral na intervalu /, nazyva se funkce f integrovatelnd na /.

Poznamka 1.1 (spojitost primitivni funkce). Primitivni funkce F(x) je vzdy spojita na /, plyne to
z existence derivace.

Véta 1.1 (postacujici podminka existence neurcitého integralu). Ke kazdé spojité”funkci existuje
neurcity integral.
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Véta 1.2 (jednoznacnost primitivni*funkce). Primitivni funkce je na daném intervalu k dané funkci
uréena jednoznacné, aZ na libovolnou aditivni konstantu. Presnéji, plati nasledujici:

(i) Je-li F primitivni funkci k funkci f na intervalu I, plati totéZ i pro funkci G(x) = F(x) + ¢, kde ¢ € R je
libovolna konstanta nezavisld na x.

(ii) Jsou-li F a G primitivni funkce k téZe funkci f na intervalu I, lisi se obé funkce na intervalu | nejvyse
o aditivni konstantu, tj. existuje ¢ € R takove, Ze

F(x)=G(x)+c pro véechna x € /.

Poznamka 1.2 (filozoficka). Bohuzel, ne vzdy neurcity integral dokdzeme efektivné najit. Zatimco
problém nalezeni derivace” funkce slozené z funkci, které umime derivovat, spoéiva pouze ve
spravné aplikaci vzorcu pro derivovani, problém nalézt neurcity integral i k funkci tak jednoduché,

jako je napfiklad e je nefesitelny ve tfidé elementarnich funkci.

Véta 1.3 (linearita neurcitého integralu). Necht f, g jsou funkce integrovateiné na I, ¢ necht’ je
realné cislo. Pak na intervalu | plati

/f(x) +g(x)dx = /f(x) dx + /g(x) dx,
/cf(x) dx = c/f(x) dx.
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Poznamka 1.3 (technickd). Vzhledem k souétu a nasobeni konstantou se tedy integral chova
"pékné", tak jak jsme to vidéli i u derivace”. Bohuzel vSak neexistuji podobné vzore€ky pro inte-
gral slozené funkce, podilu nebo soucinu. Integral ze slozené funkce dokazeme vypoéitat obecné
pouze v pfipadé, ze vnitini sloZka je linearni funkci, jak ukazuje nasledujici véta. Podobné integral
z podilu Ize obecné vypoditat v pfipadé ze v ¢itateli zlomku je derivace jmenovatele.

Véta 1.4 (specialni pfipad slozené funkce). Necht'f je funkce integrovatelnd na . Pak
/f(ax + b)dx = %F(ax + b),

kde F je funkce primitivni’k funkci f na intervalu |. Plati pro ta x, pro kterd je ax + b € .

Priklad 1.1 (aplikace pfedchozi véty).

/4x2+16x+3dX=/< (13)2 3dX

2 4
_ 12 arct 2X+_+C
= 2 3 g
2
4x + 3
= — arctg +cC
3 V3
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Véta 1.5 (specialni pfipad zlomku). Necht funkce f ma derivaci a nema nulovy bod na intervalu I.
Potom na tomto intervalu plati
f'(x
/L dx = In|f(x)|.

f(x)

Priklad 1.2 (aplikace pfedchozi véty).

/X—+2dx=1/ﬂdx=lln|x2+4x+8|+c
X2 +4x +8 2] x2+4x+8 2

Véta 1.6 (metoda per-partés, specialni pfipad soucinu). Necht funkce u a v maji derivace na f
intervalu I. Pak plati

/u(x)v'(x) dx = u(x)v(x) - /u’(x)v(x) dx, (1.2)

pokud integral na pravé strané existuje.

Poznamka 1.4 (integraly typické pro vypocet metodou per-partés). Bud P(x) polynom. Metodou
per-partés integrujeme napfiklad integraly nasledujicich typu

/P(x)e‘” dx,/P(x) sin(ax) dx,/P(x) cos(ax)dx,

/P(X)arctgxdx,/P(x) In" x dx.
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U prvni skupiny integralt postupujeme tak, Zze polynom derivujeme, ¢imz snizime jeho stupen,
a v pfipadé potfeby tento postup opakujeme. U druhé skupiny integralt naopak derivujeme funkce
arctgx a In x.

Priklad 1.3 (integrace per-partés).

u=arctgx U

. X+2+1
X arctg x dx | per-partés: 5
X
V=X V':—
2
2 2
X 1 X
= —arctgx - = dx =
2 49 2/1+x2
—Xzarctx 1/1 1 dx—Xzarctx 1x+1arct)(+c
SR AN TS T T e N T g Aigx T pX 5 At

Véta 1.7 (prvni substituéni metoda, specialni pfipad slozené funkce). Necht f(t) je funkce spojitd f
na intervalu |, necht’ funkce @(x) ma derivaci na intervalu J a plati o(J) = |. Potom na intervalu J
plati

/f(qo(x))qo’(x) dx = /f(z‘) dt, (1.3)

dosadime-li napravo t = ¢(x)

Poznamka 1.5 (technickd). Formalné substituci provadime tak, Ze piSeme v integralu vpravo ¢
misto ¢(x) a dt misto ¢’ (x) dx.

Obsah <4< >> < > Zpét



Kapitola 4.1: Neurcity integral 118
Pfiklad 1.4 (substitué¢ni metoda).

. 3 12
/tgsxdx=/ SN X dx=/S|n3X sinxdx =

cos3 x cos3 x
’ > cosx =t
= /ﬂsinxdx substituce: { —sinxdx = dt
cos3 x .
sinxdx = —dt
1-1° 1
= [————dt=|--t3dt =
[-5-a=]

1
=In|t| + =t™2 = In|cos x| + +C
2 2cos? x

V jistém smyslu opaénym postupem je druha substituéni metoda.

Véta 1.8 (druha substitu¢ni metoda). Necht'f(x) je funkce spojitda'na intervalu |, necht funkce @(t)
ma nenulovou derivaci na intervalu J a plati p(J) = I. Potom na intervalu | plati

/ F(x)dx = / Fo(t)e' () dt, (1.4)

dosadime-li napravo t = @~ (x), kde @~ '(x) je funkce inverzni k funkci (x).

Poznamka 1.6. Existence inverzni funkce @' plyne z nenulovosti derivace funkce ¢. Vyraz na-
pravo v (1.4) sice vypada komplikovanéji, v praxi vSak substituci volime vzdy tak, aby po upravé
vpravo vySel integral jednodussi, ktery umime vypoditat.
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Poznamka 1.7 (technickd). Formalné substituci provadime tak, Zze piSeme v integralu vpravo ¢@(t)
misto x a @'(t) df misto dx.

Poznamka 1.8. Vidime, Ze u druhé substituéni metody se vlastné jedna o pouziti vzorce (1.3)
zprava doleva.

2. Riemannlv integral

Definice 2.1 (déleni intervalu). Bud' [a, b] uzavieny interval —co < a < b < co. Délenim intervalu
[a, b] rozumime koneénou posloupnost D = {x,, X1, . . ., X,} bodll z intervalu [a, b] s vlastnosti
a=Xg< Xy <Xp<Xg<--<X, 4<X,=b.

Cisla X; nazyvame délici body. Normou déleni D rozumime maximalni ¢islo, které udava vzdalenost
sousednich délicich bodd. Normu déleni D oznacujeme v(D). Je tedy v(D) = max{x; — x,_4, 1 <
i < n}.

Definice 2.2 (integralni soucéet). Bud' [a, b] uzavieny interval a f funkce definovana a ohrani¢ena
na [a, b]. Bud’ D déleni intervalu'[a, b]. Bud R = {¢4,..., ¢,} posloupnost &isel z intervalu [a, b]
splfujici x;,_y < ¢ < x; pro/ = 1..n. Potom soudet

o(f,D,R) = D f(&)X; - X;_4)

i=1

se nazyva integralni soucet funkce f pfislusny déleni D a vybéru reprezentantti R.
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Poznamka 2.1 (geometricky vyznam integralniho souctu’). Pfedpokladejme pro jednoduchost, ze
funkce f je naintervalu (a, b) nezaporna. Geometricky je integralni soucet roven souctu obsaht ob-
délnikd, jejichz zakladny (vodorovné hrany) maji délku rovnu délce jednotlivych podintervald v dé-
leni~ a vySka je rovna funkéni hodnoté v bodé, ktery je reprezentantem pfislusného podintervalu.

|
|
/ |
Ve |
| | |
& e & | e | 4 e |
7 X4 7 [ S oy ' g

Obrazek 4.1: Grafické znazornéni integralniho souctu
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Definice 2.3 (Riemannulyv integral). Bud'[a, b] uzavfeny interval a f funkce definovana a ohranicena
na [a, b]. Bud’ D, posloupnost déleni intervalu{a, b] a R,, posloupnost reprezentant(i. Rekneme, Ze
funkce f je Riemannovsky integrovatelnd na intervalu [a, b], jestlize existuje Cislo / € R s vlastnosti
nIer;o o(f,D,,R,) =1
pro libovolnou posloupnost déleni D,,, splfujici nlim v(D,) = 0 pfi libovolné volbé reprezentantd R,
—00

kde o(f,D,, R,) je odpovidajici integralni souéet funkce f. Cislo / nazyvame Riemanntv integral
funkce f na intervalu [a, b] a oznaCujeme

/ ’ f(x)dx.

a

Poznamka 2.2 (slovni formulace pfedchozi definice). Predpokladejme pro jednoduchost Ze funkce
f je spojita ' na [a, b]. V definici Riemannova integralu je obsazeno nasleduijici:

(i) Rozdélime interval (a, b) na podintervaly pomoci déleni, zvolime libovolné reprezentanta
v kazdém podintervalu a sestrojime integralni soucet.

(i) Déleni zjemnime (tj. uvazujeme nové déleni, jehoz norma je mensi) a postup opakujeme —
integraini soucet se obecné muze ménit.

(iii) Postupné uvazujeme jemnéjSi a jemnéjsi déleni intervalu (a, b) a pokud se integralni soudty

postupné "ustéli" na néjaké hodnoté, je tato hodnota Riemannovym integralem funkce f na
intervalu (a, b).
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(Nezavislost na vybéru reprezentantd a na posloupnosti déleni je v tomto pfipadé zarucena spoji-

tosti funkce. V pfipadé nespojitych funkci je potfeba tuto nezavislost dokazat, coz znaéné prevysuje
napln tohoto pfedmétu.)

Definice 2.4 (horni a dolni mez). Cislo a v definici Riemannova integrélu se nazyva doini mez a
Cislo b horni mez Riemannova integralu.

Véta 2.1 (postacujici podminky pro integrovatelnost funkce).
(i) Funkce spojita na intervalu [a, b] je na tomto intervalu Riemannovsky integrovatelnd.

(i) Funkce ohrani¢end'na [a, b], kterd ma na tomto intervalu konecny pocet bodt nespojitosti je Rieman-
novsky integrovatelna.

(iii) Funkce monotonni'na [a, b] je na tomto intervalu Riemannovsky integrovatelnd.

Véta 2.2 (linearita urcitého integralu vzhledem k funkci). Necht f, g jsou funkce integrovatelné na
[a, b], c necht je rediné éislo. Pak plati

b b b
/[f(x)+g(x)]dx / f(x)dx+/ g(x)dx,

a

/b cf(x)dx c/b f(x)dx.

a a
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Véta 2.3 (aditivita urcitého integralu vzhledem k mezim). Necht'f je funkce integrovatelnad na[a, b).
Bud’'c € (a, b) libovolné. Pak je f integrovatelnd na intervalech [a, c] a [c, b] a plati

/bf(x)dx = /C f(x)dx +/bf(x)dx.

a a c

Véta 2.4 (monotonie vzhledem k funkci). Budte f a g funkce integrovatelné na [a, b] takové, Ze

b b
f(x) < g(x) prox € (a, b). Pak plat/'/ f(x)dx < / g(x)dx.

a

Poznamka 2.3 (integral z nezaporné funkce). Pro f = 0 dostavame z pfedchozi véty tvrzeni, ze
integral z funkce nezaporné na celém integracnim oboru je nezaporny.

Véta 2.5 (véta o stredni hodnoté). Necht'f je funkce spojita'na uzavieném intervalu [a, b]. Existuje
b

Cislo u € [a, b] s viastnosti f(u)(b — a) = / f(x)dx.

a

Definice 2.5 (stfedni hodnota). Cislo (1) z pfedchozi véty se nazyva stfedni hodnota funkce f na
intervalu [a, b].

V praxi se ur€ity integral po€ita uzitim nasledujici véty.
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Funkce Sttedni hodnota

stf. hodnota

b

b

Obrazek 4.2: UrCity integrél a integralni stfedni hodnota funkce

Véta 2.6 (Newtonova—Leibnizova véta). Necht funkce f(x) je Riemannovsky integrovatelna na

[a, b]. Necht F(x) je funkce spojita na [a, b], ktera je intervalu (a, b) primitivni'k funkci f(x). Pak ‘{
plati

b
/ f(x)dx = [F(x)]2 = F(b) - F(a).

a

Metoda per—partés a substituéni metoda pro urcity integral vypadaji nasledovné.
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Véta 2.7. Plati

(i) /b u(x)v'(x)dx = u(b)v(b) — u(a)v(a) —/ u'(x)v(x)dx

@(b)
x)d f(t)dt
w [ 10 = )
@™ (b)
i [ 100 / ., (@

na kazdém intervalu, na kterém jsou funkce a jejich derivace, které vystupuji v integralech, spojite
a @ je ryze monotonni.

Vsimnéte si, Ze pfi substituci v ur€itém integralu se mohou ménit meze. Je proto nutné si uvést jesté
nasledujici definici.

b a

a
f(x)dx = —/ f(x)dx. Dale definujeme/ f(x)dx = 0.
b

a

Definice 2.6. Proa > b definujeme/

a

Poznamka 2.4 (geometricky vyznam urcitého integralu). Jak je vidno z definice uréitého integralu,

b
je-li funkce f nezdporna naintervalu [a, b], udava integrél/ f(x) dx obsah obrazce {[x,y] € RxR:

a<x<bal<y<f(x)} tji. obsah obrazce pod kfivkou y = f(x) na intervalu [a, b]. Je-li funkce
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f linearni, je obrazcem pod kfivkou lichobé&znik, v ostatnich pfipadech nazyvdame mnozinu pod
kfivkou krivo¢arym lichobéZnikem. DalSi geometrické aplikace jsou nasledujici.

e Obsah S mnoziny ohrani¢ené shora kfivkou y = f(x) a zdola kfivkou y = g(x) (tj. pfedpokla-
dame f(x) > g(x) na intervalu [a, b]) vypoCteme ze vzorce

S = / [f(x x)]dx.
Zde nic nemusime predpokladat o kladnosti funkci f nebo g.

e Objem V rotaéniho télesa, které vznikne rotaci obrazce ohrani¢eného shora nezapornou
funkci f(x), zdola osou x a ze stran pfimkami x = a, x = b vypo¢teme ze vzorce

V= ﬂ/bfz(x)dx

a

e Objem V rotaéniho télesa, které vznikne rotaci obrazce ohrani¢eného shora nezapornou
funkci 7(x), zdola nezapornou funkci g(x) a ze stran pfimkami x = a, x = b vypoéteme
ze vzorce

V= n/ [£2(x) x)]dx

V nasledujici poznamce si uvedeme metodu, jak pfiblizné uréit hodnotu uréitého integralu v pfi-
padg, Ze neni snadné pouzit Newtonovu—Leibnizovu vétu, nap¥. kdyz nedokdzeme nalézt primitivni
funkci.
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Poznamka 2.5 (Lichobéznikové pravidlo, pfiblizny vypocet uréitého integralu). Necht je funkce f

. : y . ; . o . . b-a
spojitd” na intervalu [a, b]. Rozdélme interval [a, b] na n intervald stejné delky h, tj. plati h = .
Krajni body téchto intervald oznaéme po fadé x,, x4, ..., X, a jim odpovidajici funkéni hodnoty
Yo, Y1, - -+, ¥, Hlavni mySlenka aproximace integralu funkce f na intervalu [a, b] spociva v tom, Ze

na tomto intervalu nahradime funkci f(x) lomenou &arou s vrcholy v bodech [a = x,, Vo, [X1. V4],
...[x, = b,y,] a integral z takto upravené funkce vypolteme jako soucet obsahu jednotlivych
lichobézniku, z nichz je obrazec pod lomenou ¢arou sestaven. (Toto Ize provést i kdyz funkce f
nezachovava znameénko na intervalu [a, b].) Potom plati:

/:f(X)dx ~ g(J/o +2Y1 + 2+ 4 2Y +yn)-
Pfitom chyba v tomto vzorci je tim mensi, ¢im je

o VEtSi n,

e mensi rozdil b - a,

e mensi |f"(x)| na (a, b).
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3. Nevlastni integral

Nevlastni integrdl je rozsifenim pojmu Riemann(v integralu”. Riemann(v integral je definovany
pouze pro ohranic¢ené funkce a konecné obory integrace.
Body, ve kterych funkce neni ohrani¢end a nevlastni body +co budeme souhrnné nazyvat singular-
nimi body".

b
Integral / f(x) dx nazyvame nevlastni, pokud alespon jedno z &isel a, b je rovno +oo, nebo funkce

a
f(x) neni ohranicena na uzavreném intervalu [a, b] (ij. alespon v jednom bodé intervalu funkce ma
singularni bod - nemusi jit vzdy o body a nebo b, ale singularni bod miZze byt i uvnitf intervalu).
Nasledujici definice je sou¢asné i navodem, jak nevlastni integral vypoditat, je-li singularnim bodem
horni mez:

Definice 3.1 (nevlastni integral se singularitou v horni mezi). Necht b € R U {+oo} a necht funkce

f(x) je integrovatelna na kazdém intervalu [a, c], kde a < ¢ < b. Dale necht bud’ plati b = co nebo
u

necht f(x) neni ohrani¢ena v okoli bodu b. Existuje-li vlastni limita Iirrg / f(x)dx = B, fikame Ze
U b-

a
b

nevlastni integral konverguje a piSeme / f(x)dx = B. Pokud limita neexistuje, nebo je nevlastni,

a
b

fikdme, Ze integral / f(x)dx diverguje.
a

Podobna situace nastava, je-li singularnim bodem dolni mez:
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-1 u

(o)

Obrazek 4.3: Nevlastni integrél/ e~ dx
=
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Definice 3.2 (nevlastni integrél se singularitou v dolni mezi). Necht’ a € Ru {-oo} a necht funkce

f(x) je integrovatelna na kazdém intervalu [c, b], kde a < ¢ < b. Déle necht bud plati a = —oco nebo
b

necht’ f(x) neni ohraniena v okoli bodu a. Existuje-li vlastni limita lim / f(x)dx = A, fikame ze
u—at

u
b

nevlastni integral konverguje a piSeme / f(x)dx = A. Pokud limita neexistuje, nebo je nevlastni,

a
b

fikame, Ze integral / f(x)dx diverguje.
a

Poznamka 3.1. Pokud je v pfedchozich definicich b = co nebo a = —oo, nahradime odpovidajici
jednostrannou limitu oby&ejnou limitou, tak jak jsme ji definovali v nevlastnich bodech.

Poznamka 3.2. Pokud singularni bod™ lezi uvnitf intervalu (a, b), a, b € R uU {xoo}, nebo pokud
jsou singularnimi body obé meze, rozdélime interval pfes ktery integrujeme na nékolik podintervali
opakovanym vyuzitim aditivity Riemannova integralu” vzhledem k mezim (Véta 2.3) a integrujeme
na kazdém intervalu samostatné.

4. Obycejné diferencialni rovnice (tivod)

Obycejna diferencialni rovnice je matematicky vztah mezi neznamou funkci a jejimi derivacemi
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Definice 4.1 (oby¢ejnda diferencialni rovnice). Obycejnou diferencialni rovnici prvniho radu rozre-
senou vzhledem k derivaci (struéné - diferencialni rovnici (ODR)) s neznamou y rozumime rovnici
tvaru

y'=1f(x.y) (4.1)
kde f je funkce dvou proménnych. Resenim (té2 integrélem) rovnice na intervalu / rozumime kaz-
dou funkci y = y(x), ktera splfiuje identicky (4.1) na /.
Uloha najit fegeni rovnice (4.1), které spliiuje zadanou pocédtecni podminku

¥(Xo) = ¥o (4.2)
se nazyva pocatecni tloha nebo téz Cauchyova uloha. Jejim feSenim rozumime funkci, ktera spl-
riuje podminku (4.2) a je na néjakém intervalu obsahujicim bod x, feSenim rovnice (4.1).
Reseni Cauchyovy Ulohy nazyvame téz partikuldrnim fesenim rovnice (4.1). Graf partikularniho
feSeni se nazyva integréini krivka.

V souvislosti s diferencialnimi rovnicemi nas zajima pfedevsim otazka, zda dana rovnice (pocateéni
uloha) ma feSeni, na jakém intervalu je toto feSeni definovano a zda je uréeno jednoznacéné. My
se budeme navic zabyvat pouze rovnicemi, u nichZ Ize feSeni nalézt analytickou cestou pomoci
integralniho poctu.
4.1. Rovnice typu y' = f(x)
Nejjednodussim pfikladem diferenciélni rovnice je rovnice tvaru

y' =f(x). (4.3)
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Z integralniho poctu vime, Ze tuto rovnici splfiuje kazda primitivni* funkce k funkci 7, tj. Ze feSenim
rovnice (4.3) je funkce

y =/f(x)dx+C,

kde C je libovolna konstanta. Takovéto feSeni, které obsahuje konstantu, nazyvame obecné reseni
rovnice. Toto feSeni tedy reprezentuje vSechny funkce, vyhovujici dané rovnici (je jich zfejmé neko-
ne¢né mnoho) Libovolné partikularni feSeni ziskame z obecného fe$eni vhodnou volbou konstanty.

Poznamka 4.1 (obecné a partikularni feSeni). Podobny princip plati i u dalSich diferencialnich
rovnic. Funkci které vyhovuji diferencialni rovnici prvniho fadu je nekoneéné mnoho, zapiSeme-li
v8echny jednim vzorcem, bude tento vzorec obsahovat jistou konstantu C. Takovy vzorec se na-
zyvéa obecné reseni diferencialni rovnice. Kazdé jednotlivé (partikularni) feSeni Ize z tohoto vzorce
obdrzet' vhodnou volbou konstanty C.

5. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi
V tomto odstavci si uvedeme postup feSeni jedné z nejjednodussich diferencialnich rovnic.

Definice 5.1 (ODR se separovanymi proménnymi). ODR tvaru

y' = f(x)g(y). (5.1)
kde f a g jsou spojité funkce na otevienych intervalech nazyvame obycejnou diferencialni rovnici
se separovanymi proménnymi.

'i z tohoto pravidla véak existuji vyjimky, )
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Pocateéni uloha pro rovnici se separovanymi proménnymi nemusi mit vzdy jediné feSeni. Existuji
dokonce feSeni, které maji porusenu jednoznacénost v kazdém bodé svého definiéniho oboru. Tato
feSeni se nazyvaji singularni.
Tuto rovnici feSime separaci proménnych nasledovné:
(i) Ma-li rovnice g(y) = O feSeni ky, ko, ..., k,,, jsou konstantni funkce y = ky, ¥y = ko, ..., ¥ =k,
feSenimi rovnice. Ostatni feSeni jsou nekonstantni a nalezneme je v dalSich krocich.

(i) Dale pracujme jenom na intervalech, kde g(y) # 0. Formalné nahradime derivaci y’ podilem
diferencial(i —y:
dx

dy
— =1f(x
5. = 9w
d
(iii) Se zlomkem d—i pracujeme "normalné" jako s podilem dvou vyrazd. Nasobenim a délenim
pfevedeme rovnici na tvar, ktery obsahuje na kazdé strané pouze jednu proménnou:
dy

70) = f(x)dx.

(iv) Ziskanou rovnost zintegrujeme:

/%:/f(x)dx+0
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Vlevo je tedy integral v proménné y, vpravo integral v proménné x a na jednu ze stran rovnice
pfidame integraéni konstantu. Tim obdrzime rovnici, ktera implicitné zadava obecné feseni
rovnice.

(v) Pokud je zadana poc¢ate¢ni podminka, dosadime ji do obecného feSeni a uréime hodnotu
konstanty C. Tuto dosadime do obecného feSeni a obdrzime feSeni partikularni.

(vi) Pokud je to mozné, pfevedeme feSeni (obecné nebo partikularni) do explicitniho tvaru ("vyja-
dfime" odsud y).

(vii) Pokud je mozné nékteré z konstantnich feSeni obdrzet vhodnou volbou konstanty ve vzorci
pro obecné feSeni, zahrneme toto konstantni feSeni do obecného. ReSeni, ktera neni takto
mozno zahrnout do obecného fedeni jsou €asto singularnimi.

Priklad 5.1 (aplikace diferencidlnich rovnic v praxi — rist populace). Udava-li funkce y(x) velikost
jisté populace v ¢ase x, udava derivace” y’(x) rychlost zmény velikosti této populace v ¢ase x.

(i) Uvazujme populaci y &astic znecistujicich jezero. Do jezera o objemu V, ve kterém je y,
znecistujicich Castic, pfitéka Cista voda rychlosti r a stejnou rychlosti z jezera odtéka voda
znecisténa. Ubytek znecistujicich ¢astic souvisi s koncentraci znecisténi a je popisovan dife-
rencialni rovnici .

y' ==y
Tato rovnice se nazyva rovnice samocisténi jezer. Vzhledem k tomu, Ze je znama velikost
pocatecniho znecisténi, fesSime tuto rovnici spolu s poéateéni podminkou

¥(0) = yo.
Po vyfeSeni rovnice obdrzime funkci, ktera umozni pfimo vypogitat mnozstvi znecisténi v je-
zefe v libovolném cCase.
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(ii)

(iii)

Uvazujme populaci zivo&ichl nebo rostlin uréitého druhu v uréité lokalité. Pfedpokladejme,
ze diky vzajemné konkurenci mezi jednotlivci mize dana lokalita uzivit pouze omezeny pocet
zivoCichll. Maximalni pocet téchto zivoCichl se nazyva nosna kapacita prostredi, oznaéme
ji M. Vyraz (M - y) poté udava volnou kapacitu prostredi, tj. kolik se v prostfedi jesté mlze
uchytit jedinct. Derivace y' udava rychlost, s jakou se méni pocet jedinct v populaci. Je
pfirozené predpokladat, Zze tato rychlost je umérna poctu jedincl y a ze klesa, je-li velikost
populace blizka hodnoté M. Zpravidla pouzivame pro modelovani vyvoje takové populace
logistickou rovnici
y'=kyM-y).
| tuto rovnici Ize feSit separaci proménnych, jeji feSeni je vSak jiz obtiznéjsi.

Uvazujme, zZe z populace v pfedchozim bodé odebirame jednotlivce konstantni rychlosti r
(napfiklad vlivem lovu nebo tézby). Potom se rlist populace fidi diferencialni rovnici

y'=kyM-y)-r.
Studium této rovnice (a rovnic, které jsou jejimi modifikacemi) je uzite€né pfi vytvafeni ekologicky akcep-

tovatelnych modelll tézby a vyuzivani nékterych obnovitelnych pf¥irodnich zdroja (jako jsou Zivocichové
nebo biomasa, nikoli véak ropa nebo uhli).

Uvazujme, populaci, fidici se logistickou rovnici, z niz jsou odebirani jedinci pusobenim pre-
datord. Rychlost, s jakou predatofi odebiraji jedince oznaéme p(y) (zavisi na y, protoze napf.
je-li populace mala, predatofi vyhledavaji dostupnéjsi potravu a p(y) je mala; pro vétsi y
roste, nikoliv vdak do nekoneéna, pouze do hladiny, kdy jsou predatofi nasyceni). Potom se
rlist populace fidi diferencialni rovnici

y' =ky(M-y)-p(y)

Obsah <4< >> < > Zpét

4



136
Napfiklad pfi modelovani vyvoje populace obaleée smrkového v kanadskych lesich se v této rovnici po-
2

— ay ZedR f BT Y f o 5
uziva funkce tvaru p(y) = I Znalost a spravna interpretace feseni této rovnice pomuze odpovédét
+

napfiklad na otazku, zda velikost populace, ktera se pfemnozila diky vymfeni jejich pfirozenych nepfatel,
se po umelém opétovném vysazeni téchto nepfatel snizi na plivodni hodnotu, ¢i nikoliv, pfipadné zda je
mozné pfemnozeny druh zredukovat na "pfijatelnou velikost" ekologickou cestou vysazenim predatord.

6. Diferencialni rovnice n-tého radu

V aplikacich se Ize setkat i s rovnicemi, které obsahuiji i vy$Si derivace — s diferencidlnimi rovnicemi
vy$sich radu. Radem takovéto rovnice mame piitom na mysli Fad nejvy$si z derivaci. V technické
praxi se setkdvame zejména s diferencialnimi rovnicemi druhého fadu a v nékterych aplikacich
i s rovnicemi ¢tvrtého fadu.

Definice 6.1 (diferencialni rovnice n-tého fadu). Diferencialni rovnici n-tého radu roziesenou vzhle-

dem k nejvy$si derivaci rozumime rovnici tvaru
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6.1. Rovnice typu y" = f(x)

Budeme se zabyvat pouze nejjednodussim moznym tvarem diferencidlni rovnice n-tého fadu, kdy
proménna y vystupuje v rovnici pouze v n-té derivaci, tj. rovnici tvaru

y" = f(x). (6.1)

Nékteré poznatky je mozné rozsifit i na dalSi typy diferencialnich rovnice vyssiho fadu.
Je-li funkce f integrovatelna, Ize rovnici zintegrovat a obdrzime

yn=1 = /f(x) dx +Cy,
kde C, je integracni konstanta. Opakovanym integrovanim dostavame

y(n—2) = /(/f(X)dX) dX + C1X +Cz,

kde C, je dalsi integraéni konstanta, obecné rizna od C,. n-nasobnym opakovanim tohoto postupu
dospéjeme k vyjadreni feSeni y pomoci n integraénich konstant C,, C,, ..., C, — toto feSeni nazy-
vame obecné reseni rovnice (6.1). Mame-li za ukol najit feSeni partikularni, je tfeba urc¢it hodnoty
celkem n integraénich konstant. Proto pro korektni formulaci Cauchyovy ulohy zadavame ne jednu
ale n poéatecnich podminek

’ ! - _1
y(xo) = Yo Y'(Xo)=¥s oon YO (xo) =y,

kde Xo, Yo: Vg + -+ é"'” jsou redlna ¢isla. Je-li funkce funkce f spojita” na intervalu /, obsahujicim

bod x,, ma kazda pocatecni uloha (6.1) — (6.2) jediné feSeni, definované na intervalu /.

(6.2)
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7. Shrnuti

Integralni pocet je doplnék poétu diferencialniho — integrovani je opaény proces k derivovani. Po-
tfeba vyvinout takovy pocet je dana pfedevdim aplikacemi, zejména tim, Zze vétSinu pfirodnich
zakon( je pfirozené a jednoduché formulovat pomoci diferencidlnich rovnic. V poslednich letech
masivné pronika integraini pocet i do mnoha dalSich obord. Napfiklad matematicka biologie se
stala jiz samostatnou a podstatnou ¢asti celé biologie. S diferencialnimi rovnicemi se setkavame
zejména tam, kde vime, jak souvisi rychlost, kterou se systém vyviji, se stavem tohoto systému a
potfebujeme najit funkci, popisujici stav tohoto systému v uréitém ¢asovém intervalu.

Urcity integral” zpravidla po¢itame pomoci Newtonovy-Leibnizovy véty a pomoci integralu neu-
réitého”. V pfipadech, kdy tento postup je prakticky neproveditelny, nebo se setkava s velkymi
obtizemi, je mozné pouzit nékterou z pfibliznych metod vypocétu, napf. lichobéznikové pravidlo. Ur-
City integral ma fadu aplikaci v technickych védach, my jsme se v tomto textu zabyvali zakladnimi
geometrickymi aplikacemi.

Nalezeni neurcitého integralu mize byt velice obtizné. Bylo vyvinuto nékolik integra¢nich metod
a pro dany integral ¢asto vede k cili pouze jedina z nich. Ktera z metod to bude Ize zpravidla
(v jednodussich pfipadech bez vyjimky) odhadnout z tvaru integrované funkce. V textu jsme se
vénovali metodé per-partés a substitu¢ni metodé. Kromé toho je velmi dilezité umét integrovat
raciondlini funkce. Toto provadime rozkladem na parcialni zlomky, kterému muze jesté predchazet
déleni polynomd.
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