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Kapitola 1

Diferencialni pocet funkci dvou
promennych

Pfi studiu funkci jedné proménné jsme podstatné vyuzivali pojm0 limita a derivace”. Limita byla
presnou definici toho, co mame na mysli, fekneme-li “jestlize se vzory funkce blizi k ¢islu a, pak
se obrazy blizi k Cislu L”. V této kapitole budeme studovat funkce dvou a vice proménnych a
musime si nejprve ujasnit, co to znamend, fekneme-li ze bod (x¢, x5, ..., x,) lezi blizko bodu
WY1 ¥,). Zavadime proto v n-rozmérném prostoru pojem vzdalenosti, a to nejpfirozenégjSim
moznym zpUsobem (nikoli v§ak jedinym moznym). Pfipomenme, ze s prostorem IR” obsahujicim
n-rozmérné vektory jsme se setkali jiz v prvnim ro¢niku. Nyni na této mnoziné budeme definovat
vzdalenost a prvky této mnoziny budeme nazyvat body.



1. Euklidovsky metricky prostor

Definice 1.1 (metricky prostor, metrika). MnoZina [E” prvkd z R” s metrikou p definovanou pro
X=Xy, Xp,...X,) €R" QY = (V1. Yo, ..., y,) € R" vztahem

PXY) = [y = 12 + (o = Yo + o+ (X = Y2 (1.1)

se nazyva Euklidovsky metricky prostor. Prvky prostoru E" budeme nazyvat body. Funkce p se
nazyva Euklidovska metrika. Cislo p(X,Y) se nazyva Euklidovska vzdalenost bodi X, Y .

Poznamka 1.1. V prostorech [E? a IE® se jedna o “b&Znou” definici vzdalenosti, pouzivanou v kaz-
dodennim zivoté. | nasledujici tfi viastnosti metriky jsou v téchto prostorech velice nazorné.

Véta 1.1 (vlastnosti euklidovské metriky). Pro libovolna X,Y,Z € E" plati
oX,Y)=pY. X) symetrie
oX,Y)=0 = X=Y totoZnost
pX.Y)+p(Y.Z) = p(X,Z) trojuhelnikova nerovnost

Nasledujici definice zavadi nazev pro mnozinu bod, které jsou “blizko” daného bodu X (tj. nejsou
od néj vzdaleny vice, nez jista maximalni pfipustnd hodnota ¢).
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Kapitola 1.1: Euklidovsky metricky prostor 5

Definice 1.2 (okoli, ryzi okoli). Bud’X € E” bod z E" a € > 0 kladné realné cislo. Epsilonovym
okolim bodu X rozumime mnoZinu oznacenou O, (X) skladajici se z bodu, jejichZ vzdalenost od
bodu X je mensi nez ¢, {j.

O, X)={Y e E":p(X,Y) < e}

Ryzim epsilonovym okolim bodu X rozumime mnoZinu 53 (X) definovanou
0,(X) = 0,00\ {X},
lj. e-okoli bodu X, s vylou¢enim bodu X .

Poznamka 1.2. V prostorech [E? a IE® je tedy e-okolim bodu X vnitfek kruhu, resp. vnitfek koule se
stfedem v bodé X a polomérem ¢. Proto obecné okoli nazyvame téz otevienou n-rozmérnou kouli .
Ryzi okoli je potom oteviena n-rozmérna koule bez svého stfedu. Nebude-li velikost € podstatna,
budeme ji vynechavat. V pfipadé jednorozmérného prostoru definice splyva s definici okoli bodU
na realné ose, jak ji zndme z prvniho ro¢niku.

Poznamka 1.3 (neeuklidovské metriky). V teorii metrickych prostorl se metrikou nazyva jakakoliv
nezaporna funkce p(X,Y) dvou proménnych, ktera splfiiuje vlastnosti uvedené ve Vété 1.1. Toto
je nékdy vyhodnéjSi. Definujeme-li napfiklad o,.«(X.Y) = max{|x; - y;|.i = 1,2,..., n} bude
mnozinou vSech bodu Y splfiujici pro dany bod X nerovnici o, (X, Y) < € Ctverec. V této metrice
jsou okoli bodu v roviné &tvercového tvaru’, co? je jist& jednodussi objekt nez kruh vznikly pfi pouZiti
euklidovské metriky. Nize vyloZzena teorie nezavisi na tom, zda pouZijeme Euklidovskou metriku,
metriku ppax Ci N€jakou jinou metriku. Proto se budeme drzet metriky Euklidovské — ve dvou a
trojrozmérnych prostorech Iépe odpovida “zazité predstavé” o vzdalenosti. Protoze tedy nebudeme

"Koule jsou tedy hranaté, dvourozmérna koule je &tverec, trojrozméma koule je krychle.
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6

pouzivat jinou metriku, nez metriku Euklidovskou a jiny metricky prostor nez Euklidovsky, budeme
privlastek “Euklidovsky” vynechavat.

Poznamka 1.4 (obecné metrické prostory). Teorie metrickych prostort je jedna z nejabstrakinégjsich
partii matematiky, se kterymi se studenti setkavaji. V této teorii obecnéji metrickym prostorem
nazyvame jakoukoliv mnozinu, na niz Ize definovat metriku s vlastnostmi uvedenymi ve Vété 1.1.
Tato mnozina maze byt napfiklad

mnozina bod( v trojrozmérném prostoru

mnozina bod( v prostoru libovolné dimenze

mnozina funkci (napfiklad v teorii aproximace nas zajima, jak jsou dvé funkce blizko sebe)
mnozina slov (v lingvistice jsou dvé slova “blizko sebe” pokud jsou si podobna)

2. Zakladni topologické pojmy

V této podkapitole si vyjadiime presné, co znamenaji intuitivné znamé pojmy jako “ohraniCend
mnozina” nebo “hranice a vnittfek mnoziny”. Jediny pojem, o ktery se pfitom muizeme opfit, je
pomeérné obecny pojem vzdalenost a z néj odvozeny pojem okoli. Uvidime vSak, Ze tyto pojmy jsou
pro dany Ucel zcela dostate¢né. Vyhoda pouziti téchto obecnych pojmd je, ze nize uvedené definice
plati pfi libovolné (i neeuklidovské) volbé metriky o a jsou pfenositelné i do zcela abstraktnich
metrickych prostor(.

V nésledujicich definicich je X € E” bod a M ¢ [E” podmnozina v Euklidovském prostoru [E”.

Definice 2.1 (ohraniena mnozina). Mnozina M se nazyva ohranicena, jestlize lezi v (dostatecné
velkém) okoli néjakého bodu Y € E".
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Kapitola 1.2: Zakladni topologické pojmy 7

Definice 2.2 (izolovany bod). Bod X se nazyva izolovanym bodem mnoZiny M, jestliZze existuje
okoli O(X) bodu X s viastnosti O(X)nM = {X}.

Definice 2.3 (hromadny bod). Bod X se nazyva hromadnym bodem mnoziny M, jestlize kazdé ryzi
okoli bodu X obsahuje alespori jeden bod, leZici v mnoZiné M (v tomto pfipadé jich navic obsahuje
dokonce nekonecné mnoho).

Bod, ktery neni hromadny, tedy lezi relativné daleko od ostatnich bodl. Napfiklad izolovany bod
zcela jisté neni hromadny.

Definice 2.4 (vnitfni bod, vnitfek, oteviena mnozina’). Bod X se nazyva vnitrnim bodem mnoZziny M,
jestlize X € M a existuje néjaké okoli O(X) bodu X lezici celé v mnoziné M, tj. O(X) € M. MnoZina
vSech vnitinich bodi mnoZiny M se nazyva vnitrek mnoziny M a oznacuje M°. Je-li mnozZina M
totoZzna se svym vnittkem, 1. je-li kazdy bod mnoZiny M vnitini, fikame, Ze mnoZina M je oteviena.

Vnittni bod mnoziny M je tedy bod, ktery je relativné daleko od bod( nepatticich do M. Je obklopen
pouze body z mnozZiny M a vSechno ostatni je dal nez néjaké kladné ¢&islo.

Definice 2.5 (hrani¢ni bod, hranice). Bod X se nazyva hranicnim bodem mnoziny M, jestlize kaZzdé
okoli bodu X obsahuje alespori jeden bod lezici v . mnoziné M a soucasné alespori jeden bod
nelezici v mnoziné M. MnoZina vsech hrani¢nich bodi mnoZiny M se nazyva hranice mnoziny M a
oznacuje OM.
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Kapitola 1.2: Zakladni topologické pojmy 8

Definice 2.6 (uzavér, uzaviena mnozina’). Uzavérem mnoziny M rozumime mnoZinu M definova-
nou jako sjednoceni vnittku a hranice mnoZiny M, ti. M = M° u dM. Je-li mnoZina totoZna se svym
uzavérem (tj. obsahuje-li vSechny své hranicéni body), nazyva se uzavrena.

Hranice mnoziny M je tedy mnozina bodd, které lezi “nekone¢né blizko™ bodlim mnoziny M a
souc€asné “nekonecné blizko” k bodim mimo mnozinu M. Uzavér mnoziny M je potom mnozina
obsahujici body mnoziny M a body lezici “nekonec¢né blizko” k mnoziné M.

»2

Definice 2.7 (souvisla mnozina). Mnozina M se nazyva souvisla, jestlize kazdé dva body, leZici
v mnoZiné M Ize spojit lomenou carou, leZici v M.

Poznamka 2.1. Nedefinovali jsme ovSem pojem lomena cara. Pro prostory dimenze 2 a 3 pojmu
intuitivné rozumime a pro prostory vyssi dimenze jej pouzivat nebudeme. Zajemce o tuto proble-
matiku najde pouceni v odborné literature.

Definice 2.8 (oblast, uzaviena oblast, kompaktni mnozina). Oteviena souvisla mnoZina se nazyva
oblast. Uzaviena souvisla mnoZina se nazyva uzavrena oblast. Uzaviena ohrani¢enda mnoZina se
nazyva kompakitni.

Poznamka 2.2. Je-li X € M, je bod X bud hraniénim bodem, nebo vnitinim bodem mnoziny M.

2Bliz nez jakékoliv kladné &islo.
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3. Funkce

V praktickych aplikacich ¢asto hodnoty veli¢iny zavisi ne na hodnotéach jedné jediné jiné veli€iny, ale
na vice faktorech®. Je proto logické, vyuzivat pro popis fyzikalniho obrazu svéta funkce vice promén-
nych. Nasledujici definice je rozsifenim definice funkce jedné proménné, kterou znate z ivodniho
kurzu matematiky.

Definice 3.1 (funkce, defini¢ni obor, obor hodnot). Rekneme, Ze pravidlo f je funkci n proménnych
s definicnim oborem D(f) € IR” a oborem hodnotIm(f) € R, jestliZe toto pravidlo kaZdému X e D(f)
prifazuje jediné CisloY € Im(f). Piseme Y = f(X).

Prvek X nazyvame vzor a ¢islo Y obraz. Je-lif funkce n proménnych, pisemef : R" — R

Poznamka 3.1. U funkce dvou proménnych pro pfehlednost pouzivame radéji nazvy veli¢in, nez
nazvy bodl z abstraktniho Euklidovského prostoru. PiSeme-li napfiklad pro konkrétnost X = (x, y)
a Y = z, funkci dvou proménnych potom chapeme jako pfedpis z = f(x,y). Podobné funkci tfi
proménnych budeme Castéji rozumét predpis v = f(x, y, 2).

Stejné jako u funkce jedné proménné, pro funkci dvou proménnych zavadime pojem graf”, ktery
umoziuje nazorné vysvétleni mnoha vztaht a pojm0, které budeme pouzivat. Pojem graf je mozno
definovat i pro funkci n proménnych, zde vSak ztraci svou geometrickou ndzornost, protoZze nase
geometricka predstavivost vétSinou konéi u prostor( dimenze 3.

3Napfiklad objem valce zavisi nejenom na jeho vysce, ale i na poloméru podstavy.
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Kapitola 1.3: Funkce 10

Definice 3.2 (graf’, vrstevnice’). UvaZujme funkci dvou proménnych f : R> — R.

Grafem funkce f rozumime mnoZinu bodu (x,y, z) € R® s viastnosti z = f(x,y). Zpravidla touto
mnoZzinou bude néjaka plocha v prostoru.

Necht' C € Im(f) je pfedem dané Cislo. Vrstevnici na urovni C rozumime mnoZinu vsech bodu
(x,y) € R®, splriujici f(x,y) = C.

Poznamka 3.2 (geometricka pfedstava). Geometricky Ize graf funkce dvou proménnych chapat
jako plochu v trojrozmérném prostoru, popsaném soufadnicemi x, y a z. Vrstevnice na Urovni C
je potom kfivka, ktera je fezem grafu funkce rovinou z = C, tj. vodorovnou rovinou, prochazejici
bodem [0, 0, C].

Motivace. Zatimco v diferencialnim poc&tu funkci jedné proménné je limita zcela zasadnim pojmem,
v diferencialnim poétu funkci dvou a vice proménnych je limita nepomérné obtizné&jsi pojem*. Proto
se také limita” funkce vice proménnych pouziva pomérné zfidka. Napfiklad derivace funkce vice
proménnych neni definovana pomoci limity funkce vice proménnych, ale pouze pomoci limity funkce
Jjedné proménné.

Definice 3.3 (limita). Necht'f : R" — R je funkce n proméennych definovana v nejakém ryzim okoli
bodu A € R". Rekneme, Ze funkce f ma v bodé A limitu rovnu &islu L € R, jestliZze pro kaZdé okoli

O(L) bodu L existuje ryzi okoli 5(A) bodu A takove, Ze obrazy vsech bodu z tohoto ryziho okoli
bodu A leZi v okoli bodu L, tj. pro vSechna X € O(A) plati f(X) € O(L). Piseme

)l(l_.mAf(X) =L.

“Diivodem je skuteénost, ze zatimco k bodu na pfimce se miizeme blizit jenom dvéma zplisoby (zprava a zleva), existuje
nepomeérné vice moznosti je se blizit k bodu v roviné nebo v n rozmérném prostoru.
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Kapitola 1.3: Funkce 11

Poznamka 3.3. V pfipadé limity funkce dvou proménnych f(x, y) piSeme pro limitu v bodé (x,, ¥o)
pro konkrétnost

lim fix,y)=L.
(x.y)—(x0.Y0) x.y)

Poznamka 3.4. Podobné jako pro funkci jedné proménné plati:

e Ma-li funkce limitu”, je limita v tomto bodé uréena jednoznacné, tj. existuje-li ¢islo L, splnujici
definici limity, je toto Cislo jediné s danou vlastnosti.

e Limita souctu (soucinu, rozdilu, podilu) je rovna souctu (soucinu, rozdilu, podilu) jednotlivych
limit, pokud tyto jednotlivé limity existuji a pfislusna operace je definovana, tj. nejedna se
. 00 kK O
0 operaci typu +00 F 00, 000, 5, 6, 6
e Na rozdil od funkce jedné proménné u funkce vice proménnych neexistuje analogie
I'Hospitalova pravidla pro vypocet “neurcitych vyraz(”.

V bodé, kde funkce ma limitu, funkce nemusi byt definovana. Jestlize v tomto bodé funkce defino-
vana je, funkéni hodnota nema zadny vliv na existenci ani hodnotu limity. Je-li vSak funkéni hodnota
a hodnota limity stejnd, je funkce do jisté miry pékna — je spojita’.
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Kapitola 1.3: Funkce 12

Definice 3.4 (spojitost). Rekneme, Ze funkce f : R” — R je spojita v bodé A, jestliZe
e existuje f(A), tj . funkce f je v bodé A definovana,
o existuje )I(imA f(X), 4j. funkce f ma v bode A limitu’,

e platif(A) = )I(iLnAf(X).

Rekneme, Ze funkce f : R" — R je spojitd na oteviené” mnoziné M, je-li spojita ve véech bodech
mnoZiny M

Poznamka 3.5. Jak jsme poznamenali, s limitou funkce dvou a vice proménnych se pracuje po-
mérné obtizné. Nasledujici véta uvadi jednu z moznosti jak ekvivalentné definovat spojitost bez
pouziti pojmu limita.

Véta 3.1 (ekvivalentni definice spojitosti). Necht'f : R” — R je funkce n proménnych definovana
v néjakém okoli bodu A € R". Rekneme, Ze funkce f je v bodé A spajita, jestliZze pro kazdé okolf
O(f(A)) bodu f(A) existuje okoli O(A) bodu A takové, Ze obrazy vsech bodu z tohoto okoli bodu A
leZi v okoli bodu O(f (A)), tj. pro vSechna X € 5(A) plati f(X) € O(f (A)).

Zjistovat spojitost pomoci definice, pfipadné pomoci predchozi véty, je znaéné nepraktické a slozité.
Nasledujici véta vSak ukazuje, Ze v praxi pracujeme témerf vyhradné se spojitymi funkcemi. Pfesnéji:
funkce reprezentované vyrazem konecné délky sestavenym z funkci uvedenych v nésledujicim
vyCtu jsou spoijité vSude, kde jsou definované.
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Kapitola 1.3: Funkce 13

Véta 3.2 (spojitost'elementarnich funkci). VSechny mnohocleny, goniometrické, cyklometricke, ex-
ponencialni a logaritmické funkce, obecna mocnina a dale vsechny funkce, které z nich ziskame
konecnym poctem operaci scitani, odecitani, nasobeni, déleni a skladani téchto funkci navzajem
Jsou spojité v kazdém bodé svého definiéniho oboru.

Poznamka 3.6. V praxi tedy limitu vySe uvedenych funkci umime vypoditat dosazenim. Pouze,
pokud to “nelze”, tj. pokud bod, v némz pocitame limitu, neni v definiénim oboru funkce, musi se
neexistuje obdoba I'Hospitalova pravidla). U funkci vice proménnych se limitou zabyvame spie
vyjimecné.

funkce jako smérnici te€ny a smérnici te¢ny pocitat jako limitu ze smérnic seny ke grafu funkce.
Prochézi-li funkce bodem (x, f(x)) a bodem (x + Ax, f(x + Ax)), je smérnice seCny prochazejici
f(x + Ax) - f(x)

témito body rovna podilu
y p Ax

. Smérnice te€ny (a tedy i rychlost ristu) v bodé x je

potom limita
im f(x + Ax) —f(x)

Ax—0 Ax

Do jisté miry analogicky postup pouzijeme i u funkce jedné proménné. Ze je situace komplikovangjsi
o&ekava kazdy, kdo nékdy stal na nerovné plose — jinym smérem je to “co nejrychleji doli”®, jinym
smérem to je “po vrstevnici” a jingm smérem to je “strmé& vzhlru™®. To, zda funkéni hodnoty rostou
a klesaji a jak rychle, tedy zavisi na sméru, kterym se divame. My se budeme zabyvat tim, jaka je
rychlost ristu ve dvou vyznaénych smérech — rovnobézné s kazdou ze soufadnych os.

5Tim smérem se vyda &lovék pro jablko, které mu upadlo a on jej chce dohonit.
6Smér, kterym se vydavaji jedinci, touzici dosahnout maximalniho sportovniho vykonu.
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Kapitola 1.3: Funkce 14

Definice 3.5 (parcialni derivace’). Necht'f : IR> — R je funkce dvou proménnych. Rekneme, Ze
funkce ma v bode (x, y) parcialni derivaci podle promenné x rovnu cislu f,(x, y), jestliZze existuje
konecna limita

, . f(x+Ax,y)-1f(x,y)

)=
Rekneme, Ze funkce ma na oteviené” mnoziné M parcialni derivaci podle x, jestlize ma v kazdem
bode mnoziny M parcialni derivaci podle x. Predpisem, ktery kazdéemu bodu takovéto mnoziny M
pritadi hodnotu parcialni derivace podle x v tomto bodé je definovana funkce nazyvana parcialni
derivace podle x. Podobné definujeme parcialni derivaci podle y pomoci limity

f(x,y + Ay) - f(x,
£1x,y) = lim (x.y +Ay) ~F{x.y)
Ay—0 Ay

Opétovnym derivovanim téchto funkci dostavame druhé a vyssi derivace (podobné jako v jedno-
rozmérném pripadé).

Podle definice vidime, ze pfi parcialni derivaci podle x se vlastné jedna o to, Zze na funkci dvou
proménnych f : z = f(x, y) pohlizime pouze jako na funkci proménné x, proménné y si nev§imame’
a derivace této funkce (ve smyslu derivace” funkce jedné proménné) je parcialni derivace funkce f
podle proménné x. Podobné&, pohlizime-li na funkci f pouze jako na funkci proménné y, je derivace
této funkce jedné proménné parcialni derivaci funkce f podle y. Zcela analogicky definujeme
parcialni derivace funkci n proménnych.

7pFesnéji: pohlizime na ni jako na parametr a pracujeme s ni jako s libovolnym realnym &islem
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: . f .
Poznamka 3.7. Derivaci funkce z = f(x, y) podle x oznaCujeme téz f,, z,, z 0 2 Podobné

* 9x’ ax
derivaci podle y. Druhé deri cujeme 2 11 21 02 02 g
pro derivaci podle y. Druhé derivace oznaCujeme z;,, f,,,, Z,, X3y’ 0_y2 a podobné.
Druhé parcialni derivace funkce dvou proménnych jsou celkem ¢tyfi. Nasledujici véta ukazuje, Zze
smiSené druhé derivace jsou vétSinou totozné, tj. ze druhé derivace existuji ve vétsiné pfipadu
pouze ffi.

Véta 3.3 (Schwarzova véta). Jsou-li parcialni derivacefy), a f,, definované a spojité na oteviené
mnoZziné M, pak jsou totozné, 1j. pro vsechna (x, y) € M plati

foy (X, ¥) = (X, y).

V praxi jsou predpoklady ptedchozi véty téméf bez vyjimky splnény a vétu je mozné zobecnit
pro derivace libovolného fadu. Neni proto nutné rozliSovat pfi derivovani poradi, podle kterého
derivujeme, ale pouze pocet kolikrat derivujeme podle x a kolikrat podle y.

Poznamka 3.8 (prakticky vypocet parcialni derivace). Poznamenejme jesté ze pfi praktickém vy-
poctu pouzivame pro vypocet parcialnich derivaci tatdz pravidla jako pro vypocet obyCejnych de-
rivaci, tj. pouzivame vzorce pro derivaci soucinu, podilu, slozené funkce, souctu, rozdilu apod.
Opravnénost tohoto postupu je dana faktem, ze parcialni derivace funkce vice proménnych je
podle definice rovna (obycejné) derivaci této funkce podle uvazované proménné, pokud na ostatni
proménné pohlizime jako na parametry a pracujeme s nimi tedy analogicky jako s realnymi kon-
stantami.
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Definice 3.6 (hladké funkce’). Bud' M oteviena mnoZina'. Rekneme, Ze funkce f Jje hladka na M,
jestlize ma na mnoziné M spojité vSechny parcialni derivace prvniho radu. Rekneme, Ze funkce
f je na M hladka radu k, jestlize ma na mnoziné M spojité vsechny parcialni derivace do fadu k
véetné. MnoZinu spojitych funkci na M oznadéujeme C(M), mnoZinu hladkych funkci C'(M), mnoZinu
hladkych funkci Fadu k oznacujeme C*(M).

Poznamka 3.9 (dusledky existence a spojitosti parcialnich derivaci). V bodé, ve kterém ma funkce
jedné proménné derivaci, je funkce spojitd a ma te¢nu. U funkce vice proménnych podobna véta
neplati, z existence parcialnich derivaci neplyne spojitost. Spoijitost plyne az z existence a spojitosti
parcialnich derivaci. Nasledujici véta udava, ze funkce hladké v okoli néjakého bodu jsou v tomto
bodé spojité, maji tomto bodé te€nou rovinu a funkéni hodnoty téchto funkci lze aproximovat
funkEénimi hodnotami na této te¢né rovine.

Véta 3.4 (dostatecna podminka spojitosti, linearni aproximace funkce pomoci parcialnich‘derivaci).

Necht funkce f ma definované a spojité parcialni derivace v okoli bodu (x,, y,). Potom plati nasle-
dujict.

e Funkcef je v bodé (x,, y,) spojita.

e Rovina o rovnici
z = f(Xq. ¥o) + Fr(Xo. ¥o) (x = Xo) + T (X0, Yo)(¥ = Yo)
je tecna'rovina ke grafu'funkce f v bodé (xy, ¥o. f(Xg, ¥o))
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e Plati pfiblizny vzorec
f(x,y) =~ (Xo. ¥o) + fi(Xo, o) (X = Xo) + f;(xo: Yol = Yo)-
V tomto vzorci je pfesnost tim vétsi, ¢im

— je mensi vzdalenost bodu (x, y) a (Xq. ¥o),
— jsou mensi druhé derivace funkce f (pokud existuji).

Poznamka 3.10 (te¢na rovina®). Pozorny ¢tenar si jisté vSiml, Ze jsme nedefinovali pojem “te¢na
rovina”. Definici tohoto pojmu je ponékud komplikovand, jedna se v8ak pouze o rigorézni vyjadfeni
toho, co si pod timto pojmem zpravidla pfedstavuje Clovek, jez ma zkuSenosti napfiklad s te€nou
rovinou ke kouli. ProtoZze se snazime nas vyklad co nejméné formalizovat, budeme se spoléhat
jenom na tuto intuitivni pfedstavu te¢né roviny.

Definice 3.7 (totalni diferencial’, kmenova funkce). Necht’f(x, y) je funkce dvou proménnych, ktera
ma spojité parcialni- derivace. Vyraz

df(x,y) = fy(x, y)dx + f,(x, y) dy (3.1)
se nazyva totalni diferencial funkce f(x,y). Funkce f(x,y) se nazyva kmenova funkce tohoto
diferencialu.
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Véta 3.5 (charakterizace totalnihodiferencialu). Necht'funkce P(x,y) aQ(x, y) maji spojité parcialni
derivace na oteviené souvislé mnoziné M. Vyraz

P(x,y)dx + Q(x, y)dy
je totalnim diferencialem néjaké funkce na mnoziné M pravé tehdy, kdyZ plati
9P(x,y) _ 8Q(x.y)
oy ox

Poznamka 3.11 (funkce zadand implicitné”). Uvazujme funkci f(x, y) dvou proménnych, splfiujici
v néjakém bodé& (x,, y,) podminku f(xq,Y,) = 0 a majici v okoli bodu (x,, y,) spojité parciélni
derivace.

e Rovnice f(x, y) = 0 vrstevnice  na Urovni O popisuje kfivku prochazejici bodem (xg, y;)-

e Dosadime-li z = 0 v rovnici te€né” roviny ke grafu” funkce v bod& (xg, ¥o. f(Xo. ¥s) = 0),
obdrzime rovnici pfimky v roviné z = 0 (ij. v roviné obsahujici osy x a y)
fe(Xo. Yo)(X = Xo) + (X0, Yo)(¥ = ¥5) = O, (3.2)
ktera je teCnou k uvazované vrstevnici.
o Normalovy vektor této pfimky, tj. vektor /i = (f,(Xq, ¥o). f,(Xo. o)), € nazyva gradient funkce
f v bodé (x,, yp), 0znacujeme jej gradf, nebo Vf. Jednd se o vektor kolmy v bodé (x,, y,)

k uvazované vrstevnici na Urovni 0. Tento vektor udava smeér, ve kterém funkce f nejrychleji
roste.
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e Plati-li f(xq. ¥o) # 0 (tj. neni-li teCna (3.2) svisla pfimka bez smérnice), je rovnici f(x,y) = 0
v okoli bodu (xg, ¥o) implicitné uréena prave jedna spojita funkce y = g(x) (ij. vrstevnice™ je
v okoli bodu (x,, ¥,) grafem néjaké spoijité funkce g).
e Funkce g z pfedchoziho bodu méa v x,, derivaci’, ktera je rovna je smérnici te€ny (3.2), {j. plati

fe(Xo0. Yo)

g'xo) = -5
(%0, ¥o)

4. Derivace slozené funkce

Jak jiz bylo fe€eno, v praxi pfi vypoc¢tu parcialni~ derivace zadané funkce pouzivame “obvykla”
pravidla pro derivovani funkce jedné proménné, pfi¢emz proménné, pres které nederivujeme, po-
vazujeme za konstanty. Parcialni derivace vystupuji v fadé praktickych aplikaci, napfiklad rovnice
vedeni tepla na dvourozmérné desce, kde teplota 7 (¢, x, y) je funkci ¢asu t a polohy (x, y) ma tvar

1 0T 0°T .\ o°T

k ot  (0x)2  (9y)?’
kde k je materidlova konstanta. Nékdy je pro feSeni Ulohy vhodné zvolit jiné nez kartézské sou-
fadnice, které Iépe charakterizuji fyzikalni podstatu problému.® Zde je nutno tedy umét derivovat
i v pfipadé, ze funkci T nezname. Pfedstavime si tedy jistou analogii pravidla pro derivaci slozené

funkce. Pro jednoduchost predpokladejme, ze vSechny funkce se kterymi pracujeme v nasledujici
veté maji spojité” parcialni derivace v oblasti, ve které pracujeme.

8Naptiklad v ptipadé kruhové desky je optimalni udavat polohu pomoci vzdalenosti od stfedu a pomoci odchylky od
néjakého vyznaéného smeru.
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Véta 4.1. UvaZujme funkci z(x,y) a necht' x = f(u,v), y = g(u, v). Potom derivace sloZené funkce
z(f(u,v),g(u,v)) podle u je dana vztahem
% _ 2 ox . 0z 0Oy
du 0x Ou 08y ou

Priklad 4.1. Uvazujme funkci dvou proménnych z(x, y). PoloZme x = rcos ¢ a y = r sin ¢. Potom
r=x>+y?aq = arctg % Plati

%—Q 6—X+% 6y_6z cos +az sin
dr  0x Or 9dy Or odx & dy .

5. Extremalni ulohy

Motivace (tfi typy extremalnich uloh pro funkce vice proménnych). Pfedpokladejme, Ze funkce
f je spojita”a je definovana v bodé (x,, y;), ktery je bud vnitinim nebo hrani¢nim bodem defini¢niho
oboru. Bude nés zajimat, kdy jsou funk&ni hodnoty v bodé (x,, y,) “co nejvétsi”, tj. kdy bude platit

f(Xo0.Y0) > f(x.y) pro(x,y) # (xo. ¥o). (5.1)

ptipadné, kdy bude platit

(X0, ¥o) Z F(x.y). (5.2)
Pokud plati prvni z nerovnosti, fikdme, Ze funkce f ma v bodé (x,, ¥,) osiré maximum a u druhé
z nerovnosti fikdme, Ze funkce ma v bodé (x,, y,) neostré maximum. Pfitom musime dikladné
specifikovat, co pfesné témito nerovnostmi rozumime, tj. pro ktera (x, y) musi nerovnost platit. Tim
se budou jednotlivé druhy maxim liSit. V praxi ma smysl rozeznavat tfi druhy extremalnich dloh,
které jsou postupné uvedeny v nasledujicich definicich.
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Definice 5.1 (lokalni maximum®). Je-li bod (x,, ¥,) vnitinim bodem definiéniho oboru a nerovnost
(5.1) (pfipadné (5.2)) plati pro vsechna (x, y) z néjakého okoli bodu (x,, y,), fikame, Ze funkce
ma v bodé (x,, yo) ostré lokalni maximum (pfipadné lokalni maximum).

Definice 5.2 (absolutni maximum’). Je-li funkce definovana na pfedem zadané mnoziné M a plati-li
nerovnost (5.1) (pfipadné (5.2)) pro vSechna (x, y) € M, fikame, Ze funkce ma v bodé (x,, y,) ostré
absolutni maximum (pfipadné absolutni maximum) na mnoziné M.

Definice 5.3 (vazané maximum’). UvaZujme dalsi pfedem zadanou spojitou” funkci dvou promén-
nych g : R? — R, kterd splriuje g(xy, ¥,) = 0, ti. bod (o, ¥,) le2i na vrstevnici” g(x,y) = 0 grafu
funkce g. Rovnici této vrstevnice

glx.y)=0 (5.3)
budeme nazyvat vazebni podminkou. Plati-li nerovnost (5.1) (pfipadné (5.2)) pro vSechna (x, y)
Z néjakeho okoli bodu (x,,y,), ktera spliiuji vazebni podminku (5.3), fikame, Ze funkce ma
v bodé (x,, ¥o) ostré vazané lokalni maximum (pfipadné vazané lokalni maximum) vzhledem k va-
zebni podmince (5.3).

Definice 5.4 (lokélni, absolutni a vazané minimum). Zménime-Ili smér nerovnosti (5.1) a (5.2),
obdrzime podobné (ostré) lokalni minimum, (ostré) absolutni minimum na mnozZiné M a (ostré)
vazané lokalni minimum pfi vazebni podmince (5.3).
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Véta 5.1 (absolutni*extrémy na kompaktni‘mnoziné, Weierstrassova véta). Spojitafunkce ma na
kompaktni mnoziné absolutni maximum a absolutni minimum.

Poznamka 5.1 (geometrickd interpretace). Geometricky graf” funkce dvou proménnych zpravidla
chapeme jako plochu v trojrozmérném prostoru. Geometricka interpretace jednotlivych typl extrému
je potom nasleduijici.

e Ostré lokalni~ maximum je takové misto na grafu funkce, které ma nejvyssi funkéni hodnotu
ve srovnani s body z nejblizéiho okoli®.

e Uvazujme jenom tu &ast grafu, jejimz kolmym primétem do roviny z = 0 (tj. do roviny ob-
sahujici osy x a y) je prdvé mnozina M. Ostré absolutni maximum na mnoZiné M odpovida
bodu, ktery ma nejvys§si funkéni hodnotu ve srovnani se vsemi ostatnimi body uvaZované
éasti grafu'®.

e Uvazujme jenom body na grafu funkce f, které spliuji vazebni podminku (5.3). Tyto body
vytvoii kfivku na grafu funkce f a tato kfivka'' prochazi podle pfedpokladd bodem (xq, o).
Vazané™ ostré lokalni maximum pfi vazebni podmince (5.3) je takové misto na grafu funkce,

9Z lokalniho maxima je vétsinou pékny rozhled po nejblizsim okoli. Pozor, plati to jenom lokalng, vedlejsi kopec muze
byt mnohem vyssi a vyhled do dalky m(ze zastinit.
10 Absolutni maximum v nadmoiské vysce v CR je porad smésné malé v porovnani s celou Evropu. Nicméng, v CR se
nikam vy$ nez na Snézku nepodivame.
" Kfivku je mozno obdrzet napriklad tak, Ze na grafu funkce g nakreslime vrstevnici“danou vazebni podminkou g(x, y) = 0
a tuto vrstevnici promitneme pomoci kolmého promitani na graf funkce f.
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které ma nejvyssi funkEni hodnotu ve srovnani s témi body z nejblizsiho okoli, které lezi na
uvazované kfivce'?.

e Interpretace neostrych extrému je stejna, pfipoustime navic, Zze se mohou vyskytovat body,
majici stejné funkéni hodnoty, jako je pfislusné maximum.

Poznamka 5.2 (derivace jako nutnd podminka existence lokalnich extréma). V diferencialnim poctu
funkci jedné proménné plati poucka, ze funkce nema lokélni extrém v bodé, v jehoz okoli je
rostouci nebo klesajici. Podezfelymi body pro existenci lokalnich extrémd jsou tedy pouze body,
kde je derivace nulovd, nebo kde derivace neexistuje. Analogické pravidlo plati i pro funkce vice
proménnych, jak uvadi nasledujici véta.

Véta 5.2 (Fermatova). Jestlize funkce f(x, y) ma v bodé (x,, y,) lokalni'extrém (ostry nebo neostry),
pak kazda parcialni-derivace, ktera v tomto bodé existuje, je nulova.

Definice 5.5 (stacionarni bod"). Bod (x,, y,) Z definicniho oboru funkce f, ve kterém plati
se nazyva stacionarni bod funkce f.

12 Jestlize je nasi vazebni podminkou vyznadena turisticka cesticka v rezervaci, pak vazané lokalni maximum jsme minuli
v bodé, kdy se nase klopytani do kopce zménilo v chizi z kopce. (I kdyZ jsme tfeba vrcholek kopce nedoséahli a jenom jsme
jej obesli. Slusné vychovany turista se dostane jenom tam, kam mu to vazebni podminka dovoli.)
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Poznamka 5.3 (dUsledek Fermatovy véty). Lokalni extrém tedy muze nastat bud ve stacionarnim
bodé, nebo v bodé, kde alespon jedna z parcialnich derivaci neexistuje. Z téchto “kandidatd” navic
muzeme vylougit ty, pro které nékteré parcialni derivace neexistuji a z téch co existuji je alespon
jedna nenulova.

Poznamka 5.4 (stanoveni typu lokalniho extrému). V ryze praktickych pfipadech nékdy pozname
z povahy ulohy, ze ve stacionarnim bodé je extrém a jaky. Napfiklad pokud z formulace ulohy je
ziejmé, ze funkce ma néjaké lokalni minimum a pokud vyjde jediny stacionarni bod, je ziejmé, ze
lokalni minimum je v tomto bod&'3. U funkce jedné promé&nné jsme védéli, Ze ve stacionarnim bodé
je bud lokalni maximum, minimum nebo inflexni bod a dokazali jsme mezi jednotlivymi alternativami
rozligit pomoci monotonie* nebo pomoci druhé derivace'®. U funkci dvou promé&nnych umime roz-
hodnout o tom, zda a jaky lok&lni extrém ve stacionarnim bodé nastdva, pomoci druhych derivaci,
coz je uvedeno v nasledujici vété.

Véta 5.3 (test"pomoci druhé derivace). Necht bod (x,.y,) je staciondrnim bodem funkce f a
necht funkce f ma spojité vsechny parcialni-derivace druhého fadu v okoli tohoto bodu. Oznacme
symbolem H nasledujici determinant

fex(X0. o) 1y (X0, Yo) '

fey(Xo. Yo) Ty (Xo. Yo)

Nastane pravé jeden z nasledujicich pfipadu

H(xo. ¥o) =

e H>0afy, >0. Potomma funkce f v bodé (x,, y,) ostré lokalni-minimum.

3Toto nastava napiiklad p¥i odvozovani vzorcli pro metodu nejmensich étverct
kterou ovéem nelze nijak pfirozené rozsifit na funkce vice proménnych
Sovéem pouze v piipadé ze druha derivace funkce byla nenulova
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e H>0af, <0. Potomma funkce f v bodé (x,, y,) ostré lokalni maximum.

e H < 0. Potom funkce f nema v bodé (x,, ¥,) lokalni extrém.

e H = 0. Nelze rozhodnout o existenci a kvalité lokalniho extrému pomoci druhych derivaci.
MuzZe nastat kterykoliv z vySe uvedenych pfipadu.

Definice 5.6 (Hessian'). Matice uvedena v pfedchozi vété se nazyva Hessova matice a jeji deter-
minant se nazyva Hessian.

Poznamka 5.5 (lokalni* extrémy funkce vice nez dvou proménnych). VSechny vySe uvedené
poznatky Ize snadno zobecnit i na funkce 3 a obecné n proménnych. Vyjimkou je v tomto sméru

vvvvvv

Poznamka 5.6. VSimneéte si, Zze Véta 5.3 je nepouzitelna v pfipadé, ze nékterd z parcialnich
derivaci neexistuje. Rozhodnout v takovém pfipadé o existenci lokalniho extrému je obecné velice
obtizny Ukol. PfifeSeni takového Ukolu opét nepfijemné pocitime skuteCnost, ze zde nemame jednu
péknou vlastnost, kterd ndm v podobnych pfipadech pomahala u funkce jedné proménné — totiz
monotonii.

Poznamka 5.7 (stanoveni lokalnich extrém( funkce dvou proménnych).
¢ Nalezneme parcialni derivace funkce f.
¢ VyfeSime soustavu dvou rovnic pro stacionarnibody.
e Nalezneme druhé derivace funkce f.
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e Rozhodneme pomoci Hessianu™ pro kazdy stacionarni bod individualné, zda a jaky v ném
nastava lokalni extrém.

e Body, v nichz nelze podle pfedchoziho kroku rozhodnout a body, v nichz neexistuje alespon
jedna z prvnich parcialnich derivaci, vySetfujeme individualné.

Poznamka 5.8 (vazané lokalni extrémy funkce dvou proménnych). Pfedpokladejme, Ze z vazebni
podminky (5.3) Ize explicitné vypocitat bud y = ¢@(x), nebo x = w(y). Uvazujme nejprve prvni
pfipad.

e Dosadime vztah y = ¢(x) do funkce f(x, y) a studujeme funkci 7(x, @(x)), ktera je jiz funkci
jedné proménné.

o Nalezneme lokalni~extrémy této funkce jedné proménné postupem znamym z diferencialniho
poctu funkce jedné proménné.

e Je-li bod x, lokalnim extrémem funkce f(x, @(x)), je bod (xq, @(xy)) vazanym lokalnim extre-
mem stejného typu funkce f(x, y) pfi vazebni podmince (5.3).

Pokud nelze z vazebni podminky vypocitat y, ale Ize vypocitat x = y(y), postupujeme analogicky.

e Dosadime vztah x = y(y) do funkce f(x, y) a studujeme funkci f(y(y), y), ktera je jiz funkci
jedné proménné y.

o Nalezneme lokalni extrémy této funkce jedné proménné.
e Je-li bod y, lokalnim extrémem funkce f(yw(y). y), je bod (w(¥y). ¥o) Vdzanym lokalnim extrée-
mem stejného typu funkce 7 (x, y) pfi vazebni podmince (5.3).
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Jsou i vazebni podminky, které nesplfiuji vySe uvedené predpoklady. V téchto pfipadech nejCastéji
pouzivame postup vyuzivajici Lagrangeovych multiplikatort (mozno nalézt v odborné literature).

Poznamka 5.9 (vazané lokalni extrémy funkce tfi proménnych). Ptredpokladejme, ze hledame
extrém funkce tfi proménnych f(x,y, z) pfi vazebni podmince g(x,y,z) = 0. Pfedpokladejme,
Ze z vazebni podminky Ize vyjadfit jednu z proménnych pomoci ostatnich, necht je to napfiklad
z. Lze tedy g(x,y,z) = 0 pfepsat do tvaru z = @(x, y). Dosadime-li tento vztah do funkce f,
obdrzime funkci f(x, y, @(x, y)), ktera je funkci dvou proménnych xa y. Nalezneme lokalni~extrémy
této funkce. Je-li (x,, y,) takovym lokalnim extrémem, je bod (x,, ¥, @ (Xo. ¥o)) Vazanym lokalnim
extrémem stejného typu funkce 7(x, y, z) pfi vazebni podmince g(x, y, z) = 0.

Poznamka 5.10 (absolutni extrémy funkce dvou proménnych). Méjme zadanu hladkou™ funkci f
definovanou na kompaktni-mnoziné M.

e Nejprve vySetfime vnitfek mnoziny M — nalezneme v8echny lokélni extrémy funkce f lezici
uvnitf mnoziny M. Pouze v téchto vnitfnich bodech mize funkce nabyvat absolutniho extrému.
Toto budou prvni “kandidati” na absolutni extrém.

o VySetfime hranici mnoziny M. Zpravidla je nutné, rozdélit tuto hranici na nékolik ¢asti. Kazdou
¢ast hranice vyjadiime pfisluSnou rovnici, kazda takova rovnice bude vazebni podminkou.
Postupné hledame vazané™ lokalni extrémy pfi téchto vazebnich podminkach. Toto budou
dalsi “kandidati” na body, v nichz mize nastat absolutni extrém.

e Pokud jsme v pfedchozim kroku hranici mnoziny M rozdélili na vice ¢asti, pfiddme ke “kandi-
datim” i body, kde se jednotlivé ¢asti hranice setkavaji.
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e V kazdém bodé, ktery jsme pomoci nékterého z pfedchozich krokl zafadili mezi “kandidaty”
na absolutni extrém vypocteme funkéni hodnotu. Z vypoctenych funkénich hodnot (bude
jich zpravidla kone¢né mnoho) vybereme nejvétsi a nejmensi — tyto hodnoty odpovidaji
absolutnimu maximu a absolutnimu minimu funkce f na mnoziné M.

Véta 5.4 (Bolzanova). Necht'f je funkce dvou proménnych spojita na oteviené souvislé mnoZiné
M c IR? a necht pro nékteré A, B € M plati f(A)f(B) < 0, tj. necht se f(A) a f(B) li§i znaménkem.
Pak existuje bod C € M s vlastnosti f(C) = 0.
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z
lokalni maximum

vazané maximum gebm podminka g(x, y) = 0

. >
vrstevnice <

Obrazek 1.1: Jednotlivé typy extrém( funkce dvou proménnych.
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Kapitola 2

Diferencialni rovnice

Rychlost zmény veli€in v ¢ase matematicky vyjadfujeme pomoci derivace”. Fyzikalni zakony davaji
&asto tuto rychlost do souvislosti s ostatnimi veliginami'. Takto zcela p¥irozené dospivame k rovni-
cim, které davaji do souvislosti derivaci neznamé veli€iny s veli¢inami ostatnimi — k diferencialnim
rovnicim®.

"Napriklad Newton(v pohybovy zakon (éasovd zména hybnosti je rovna vysledné plsobici sile) ma matematické vyja-
dreni: derivace soucinu hmotnosti a rychlosti podle ¢asu je rovna pusobici sile.
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1. Diferencialni rovnice — uvod

Motivace — zakladni uloha integralniho poctu. Na intervalu / je dana spojita“funkce f(x). Nalez-
néte funkci y = y(x), kterd na intervalu / splfuje vztah

y'(x) = f(x). (1.1)

yx) = / F(x)dx +C, 1.2)

kde /f(x) dx je libovolna primitivni funkce k funkci f(x) na intervalu / a C je integracni konstanta,

ktera mGze nabyvat libovolné realné hodnoty.

Priklad 1.1. Uvazujme lano, které nese hmotnost rovnomérné rozlozenou ve vodorovném sméru.
Lano zaujme tvar kfivky splfiujici diferencialni rovnici

y' = ax, (1.3)
kde a je konstanta charakterizujici hmotnost, kterou lano nese, a silu, ktera lano napiné. VSechny

2
funkce, které splfuji rovnici (1.3) jsou tvaru y = a% + C, kde C je konstanta.

Motivace — poc¢ate¢ni podminka“. Zakladni Gloha integralniho po¢tu ma nekone¢né mnoho feseni,
které zavisi na jedné realné konstanté. V praxi je zpravidla nutno z této mnoziny vybrat néjaké
konkrétni (tzv. partikularni) feSeni, které splfiiuje jistou dodateCnou podminku — tzv. pocatecni
podminku. V pfedchozim pfikladé s lanem je nutné konce nosného lana ukotvit nékde na pevniné
a logicky tedy z mnoziny vSech parabol nas bude zajimat jen jedna — ta, ktera prochazi bodem
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upevnéni. Takova Uloha, ktera se sklada z diferencialni rovnice” a po¢ate¢ni podminky, se nazyva
pocatecni uloha.
Priklad 1.2 (poc¢atecni Gloha). Hledejme feSeni podateéni Glohy

y'=2x, y(1)=2.

Reseni: Integraci rovnice ziskavame y(x) = | 2xdx = x? + C. Z podminky y(1) = 2 plyne, Ze je-i
x =1, musi byt y = 2. Dosadime tyto hodnoty do posledniho vztahu, ¢imz obdrzime

2=12+C
a odsud C = 1. Re$enim pog&ateéni tlohy je tedy funkce y(x) = x? + 1.
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Definice 1.1 (obycejna diferencialni rovnice). Obycejnou diferencialni rovnici prvniho fadu roziese-
nou vzhledem k derivaci- (strucné - diferencialni rovnici, DR) s neznamou y rozumime rovnici tvaru

y'=okx.y), (R)
kde @ je funkce dvou proménnych.
Resenim (té2 integrélem) rovnice na intervalu | rozumime kaZdou funkciy = y(x), kterd je diferen-
covatelna na | a splriuje zde identicky rovnici (R).
Necht x,, y, jsou redlné ¢isla. Uloha najit fedeni rovnice (R), které splriuje zadanou pocatecni
podminku

y(Xo) = Yo (PP)

se nazyva pocatecni (téz Cauchyova) uloha. Jejim feSenim rozumime funkci, ktera splriuje pod-
minku (PP) a je na néjakém intervalu obsahujicim bod x, fesenim rovnice (R).
Reseni Cauchyovy Ulohy nazyvdme téZ partikuldrnim fesenimrovnice (R). Graf libovolného parti-
kularniho Feseni se nazyva integralni krivka.

Poznamka 1.1. Funkce y(x) je podle uvedené definice feSenim rovnice (R) na intervalu /, jestlize
e existuje derivace y’(x) pro véechna x € /,
e vyraz @(x, y(x)) je definovan pro vSechna x €/,

e rovnice (R) plati pro vSechna x € /.
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Poznamka 1.2. Rovnici (R) nékdy uvadime v ekvivalentnim tvaru

dy = @(x,y)dx,

ktery ziskdme nahrazenim derivace y’ podilem diferenciald dy/dx a formalnim vynasobenim
rovnice diferencialem dx.

Poznamka 1.3 (obecnéjsi tvar diferencialni rovnice). V nékterych aplikacich je nutno pracovat
s obecnéjsimi diferencialnimi rovnicemi tvaru

D(x,y,y')=0,

kde @ je funkce tfi proménnych takova, Ze z rovnice neni mozné explicitné vypocitat derivaci
y'. Takové rovnice nazyvame neroziesené vzhledem k derivaci a v tomto textu se jimi zabyvat
nebudeme.

Poznamka 1.4 (formulace hlavnich problému). V souvislosti s diferencialnimi rovnicemi nas zajimaji
predevsim nasledujici otazky

e Ma dana pocatecni tloha feSeni?

e Je toto feSeni ur€eno jednoznacné?

¢ Na jakém intervalu je toto feSeni definovano?

e Je mozné toto feSeni nalézt analytickou cestou? Pokud ano, jak?

Vétsina inZzenyrskych aplikaci vyZzaduje, aby odpovéd na prvni dvé otazky byla kladnéa. Toto je mozné
zarucit tehdy, neni-li chovani funkce @(x, y) vzhledem k proménné y “pfilis divoké”. Pfesnéji, plati
nasleduijici.
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o Je-li funkce @(x, y) spojita’, je pocatecni tloha feSitelna (Peanova véta).

e Ma-li funkce @(x, y) ohrani¢enou parcialni* derivaci podle y, je feSeni v néjakém okoli poc¢a-
te€ni podminky uréeno jednoznacné (Picardova véta).

Poznamka 1.5 (geometricky vyznam diferenciélni rovnice’). Zajimejme se o to, jak budou vypadat
integrélni kfivky rovnice (R). ProtoZze derivace funkce v bodé udava smérnici te€ny ke grafu funkce
v tomto bodé, Ize rovnici (R) chapat jako pfedpis, kiery kazdému bodu v roviné pfifadi smérnici
te€ny k integralni kfivce, ktera timto bodem prochazi. Sestrojime-li v dostate€ném poctu (naptiklad
i nahodné zvolenych) bodu [x, y] v roviné krati¢ké UseCky o smérnici @(x, y), obdrzime smérové
pole“diferencialni rovnice — systém linearnich elementt, které jsou te¢né k integralnim kfivkam.
Casto Ize ze smérového pole odhadnout tvar integralnich kfivek. Protoze se viak jedna pouze
o odhad tvaru integralnich ¢ar, pouzivame tuto metodu jen v pfipadé, kdy nam staéi pouze hruba
informace o jednotlivych feSenich, nebo v pfipadech kdy selhavaji ostatni dostupné metody.
Pocate¢ni podminka (PP) geometricky vyjadfuje skuteCnost, Zze graf prislusného feseni prochazi
v roviné bodem [x,, y,]. Ma-li tato pocate¢ni uloha jediné feSeni, neprochazi bodem [x,, y;] Zadna
dalsi kfivka. Ma-li kazda pocatecni uloha jediné feSeni (coz bude pro nas velice Casty pfipad),
znamena to, ze integralni kfivky se nikde neprotinaji.

2. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi

Definice 2.1 (DR se separovanymi proménnymi). Diferencidlni rovnice tvaru

y' =1f(x)g(y). (S)

kde f a g jsou funkce spojité na (néjakych) otevienych intervalech se nazyva obycejna diferencialni
rovnice se separovanymi proménnymi.
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Priklad 2.1. Rovnice
y-x-y=0

neni rovnice se separovanymi proménnymi.
Rovnice

ey +ey =0
je rovnice se separovanymi proménnymi, protoZe po explicitnim vyjadfeni derivace y’
Y

X+
’ —€ g

= ——
je mozno tuto rovnici prepsat pomoci algebraickych Gprav na tvar

y/ — _yey i 62X,
coz je tvar odpovidajici (S).

Reseni DR se separovanymi proménnymi Algoritmus:

(i) Ma-li algebraicka rovnice g(y) = 0 feSeni k4, ko, ..., k,, jsou konstantni funkce y = k;,
y =ks, ...,y =k, feSenimi rovnice.
(i) Pracujme na intervalech, kde g(y) # 0. Formalné nahradime derivaci y’ podilem diferenciall
dy
& d
y
—=f . 21
= = (g) (2.1)
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(iii) Odseparujeme proménné

dy
—— = f(x)dx. 2.2
a(y) G el
(iv) Ziskanou rovnost (2.2) integrujeme
dy
— = C. .
/g(y) /f(x) dx + (2.3)

(v) Pokud je zadana pocatecni podminka, je mozné ji na tomto misté dosadit do obecného feseni
a urcit hodnotu konstanty C. Tuto hodnotu poté dosadime zpét do obecného feSeni a obdrzime
feSeni partikularni”.

(vi) Pokud je to mozné, pfevedeme feSeni (obecné nebo partikularni) do explicitniho tvaru (“vyja-
dfime” odsud y).

Poznamka 2.1 (feSitelnost a jednoznacnost). Je-li g(y,) # O, je feSeni pocate€ni ulohy (S), (PP),
které obdrzime pomoci pfedchoziho postupu, definované a jednoznacné uréené v néjakém okoli
bodu x,.

Poznamka 2.2 (vyuziti uréitého integralu namisto neurcitého). Partikularni feSeni pocatecni tlohy
(S)—(PP) Ize misto (2.3) psat téZ primo ve tvaru urcitého integralu

Y odt X
/yo m = /Xof(z‘)dz‘. (2.4)
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Poznamka 2.3 (autonomni rovnice). V mnoha biologickych i technickych aplikacich se setkavame
se specialnim pfipadem rovnice se separovanymi promeénnymi, ve které na pravé strané nefiguruje
nezavisla promeénna, tj. s rovnici typu

y'=g). (2.9)
Tyto rovnice se nazyvaji autonomni diferencialni rovnice. Pro rovnici (2.5) plati vSechno co bylo dfive
vysloveno pro rovnici (S). Rovnice (2.5) ma vSak navic pomérné ¢asto jednu dulezitou vlastnost:
v mnoha pfipadech Ize ukazat, ze ohrani¢ena feSeni se pro x — oo a pro x — —oo v limité blizi
k nékterému z konstantnich feSeni. Dal8i podstatnou vlastnosti téchto rovnice je skute¢nost, Ze je-i
funkce y(x) feSenim této rovnice, plati totéz i pro funkci y(x + ¢). Je-li proménnou x ¢as, znamena
to, Ze nezalezi na poCatku méreni ¢asu.

V praxi se nékdy vzhledem k uvedenym skute¢nostem u autonomnich diferencialnich rovnic za-
jimame jen o vySe uvedena konstantni feSeni, protoZze v8echna dalsi fedeni k témto konstant-
nim feSenim konverguji. Poznamenejme jesté, ze vSechna konstantni feSeni vypocteme pomérné
snadno jiz v prvnim kroku algoritmu ze strany 36.

Priklad 2.2. Hledejme vSechna konstantni feSeni rovnice

!

y=y-1-

Jina nez konstantni feseni poCitat nebudeme.
Reseni: Konstantni funkce ma nulovou derivaci. Ma-li tato funkce byt feSenim zadané rovnice,
musi platit
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Jedna se algebraickou rovnici tj. neznama y je reané &islo, nikoliv funkce. Regenim této rovnice
postupné ziskavame
oY =V -2y
y2+1
0=y®-y*-2y,
0=y(y?-y-2)
0=y(y-2)(y +1).

Posledni rovnice ma tfi kofeny y; = 0, y, = 2 a y; = —1. Jedinymi konstantnimi feSenimi jsou tedy
funkcey =0,y =2ay = -1.

Ve vétsiné pfipadlt dokazeme identifikovat, zda diferencialni rovnice je rovnice se separovanymi
proménnymi tak, ze z rovnice vyjadfime derivaci a pravou stranu rovnice se snazime rozlozit na
soucin dvou funkci jedné proménné podle vzoru (S). Nasledujici véta udava jednoduse pouzitelené
kritérium, které umozni poznat, zda vibec Ize tento rozklad na soucin provést.

Véta 2.1 (kritérium na ovéfeni separability). Necht funkce dvou proménnych @(x,y) je nenulova
na konvexni oblasti G a ma zde spojité vsechny parcialni derivace do fadu dva, vcetné. Rovnice

y'=okx.y)
je rovnice se separovanymi proménnymi a Ize ji upravit na tvar (S) pravé tehdy, kdyZ je na mnoZiné
G nulovy determinant
Px.y)  @x.y)

o, (X y) @y
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Definice 3.1 (homogenni DR). Necht'f je spojita  funkce. Diferencialni rovnice

)

se nazyva homogenni diferencialni rovnice.
y(x)

Zavedeme-li novou funkci v vztahem u(x) = " ziskame

y(x) =ux)x,  y'(x)=u'(x)x + u(x).
Po dosazeni do (H) dostavame
ux+u=r~f),
€0z je ekvivalentni rovnici se separovanymi proménnymi

u = (f(u) - u)%

4. Linearni diferencialni rovnice

Definice 4.1 (linearni DR"). Necht funkce a, b jsou spojité na intervalu I. Rovnice

y' +a(x)y = b(x)

se nazyva obycejna linearni diferencialni rovnice prvniho radu (zkracené piseme LDR). Je-Ii navic
b(x) = 0 nal, nazyva se rovnice (L) homogenni, v opacném pfipadé nehomogenni.

(L)
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Poznamka 4.1 (feSitelnost a jednoznacnost). Jsou-li funkce a, b spojité” na intervalu /, x, € /

a y, € R libovolné, ma kazda pocate¢ni uloha (L)—(PP) pravé jedno feSeni definované na celém
intervalu /.

Definice 4.2 (homogenni rovnice). Bud' dana rovnice (L). Homogenni rovnice, ktera vznikne z rov-
nice (L) nahrazenim pravé strany nulovou funkci, tj. rovnice

y' +ax)y =0 (LH)

se nazyva homogenni rovnice, asociovana s nehomogenni rovnici (L).

Poznamka 4.2 (trividlni feSeni”). Homogenni linearni diferencialni rovnice ma vzdy (bez ohledu na
konkrétni tvar funkce a(x)) konstantni feSeni y = 0, jak Ize ovéfit pfimym dosazenim. Toto feSeni
se nazyva trivialni feseni a v praktickych ulohach zpravidla nemiva zadny vyznam.

Poznamka 4.3 (operatorova symbolika). Definujeme-lina mnoziné vSech funkci diferencovatelnych
na intervalu / operator L[] vztahem
LIyl(x) = y'(x) + a(x)y(x)

pro kazdé x € /, je mozno diferencidlni rovnici (L) a s ni asociovanou homogenni rovnici zapsat
v kratkém tvaru L[y] = b(x) a L[y] = 0.

Poznamka 4.4 (linearita” operatoru L[-]). Operator L[-] splfiuje pro vSechna realna ¢&isla C,, C, a
vSechny diferencovatelné funkce y,(x), y»(x) vztah

L[Cyyy + Coyo] = CiL[y4] + CoLlys].
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Vskutku:

LGy + Coyal) = (Coys() + Coya)) + 8000 (€33 () + Coyl)
= Coyj(0) + Catyl(x) + (XIC 3 (x) + 8(XIC2y2(x)
= C: (1) + 2Ly, (0) + Ca (v3(0) + 2l (0))
= CyL Y1) + CoL 1),

Véta 4.1 (princip superpozice). Pro libovolné diferencovatelné funkce y, y, a y. a libovolné realné 4
Cislo C plati

Lly4]1=0 = L[C-y4]=C-0=0,
LIyl =0 aLlly,] = f(x) =  L[C-y;+y,]=C-0+1(x)="r(x),
Lly4] = LIy,] = f(x) =  Llyy -y l=1f(x)-f(x) =0,

Véta 4.2 (obecné feSeni nehomogenni LDR).  UvaZujme linearni diferencialni rovnici’(L) a s ni
asociovanou homogenni rovnici (LH).

e Je-liy,(x) libovolné partikularni feseni-nehomogenni LDR a y,(x, C) obecné feseni asocio-
vané homogenni LDR, je funkce

y(x,C) = y,(x) + yo(x. C) (4.1)
obecnym fesenim nehomogenni LDR.
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o Je-liy,(x) libovolné partikularni feseni nehomogenni LDR a y ,,(x) nenulové partikularni feseni
asociované homogenni LDR, je funkce

y(x,C) = yp(x) + Cypo(X) (4.2)
obecnym fesenim nehomogenni LDR.

Slovné:

e VSechna feSeni homogenni linearni rovnice jsou nasobky jednoho libovolného nenulového
feSeni této rovnice.

e Soucet jednoho libovolného feSeni zadané nehomogenni a obecného feSeni asociované
homogenni lineérni rovnice je obecnym feSenim dané nehomogenni rovnice.

Staci tedy najit dvé (do jisté miry specialni) feSeni a z nich snadno sestavime obecné feSeni zadané
rovnice. Timto se bude zabyvat v nasledujicich odstavcich.

4.1. Homogenni LDR
Podle definice je homogenni LDR rovnice tvaru
y' +a(x)y =0. (LH)
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¢ Reseni homogenni LDR separaci proménnych.
Rovnice (LH) je rovnice se separovanymi proménnymi. Vskutku, z (LH) obdrzime

dy
ax -a(x)y

aproy # 0 plati

— = —a(x)dx,

In|y|=—/a(x)dx+c, celR
Odsud
y=Ce a0 ¢ eR\/{0}

kde C je nenulova konstanta. Protoze volbou C = 0 dostavame trivialni feSeni” y = 0, povolime
C € R libovolné. Obecné feseni rovnice (LH) je tvaru

y(x,C) = Ce~ /W CeR, (4.3)

a kazde partikularni feseni” rovnice (LH) obdrzime vhodnou volbou konstanty C. Oznacime-li y,,,
libovolné netrivialni partikularni feSeni, je mozno obecné feseni rovnice (LH) psat ve tvaru

y(x.C) =Cyp(x). CeR (4.4)
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o Reseni homogenni LDR “selskou Gvahou”.

Slovné Ize problém feSeni linearni“homogenni rovnice y’ = —a(x)y formulovat nasledovné: nalez-
néte funkci y takovou, Ze jeji defrivace je rovna funkci samotné, vynasobené navic faktorem (- a(x)).
Uvédomime-li si, ze funkce, které je rovna svoji derivaci je (mimo jiné) exponencialni funkce e*,
muUzeme feSeni problému hledat ve tvaru exponenicalni funkce, kde se po derivaci faktor (—a(x))
objevi jako derivace vnitfni slozky. V exponentu tedy musi figurovat vyraz, jehoz derivace je (-a(x)).
Resenim homogenni rovnice je tedy funkce y = e~/2¥)% 3 (jak plyne z linearity) i jeji libovolny
nasobek. Vidime, Ze dostavame opét vzorec (4.3). Homogenni rovnici Ize tedy se znalosti obecné
teorie vyresit pfekvapivé snadno.

4.2. Nehomogenni LDR — metoda variace konstanty

Poznamka 4.5 (aplikace operatoru L[] na soucin funkci). Nez zaGneme hledat feSeni nehmogenni
rovnice, prozkoumejme, jak se linearni operator L[-] chova vzhledem k soucinu funkci. Postup-
nym rozepsanim definice operatoru, derivaci soucinu, ¢aste¢nym vytknutim a op&tovnym pouzitim
definice operatoru L dostavame pro libovolné dvé diferencovatelné funkce v, v

L[u-v](x) = (u(x)v(x))' + a()u(x)v(x)

= u'(x)v(x) + u(x)V'(x) + a(x)u(x)v(x)

v(x) (u’(x) + a(x)u(x)) + u(x)v'(x)

v(x)L[u](x) + u(x)v'(x).

Obsah <4< >> < > Zpét



Kapitola 2.4: Linearni diferencialni rovnice 46
Tento vypocet ukazuje, ze pokud plati L[u] = 0, tj. pokud je funkce v feSenim asociované homogenni
diferencialni rovnice, je mozno feSeni nehomogenni rovnice L[y] = b(x) hledat ve tvaru soucinu
y(x) = u(x)v(x), kde funkce v(x) splfiuje vztah

b(x) = L[u-v](x) = v(x)L[u](x) + u(x)vV'(x) = 0 + u(x)v'(x) = u(x)v'(x),

tj. v/(x) = b(x) / u(x). Odsud v8ak funkci v mizeme nalézt jiz pouhou integraci a soudin u(x)v(x)
poté bude feSenim nehomogenni rovnice. Abychom tyto Uvahy vice ozfejmili, zapamatujeme si
hlavni myslenku — budeme hledat feseni nehomogenni rovnice ve tvaru soucinu néjaké funkce a
reseni asociované homogenni rovnice — a projdeme si vdechny Gvahy jesté jednou v “bé&zném”
neoperatorovém oznaceni.

Poznamka 4.6 (metoda variace konstanty). Partikularni feseni”y, nehomogenni LDR hledame ve
tvaru

Yp(X) = K(X)Ypo(X). (4.5)
kde y,0(X) je néjaké pevné netrivialni feSeni~ asociované homogenni LDR a K'(x) zatim neznama
spojité diferencovatelnd funkce. Jednd se vlastné o postup, pfi kterém konstantu C ve vzorci (4.4)
nahradime funkci K(x) — proto se tato metoda nazyva metoda variace konstanty. Vypoctem
derivace "y, obdrZime

Yp(X) = K'(X)¥p0(X) + K (X)y,0(X).

dosazenim do (L) dostavame
K'(X)¥po(X) + K(X)Y,0(X) + a(X)K (X)ypo(X) = D(X)

a odsud
K'(X)¥po(x) + K(x)[y10(x) + @(x)yp0(x)] = b(
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ProtoZe y,,(x) je feSenim homogenni LDR, je vyraz v hranatych zavorkach roven nule a dostavame

K'(X)Ypo(X) = b(x). (4.6)
Odsud jiz snadno vyjadfime derivaci neznamé funkce K’(x) a integrovanim nalezneme funkci K (x).
Dosazenim do (4.5) nalezneme partikularni feSeni nehomogenni LDR a z Véty 4.2 obdrzime obecné
feSeni nehomogenni LDR. Zapoc¢teme-li navic do funkce K (x) i integraéni konstantu C, obdrzime
ze vzorce (4.5) nikoliv pouze partikulérni, ale jiz pfimo obecné feSeni nehomogenni LDR.

V praxi je vyhodné zapamatovat si tento postup a pokazdé jej aplikovat na pfisluSnou rovnici.
V8imnéme si, Ze po dosazeni (4.5) do (L) se Cleny obsahujici funkci K(x) vyrusi a rovnice bude
obsahovat funkci K (x) pouze prostfednictvim derivace této funkce K'(x), jak plyne z (4.6). Pokud
se toto nestane, je ve vypoctu obsazena chyba.

Provedeni variace konstanty v pfipadé zcela obecnych funkci a(x), b(x) vede k nasledujicimu
VZOrci.

Véta 4.3 (vzorec pro obecné feseni nehomogenni LDR). Obecné Feseni rovnice (L) je

[ b(x)e!* % d4x + C

RET CeR. (4.7)

y(x.C) = o [awex] / b(x)el W% dx +C] =

Pritom kazdy neurcity integral vyjadfuje jednu libovolnou z primitivnich funkci (integracni konstanty
jiZz neuvazujeme).
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5. Exaktni diferencialni rovnice

Definice 5.1 (exaktni DR). Necht'P(x, y) aQ(x, y) jsou funkce dvou proménnych, které maji spojite
parcialni- derivace. Rekneme, Ze diferencialni rovnice

Px,y)+Q(x.y)y' =0

je exakini, jestlize vyraz
P(x,y)dx + Q(x, y)dy (T)
Jje totalnim diferencialem néjaké funkce dvou proménnych.

Poznamka 5.1 (ekvivalentni tvar exakini DR). Exaktni diferencialni rovnici ¢astéji uvadime v ekvi-
valentnim tvaru pomoci diferencialu kmenové funkce

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0. (E)

Poznamka 5.2. Rovnice (E) je tedy exaktni pravé tehdy, kdyz existuje funkce F(x, y) proménnych

X a y s vlastnostmi

OF (x.y) _ OF (x.y) _
T—P(X,y) a T—Q(Xu‘/)- (5'1)

Véta 5.1 (feSeni exakini DR). Necht'F(x, y) je kmenova funkce totalniho diferencialu (T). Rovnice

(E) ma obecné feseni implicitné urcené rovnici
F(x,y)=C, CeR. (5.2)
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Véta 5.2 (charakterizace totalniho diferencialu). Necht'funkce P(x,y) aQ(x, y) maji spojité parcialni
derivace na otevienésouvislé mnoziné M C IR?. Vyraz (T) je na mnoZiné M totélnim diferencilem
néjaké funkce praveé tehdy, kdyz na M plati
OP(x,y) _ 0Q(x.y)
oy ox

: (5.3)

Pfedpokladejme, Ze jsme pomoci Véty 5.2 ovéfili, Zze vyraz (T) je totalnim diferencidlem. Je-li funkce
F(x,y) kmenovou funkci tohoto diferencialu, musi platit vztahy (5.1). Integrujeme-li prvni z téchto
vztahu podle proménné x, obdrzime

F(x,y) = /P(X,y) dx + C(y), (5.4)

kde pf¥i integrovani podle x povazujeme y za konstantu (podobné jako pfi vypoctu parcialni derivace)
a C(y) je integraéni konstanta — tato konstanta nezavisi na x, obecné se vSak mlze jednat
o veli€inu, kterd zavisi na y. Obdrzenou rovnost zderivujeme podle y
0F(x,y) 0 ,
o2 = o [P ey,

kde C'(y) je obyCejna derivace” funkce jedné proménné. Vzhledem k (5.1) je leva strana rovna
Q(x, y). Dosadime tedy na levou stranu Q(x, y) a zjednodu$ime vyraz na pravé strané. Obdrzime
rovnici pro C'(y), kterou vyfe§ime a integraci nalezneme hledanou funkci C(y). (P¥i Gpravach nutné
pro C’'(y) vychazi rovnice, ktera neobsahuje proménnou x. Pokud tomu tak neni, dopustili jsme se
pfi poditani chyby, nebo vyraz (T) neni totalnim diferencialem.) Ziskanou funkci C(y) dosadime do
(5.4) a mame nalezenu kmenovou funkci F(x, y).
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6. Linearni diferencialni rovnice druhého fadu

Definice 6.1 (linearni~ diferencialni rovnice” druhého fadu). Budte p, g a f funkce definované a
spojité” na intervalu I. Diferencialni rovnice

y'+px)y +q(x)y =f(x) (6.1)

se nazyva linedrni diferencidlni rovnice druhého Fadu (zkrdcené LDR druhého F4du). Resenim
rovnice (nebo téz integralem rovnice) na intervalu | rozumime funkci, ktera ma spojité derivace do
f4du 2 na intervalu | a po dosazeni identicky splriuje rovnost (6.1) na /. Uloha nalézt feseni rovnice,
které splriuje v bodé x, € | pocatecni podminky

y(Xo) = Yo. 6.2)
y'(Xo) = ¥},

kde y, a y, jsou realna Cisla, se nazyva pocatecni uloha (Cauchyova uloha). Reseni pocatecni
tlohy se nazyva partikularni feseni” rovnice (6.1).

Poznamka 6.1 (existence a jednoznacénost). Kazda poc¢ateéni Gloha pro rovnici (6.1) ma feseni,
které je urCeno jednoznacéné a toto feSeni je definované na celém intervalu /.

Definice 6.2 (obecné feseni). VSechna feseni LDR druhého fadu (6.1) Ize vyjadrit ve tvaru obsa-
hujicim dvé nezavislé konstanty C,, C, € RR. Takovyto pfedpis se nazyva obecné reseni rovnice
(6.1).
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Poznamka 6.2 (operatorova symbolika). Podobné jako linearni diferencialni rovnice prvniho fadu,
i zde Casto pravou stranu rovnice ¢asto zkracujeme do tvaru L[y](x). Definujeme-li tedy

LIyl(x) = y"(x) + p(x)y'(x) + q(x)y(x). (6.3)

je timto predpisem definovan operator, ktery kazdé dvakrat diferencovatelné funkci pfifazuje levou
stranu rovnice (6.1). Rovnici (6.1) je potom mozno zapsat ve tvaru L[y] = f(x).

Definice 6.3 (specialni typy LDR druhého fadu). Plati-li v rovnici (6.1) f(x) = 0 pro vSechna x € /,
nazyva se rovnice (6.1) homogenni, v opaéném pfipadé nehomogenni. Jsou-li koeficienty p(x) a
g(x) na intervalu | konstantni funkce, nazyva se (6.1) rovnice s konstantnimi koeficienty.

Poznamka 6.3 (trivialni feseni”). Funkce y(x) = 0 je feSenim homogenni LDR 2. fadu vzdy, bez
ohledu na tvar koeficientll p, g. (Ovéfte sami dosazenim.) Toto feSeni nazyvame trivialni feSeni
rovnice (6.1).

Definice 6.4 (asociovana homogenni rovnice). Nahradime-li v nehomogenni LDR (6.1) pravou
stranu (tj. funkci f ) nulovou funkci obdrzime rovnici

y"+pXx)y +q(x)y = 0. (6.4)
Tato rovnice se nazyva asociovana homogenni rovnice K rovnici (6.1).
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Véta 6.1 (linearita’a princip superpozice). Operator (6.3) zachovava linearni kombinaci funkci, tj. f
pro libovolné advé funkce y, a y, a libovolné realné konstanty C, a C, plati

LICyyy + Coyol = CyLly4] + CoLy,] (6.5)
Jako specialni pfipad vztahu (6.5) dostavame implikace
Llysl=0aLlly ] =f(x) = Llys + o] =0+ 7(x) = f(x),
LIy, = Llyz] = f(x) = L -yl=1fx)-f(x) =0,
Liys1=Lly.]=0 = L[Ciy1 +Coyo] =C1-0+C,-0=0,

e Soucet feSeni zadané nehomogenni a asociované homogenni LDR je feSenim dané neho-
mogenni rovnice. f

e Rozdil dvou feSeni nehomogenni LDR je feSenim asociované homogenni rovnice.

e Kazda line&rni kombinace dvou feSeni homogenni LDR je opét feSenim této rovnice.

7. Homogenni LDR 2. fadu
V této podkapitole budeme studovat homogenni LDR druhého fadu, tj. rovnici (6.4)
y'+pXx)y +q(x)y =0,

kterou muzeme zkracené zapsat jako L[y] = 0, kde operator L je linearni diferencialni operator
druhého fadu definovany vztahem (6.3).
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Motivace. Budeme prfedpokladat Zze funkce y;(x) a y»(x) jsou obé feSenimi a budeme hledat
podminky, za kterych je funkce
y(x) = C1y1(x) + Coyr(X)
obecnym feSenim. Derivovanim tohoto vztahu ziskavame
Y'(x) = Cyy1(X) + Coy,(x)
a dosazeni pocate¢nich podminek y(a) = B, y'(a) = y vede k nasledujici soustavé linearnich
rovnic s neznamymi C,, C,
B = Cyy1(a) + Coys(a),
Y = Cyi(a) + Coyy(a).
Jak je zndmo z linearni algebry, tato soustava ma pravé jedno fedeni pro libovolnou volbu &isel 8, y
pravé tehdy, kdyZ matice soustavy, tj. matice (y ! \a) v ?(a)
yi(@)  yy(a)
pravé tehdy, kdyz jeji determinant je nenulovy a to nastane pravé tehdy kdyz jeden sloupec neni
nasobkem druhého. Timto motivujeme néasledujici definice.

(7.1)

) , je regularni. Tato matice je regularni

Definice 7.1 (linearni (ne-)zavislost funkci). Budte y, a y, funkce definované na intervalu /. Rek-
neme, Ze funkce y, a y, jsou na intervalu | linearné zavisle, jestlize jedna z nich je na intervalu /
nasobkem druhé, tj. jestlize existuje realné Cislo k € R s vlastnosti

Y1(X) = ky(X) pro véechna x € I,

nebo
Vo(X) = ky;(x) pro véechna x € /.

V opacném pripadé fikame, Ze funkce y,, y, jsou na intervalu | linearné nezavisle.
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Definice 7.2 (Wronskian). Budte y,(x) a y»(x) dvé libovolna feseni homogenni rovnice (6.4).
Wronskianem funkci y4(x), ¥»(x) rozumime determinant

y1(x)  Ya(x)

Wlys, yol(x) = yi(x) yyx)

= Y1 (X)Y,(x) = y5(x)y2(x). (7.2)

Véta 7.1 (linearni (ne)zavislost). Budte y,(x) a y.(x) dvé reseni rovnice (6.4) na intervalu I. Tato
feseni jsou linearné nezavisla pravé tehdy kdyz je jejich Wronskian'riizny od nuly na intervalu /.

Véta 7.2 (obecné feSeni homogenni LDR). Jsou-li y, a y, dvé netrividlni-linearné nezavisla feseni
rovnice (6.4) na intervalu I, je funkce y definovana vztahem

Y(x,Cq,C5) = Ciy4(x) + Coyn(x), CieR, C,eR, (7.3)
obecnym fesenim rovnice (6.4) na intervalu /.

Definice 7.3 (fundamentélni systém" feSeni). Dvojici funkci y, a y, z pfedchozi véty nazyvame

fundamentalni systém reseni rovnice (6.4).
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8. Homogenni LDR 2. fadu s konstantnimi koeficienty
Budeme studovat rovnici tvaru
y"+py' +qy =0, (LH2)
kde p, g € R. Vé§imnéme si nejprve nasledujiciho faktu: Dosadime-li do levé strany rovnice y = e?*,
kde z je reédlné Cislo, po vypoctu derivaci a po vytknuti faktoru e”* ziskavame

y'+py +q=6"(2%+pz+q).

Protoze exponencialni faktor na pravé strané je vzdy nenulovy, bude vyraz na pravé strané roven
nule pokud bude spinéna podminka

Z2+pz+q=0. (8.1)
Pouze v tomto pfipadé bude uvazovana funkce feSenim rovnice (LH2).

Definice 8.1 (charakteristicka rovnice). Kvadraticka rovnice (8.1) s neznamou z se nazyva charak-
teristicka rovnice pro rovnici (LH2).

Véta 8.1 (fundamentalni systém¥eSeni LDR s konstantnimi koeficienty). UvazZujme DR (LH2) a jeji
charakteristickou rovnici (8.1).

e Jsou-liz,, z, € R dva rizné realné kofeny charakteristické rovnice (8.1), definujme
JOa

e Je-li zy € R dvojnasobnym kofenem charakteristické rovnice (8.1), definujme a
Zy1X

Yo = Xe
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e Jsou-lizy, = a+iB ¢ R dva komplexné sdruZené kofeny charakteristické rovnice (8.1),
definujme | y,(x) = € cos(Bx) \ a ] ¥a(x) = €™ sin(Bx)|.

Potom obecné feseni rovnice (LH2) je
y(x,Cy, Cp) = Cyyy(x) + Cpy,(X), CieR CreR

9. Nehomogenni LDR 2. fadu
Nyni se budeme vénovat feSeni nehomogenni diferencalni rovnice.

Véta 9.1 (dusledek principu superpozice). Soucet libovolného partikularniho feSeni'nehomogenni f

linearnidiferencialni rovnice a obecného feseni asociovana homogenni rovnice je obecnym fesenim
puvodni nehomogenni rovnice

Podle ptedchozi véty tedy k vyfeSeni linearni nehomogenni rovnice staci nalézt jedno (partikularni)
feSeni této rovnice a obecné feSeni asociované homogenni rovnice.

Priklad 9.1. Jednim z feSeni rovnice
y'+y=6
je zcela jisté funkce y(x) = 6. (Vidime pfimo po dosazeni.) Obecné feSeni je tedy
y(x) =C,cosx +C,sinx +6
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VyfeSeni asociované homogenni rovnice je bohuzel prakticky mozné pouze v nékterych specialnich
ptipadech, jako je napfiklad rovnice s konstantnimi koeficienty

y'+py' +qy =1(x) (L2)
(u rovnic s konstantnimi koeficienty feSime asociovanou homogenni rovnici pomoci charakteristické

rovnice a Véty 8.1)
Jak najit partikularni reseni?

e Metoda variace konstant — podobnd jako u LDR prvniho fadu. Konstanty v obecném feSeni
nahradime funkcemi, které jsme schopni najit (po vyfeSeni soustavy rovnic a dvoji integraci).

e Metoda kvalifikovaného odhadu — pokud je prava strana do jisté miry specialni, je mozno
partikuldrni feSeni uhodnout. Je-li prava strana rovnice polynom, exponenciélni funkce nebo
sinus Gi kosinus (pfipadné soucin ¢i soucet uvedenych funkci) je mozno odhadnout “hruby
tvar” partikularniho feSeni (az na néjaké konstanty) a tento potom pouze jemné “doladit” tak,
abychom obdrzeli skute¢né feSeni nasi rovnice.

Podivejme se na metody vypoctu partikularniho feSeni ponékud blize.

vs s

Véta 9.2 (metoda variace konstant). Necht'y, ay, jsou funkce tvofici fundamentélini systém Feseni
homogenni rovnice (LH2) ay,, y, jsou jejich derivace. Necht funkce A(x) a B(x) jsou funkce majici
derivace A'(x) a B'(x), které splriuji soustavu rovnic

A (3 (x) + B (x)15(x) = 0, -
Ay () + B X)Y;() = £().

Potom funkce y, definovana vzorcem

Yp(X) = A(X)y1(x) + B(x)y,(x) (9.2)
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je partikularnim Fesenim nehomogenni rovnice (L2). Obecné feSeni rovnice (L2) je tedy tvaru
y(x) = Ciy1(x) + Ca¥a(x) + y,(X).

Diky nenulovosti Wronskianu™ je zajiSténo, Zze soustava (9.1) je vzdy feSitelna a ma pravé jedno
feSeni. Toto feSeni je mozno najit “klasickymi metodami”, jako je dosazovaci nebo vyluCovaci
metoda, v praxi se vSak vyuziva nasledujici véta, zndma z linearni algebry.
Véta 9.3 (Cramerovo pravidlo). UvaZujme soustavu linearnich rovnic

ax+by=c

Ax+By =C

s koeficienty a, b, A, B, s pravymi stranami ¢, C a s neznamymi x, y. Je-li determinant D matice
soustavy nenulovy, {j. je-li

a b
D = 4 B‘ #0
ma soustava pravé jedno feseni. Oznacime-li
c b a c
D1=CB‘aDZ=AC’
. L ; D, D,
Ize neznamé x a y najit jako podily x = o ay-= o

Obsah <4< >> < > Zpét



Kapitola 2.9: Nehomogenni LDR 2. fadu 59

Aplikaci Cramerova pravidla na soustavu (9.1) dostavame nasledujici: vypocteme-li Wronskian

W= |V Vii| = 0% = Vi(0we() # 0
a pomocné determinanty
0 X X 0
W=l Yool ® %=V o
Ize neznamé funkce A’(x), B'(x) obdrzet jako podily
A(x) = d] B'(x) = W, (9.3)
w’ w

Hledané funkce A(x), B(x) poté obdrzime integraci a pomoci nich a pomoci fundamentalniho
systému- feSeni sestavime partikularni feSeni rovnice metodou popsanou jiz dfive.

Véta 9.4 (odhad partikularniho feSeni). Necht prava strana rovnice (L2) ma tvar f(x) =
e (P,,(x) cos(Bx) + Q,,(x) sin(ﬁx)) , kde P,(x) je polynom stupné n a @Q,,(x) je polynom stupné m.

e Oznacme k = max{n, m} vétsi ze stupriti obou polynomu. Pokud néktery z polynomu na pravé
strané nefiguruje, dosazujeme za jeho stuperi nulu.

e UvaZujme charakteristickou rovnici pro asociovanou homogenni rovnici, tj. rovnici (8.1). Pokud
(obecné komplexni) Cislo a + i3 neni kofenem této rovnice, polozme r = 0. Pokud je cislo
a + i@ jednoduchym kofenem této rovnic, polozZme r = 1 a pokud dvojnasobnym, poloZme
r=2.
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Partikularni feSeni‘je mozno nalézt ve tvaru
Y,(x) = €7 X" (ﬁk(x) cos(Bx) + O, (x) sin(,Bx)), (9.4)

kde /3k (x)a Q «(x) jsou polynomy stupné nejvyse k. Tyto polynomy je moZno najit metodou neurcitych
koeficienti bez pouZiti integrovani.

Poznamka 9.1. e Pokud se exponencialni ¢ast na pravé strané nevyskytuje, je @ = 0 a proto
je € =1 a exponencialni ¢len se neuplatni. Naptiklad u diferencialni rovnice

y" +2y" +3y = (x? + 4) cos(x) + (x — 2) sin(x)
hledame partikularni feeni ve tvaru y,, = (ax®+bx+c) cos(x)+(dx?+ex+f) sin(x). Vsimnéme
si, ze u v partikularnim feSeni u funkce sin(x) figuruje kvadraticky polynom, i kdyz na pravé
strané rovnice je pouze polynom linearni. To proto, Ze oba polynomy na v obecném tvaru

partikularniho feSeni maji stejny stupen, ktery je roven vétSimu ze stupnt polynomu na pravé
strané rovnice.

e Pokud se goniometricka ¢ast na pravé strané nevyskytuje, je § = 0. Odsud potom plyne, ze
cos(Bx) = 1, sin(Bx) = 0 a ani goniometricka ¢ast, ani polynomy Q(x) a Q(x) se neuplatni.
Napfiklad u diferencialni rovnice

y'—y=(x+1)e"
hledame partikularni feseni ve tvaru y = x(ax + b)e”
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e Pokud je polynom Q(x) roven nule, vyskytuje se na pravé strané jenom funkce kosinus.
Podobné plati pro polynom P(x) a sinus. | v téchto pfipadech se vSak v partikularnim feSeni
mohou vyskytnout obé funkce cos(Bx) i sin(Bx). Napfiklad partikularni feSeni rovnice

y" —y = xsin(x)
hledame ve tvaru y, = (ax + b)cos(x) + (cx + d)sin(x) (uvazujeme i Cast s funkci sinus i

presto, Ze se funkce sinus na pravé strané rovnice vlbec nevyskytuje). Z tvrzeni véty totiz
nijak nevyplyva, ze je-li Q(x) = 0, plati totéz i pro Q(x).

Poznamka 9.2. Vétu o odhadu partikularniho feSeni je mozno pouzit napfiklad pro rovnice

X sin(x)
ex '

y'+y =sin(x), y'+3y' +y= y'+3y = -4, y" +2y" +y=(x2+3)cos(x)

(v druhé rovnici je a = —1), ale neni mozno ji pouzit napfiklad na nasledujici rovnice
y" +4y" + 3y = sin(x) + x? cos(2x), (9.5)
y'"+y' =3y =Inx
(u prvni rovnice vadi odliSny argument u obou goniometrickych funkci, u druhé rovnice vadi funkce
In(x)). Kromé vySe uvedené véty je mozno v literatufe najit i vétu umoznujici najit metodou neurcitych
koeficientl najit feSeni rovnice, kde prava strana neni pfimo ve tvaru pozadovaném ve Vété 9.4, ale

je souétem nékolika rdznych vyrazli v tomto tvaru. Tento postup umozni najit metodou neurcitych
koeficientl i partikularni feSeni rovnice (9.5).
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Kapitola 3

Autonomni systémy

1. Motivace

Budeme se zabyvat diferencialnimi rovnicemi, ve kterych na pravé strané nefiguruje nezavisla
proménna. V tomto pfipadé tradi¢né nezavislou proménnou neoznacujeme x jako doposud, ale f a
nazyvame ji cas.

Priklad 1.1 (motivace). Uvazujme soustavu dvou rovnic

!

X ==Yy,
y' = x,

(1.1)
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kde ' = e Soustava ma tu vlastnost, ze proménna ¢, podle které derivujeme, v rovnici fakticky

vlbec nevystupuje. Takovy systém diferencialnich rovnic budeme nazyvat autonomni system-.
Neni tézké ovéfit, ze dvojice funkci

{x(t) = Ac'os(t + ), (12)
y(t) = Asin(t + ¢)
je feSenim této soustavy pro libovolna realna €isla A, c¢. Vskutku:

x' = (Acos(t +¢)) = A(=sin(t +¢)) -1 = -Asin(t + ¢) = -y

y' = (Asin(t + ¢))’ = Acos(t +¢)-1 = x

Lze ukazat Ze v tomto zéapise jsou pro vhodnou volbu konstant obsazena vsechna feSeni a jedna
se tedy o obecné feseni zadaného autonomniho systému.

e Zadame-li po¢ate¢ni podminku x(0) = 0 a y¥(0) = 0, je feSenim dvojice konstantnich funkci
x() =0, (1.3)
y(t) =0.

Jedna se o konstantni feSeni a bod [0, 0] budeme v dal§im nazyvat singularnim bodem tohoto
autonomniho systému.

e Zadame-li po¢atecni podminku x(0) = 1 a y(0) = 0, je feSenim dvojice funkci

x(t) = cost, 14
y(t) = sint. (1.4)
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V roviné xy se jedna o parametrické rovnice jednotkové kruznice. Tuto kruznici budeme
nazyvat trajektorii~autonomniho systému.

e Zadame-li po¢atecni podminku x(0) = 0 a ¥(0) = 1, je feSenim dvojice funkci
x(t) = cos(z‘ + E>,
y(t) = sm(z‘ + E)'

V roviné xy se jedna (opét!) o parametrické rovnice jednotkové kruznice. A¢ jsme obdrzeli
jiné feSeni pocatecni Ulohy, trajektorie tohoto feSeni je stejna. To je proto, Zze body [1,0]i [0, 1]
uvazované v minulych po¢ate¢nich podminkach lezi oba na téze trajektorii.

(1.5)

e Zadame-li pocate¢ni podminku x(0) = 2 a y(0) = 0, je feSenim dvojice funkci x(t) = 2cost,
y(t) = 2sint. V roviné xy se jedna o parametrické rovnice kruznice se stfedem v pocatku a
polomérem 2. Dostavame jinou trajektorii nez v pfedeslych pfipadech, protoze bod [2, 0] jiz
na jednotkové kruznici nelezi.

Na dvojici funkci, které jsou feSenim této soustavy, mizeme pohlizet jako na parametrické rovnice
kfivek v roviné. Budeme nyni hledat rovnice charakterizujici tyto kfivky (nazyvané trajektorie). Plati
dy
dy dy dt  dt Yy X X
dx  dt dx  dx «x' -y y
dt
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Tuto rovnici mizeme feSit separaci proménnych nasledovné:

dy  x
dx  y’
-y dy = xdx,
2 2
_y_ +C = —
2 2
-y2+C = x2, kde C = 2c je nova konstanta
x% +y? =

Odsud vidime, ze se jedna o rovnice soustfednych kruznic. To jsme ostatné vidéli jiz z obecného
feSeni (1.2), které bylo parametrickym vyjadfenim rovnice kruznice o poloméru A.

2. Autonomni systémy

Definice 2.1 (autonomni systém). Necht'f a g jsou spojité funkce dvou proménnych. Soustava
dvou diferencialnich rovnic
x'=f(x,y),

2.1
Y = g(x.y), @1

kde' = = se nazyva dvourozmérny autonomni system . Jeho rfesSenim rozumime kaZdou dvojici

funkci x(t), y(t), které maji derivace na uvazovaném intervalu a po jejich dosazeni do (2.1) prejdou
obé rovnice v identity. Proménna t se nazyva cas.
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Definice 2.2 (pogate¢ni tloha). Necht' t,, x, a y, jsou libovolna rediné &isla. Uloha najit Feseni
soustavy (2.1), které v bodé t, splriuje pocatecni podminky

X(to) = Xo 2.2)
y(to) = Yo
se nazyva pocatecni tloha.

Poznamka 2.1 (posun v ¢ase). Je-li dvojice funkci x(t), y(t) feSenim soustavy (2.1) aje-li ¢ libovolné

realné &islo, plati totéZ i pro dvojici funkci x(t +¢), y(t +c). Cas t,, ve kterém formulujeme po&ate&ni
podminky, Ize tedy volit libovolné, Zpravidla klademe bez Ujmy na obecnosti ¢, = 0.

Definice 2.3 (stacionarni feSeni). Necht' x™ a y* jsou realna cisla, ktera splriuji
f(x",y") =0,
glx.y") =0.

Pak dvojice konstantnich funkci x(t) = x*, y(t) = y* je feSenim systému (2.1), jak se Ize snadno
presvédCit dosazenim.
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Definice 2.4 (trajektorie ‘autonomniho systému’). Necht'dvojice funkci x(t), y(t) je Fesenim systému
(2.1). MnozinaT bodi v roviné (x, y) definovana relaci

T ={(X,y): x(f) = x ay(f) = y pro néjaké f € R}
se nazyva trajektorie systemu (2.1). Rovinu, do které zakreslujeme trajektorie, nazyvame fazovou

rovinou.
Trajektorie stacionarniho feseni je tvorena jedinym bodem (x*, y*) a nazyva se stacionarni bod.

Jedinym stacionarnim bodem systému (1.1) je poCatek, tj. bod [0, 0]. Ostatni trajektorie jsou kruznice
se stfedem v pocCatku. VSimnéte si, ze trajektorie odpovidajici feSeni (1.4) a (1.5) jsou totozné, i kdyz
se jedna o rtizné funkce!

Poznamka 2.2 (geometrické vlastnosti trajektorii). Zakreslime-li trajektorii néjakého feSeni auto-
nomniho systému, ztracime informaci o ¢ase. Mdme pouze informace, kterych hodnot (x, y) feSeni
nabyvaji v tomtéz okamziku, ovSem nemame informaci o tom, za jak dlouho feSeni do tohoto stavu
dospéje. Abychom alespori méli zachycenu informaci o tom, ktery stav pfredchazi a ktery nasleduje,
zpravidla trajektorie orientujeme podle sméru toku ¢asu.

Prochazi-li trajektorie bodem (x*, y*), jedna se o trajektorii odpovidajici feSeni po¢ate¢ni ulohy

x(0) = x*

y(0) =y~
Tato trajektorie ma v bodé (x*, y*) te€nu danou smérovym vektorem (f(x*, y*), g(x*, y*)). Podobné
jako u smérového pole diferencialni rovnice, zakresleni smérovych vektort te€nych k trajektoriim

Ize uskutecnit jen ze znalosti funkci f a g a odsud je zpravidla mozné si udélat zakladni pfedstavu
o tvaru trajektorii. Systém téchto vektor( spolu se zakreslenymi vybranymi trajektoriemi se nazyva
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fazovy portrét autonomniho systému. Jedna se a jakousi obdobu smérového pole diferencialni
rovnice.

Vzhledem k jednoznacné feSitelnosti se dvé rizné trajektorie nikde neprotinaji. Maji-li proto dvé
trajektorie spolecny alespori jeden bod, jsou zcela totozné!

Poznamka 2.3 (trajektorie” jako integralni kfivky). Na ¢ast trajektorie T, kde kazdému x odpovida
jediné y, Ize pohlizet jako na graf funkce y = y(x). Vzhledem k tomu, Ze podle pravidla pro derivaci
slozené a inverzni funkce plati v diferencialni symbolice

2_2 dt_dy.

.
dx  dt dx df 9  dx’
dt dt

vyhovuje uvazovana ¢ast trajektorie diferencialni rovnici
dy _gx.y)
dx  f(x,y)
Tato rovnice definuje jednoznacné trajektorie (az na smér toku ¢asu) podobné, jako systém (2.1).

Poznamenejme, Ze v bodech x-nulklin (viz déle) je prava strana rovnice nespojita a v singularnich
bodech muze byt porusena jednoznacnost feseni.

Poznamka 2.4 (klasifikace trajektorii). Pfedpokladejme, Zze kazda trajektorie systému (2.1) je pro-
dlouzena maximalné obéma smeéry, tj. pro t — +oo. Rozeznavame pouze tfi nasledujici typy
trajektorii

(i) Stacionarni body. Tyto body odpovidaji stacionarnim feSenim.

(i) Uzavfené trajektorie (cykly). Tyto trajektorie odpovidaji periodickym feSenim. Uvnitf kazdého
cyklu lezi alespon jeden stacionarni bod.
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(iii) Trajektorie, které samy sebe nikde neprotinaji a pro t — oo tyto trajektorie maji jednu
z nasledujicich vlastnosti.

a) Trajektorie maji alespon jednu slozku neohrani¢enou.

(a)
(b) Trajektorie konverguji k nékterému ze stacionarnich bodu.
(c)
(d)

c) Trajektorie konverguji k nékterému z cykld.

d) Trajektorie konverguji k mnoziné tvofené konecnym poctem singularnich bodd a jinymi
trajektoriemi, které vedou z jednoho stacionarniho bodu do druhého.

V praxi se s poslednim typem trajektorii vétSinou nesetkavame a kazda trajektorie, ktera je ohra-
niéend a neni stacionarnim bodem ani cyklem zagina a konéi bud ve stacionarnim bodé, se odmo-
tava z néjakého cyklu (resp. namotava na néjaky cyklus).

Priklad 2.1. Systém (1.1) ma dva druhy trajektorii*: stacionarni bod v po¢atku a cykly, které jsou
tvofeny soustfednymi kruznicemi.

Poznamka 2.5 (nulkliny). Kfivka sloZzena z bodu (x, y) v roving, které splfuji f(x, y) = 0 se nazyva
x-nulklina. V bodech této nulkliny plati x' = 0 a veli¢ina x se tedy v okoli této nulkliny neméni
(resp. méni velice pomalu). Z geometrického hlediska ma tato kfivka vlastnost, Ze kazda trajektorie
ji protina ve svislém sméru (zdola nahoru nebo shora dolt).

Podobné, kfivka slozena z bodu (x, y) v roving, které splfiuji g(x,y) = 0 se nazyva y-nulklina.
Tato kfivka ma tu vlastnost, ze kazda trajektorie ji protina ve vodorovném sméru, protoze v bodech
y-nulkliny plati y’ = 0.

Priklad 2.2. Systém (1.1) ma jednu x-nulklinu (pfimku y = 0, tj. osu x) a jednu y-nulklinu (pfimku
x =0, 1j. osu y).
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Poznamka 2.6 (spojita zavislost na pocate¢nich podminkach). Mald zména pocate¢nich podminek
vyvolava relativné malou zménu vysledného feSeni autonomniho systému®. Z tohoto divodu dvé
trajektorie’, které prochazi dvéma dostate¢né blizkymi body, maji v okoli tohoto bodu pfiblizné stejny
smér, s vyjimkou okoli stacionarnich bodu.

Poznamka 2.7 (klasifikace stacionarnich bodd). Podle chovani trajektorii v okoli stacionarnich
bodl rozdélujeme tyto stacionarni body do nékolika navzajem disjunktnich skupin. Necht (x*, y*) je
singularnim bodem systému (2.1).

Uzel Stacionarni bod (x*, y*) se nazyva uzel’, jestlize vdechny trajektorie (x(f), y(f)) z néjakého
okoli tohoto bodu konverguji pro t — co nebot — —oo k (x*, y*) tak, Ze nedochazi k oscilacim
kolem limitni hodnoty.

Ohnisko Stacionarni bod (x*, y*) se nazyva ohnisko’, jestlize vSechny trajektorie z néjakého okoli
tohoto stacionarni bodu do tohoto bodu konverguji bud pro t — oo nebo pro t — —oco a to
tak, ze kolem tohoto bodu osciluji se zmenSujici se amplitudou.

Sedlo Stacionarni bod (x*, y*) se nazyva sedlo; jestlize v kazdém jeho okoli existuje pouze kone¢ny
pocet trajektorii, které pro t — oo konverguji k tomuto bodu.

Stied a bod rotace Stacionarni bod (x*, y*) se nazyva bod rotace, jestlize kazdé jeho okoli ob-
sahuje nekone¢né mnoho trajektorii, které jsou cykly. Pokud v né&jakém okoli existuji pouze
cykly, nazyva se tento bod navic stred.

e Uzel nebo ohnisko nazyvame stabilni, jestlize vdechny trajektorie do néj konverguji pro ¢ —
oo, tj. vdechny trajektorie z néjakého okoli sméfuji do tohoto bodu. V opaéném pfipadé tento
bod nazyvame nestabilni .
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e Pro stabilni uzel a ohnisko existuji oblasti ve fazové roviné které maji tu vlastnost, ze vSechny

trajektorie prochazejici nékterou z téchto oblasti konverguji prot — oo do tohoto stacionarniho
bodu. Takové oblasti se nazyvaiji oblasti atraktivity stacionarniho bodu.

e Ve fazové roviné mohou existovat oblasti, které maji tu vlastnost, Ze kazda trajektorie ktera
vstoupi do této oblast ji jiz v Zzadném pozdéjsim ¢ase nemuiZe opustit. Tyto oblasti se nazyvaji
pozitivné invariantni oblasti.

o Naopak, oblasti které maji tu vlastnost, ze pokud se v nich trajektorie vyskytuje v jistém Case,

vvvvvv

Priklad 2.3. Stacionarni bod [0, 0] systému (1.1) je stfed.

Definice 2.5 (a- a - limitni mnozina). Bud'T trajektorie” néjakého Ffeseni (x(t), y(t)). @-limitnim
bodem trajektorie T nazyvame kazdy bod (x', y'), pro ktery existuje posloupnost casovych okamzikui
{t,} s viastnostmi

lim ¢, = oo, (2.3)

n—oo
)=t
lim y(t,) = y".
Pokud podminku (2.3) nahradime podminkou

lim ¢, = —oco,
n—oo

nazyvé se bod (x', y') a-limitnim bodem. MnoZina véech -limitnich bodii uvaZované trajektorie se
nazyva @-limitni mnoZzina této trajektorie. Podobné je definovana a-limitni mnoZzina.
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Definice 2.6 (Jacobiho matice). Matice

— (X, y) (x.y)
S =58 3
a( y) 6_y(x y)

se nazyva Jacobiho matice soustavy (2.1).

Definice 2.7. Charakteristickou rovnici matice A rozumime kvadratickou rovnici det(A — A/) = 0
P , . . , a b\ . ,
S neznamou A, lj. charakteristickou rovnici matice A = c o) € rovnice

12 —(a+d)A+ad-bc=0.
Kofeny této rovnice (realné nebo komplexni) nazyvame viastni ¢isla matice A.

Priklad 2.4. Jacobiho matice systému (1.1) v bodé [0, 0] je matice (0

1 0 ) . Charakteristicka

rovnice ma tvar

2+1=0
a vlastni ¢isla této matice jsou 1, = i, 1, = —/, kde / ke imaginarni jednotka (vlastni ¢isla nejsou
reélna).
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Véta 2.1 (klasifikace stacionarnich bod( pomoci vlastnich ¢isel Jacobiho matice). UvaZujme viastni
Cisla Jacobiho matice vypoctené ve stacionarnim bode.

Jsou-li obé vlastni Cisla realna kladna, je stacionarni bod nestabilni uzel.
Jsou-li obé vlastni Cisla realna zaporna, je stacionarni bod stabilni uzel.
Jsou-li viastni ¢isla realna a maji-li opaéna znaménka, je stacionarni bod sedlo.

Jsou-li vlastni ¢isla komplexné sdruzena s kladnou realnou ¢asti, je stacionarni bod nestabilni
ohnisko:

Jsou-li vlastni ¢isla komplexné sdruZena se zapornou realnou ¢asti, je stacionarni bod stabilni
ohnisko:

Jsou-li viastni ¢isla komplexné sdruZena s nulovou realnou ¢asti, je staciondrni bod ohnisko
nebo bod rotace.

Poznamka 2.8. Tvrzeni pfedchozi véty si snadno odvodime, zapamatujeme-li si, Ze kdykoliv ma
Jacobiho matice vlastni Cislo a + /3, kde a # 0, ma systém trajektorii’, na které se obé& komponenty
fedeni chovaji pfiblizné jako funkce e? cos(Bt) + konst. Plati tedy nasleduijici:

e Je-li a < 0, trajektorie konverguje pro ¢ — oo ke stacionarnimu bodu. Trajektorie tedy mifi do

tohoto stacionarniho bodu.

e Je-li @ > 0, trajektorie konverguje pro t — —oo ke stacionarnimu bodu. Trajektorie tedy ze

stacionarniho bodu vychazi a vzdaluje se od né;j.

Obsah <4< >> < > Zpét

4



Kapitola 3.2: Autonomni systémy 74

e Je-li B # 0, dochazi v okoli stacionarniho bodu k oscilacim, je-li naopak 8 = 0, k oscilacim
nedochazi.

Jind moznost, jak urcit typ stacionarnich bod, je obsazena v nasledujici véte. V této vété D znaci
determinant Jacobiho matice v bodé (x*, y*), tj. a A stopu' Jacobiho matice v tomto bod, t;.

af * *6g * * af

D = detJ(x",y") = o~ (" y)ay(x,y) ay( y) ( Y,
of 0

A=TrdJ(x",y) = 6_(X Y+ —i(X YY)

Véta 2.2. Necht (x*,y*) je stacionarni bod soustavy (2.1) a J(x*,y*) hodnota Jacobiho matice
v tomto bodé. Pomoci Cisel D a A Ize rozhodnout o kvalité staciondrniho bodu (x*,y*) podle
nasledujici tabulky.

‘ D<O0 ‘ H sedlo
D>0|A>0|A%>4D nestabilni uzel
A% < 4D nestabilni ohnisko
A<0| A?>4D stabilni uzel
A% < 4D stabilni ohnisko
A=0 bod rotace nebo ohnisko

'Stopa ¢tvercové matice je soudet &isel v hlavni diagonale.
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Kapitola 4

Dvojny integral

1. Supremum a infimum

Definice 1.1 (doIni zavora). Bud' A neprdzdna zdola ohraniéena mnoZina redinych ¢isel. Cislo m
se nazyva dolni zavora mnoZiny A, jestlize m < a pro vsechna a € A

Priklad 1.1. e Dolni zavorou intervalu (0, 1) jsou napfiklad ¢isla -1, —m, 0.

. . oo 1 .
e Dolni zavorou nejsou Cisla > 6 ani e.
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Definice 1.2 (infimum). Bud'A neprdzdna zdola ohraniéend mnoZina redinych &isel. Cislo inf(A) se
nazyva infimum mnoZiny A, jestlize je nejvetsi doini zavorou mnoZiny A.

Priklad 1.2. Intervaly (0, 1), [0, 1], (0, 1] maji vS§echny infimum rovno €islu 0.

Definice 1.3 (horni zavora). Bud'A neprdzdna shora ohraniéena mnoZina redinych &isel. Cislo M
se nazyva horni zavora mnoZiny A, jestlize M > a pro véechna a € A

Definice 1.4 (supremum). Bud'A neprdzdnd shora ohrani¢ena mnoZzina realnych cisel. Cislo sup(A)
se nazyva supremum mnoZziny A, jestlize je nejmensi horni zavorou mnoZiny A.

Priklad 1.3. Intervaly (0, 1), [0, 1], (O, 1] maji vSechny supremum rovno ¢&islu 1.

2. Dvojny integral na obdélniku

Definujme funkci na obdélniku R = [a, b] x [c, d] ohrani¢enou funkci f(x, y). Obdélnik rozdélme na
podobdélniky p4, p,, ..., p, 0 obsazich Ap,, Ap,, ..., Ap,. Toto déleni ozname D.

V obdélni¢ku p; najdeme supremum M; a infimum m; funkce f(x, y). Sestrojme horni a dolni
integralni soucet pfislusny déleni D podle vzorcu

k

S(D) = > M;Ap; ... horni souget
i=1
k

s(D) = > m;Ap; .. .dolni souget
i=1
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Kapitola 4.2: Dvojny integral na obdélniku 77
e Supremum mnoziny vSech dolnich sou¢td nazyvame dolni dvojny integral a znacime

//Rf(x,y) dx dy.

e Infimum mnoziny vSech hornich souétd nazyvame horni dvojny integral a znacime

/_/Rf(x,y) dx dy.

Definice 2.1 (dvojny integral). Jestlize jsou si horni a dolini integral rovny, pak jejich spolecnou
hodnotu znacime

//H f(x,y)dxdy (2.1)

a nazyvame dvojny integral funkce f v R. O funkci f Fikame, Ze je na mnoZiné R integrovatelna.

Vypocet dvojného integralu provadime s vyuzitim nasledujici véty o pfevodu dvojného integralu na
dvojnasobny (dva “obycCejné” integraly).

Véta 2.1 (Fubini). Necht R = [a. b] x [c, d] je uzavieny obdélnik v IR? a f funkce definovand a f
spojita na R. Pak plati

f(x,y)dxdy = ’ df(x,y)dy dx = ’ bf(x,y)dx dy.
; | o] ax= [ vrod
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Kapitola 4.2: Dvojny integral na obdélniku

Priklad 2.1. Vypoctéte // (x + y)dx dy pres obdélnik vyznageny na obrazku.
Q
1y
2

V5.

— > x

//Q(x+y)dxdy =/12[/03(x+y)dx] dy =/12[X?2 +xy]zdy
=/12[§ +3y - (g +0y)] dy=/12<g+3y> dy

-[reegl -3 eeei-Greg
=9+6-6=9
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3. Dvojny integral v obecné oblasti

Definice 3.1 (dvojny integral v obecné oblasti). Bud'Q uzaviena ohranicena oblast. Bud'R dosta-
tecné velky obdélnik, takovy, Ze Q c R. Definujme na R funkci g pfedpisem

_)fxy) (xy)eQ
gix.y) = {o jinak

Potom definujeme integral funkce f na mnoZziné Q predpisem

//Qf(x,y)dxdy=//Rg(x,y)dxdy.

V dal§im budeme pro jednoduchost pfedpokladat, ze oblasti pfes které integrujeme maji hranici

tvofenu po Castech hladkou uzavfenou kfivkou.
y

w(x)

oblast Q

P(x)
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Kapitola 4.3: Dvojny integral v obecné oblasti

Véta 3.1 (Fubini). Necht'f je funkce spojita v uzaviené oblasti

Q={x.y)eRP:a<sx<bapk) <y<wkX).

//Q f(x,y)dxdy = /: [/(:::)f(x,y) dy] dx

Potom

oblast Q

o)
a .............

Véta 3.2 (Fubini). Necht'f je funkce spojita v uzaviené oblasti

Q={(x.y)eRP:a<y<baoly) <x<y(y)}

//Q f(x, ) dx dy =/ab[/(:z)f(x,y)dx] dy
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Kapitola 4.3: Dvojny integral v obecné oblasti 81

Priklad 3.1. Vypoctéte // 2y dx dy pfes mnozinu vyznacenou na obrazku.
Q

y 1, /1-x2
// 2ydxdy=/ / 2ydy>dx
Q o ‘1

‘ 1
0 X =/ 2x—2x2)dx
0
Xmin = 0, , 2 31
Xmax = 15 =[x —§x o
Ymin=1-X,

— 2
Ymax = 1-x2 =1_§=§

Véta 3.3 (linearita integralu). Bud'f,, f, funkce integrovatelné v Q a c,, ¢, libovolna redina cisla.

Plati
//Q [c1fi(x, ) + cofp(x, y)] dx dy = cy //Q f,(x,y)dxdy + 02//Q fo(x,y)dx dy
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Kapitola 4.4: Polarni soufadnice 82

Véta 3.4 (aditivita vzhledem k oboru integrace). Necht je oblast Q rozdélena na dvé oblasti Q. a
Q,, které maji spoleéné nejvyse hranicni body. Plati

//Qf(x,y)dxdy =//Q1 f(X’y)dXdy"'//sz(X,y)dXdy

4. Polarni soufadnice

Dosud jsme pouzivali pouze kartézské soufadnice: dvojici Cisel udavajici vzdalenost bodu od osy
y a od osy x, ktera jednoznaéné uréuje polohu bodu v roving'. V praxi je nékdy vyhodn&ji pouzit
i jiny zpusob jak pomoci dvojice Cisel charakterizovat polohu bodu v roving — takové soufadnice
potom nazyvame kfivocaré soufadnice.

zadavame tak, ze uréime vzdalenost r bodu od po¢atku soustavy soufadnic O a uhel ¢, ktery svira
spojnice bodu O a A s kladnou ¢asti osy x.

Chceme-li pfevést dvojny integral do polarnich soufadnic, provadime v ném vlastné substituci
X =rcos@ ay = rsin . Pfitom se transformuiji i diferencialy dx a dy a vysledny vzorec ma tvar

// f(x,y)dxdy:// f(rcos@, rsing) -rdepdr.
Q Q

V diferencialnim poctu polarni soufadnice pouzivame pfedevsim tam, kde ma problém radiélni
symetrii. Napfiklad pfi studiu ochlazovani nebo kmitd kruhovych desek &i valcovitych soucastek.

"Myslenka pouzivat takové soufadnice pochazi od filozofa Reného Descarta, ktery jednou pozoroval mouchu na stropé a
uveédomil si, ze pro jednoznacné stanoveni polohy mouchy na stropé staci zadat jeji vzdalenost od dvou navzajem kolmych
stén.
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Kapitola 4.4: Polarni soufadnice 83

4 A
......................... >
o r € [0,00), @ €[0,27)
r.
= : X = rcos
o : LY =rsing
o

Obrazek 4.1: Polarni soufradnice

V integralnim poctu tyto soufadnice pouzijeme zejména v pripadé, kdy integrujeme prfes kruznici
nebo jeji ¢ast (napf. mezikruzi €i kruhova vyse€). V takovém pfipadé maji totiz integraly které
vzniknou po aplikaci Fubiniovy véty pevné meze a vypocet druhého integralu je zpravidla jedno-
dussi. V nasledujicim pfikladé pro srovnani vypocteme tentyz integral v polarnich i v kartézskych
souradnicich.

Priklad 4.1. Vypoctéte // x dx dy, kde Q je ¢tvrtina jednotkového kruhu, lezici v prvnim kvadrantu.
Q
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Kapitola 4.4: Polarni soufadnice
y

re(0,1]
e [o, g]

X

Vypocet v polarnich soufadnicich:

// dxd 1( " do) d [ ]”/2
X xy=/ / rcose r do r—/ résin g
[o) 0 0 N N~

funkce Jakobian

=/1 [rzsinz—rsino] dr=/01 [rz] dr

-[51,-3-3-1

Vypocet v kartézskych soufadnicich:

//Qxdxdy = /01 (/Omxdy) dx
IO
0
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:
=/ xV1—-x2dx

0
= substituéni metodou . ..

AN
o],

3 3
Lo - (o)

1
3
5. Obecné kiivocaré soufradnice

| kdyz polarni soufadnice jsou zdaleka nejpouzivangjSimi kfivocarymi soufadnicemi, v praxi je nékdy
vhodné &i nutné volit i jiné soufadnice. Mdme-li korektné definovany obecné kfivo¢aré soufadnice
u a v, jsou transformacni vztahy mezi témito kfivoCarymi soufadnicemi a kartézskymi soufadnicemi
X, y ve tvaru

x=g(u,v)
y =h(u,v)
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Kapitola 4.5: Obecné kfivocaré soufadnice 86

kde g, h jsou dostatec¢né hladké funkce dvou proménnych. Pro pfevod dvojného integralu z kartéz-
skych soufadnic do soufadnic u, v je nutno vypocitat nasledujici determinant

og(u,v) 0g(u,v)

JWv) = onld vy onluvy|#O°

ou ov

zvany Jakobian.

Véta 5.1 (pfevod dvojného integralu do kfivo¢arych soufadnic). Plati

//Q 7‘()(,,\/)dxdy=//Q f(g(u, v), h(u, v)) |J(u, v)|du dv

Poznamka 5.1. Vybér kfivoCarych soufadnic se fidi tvarem mnoziny Q. Snazime se o to, aby
vyjadreni této mnoziny bylo v novych soufadnicich co nejjednodussi.
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Kapitola 5

Numericke reseni diferencalnich
rovnic

V této kapitole si uvedeme nékteré zakladni metody numerického feSeni diferenciélnich rovnic.
Uvédomme si, ze zatimco neni mozné numericky obdrzet obecné feSeni, feSeni pocateCni ulohy
Ize numericky aproximovat pomérné snadno: hlavni myslenkou je, Ze zaCneme v bodé zadaném
pocate¢ni podminkou a v okoli tohoto bodu nahradime integralni kfivku jeji te€nou. Tim se dosta-
neme do dal$iho bodu, odkud opét integralni kfivku aproximujeme te€nou. Smérnici te€ny zjistime z
diferencialni rovnice, bud pfimo z derivace (Eulerova metoda), nebo ponékud rafinovangji, kdy be-
reme v Uvahu i konvexnost Ci konkavnost a fakt, ze se derivace méni s ménicim se x i y. Stac¢i tedy
mit zvolen krok numerické metody (interval, na kterém aproximaci te€nou pouzijeme) a vystupem
metody bude aproximace integralni kfivky pomoci lomené ¢ary (po ¢astech linearni funkci).
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1. Metody s konstatnim krokem

Resime pocateéni Glohu pro diferencialni rovnici prvniho fadu roziegenou vzhledem k derivaci:'

{ y'=f(x.y)
¥(Xo0) = Yo

Reseni aproximujeme po &astech lomenou &arou (viz obrazky 5.2 a 5.3), vodorovna vzdalenost
mezi jednotlivymi uzly se nazyva krok, oznaCujeme jej h, ma-li dalSi ¢ast lomené cary smérnici k,

{Xm =X;+h
Yier =Y+ kh

dostaneme dal$i bod pomoci vztah(

Uvedeme si na ukazku metody s pevnym krokem, kdy neménime krok, ale pouze smér linearni
funkce, kterd aproximuje integralni kfivku. Podle toho, jak v jednotlivych krocich volime smérnici
aproximacni funkce, rozliSujeme nékolik metod.

Eulerova metoda Jako smérnici teCny pouzijeme hodnotu smérového pole v bodé, ze kterého
vychazime: k = ky 1= f(x;, ;)

RK (metoda Runge-Kutta druhého fadu) Jako smérnici te€ny pouzijeme hodnotu smérového pole
v bodé, do kterého bychom se dostali po provedeni pllky kroku Eulerovou metodou. Podi-
vame se tedy, kam bychom se dostali Eulerovou metodou, podivame se jak po cesté vypada

h

. , , P h
sméroveé pole a podle toho zvolime vychozi smér: k = k, :=f (x,- + E,y, + K, 5)

Jak bylo zminéno, po&ateéni podminka je pro numerickou aproximaci dulezita, udava totiz bod, ze kterého zaginame.
Numericky proto najdeme pouze partikularni feseni, najit obecné feSeni numericky se nam nepodafi
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Kapitola 5.1: Metody s konstatnim krokem 89

RK4 (metoda Runge-Kutta ¢tvrtého fadu) Zde se jedna o ponékud rafinovanéjsi variantu pred-
choziho. Hlavni myslenka spociva v tom ze podobné jako u metody druhého fadu udélame
fiktivné pul kroku smérem k; podle Eulerovy metody a ze smérového pole v bodé do kterého
se dostaneme ziskdme smér k,. Poté podobné provedeme opét fiktivné pul kroku smérem
k, a ze smérového pole v bodg, do kterého se dostaneme, ziskame smér k5. Konecné,
smérem k5 provedeme fiktivné cely krok a ziskdme smér k,. Ze vSech téchto smérd vypodi-
tame vazeny primér ve kterém jsou k, a k5 zastoupeny dvojnasobnou vahou oproti k; a k4
a ziskame smér pro provedeni dal§iho kroku metody. K pfedeSlym vzorcim tedy pfidavame:

k = %(k1 + 2k, + 2k3 + Ky),

kde k; :=f (x, + g,y,- + kzg) aky:=f(x;+hy + ksh)
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Kapitola 5.1: Metody s konstatnim krokem
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Obrazek 5.1: Jeden krok pro kazdou z metod a poc¢ate¢ni tlohu y’
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Kapitola 5.1: Metody s konstatnim krokem 91

y'=x+y?
16 -
e
el
7

Xpei = X, +h  Plesnéieseni / o

y(0)

T 'Eu‘ler/
14”7 v
i A 7
ref” k4 pro druhy krok -7
T 7 P AR
1 P A A A A A
Ly o o

0 0.2 0.4

Obréazek 5.2: Numerické fe$eni pogateéni tlohy y' = x + y2, y(0) = 1
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92
e Stejné se postupuije i pro systém libovolného poctu linearnich rovnic prvniho fadu. Napfiklad

!

ccoarar J X =TX0Y)

pro autonomni systém q |
y'=9g(x.y)
tiiq=ti+h

krokem h dostdvame { x;,.4 = Xx; + hf(x;, ;) .

Yier =Yi + hg(x;, y;)

ol v . . X(O) = Xp,
, pocatecni podminku a Eulerovu metodu s
y(0) =y

o Diferencialni rovnici druhého fadu y" + p(x)y’ + q(x)y = f(x) mdzeme substituci y; = y,
I A% Z y; = y2
Yo = y' prepsat na system ,
Yo = f(x) - p(x)y2 - Q(X)Y1

Obsah <4< >> < > Zpét



Kapitola 5.1: Metody s konstatnim krokem

o4l s | Xpp=x,4h # PF(;sné feseni '/ /'
y =X+

2.2} ¥(0) = 1 ’ y””=y”+kh; / / 7 /
Lo e
Ve 7 7, T 7
e e e 77

. 7 7
16? ;' ? / Euler?
Wl 2 — =
12k — — -
L— — — T
1/( — — —_— T _—

Obréazek 5.3: Numerické fe$eni pogateéni tlohy y' = x + ¥°, y(
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