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KAPITOLA 1
Diferencialni pocet funkci dvou promeénnych

Pri studiu funkci jedné proménné jsme podstatné vyuzivali pojmii limita a derivace. Limita byla pfesnou
definici toho, co mame na mysli, fekneme-li “jestlize se vzory funkce bliZi k ¢islu a, pak se obrazy bliZi
k ¢islu L”. V této kapitole budeme studovat funkce dvou a vice proménnych a musime si nejprve ujasnit,
co to znamena, fekneme-li ze bod (1, z2, . . ., z,,) leZi blizko bodu (y1, yo, . . ., y» ). Zav&dime proto v n-
rozmérném prostoru pojem vzdaenosti, a to nejprirozeng&im moznym zplisobem (nikoli vak jedingm
moznym). Pfipomenme, Ze s prostorem R™ obsahujicim n-rozmérné vektory jsme se setkali jiz v prvnim
rocniku. Nyni natéto mnoziné budeme definovat vzda enost a prvky této mnoZziny budeme nazyvat body.

1. Euklidovsky metricky prostor

Definice (metricky prostor, metrika). Mnozina E™ prvkd z R™ s metrikou p definovanou pro X =
(x1,29,...2y) ER"AY = (y1,¥2,...,yn) € R" vztahem
p(X,Y) = /(x1 —y1)? + (w2 —92) + - + (20 — yn)? (1.1

se nazyva Euklidovsky metricky prostor. Prvky prostoru E™ budeme nazyvat body. Funkce p se nazyva
Euklidovska metrika. Cislo p(X,Y') se nazyva Euklidovska vzdalenost bodll X, Y.

Poznamka1.1. V prostorech E? aE? sejednao“bé&znou” definici vzdalenosti, pouZivanou v kazdodennim
Zivoté. | nadsledujici tfi vlastnosti metriky jsou v téchto prostorech velice nézorné.
Véta 1.1 (vlastnosti euklidovské metriky). Pro libovolnd X, Y, Z € E" plati
pX,Y) = p(Y, X) symetrie
p(X,)Y)=0 < X=Y totoznost
p(X,Y)+p(Y,Z) > p(X,Z) trojuhelnikova nerovnost
Nasledujici definice zavadi nazev pro mnozinu bodu, které jsou “blizko” daného bodu X (tj. nejsou od néj
vzdaleny vice, nez jista maximani pfipustna hodnotac).

Definice (okali, ryzi okoli). Bud X € E" bodzE" ae > 0 kladnérealné gislo. Epsilonovym okolimbodu
X rozumime mnozinu oznagenou O (X)) skladajici se z bodd, jejichz vzdaenost od bodu X je mendi nez
& .

O.(X)={Y eE": p(X,Y) < e}
RyZim epsilonovym okolim bodu X rozumime mnoZzinu O. (X ) definovanou
0:(X) = 0-(X) \ {X},
tj. e-okoli bodu X, s vyloucenim bodu X .

Poznamka 1.2. V prostorech E? a E? je tedy -okolim bodu X vnitfek kruhu, resp. vnitfek koule se
stfedem v bodé X a polomérem e. Proto obecné okoli nazyvame téz otevienou n-rozmérnou kouli. Ryzi
okoli je potom oteviena n-rozmérna koule bez svého stfedu. Nebude-li velikost e podstatng, budeme ji
vynechavat. V pripadé jednorozmérného prostoru definice splyvas definici okoli bodl narealné ose, jak ji
zname z prvniho rocniku.

Poznamka 1.3 (neeuklidovské metriky). V teorii metrickych prostorli se metrikou nazyva jakakoliv ne-
zgporna funkce p(X,Y") dvou proménnych, ktera spifuje vlastnosti uvedené ve Vété 1.1. Toto je nékdy
vyhodngjsi. Definujeme-li napfiklad ppax (X, Y) = max{|z; — yi|,i = 1,2, ..., n} bude mnozinou vech
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2. ZAKLADNI TOPOLOGICKE POIMY 5

bodll Y spliujici pro dany bod X nerovnici ppmax(X,Y) < e Ctverec. V této metrice jsou okoli bodu
v roviné &tvercovéhotvaru, co? jejisté jednodussi objekt nez kruh vznikly pri pouZiti euklidovské metriky.
Nize vylozenateorie nezavisi natom, zda pouzijeme Euklidovskou metriku, metriku p,ax, €i n§akou jinou
metriku. Proto se budeme drzet metriky Euklidovské— ve dvou atrojrozmérnych prostorech |épe odpovida
“zazite predstav€’ o vzdalenosti. Protozetedy nebudemepouZivat jinou metriku, nez metriku Euklidovskou
ajiny metricky prostor nez Euklidovsky, budeme privlastek “ Euklidovsky” vynechévat.

Poznamka 1.4 (obecné metrické prostory). Teorie metrickych prostorll je jedna z nejabstraktnéjich partii
matematiky, se kterymi se studenti setkavaji. V této teorii obecngji metrickym prostorem nazyvame jakou-
koliv mnoZinu, na niz |ze definovat metriku s vlastnostmi uvedenymi ve Vété 1.1. Tato mnozina miize byt
napriklad

mnoZina bodd v trojrozmérném prostoru

mnoZina bodd v prostoru libovolné dimenze

mnozina funkci (napriklad v teorii aproximace nas zajima, jak jsou dvé funkce blizko sebe)
mnozinaslov (v lingvistice jsou dvé slova “blizko sebe” pokud jsou si podobna)

2. Z&kladni topologické pojmy

V této podkapitole s vyjadfime pfesng, co znamengji intuitivné znamé pojmy jako “ ohrani¢ena mnozina’
nebo “ hraniceavnitiek mnoZiny” . Jediny pojem, o ktery se pfitom miizeme opfit, je pomérnéobecny pojem
vzdalenost a z ngj odvozeny pojem okoli. Uvidime v3ak, Ze tyto pojmy jsou pro dany Ucel zcela dostateCné.
Vyhoda poufZiti téchto obecnych pojmi je, Ze nize uvedené definice plati pfi libovolné (i neeuklidovské)
volbé metriky p ajsou prenositelnéi do zcela abstraktnich metrickych prostord.

V nasledyjicich definicichje X € E™ boda M C E™ podmnozinav Euklidovském prostoru E".

Definice (ohrani¢ena mnozina). Mnozina M se nazyva ohranicena, jestlize leZi v (dostatecné velkém)
okoli n§akéhoboduY € E™.

Definice (izolovany bod). Bod X se nazyvaizolovanymbodemmnozny M, jestlize existuje okoli O(X)
bodu X svlastnosti O(X) N M = {X}.

Definice (hromadny bod). Bod X se nazyva hromadnym bodem mnoZiny M, jestlize kazdé ryzi okoli
bodu X obsahuje alespon jeden bod, leZici v mnoziné M (v tomto pripadé jich navic obsahuje dokonce
nekonetné mnoho).

Bod, ktery neni hromadny, tedy |eZi relativné daleko od ostatnich bodli. Napfriklad izolovany bod zcelajisté
neni hromadny.

Definice (vnitfni bod, vnitfek, otevienamnozina). Bod X se nazyvavnitfnimbodemmnozny M, jestlize
X € M aexistuje n§aké okoli O(X) bodu X leZici celé v mnoZiné M, tj. O(X) C M. MnozZinavsech
vnitinich bodl mnoZiny M se nazyva vnitiek mnoZiny M a oznatuje M°. Je-li mnoZzina M totoZzna se
svym vnittkem, tj. je-li kazdy bod mnoziny M vnitfni, Fikdme, Ze mnoZina M je oteviena.

Vnitfni bod mnoZiny M jetedy bod, ktery je relativné daleko od bodt nepatiicich do M . Je obklopen pouze
body z mnoZiny M avSechno ostatni je dél nez ngaké kladné cislo.

Definice (hrani¢ni bod, hranice). Bod X se nazyva hrani¢nim bodem mnoziny M, jestlize kazdé okoli
bodu X obsahuje alespon jeden bod lezici v mnoZiné M asoucasné alespon jeden bod neleZici v mnoziné
M . MnoZzinavgech hrani¢nich bodli mnoziny M se nazyvahranice mnoziny M aoznaluje M.

Definice (uzavér, uzaviena mnozind). Uzavérem mnoziny M rozumime mnoZinu M definovanou jako
siednoceni vnitfku a hranice mnoziny M, tj. M = M° U OM. Je-li mnozina totozna se svym uzavérem
(tj. obsahuje-li vSechny své hrani¢ni body), nazyva se uzaviena.

lKoulejsou tedy hranaté, dvourozmérna koule je Ctverec, trojrozmérna koule je krychle.
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Hranice mnoZiny M je tedy mnoZinabodd, které leZi “ nekonené blizko”? bodlim mnoZiny M asoucasné
“nekonetné blizko” k bodlim mimo mnoZinu M. Uzavér mnoZiny M je potom mnoZina obsahujici body
mnoziny M abody lezici “nekonecné blizko” k mnoziné M.

Definice (souvisamnozina). MnozZina M se nazyva souvisa, jestlize kazdé dva body, leZici v mnoziné
M 1ze spojit lomenou Carou, lezici v M.

Poznamka2.1. Nedefinovali jsme ovSem pojem lomen& Cara. Pro prostory dimenze 2 a3 pojmuintuitivné

rozumimeapro prostory vySSi dimenzejegj pouZivat nebudeme. Zgemce o tuto problematiku najde pouceni
v odborné literature.

Definice (oblast, uzaviena oblast, kompaktni mnozina). Oteviena souvisla mnozina se nazyva oblast.
Uzavfena souvisla mnoZina se nazyva uzaviena oblast. Uzaviena ohrani¢ena mnoZzina se nazyva kom-
paktni.

Poznamka 2.2. Je-li X € M, jebod X bud hrani¢nim bodem, nebo vnitfnim bodem mnoZziny M.

3. Funkce

V praktickych aplikacich Casto hodnoty veliiny zavisi ne na hodnotach jedné jediné jiné veliiny, ae
na vice faktorech®. Je proto logické, vyuZivat pro popis fyzikaniho obrazu svéta funkce vice promén-
nych. Nasledujici definice je rozsifenim definice funkce jedné proménné, kterou znate z Gvodniho kurzu
matematiky.

Definice (funkce, definiéni obor, obor hodnot). Rekneme, e pravidlo f je funkci n proménnych s de-
fini€nim oborem D(f) C R™ aoborem hodnot Im(f) C R, jestlize toto pravidlo kazdéemu X € D(f)
prifazujejedinéCislo Y € Im(f). PisemeY = f(X).

Prvek X nazyvamevzor acisdo Y obraz. Je-li f funkcen proménnych, piSeme f : R" — R

Poznamka 3.1. U funkce dvou proménnych pro prehlednost pouZivame radgji nazvy velicin, nez ndzvy
bodll z abstraktniho Euklidovského prostoru. Piseme-li napriklad pro konkrétnost X = (z,y) aY = z,
funkci dvou proménnych potom chépemejako pfedpisz = f(z, y). Podobnéfunkci tfi proménnychbudeme
Castgji rozumét predpisu = f(x,y, 2).

Stejné jako u funkce jedné proménng, pro funkci dvou proménnych zavadime pojem graf, ktery umoznuje
nazorné vysvétleni mnoha vztahtl a pojmu, které budeme pouZivat. Pojem graf je mozno definovat i pro
funkci n proménnych, zdev3ak ztraci svou geometrickou nézornost, protoZze nade geometrickapredstavivost
vét&inou kongi u prostorll dimenze 3.

Definice (graf, vrstevnice). Uvazujme funkci dvou proménnych f : R? — R.

Grafem funkce f rozumime mnozinu boddi (z,y, z) € R® svlastnosti z = f(x,y). Zpravidla touto
mnozinou bude n&aka plochav prostoru.

Necht C € I'm(f) je predem dané &islo. Virstevnici na trovni C' rozumime mnozinu vech bodli (z, y) €
R?, splivjici f(z,y) = C.

Poznamka 3.2 (geometrickapredstava). Geometricky |zegraf funkce dvou proménnych chapat jako plochu
Vv trojrozmérném prostoru, popsaném soufadnicemi z, y a z. Vrstevnice naGrovni C' je potom kfivka, ktera
jefezem grafu funkce rovinou z = C, tj. vodorovnou rovinou, prochazejici bodem [0, 0, C].

Motivace. Zatimco v diferencidnim poctu funkci jedné proménné je limita zcela zasadnim pojmem,
limita funkce vice proménnych pouziva pomérné zfidka. NapFiklad derivace funkce vice proménnych neni
definovana pomoci limity funkce vice proménnych, ale pouze pomoci limity funkce jedné proménné.

2BIi7 nez jakékoliv kladné Eislo.

3NapF’lkIad objem valce zavisi nggenom najeho vysce, alei na poloméru podstavy.

4Divodem je skutetnost, ze zatimeo k bodu na primee se miizeme blizit jenom dvéma zplisoby (zprava a zleva), existuje
nepomérné vice moznosti je se blizit k bodu v roviné nebo v n rozmérném prostoru.
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Definice (limita). Necht f : R" — R je funkce n proménnych definovanav néakém ryzim okoli bodu
A € R™. Rekneme, e funkce f mav bodé A limitu rovnu &islu L € R, jestliZe pro kazdeé okoli O(L)
bodu L existuje ryzi okoli O(A) bodu A takové, Ze obrazy vech bodi z tohoto ryziho okoli bodu A leZi
v okoli bodu L, tj. pro véechna X € O(A) plati f(X) € O(L). Piseme

i, 1(X) = L.

Poznamka 3.3. V pripadé limity funkce dvou proménnych f(z,y) piSeme pro limitu v bodé (¢, yo) pro
konkrétnost
lim x,y) = L.
(z,9)—(z0,Y0) f( y)
Poznamka 3.4. Podobné jako pro funkci jedné proménné plati:
e M&li funkce limitu, je limita v tomto bodé urcena jednoznacné, tj. existuje-li €islo L, splfujici
definici limity, je toto €islo jediné s danou vlastnosti.
e Limita souctu (soucinu, rozdilu, podilu) je rovna souctu (soucinu, rozdilu, podilu) jednotlivych
limit, pokud tyto jednotlivé limity existuji a prislusna operace je definovana, tj. ngedna se
0 operaci typu oo F 0o, 0oo, iﬁ % g
(0¢]
¢ Narozdil od funkcejednéproménnéu funkcevice proménnychneexistujeanal ogiel’ Hospitalova
pravidla pro vypoCet “neurditych vyrazdl’ .

V bodg, kde funkce ma limitu, funkce nemusi byt definovana. Jestlize v tomto bodé funkce definovanaje,
funk¢ni hodnota nema zadny vliv na existenci ani hodnotu limity. Je-li v3ak funk¢ni hodnota a hodnota
limity stejng, je funkce do jisté miry pékna— je spojita

Definice (spojitost). Rekneme, Ze funkce f : R” — R je spojita v bodé A, jestlize
e existuje f(A), tj . funkce f jev bodé A definovang,
° existuje)%imAf(X), tj. funkce f mav bodé A limitu,
e plati f(A) = )}imAf(X).

Rekneme, Zefunkce f : R” — R jespojitanaotevienémnozing M, je-li spojitaveviech bodech mnoziny
M

Poznamka 3.5. Jak jsme poznamenali, s limitou funkce dvou a vice proménnych se pracuje pomérné
obtizné. Nasledujici véta uvadi jednu z moznosti jak ekvivalentné definovat spojitost bez pouziti pojmu
limita.

Véta 3.1 (ekvivalentni definice spojitosti). Necht' f : R™ — R je funkce n proménnych definovana

v n&jakém okoli bodu A € R”. Rekneme, Ze funkce f je v bodé A spajita, jestlize pro kazdé okoli O(f(4))
bodu f(A) existuje okoli O(A) bodu A takové, Ze obrazy v&ech bodl z tohoto okoli bodu A leZi v okoli
bodu O(f(A)), tj. pro véechna X € O(A) plati f(X) € O(f(A)).
Zji%ovat spojitost pomoci definice, pripadné pomoci pfedchozi véty, je znatné nepraktické a doZité.
Nasledujici véta vSak ukazuje, Ze v praxi pracujeme téméF vyhradné se spojitymi funkcemi. Presngi:
funkce reprezentované vyrazem konecné délky sestavenym z funkci uvedenych v nasledujicim vyctu jsou
spojité vude, kde jsou definované.

Véta 3.2 (spojitost elementarnich funkci). VSechny mnohoCleny, goniometrické, cyklometrické, expo-
nencialni a logaritmické funkce, obecna mocnina a dale vsechny funkce, které z nich Ziskame konecnym
poctem operaci stitani, ode€itani, nasobeni, déleni a skladani téchto funkci navzajemjsou spojité v kazdém
bodé svého definicniho oboru.

Poznamka 3.6. V praxi tedy limitu vySe uvedenych funkci umime vypocitat dosazenim. Pouze, pokud to
“nelze”, tj. pokud bod, v némz pocitéame limitu, neni v definicnim oboru funkce, musi se tato limitu poCitat
jinak a situace se liSi pfipad od pripadu (pfipominam, Ze u funkci vice proménnych neexistuje obdoba
I"Hospitalova pravidla). U funkci vice proménnych se limitou zabyvame spiSe vyjimecné.
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jako smérnici teCny a smérnici teCny pocitat jako limitu ze smérnic seCny ke grafu funkce.
Prochézi-li funkce bodem (z, f(x)) abodem (x + Az, f(z + Ax)), je smérnice seCny prochézejici témito
flz+ Ax) — f(z)

body rovna podilu Ay

. Smérnice tetny (atedy i rychlost rlistu) v bodé = je potom limita

i J@+ A2) — J(@)

Az—0 Ax
Do jisté miry analogicky postup pouzijeme i u funkce jedné proménné. Ze je situace komplikovangji
otekavakazdy, kdo nékdy stal nanerovnéplode—jinym sméremjeto “ co nejrychlegji dol &>, jinym smérem
to je “po vrstevnici” ajinym smérem to je “ strmé vzhiru” €. To, zda funk&ni hodnoty rostou a klesaji ajak
rychle, tedy zavisi na sméru, kterym se divame. My se budeme zabyvat tim, jakaje rychlost rlistu ve dvou
vyznatnych smérech — rovnobé&zné s kazdou ze soufadnych os.

Definice (parcialni derivace). Necht f : R? — R je funkce dvou proménnych. Rekneme, Ze funkce ma
v bodé (x, y) parcialni derivaci podle proménné x rovnu €islu £ (z, ), jestliZze existuje konetnalimita

A _
Fiz,y) = Aliﬂof(“ fﬂ f(z,y)

Rekneme, e funkce ma na oteviené mnozingé M parcialni derivaci podle z, jestlize ma v kazdém bodé
mnoziny M parcialni derivaci podle x. Pfedpisem, ktery kazdému bodu takovéto mnoziny M pritadi
hodnotu parcialni derivace podle x v tomto bodé je definovanafunkce nazyvana parcialni derivace podle
2. Podobné definujeme parcialni derivaci podle y pomaoci limity
T Ay) — f(x

i) = Jim, fla,y+ Ay; [z, y)
Opétovnym derivovanim téchto funkci dostavamedruhéavyssi derivace (podobnéjako v jednorozmérném
pripadé).

Podle definice vidime, ze pfi parcidni derivaci podle = sevlastnéjednao to, ze nafunkci dvou proménnych
f : 2z = f(x,y) pohlizZime pouze jako na funkci proménné z, proménné y s nevdimame’ a derivace
této funkce (ve smyslu derivace funkce jedné proménné) je parcialni derivace funkce f podle proménné
z. Podobng, pohlizime-li na funkci f pouze jako na funkci proménné y, je derivace této funkce jedné
proménné parciani derivaci funkce f podle y. Zcela analogicky definujeme parcialni derivace funkci n
proménnych.

Poznamka 3.7. Derivaci funkce z = f(z,y) podle x oznalujeme téz f,, z.,, 2., of % Podobné pro

92, o2 Ox’ Oz
z z .
;,'/J)’ fg/;/yi Zgy, ax—ayy 8—y2 apOdObne.

Druhé parciani derivace funkce dvou proménnych jsou celkem Ctyfi. Nasledujici véta ukazuje, ze smiSené
druhé derivace jsou v&tdinou totozné, tj. Ze druhé derivace existuji ve vétsiné piipadll pouze tfi.

derivaci podle y. Druhé derivace oznaCujeme z

Véta 3.3 (Schwarzova véta). Jsou-li parcialni derivace f,/, a f,, definované a spojité na oteviené
mnozné M, pak jsou totozné, tj. pro vSechna (z,y) € M plati

f;ly(‘ra y) = fgl;/z(l‘a y)
V praxi jsou predpoklady predchozi véty téméF bez vyjimky spinény avétu je mozné zobecnit pro derivace
libovolného Fadu. Neni proto nutné rozliSovat pfi derivovani poradi, podle kterého derivujeme, ale pouze
pocet kolikréat derivujeme podle = akolikrat podle y.

Poznamka 3.8 (prakticky vypocet parcidlni derivace). Poznamenejmejeste ze pri praktickém vypoctu pou-
Zivame pro vypocet parcia nich derivaci tataz pravidlajako pro vypocet obyCejnych derivaci, tj. pouzivame
vzorce pro derivaci soucinu, podilu, slozené funkce, souctu, rozdilu apod. Opravnénost tohoto postupu je

5Tim smérem se vyda &ovék pro jablko, které mu upadio a on j&j chce dohonit.
Bsmer, kterym se vydavaji jedinci, touzici dosahnout maximalniho sportovniho vykonu.
7pf$néji: pohliZime nani jako na parametr a pracujeme s ni jako s libovolnym realnym &islem
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danafaktem, Ze parciélni derivace funkce vice proménnych je podl e definice rovna (obycejné) derivaci této
funkce podle uvazované proménné, pokud na ostatni proménné pohliZzime jako na parametry a pracujeme
snimi tedy analogicky jako s realnymi konstantami.

Definice (hladké funkce). Bud M otevienamnoZzina Rekneme, Ze funkce f je hladka na M, jestlize ma
namnoziné M spojité véechny parcialni derivace prvniho fadu. Rekneme, Ze funkce f je na M hladka
fadu k, jestlize manamnoziné M spojité vsechny parcialni derivace do Fadu & vEetné. MnoZinu spojitych
funkci na M oznatujeme C(M ), mnozinu hladkych funkci C* (M), mnozinu hladkych funkci fadu &
oznatujeme C* (M).

Poznamka 3.9 (diisledky existence a spojitosti parcialnich derivaci). V bodg, ve kterém mafunkce jedné
proménné derivaci, je funkce spojita a matecnu. U funkce vice proménnych podobnavéta neplati, z exis-
tence parcianich derivaci neplyne spojitost. Spojitost plyne az z existence a spojitosti parcialnich derivaci.
Nasledujici vétaudava, ze funkce hladké v okoli ngjakého bodu jsou v tomto bodeé spojité, maji tomto bodé
tecnou rovinu a funkéni hodnoty téchto funkci Ize aproximovat funkénimi hodnotami na této tecné roviné.

Véta 3.4 (dostatecna podminka spojitosti, linearni aproximace funkce pomoci parcialnich derivaci).
Necht' funkce f ma definované a spojité parcialni derivace v okoli bodu (z, yo). Potom plati nasledujici.
e Funkce f je v bodeé (z¢, yo) Spojita.
e Rovina o rovnici
z = f(x0,90) + f1(x0,y0)(x — 20) + f,(20,%0) (¥ — %o)
je teCnarovina ke grafu funkce f v bodé (xq, yo, f(x0, o))
e Plati pfiblizny vzorec
f(@,y) = f(zo,90) + frlwo,y0)(x — z0) + £, (%0, %0) (¥ — ¥o)-
V tomto vzorci je pFesnost tim Vvétsi, ¢im
— jemendi vzdalenost bodll (z, y) a (xo, yo),
— jsou mensi druhé derivace funkce f (pokud existuji).
Poznamka 3.10 (teCnarovina). Pozorny Ctenar si jisté vaml, ze jsme nedefinovali pojem “tenarovina’.
Definici tohoto pojmu je ponékud komplikovang, jedna se vaak pouze o rigorozni vyjadreni toho, co si pod
timto pojmem zpravidlapredstavuje Clovek, jez ma zkusenosti napriklad s teCnou rovinou ke kouli. Protoze
se snazime nas vyklad co ngjméné formalizovat, budeme se spoléhat jenom na tuto intuitivni predstavu
teCnéroviny.

Definice (totélni diferencid, kmenova funkce). Necht f(x,y) je funkce dvou proménnych, ktera méa
spojité parciélni derivace. Vyraz

df(z,y) = folz,y)dz + f,(z,y) dy (3.1
senazyvatotalni diferenciél funkce f(x, y). Funkce f (z, y) senazyvakmenova funkcetohoto diferenciélu.

Véta 3.5 (charakterizacetoténiho diferencialu). Necht' funkce P(x, y) aQ(x, y) maji spojité parcialni
derivace na oteviené souvisé mnoziné M. Vyraz
P(z,y)dz + Q(z,y) dy
je totalnim diferencialem néjaké funkce na mnoziné M prave tehdy, kdyz plati
OP(z,y) _ 9Q(z,y)
Ay ox

Poznamka 3.11 (funkce zadanaimplicitné). Uvazujmefunkci f(x,y) dvou proménnych, splfjici v nga-
kém bodé (x0, yo) podminku f(x0,yo) = 0 amajici v okoli bodu (z, yo) Spojité parciélni derivace.
e Rovnice f(z,y) = 0 vrstevnice naGrovni 0 popisuje kfivku prochézejici bodem (zo, yo)-
e Dosadime-li z = 0 v rovnici tecné roviny ke grafu funkce v bodé (zo, yo, f(z0,%0) = 0),
obdrzime rovnici pfimky v roviné z = 0 (tj. v roviné obsahujici osy x ay)

fa(@o,90)(x — x0) + fy(20,90)(y — yo) = 0, (3.2)

/
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kterajeteCnou k uvazované vrstevnici.

o Normé&ovy vektor této primky, tj. vektor i = (f, (o, %o), f, (x0,y0)), Senazyvagradient funkce
f v bodé (z¢, yo), 0znatujeme jej gradf, nebo V f. Jedna se o vektor kolmy v bodé (xq, yo)
k uvazované vrstevnici na Grovni 0. Tento vektor udava smér, ve kterém funkce f nejrychleji
roste.

e Plati-li f,(x0,y0) # 0 (. neni-li tetna(3.2) svislapfimkabez smérnice), je rovnici f(z,y) = 0
v okoli bodu (zo, yo) implicitné ur€ena prave jedna spojita funkce y = g(x) (tj. vrstevnice je
v okoli bodu (xg, yo) grafem n&aké spojité funkce g).

e Funkce g z pfedchoziho bodu mav xq derivaci, kteraje rovnaje smérnici tecny (3.2), tj. plati

fx (0, Y0)

g (@) = _fﬁ(xovyo)

4. Derivace slozené funkce

Jak jiz bylofeCeno, v praxi pri vypoctu parcialni derivace zadanéfunkce pouzivame*“ obvykl&’ pravidlapro
derivovani funkce jedné proménng, pficemz promeénng, pres které nederivujeme, povazujeme za konstanty.
Parcialni derivace vystupuji v fadé praktickych aplikaci, napfiklad rovnice vedeni tepla na dvourozmérné
desce, kdeteplota7'(t, x,y) je funkci €asu ¢t apolohy (x, y) matvar

1 0T o*T n o*T

kot (0x)2  (0y)?’
kde k je materidlovakonstanta. Nékdy je pro feSeni Ulohy vhodnézvolit jiné nez kartézské soufadnice, které
lépe charakterizuji fyzikalni podstatu problému.® Zde je nutno tedy umét derivovat i v pFipade, Ze funkci
T nezname. Predstavime s tedy jistou analogii pravidla pro derivaci slozené funkce. Pro jednoduchost
predpokladejme, ze vsechny funkce se kterymi pracujemev nasledujici vété maji spojité parciani derivace
v oblasti, ve které pracujeme.

Véta 4.1. Uvazujme funkci z(z, y) anecht' z = f(u,v), y = g(u,v). Potom derivace slozené funkce

2(f (u,v), g(u,v)) podlew je dana vztahem

0z 0z Ox 0z @

du dxr du ' dy du
Priklad 4.1. Uvazujme funkci dvou proménnych z(z,y). Polozme z = rcosp ay = rsinp. Potom
r=x+y’ap= arctgg. Plati
X

%—%.%+%.@—%.COS +%.Sin
or  0x Or 0Oy Or Ox i Oy 7

5. Extremalni Glohy

Motivace (tfi typy extremélnich Gloh pro funkce vice proménnych). Predpokladeime, Ze funkce f je
spojita a je definovana v bodeé (xq, yo), ktery je bud vnitfnim nebo hrani¢nim bodem defini¢niho oboru.

~ry

Bude nés zajimat, kdy jsou funkéni hodnoty v bodé (z¢, yo) “co nejvétsi”, tj. kdy bude platit

f(‘TOvyO) > f(wa y) pro (x,y) 7é (330) y0)7 (51)
pripadné, kdy bude platit
f(xo,y0) > f(=,y). (5.2)
Pokud plati prvni z nerovnosti, fikame, zefunkce f mav bodé (xo, yo) ostré maximumau druh&z nerovnosti
fikame, ze funkce mav bodé (o, yo) neostré maximum. Pfitom musime diikladné specifikovat, co presné
témito nerovnostmi rozumime, tj. pro kter& (z,y) musi nerovnost platit. Tim se budou jednotlivé druhy
maxim liSit. V praxi ma smysl rozeznavat tfi druhy extremanich Gloh, které jsou postupné uvedeny
v néasledujicich definicich.

8Napriklad v pfipadé kruhové desky je optimalni udavat polohu pomoci vzdaenosti od stiedu a pomoci odchylky od n&jakého
vyznatného sméru.
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Definice (lok&8lni maximum). Je-li bod (z,yo) vnitfnim bodem defini€niho oboru a nerovnost (5.1)
(pfipadné (5.2)) plati pro vsechna (z, y) z ngakého okoli bodu (zo, yo), Fikame, Ze funkce mav bodeé
(0, yo) ostré lokalni maximum (pfipadné lokal ni maximum).

Definice (absolutni maximum). Je-li funkcedefinovananapfedem zadané mnoziné M aplati-li nerovnost
(5.1) (pfipadné (5.2)) pro vsechna (z,y) € M, fikame, ze funkce méa v bodé (zy, yo) ostré absolutni
maximum (pfipadné absol utni maximum) na mnozné M.

Definice (vazané maximum). UvaZzujme dal8i pfedem zadanou spojitou funkci dvou proménnych g :
R? — R, ktera spliuje g(xo, yo) = 0, tj. bod (z0,v0) l€Zi navrstevnici g(x,y) = 0 grafu funkce g.
Rovnici této vrstevnice

g(z,y) =0 (5.3)
budeme nazyvat vazebni podminkou. Plati-li nerovnost (5.1) (pFipadné (5.2)) pro véechna (z,y) z n§a-
kého okoli bodu (zo, yo), ktera splfiuji vazebni podminku (5.3), fikame, Ze funkce mav bodeé (zo, yo)
ostré vazané lokalni maximum (pfipadné vazané lokalni maximum) vzhledem k vazebni podmince (5.3).

Definice (lokani, absolutni a vazané minimum). Zmeénime-li smér nerovnosti (5.1) a (5.2), obdrZzime
podobné (ostré) lokalni minimum, (ostré) absolutni minimum na mnoziné M a (ostré) vazané lokalni
minimum pfi vazebni podmince (5.3).

Véta 5.1 (absolutni extrémy na kompaktni mnozing, Weierstrassova veéta). Spojita funkce méa na
kompaktni mnoZzné absolutni maximum a absolutni minimum.

z
lokalni maximum ¢

vazané maximumk\ vazebni podminkag(z,y) = 0

. I
vrstevni ce\ )

OBRAZEK 1. Jednotlivé typy extrémi funkce dvou proménnych.

Poznamka 5.1 (geometrickainterpretace). Geometricky graf funkce dvou proménnych zpravidlachapeme
jako plochu v trojrozmérném prostoru. Geometricka interpretace jednotlivych typli extrémi je potom
nasledujici.
e Ostré lokalni maximum je takové misto na grafu funkce, které ma nejvyssi funkéni hodnotu ve
srovnani s body z nejbliZiho okoli®.

97 lokaniho maxima je vét&inou pekny rozhled po nejbliz&m okoli. Pozor, plati to jenom lokalng, vedigd kopec miize byt
mnohem vy&Si avyhled do dalky miize zastinit.

/

’
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e Uvazujme jenom tu &ast grafu, jejimz kolmym prlimétem do roviny z = 0 (tj. do roviny
obsahujici osy x ay) je pravé mnozina M . Ostré absolutni maximum na mnoziné M odpovida
bodu, ktery ma nejvyssi funkéni hodnotu ve srovnani se viemi ostatnimi body uvazované Casti
grafu®®.

e Uvazujme jenom body na grafu funkce f, které spliuji vazebni podminku (5.3). Tyto body
vytvori kfivku na grafu funkce f atato kfivka'' prochazi podie predpokladdi bodem (zq, o).
Vazané ostré lokalni maximum pfi vazebni podmince (5.3) je takové misto nagrafu funkce, které
manejvyssi funkeni hodnotu ve srovnani stémi body z nejbliZSiho okoli, které leZi na uvazované
kFivce'?.

e Interpretaceneostrych extrémll je stejn4, pfipoudtimenavic, Ze se mohou vyskytovat body, majici
stejné funkeni hodnoty, jako je pFislusné maximum.

Poznamka 5.2 (derivacejako nutnapodminkaexistencelokalnich extrémdl). V diferencialnim poétu funkci
jedné promeénnéplati poucka, ze funkce nemalokalni extrém v bodg, v jehoz okoli je rostouci nebo klesajici.
Podezielymi body pro existenci lokalnich extrémtl jsou tedy pouze body, kde je derivace nulové, nebo kde
derivace neexistuje. Analogické pravidio plati i pro funkce vice proménnych, jak uvadi nasledujici véta

Véta 5.2 (Fermatova). Jestlize funkce f(x, y) méav bodeé (zo, yo) lokalni extrém (ostry nebo neostry),
pak kazda parcialni derivace, ktera v tomto bodé existuje, je nulova.

Definice (stacionarni bod). Bod (zo, yo) z defini¢niho oboru funkce f, ve kterém plati

fglj(x07y0) =0= f';(‘ranO)' (54)
se nazyva stacionarni bod funkce f.

Poznamka 5.3 (dUsledek Fermatovy véty). Lokalni extrém tedy miiZze nastat bud ve stacionarnim bodg,
nebo v bodg, kde alespon jedna z parcialnich derivaci neexistuje. Z téchto “kandidatdl” navic miizeme
vyloucit ty, pro které nékteré parcialni derivace neexistuji a z téch co existuji je alespon jedna nenulova

Poznamka 5.4 (stanoveni typu lokalniho extrému). V ryze praktickych pfipadech nékdy poznamez povahy
Ulohy, Ze ve stacionarnim bodé je extrém a jaky. Napfiklad pokud z formulace Glohy je zfejmé, Ze funkce
ma ngjaké lokalni minimum a pokud vyjde jediny stacionarni bod, je zfggmé, ze lokani minimum je
v tomto bodé&™. U funkce jedné proménné jsme védali, Ze ve stacionarnim bodé je bud lokalni maximum,
minimum nebo inflexni bod a dokazali jsme mezi jednotlivymi alternativami rozliit pomoci monotonie**
nebo pomoci druhé derivace™. U funkci dvou proménnych umime rozhodnout o tom, zda a jaky lokalni
extrém ve stacionarnim bodé nastava, pomoci druhych derivaci, coz je uvedeno v néasledujici vété.

10apsolutni maximum v nadmorské vysce v CR je porad smésné malé v porovnani s celou Evropu. Nicméng, v CR se nikam
VyS nez na Snézku nepodivame.

T ivku je mozno obdrzet napriklad tak, Ze nagrafu funkce g nakreslime vrstevnici danou vazebni podminkou g(z,y)=0a
tuto vrstevnici promitneme pomoci kolmého promitani nagraf funkce f.

12 jegtlize je nai vazebni podminkou vyznatena turisticka cestitka v rezervaci, pak vazané |okani maximum jsme minuli v bodg,
kdy se nase klopytani do kopce zmeénilo v chlizi z kopee. (1 kdyZ jsme tfeba vrcholek kopee nedosahli ajenom jsme jgj obedli. Sludné
vychovany turista se dostane jenom tam, kam mu to vazebni podminka dovoli.)

13Toto nastava napriklad pii odvozovani vzorcli pro metodu neimengich ttvercl

14 terou ovdem nelze nijak prirozeng rozifit na funkce vice proménnych

Bovgem pouze v pripadé Ze druha derivace funkce byla nenulova
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Véta 5.3 (test pomoci druhé derivace). Necht’ bod (zo, yo) je stacionarnim bodem funkce f a necht
funkce f ma spojité vechny parcialni derivace druhého fadu v okoli tohoto bodu. Oznacme symbolem H
nasledujici determinant

_ f;/z(iﬁo, Yo) fa/a/y(xo, Yo)

H(o,0) = fay(@o,90)  fyy (0, 90)|

Nastane pravé jeden z nasledujicich pripadi
H >0af! > 0.Potomma funkce f v bodé (x¢, yo) ostré lokalni minimum.
H >0af! <0.Potomma funkce f v bodé (zg, yo) ostré lokalni maximum.
H < 0. Potomfunkce f nema v bodé (o, yo) lokalni extrém.
H = 0. Nelze rozhodnout o existenci a kvalité lokalniho extrému pomoci druhych derivaci. Miize
nastat kterykoliv z vi/Se uvedenych pripadui.

Definice (Hessian). Matice uvedena v predchozi vété se nazyva Hessova matice a jgi determinant se
nazyvaHessian.

Poznamka 5.5 (lokani extrémy funkce vice nez dvou proménnych). VSechny vySe uvedené poznatky |ze
snadno zobecnit i nafunkce 3 aobecné n proménnych. Vyjimkou je v tomto sméru pouze predchozi véta,

Poznamka 5.6. V&mnéte si, ze Véta 5.3 je nepouzitelna v pripadé, ze néktera z parcianichderivaci
neexistuje. Rozhodnout v takovém pripadé o existenci lokaniho extrému je obecné velice obtizny Gkol. P
FeSeni takového Ukolu opét nepfijemné pocitime skutecnost, Ze zde neméame jednu péknou vlastnost, ktera
nam v podobnych pfipadech poméahala u funkce jedné proménné — totiZ monotonii.

Poznamka 5.7 (stanoveni lokalnich extrémd funkce dvou proménnych).

Nalezneme parciélni derivace funkce f.

VyFeSime soustavu dvou rovnic pro stacionarni body.

Nalezneme druhé derivace funkce f.

Rozhodneme pomoci Hess anu pro kazdy stacionarni bod individu@lné, zdaajaky v ném nastava
lokalni extrém.

Body, v nichZ nelze podle pfedchoziho kroku rozhodnout a body, v nichZ neexistuje aespon
jednaz prvnich parcialnich derivaci, vySetfujeme individua né.

Poznamka 5.8 (vazané lokalni extrémy funkce dvou proménnych). Predpokladejme, Ze z vazebni pod-
minky (5.3) Ize explicitné vypoCitat bud y = ¢(z), nebo 2 = +(y). Uvazujme nejprve prvni pfipad.
e Dosadimevztah y = ¢(x) do funkce f(x, y) astudujeme funkci f(z, o(x)), kterajejiz funkci
jedné proménné.
e Nalezneme lokalni extrémy této funkce jedné proménné postupem znamym z diferenciéniho
poctu funkce jedné proménné.
e Jeli bod z, lokalnim extrémem funkce f(x,p(z)), je bod (zg, ¢(x)) vazanym lokanim
extrémem stejného typu funkce f(z, y) pfi vazebni podmince (5.3).
Pokud nelze z vazebni podminky vypoCitat v, ale 1ze vypoCitat = 1(y), postupujeme anal ogicky.
e Dosadimevztah = = (y) do funkce f(z, y) astudujeme funkci (v (y),y), kterajejiz funkci
jedné proménné y.
e Nalezneme lokalni extremy této funkce jedné proménné.
e Je-li bod y, lokalnim extrémem funkce f (¢ (y), v), je bod (¢(yo), yo) vazanym lok&nim extré-
mem stejného typu funkce f (x, y) pfi vazebni podmince (5.3).
Jsou i vazebni podminky, které nespliuji vyse uvedené predpoklady. V téchto pripadech nejCastgji pouZzi-
vame postup vyuZzivajici Lagrangeovych multiplikatori (mozno nalézt v odborné literature).

Poznamka 5.9 (vazané lokalni extrémy funkce tfi proménnych). Predpokladejme, Ze hledame extrém
funkce tfi proménnych f(x,y, z) pfi vazebni podmince g(z,y,z) = 0. Pfedpokladejme, Ze z vazebni
podminky Izevyjédfitjednu z proménnych pomoci ostatnich, necht jeto napfiklad z. Lzetedy g(x, y, z) = 0
prepsat do tvaru z = ¢(x, y). Dosadime-li tento vztah do funkce f, obdrzimefunkci f(x,y, p(z,v)), ktera
jefunkci dvou proménnych zay. Nalezneme lokalni extréemy této funkce. Je-li (o, yo) takovym lok&lnim
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extremem, je bod (zo, yo, ©(x0,y0)) vazanym lok&8nim extrémem stejného typu funkce f(z,y, z) pfi
vazebni podmince g(z, y, z) = 0.

Poznamka 5.10 (absolutni extrémy funkce dvou proménnych). Mé&me zadanu hladkou funkci f defino-
vanou na kompaktni mnoziné M.

e Negprve vySetfime vnitfek mnoziny M — nalezneme vSechny lokani extrémy funkce f lezici
uvnitf mnoZiny M. Pouze v téchto vnitfnich bodech mlize funkce nabyvat absolutniho extrému.
Toto budou prvni “kandidati” na absolutni extrém.

e Vy&etfime hranici mnoziny M. Zpravidlaje nutné, rozdélit tuto hranici nanékolik ¢asti. Kazdou
Cast hranice vyjadfime prislusnou rovnici, kazda takova rovnice bude vazebni podminkou.
Postupné hledame vazané lokalni extrémy pfi téchto vazebnich podminkach. Toto budou dalsi
“kandidati” na body, v nichz miize nastat absolutni extrém.

e Pokud jsme v pfedchozim kroku hranici mnoziny M rozdélili na vice ¢asti, pridame ke “kandi-
dattim” i body, kde se jednotlivé asti hranice setkavaji.

e V kazdém bodg, ktery jsme pomoci nékterého z predchozich krokl zafadili mezi “kandidaty”
na absolutni extrém vypocteme funkeni hodnotu. Z vypoctenych funk&nich hodnot (bude jich
zpravidlakonecné mnoho) vybereme nejvétsi angjmensi — tyto hodnoty odpovidaji absolutnimu
maximu a absolutnimu minimu funkce f namnoziné M.

Véta 5.4 (Bolzanova). Necht' f je funkce dvou proménnych spojita na oteviené souvislé mnoziné
M C R? anecht pro ngkteré A, B € M plati f(A)f(B) < 0, tj. necht' se f(A) a f(B) li& znaménkem.
Pak existuje bod C' € M svlastnosti f(C) = 0.



KAPITOLA 2

Diferencialni rovnice

Rychlost zmeény velicin v Case matematicky vyjadfujeme pomoci derivace. Fyzikani z&kony davaji Casto
tuto rychlost do souvislosti s ostatnimi veliinami’. Takto zcela pfirozeng dospivame k rovnicim, které
davaji do souvidosti derivaci neznamé veliciny s veli¢inami ostatnimi — k diferencianim rovnicim.

1. Diferencialni rovnice—Gvod

Definice (obycejnadiferencia ni rovnice). Obycejnou diferencialni rovnici prvniho fadu rozreSenou vzhle-
demk derivaci (strucné - diferenciélni rovnici, DR) s neznamou y rozumimerovnici tvaru

y/ = (p($,y), (R)
kde ¢ je funkce dvou proménnych.
Regenim (téZ integralem) rovnice naintervalu I rozumime kazdou funkci y = y(z), kteraje diferencova-
teln&na I a splfuje zde identicky rovnici (R).
Necht z, yo jsou realna &isla. Uloha najit FeZeni rovnice (R), které spliiuje zadanou pogateni podminku

y(xo) = yo (PP)
se nazyva pocatetni (téz Cauchyova) Uloha. Jgjim FeSenim rozumime funkci, ktera spliuje podminku
(PP) aje nangakém intervalu obsahujicim bod z FeSenim rovnice (R).
Regeni Cauchyovy Glohy nazyvame téZ partikul arnim FeZenim rovnice (R). Graf libovolného partikular-
niho feSeni se nazyvaintegralni kfivka.

Poznamka 1.1. Funkce y(z) je podle uvedené definice feSenim rovnice (R) naintervalu I, jestlize
e existujederivace y’(x) provechnaz € I,
e vyraz p(x,y(x)) je definovan pro vsechnaz € I,
e rovnice (R) plati provsechnax € I.

Poznamka 1.2. Rovnici (R) nékdy uvadime v ekvivalentnim tvaru

dy = ¢(z,y) dz,
ktery ziskame nahrazenim derivace y’ podilem diferencidlll dy/ dz a formanim vynasobenim rovnice
diferencidlem dz.

Poznamka 1.3 (obecngjsi tvar diferencidlni rovnice). V nékterych aplikacich je nutno pracovat s obec-
n&Simi diferencidnimi rovnicemi tvaru

®(x,y,y') =0,
kde @ je funkce tfi proménnych takova, Ze z rovnice neni mozné explicitné vypocitat derivaci 1'. Takove
rovnice nazyvame nerozesené vzhledem k derivaci a v tomto textu se jimi zabyvat nebudeme.

Poznamka 1.4 (formulace hlavnich problémd). V souvislosti s diferencialnimi rovnicemi nas zajimaji
predevdim nasledujici otazky

Ma dana pocéatecni Glohateseni?

Je toto FeSeni urCeno jednoznatné?

Najakém intervalu je toto feSeni definovano?

Je mozné toto feSeni nalézt analytickou cestou? Pokud ano, jak?

lNapF’lkIad Newtonliv pohybovy zakon (Casova zména hybnosti je rovna vysledné plisobici sile) ma matematické vyjadreni:
derivace soucinu hmotnosti arychlosti podie €asu je rovna plisobici sile.

15
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Vetsinainzenyrskych aplikaci vyzaduje, aby odpovéd naprvni dvéotazky bylakladna Totojemozné zarucit
tehdy, neni-li chovani funkce p(z, y) vzhledem k proménné y “prilis divoké”. Presngji, plati nasledujici.
e Je-li funkce p(z, y) spojit, je potatetni Ulohafesitelna (Peanova véta).
e M&lIi funkcey(x, y) ohraniCenou parciélni derivaci podlie y, je feSeni v néakém okoli poCatecni
podminky uréeno jednoznacné (Picardova véta).

Poznamka 1.5 (geometricky vyznam diferenciani rovnice). Zajimejme se o to, jak budou vypadat inte-
grani kfivky rovnice (R). Protoze derivace funkce v bodé udava smérnici tecny ke grafu funkce v tomto
bodég, I1ze rovnici (R) chapat jako predpis, ktery kazdému bodu v roving pfifadi smérnici teCny k integralni
kfivce, ktera timto bodem prochézi. Sestrojime-li v dostateném poctu (napfiklad i nahodné zvolenych)
bodli [z, y] v roviné kratickée Usetky o smérnici ¢(z,y), obdrzime smérové pole diferencialni rovnice —
systém linearnich elementfl, které jsou teéné k integralnim kfivkam. Casto 1ze ze smérového pole odhad-
nout tvar integralnich kfivek. Protoze se vSak jedna pouze o odhad tvaru integranich ar, pouzivame tuto
metodu jen v pfipadé, kdy nam staci pouze hrubainformace o jednotlivych FeSenich, nebo v pfipadech kdy
selhavaji ostatni dostupné metody.

Pocatecni podminka (PP) geometricky vyjadfuje skuteCnost, ze graf pFislusného feSeni prochézi v roviné
bodem [x0, yo]. M&li tato pocatecni Gloha jediné feSeni, neprochazi bodem [z, yo] Z&dna dalsi kfivka
Mé&-li kazda pocatecni (lohajedinéfeSeni (coz bude pro nas velice Casty pripad), znamenato, ze integralni
kfivky se nikde neprotinaji.

2. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi

Definice (DR se separovanymi proménnymi). Diferenciani rovnice tvaru

y' = f(@)g(y), S
kde f a g jsou funkce spojité na (ngakych) otevienych intervalech se nazyva obycejna diferencialni
rovnice se separovanymi promennymi.

Priklad 2.1. Rovnice
y—x—y=0
neni rovnice se separovanymi promennymi.
Rovnice
ey +e Ty =0
je rovnice se separovanymi proménnymi, protoze po explicitnim vyjadreni derivace y’

’ 76I+yy

==

jemozno tuto rovnici prepsat pomoci agebraickych Uprav natvar
y' = —ye¥ - >,

coz je tvar odpovidgjici (S).

Regeni DR se separovanymi proménnymi Algoritmus:

(i) M&li algebraicka rovnice g(y) = 0 FeSeni ky, ko, ..., k,, jsou konstantni funkce y = &y,
y=ko,...,y =k, FeSenimi rovnice.
(i) Pracujme naintervalech, kde g(y) # 0. Formané nahradime derivaci 4’ podilem diferencialli
dy
d d
d—Z = f(2)g(y). (2.1)
(i) Odseparujeme proménné
ﬂ = f(x)dz. (2.2
9(y)

(iv) Ziskanou rovnost (2.2) integrujeme

/% :/f(ac)dx—i-C. (2.3)
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(v) Pokud je zadana pocatecni podminka, je mozné ji na tomto misté dosadit do obecného FeSeni
aurcit hodnotu konstanty C'. Tuto hodnotu poté dosadime zpét do obecného feSeni a obdrzime
feSeni partikularni.

(vi) Pokud je to mozné, pfevedeme FeSeni (obecné nebo partikularni) do explicitniho tvaru (“vyjé
dfime” odsud y).

Poznamka 2.1 (feSitelnost a jednoznatnost). Je-li g(yo) # 0, je FeSeni pocéatetni Ulohy (S), (PP), které
obdrZime pomaoci predchoziho postupu, definované ajednoznacné urcené v néakém okoli bodu .

Poznamka 2.2 (vyuziti urCitéhointegralu namisto neurcitého). Partikularni feSeni pocatetni tlohy (Sy—PP)
Ize misto (2.3) psét téZ primo ve tvaru urcitého integrélu

/yy % = /: F(t) dt. (2.4)

Poznamka 2.3 (autonomni rovnice). V mnoha biologickych i technickych aplikacich se setkavame se
speciénim pfipadem rovnice se separovanymi proménnymi, ve které na pravé strané nefiguruje nezévisla
proménné, tj. srovnici typu

Y =g(y). (2.5)
Tyto rovnice se nazyvaji autonomni diferencialni rovnice. Pro rovnici (2.5) plati vSechno co bylo dfive
vysloveno pro rovnici (S). Rovnice (2.5) mavsak navic pomérné &asto jednu diileZitou vlastnost: v mnoha
pripadech |ze ukézat, Ze ohraniCena feSeni se pro x — oo apro z — —oo V limité blizi k nékterému
z konstantnich feSeni. DalSi podstatnou vlastnosti téchto rovnice je skutecnost, ze je-li funkce y(z) FeSenim
této rovnice, plati totéz i pro funkci y(x + ¢). Je-li proménnou x Cas, znamenato, ze nezélezi na pocatku
méFeni Casu.
V praxi se nékdy vzhledem k uvedenym skuteCnostem u autonomnich diferencianich rovnic zajimame jen
0 vySe uvedena konstantni feSeni, protoze vSechna daldi feSeni k témto konstantnim feSenim konverguiji.
Poznamenegjmejesté, Ze vSechnakonstantni feSeni vypottemepomérnésnadnojiz v prvnim kroku a goritmu
ze strany 16.

Ve V&tsineé piipadll dokaZzeme identifikovat, zda diferenciélni rovnice je rovnice se separovanymi promén-
nymi tak, Zze z rovnicevyjadfimederivaci apravou stranu rovnice se snazime rozlozit nasoucin dvou funkci
jedné proménné podle vzoru (S). Nasledujici véta udava jednodude pouzitelené kritérium, které umozni
poznat, zda vibec | ze tento rozklad na soucin provést.

Véta 2.1 (kritérium na ovéreni separability). Necht funkce dvou proménnych o(z, y) je nenulova na
konvexni oblasti G a ma zde spojité vsechny parciélni derivace do Fadu dva, vetné. Rovnice

/
y' = p(z,y)
je rovnice se separovanymi promeénnymi a lze ji upravit na tvar (S) préave tehdy, kdyz je na mnoziné G
nulovy determinant

o(z,y) w;(way)'
Py (@,Y) Py, y)|’

3. Homogenni diferencialni rovnice

Definice (homogenni DR). Necht' f je spojitafunkce. Diferencialni rovnice
v =1(%) (H)
se nazyva homogenni diferencialni rovnice.
Zavedeme-li novou funkci u vztahem u(z) = M Ziskame
x
y(@) = ul@)e, (@) =u'(@)z +ulo). (3.1

Po dosazeni do (H) dostavame
u'r4u= f(u), (3.2
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cozZ je ekvivaentni rovnici se separovanymi proménnymi
1
li
u = u)—u)—.
GORE

4. Linearni diferencialni rovnice

Definice (linearni DR). Necht funkce a, b jsou spojité naintervalu I. Rovnice
y' +a(z)y = b(x) (L)

se nazyva obyCejna linearni diferencialni rovnice prvniho fadu (zkracené piSeme LDR). Je-li navic
b(x) = 0 nal, nazyvase rovnice (L) homogenni, v opacném pripadé nehomogenni.

Poznamka 4.1 (feSitelnost a jednoznatnost). Jsou-li funkce a, b spojité naintervalu I, zp € I ayp € R
libovolné, ma kazda pocatetni Gloha (L)—(PP) pravé jedno fe3eni definované nacelém intervalu 1.

Definice (homogenni rovnice). Bud danarovnice (L). Homogenni rovnice, ktera vznikne z rovnice (L)
nahrazenim pravé strany nulovou funkci, tj. rovnice

Y +alz)y=0 (LH)
se nazyva homogenni rovnice, asociovana s nehomogenni rovnici (L).

Poznamka 4.2 (triviani feSeni). Homogenni linearni diferencialni rovnice mavzdy (bez ohledu na kon-
krétni tvar funkce a(z)) konstantni feSeni y = 0, jak 1ze ové&it pfimym dosazenim. Toto feSeni se nazyva
triviélni FeSeni av praktickych Glohach zpravidlanemiva zédny vyznam.

Poznamka 4.3 (operétorova symbolika). Definujeme-li na mnoziné vsech funkci diferencovatelnych na p;
intervalu I operétor L vztahem

Llyl(z) = y'(z) + a(z)y(z)
prokazdéx € I, jemozno diferenciani rovnici (L) asni asociovanou homogenni rovnici zapsat v kratkém
tvaru L{y] = b(x) aL[y] = 0.

Poznamka 4.4 (linearita operatoru L). Operéator L splfje pro vdechna redlna cisa C4, Cy a v&echny p;
diferencovatelnéfunkce y1 (), y=(x) vztah

L[C1y1 + Cay2] = C1 L[y1] + C2L[ya].
V skutku:

LiCiy1 + Coyal(x) = (Clyl(ﬂf) + 02?/2(33))/ +a(x) (Clyl(fﬂ) + 02?/2(55))
= C1yi(z) + Cays(@) + a(2)Cry1(z) + a(z)Cays(z)
= C1 (4 (@) + a@)i (@) + Ca (@) + al(@)ys () )
= C1L[y1J(z) + CoL[y2)(z).

Véta 4.1 (princip superpozice). Pro libovolné diferencovatelné funkce y, v, a y» a libovolné realné

Cido C plati 4
Lyl =0 = LIC-yp]=C-0=0,
L] =0aLly]=f(z) =  LIC-y1+y]=0C-0+ f(z) = f(2),
L] = Llyo] = f (=) = Llyn — ] = f(z) - f(z) =0,

vvvvvv
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Véta 4.2 (obecné fe3eni nehomogenni LDR).  Uvazujme linearni diferencialni rovnici (L) a s ni
asociovanou homogenni rovnici (LH).
e Je-li y,(z) libovolnépartikul&rni FeSeni nehomogenni LDRa y (x, C') obecnéfeSeni asociované
homogenni LDR, je funkce
y(z, C) = yp(2) + yo(z, C) (4.1
obecnym FeSenim nehomogenni LDR.

e Jeli y,(x) libovolné partikularni FeSeni nehomogenni LDR a y,0 () nenulové partikularni
feSeni asociované homogenni LDR, je funkce

y(z,C) = yp(x) + Cypo(z) (4.2)
obecnym FeSenim nehomogenni LDR.

Slovné
e VSechnafeSeni homogenni linearni rovnicejsou nasobky jednoho libovol ného nenul ovéhofeseni
této rovnice.
e Soucet jednoho libovolného feSeni zadané nehomogenni a obecného FeSeni asociované homo-
genni linearni rovnice je obecnym feSenim dané nehomogenni rovnice.
Sta€i tedy najit dvé (do jisté miry speciani) feSeni a z nich snadno sestavime obecnéfeSeni zadanérovnice.
Timto se bude zabyvat v nasledujicich odstavcich.

4.1. Homogenni LDR. Podle definice je homogenni LDR rovnicetvaru
y +a(z)y = 0. (LH)

4.1.1. ReZeni homogenni LDR separaci proménnych. Rovnice (LH) je rovnice se separovanymi pro-
meénnymi. Vskutku, z (LH) obdrZzime

dy
dI’ - _a’(‘r)y
aproy # 0 plati
dy
— = —a(x)dx,
" (x)

ln|y|:f/a(x)dz+c, ceR.
Odsud
y=Ce Jo@de e R\ {0},

kde C' je nenulova konstanta. ProtoZe volbou C' = 0 dostavame trividni FeSeni y = 0, povolime C' € R
libovolné. Obecnéfeeni rovnice (LH) jetvaru

y(z,C) = Ce~ Jo@dz o cR (4.3)

akazdé partikul&rni feSeni rovnice (LH) obdrzimevhodnou volbou konstanty C'. Oznafime-li y,, libovolné
netrivialni partikularni feSeni, je mozno obecné feSeni rovnice (LH) psét ve tvaru

y(z, C) = Cypo(x), C eR. (4.4)
4.1.2. ReZeni homogenni LDR “selskou (vahou” . Slovné Ize problém FeZeni linearni homogenni
rovnicey’ = —a(z)y formulovat nasledovné: naleznéte funkci y takovou, Ze jeji defrivace je rovnafunkci

samotné, vynasobené navic faktorem (—a(x)). Uvédomime-li si, Ze funkce, které je rovna svoji derivaci
je (mimo jing) exponencialni funkce e*, miizeme feSeni problému hledat ve tvaru exponenicalni funkce,
kde se po derivaci faktor (—a(x)) objevi jako derivace vnitfni slozky. V exponentu tedy musi figurovat
vyraz, jehoz derivaceje (—a(x)). ReSenim homogenni rovniceje tedy funkcey = e~/ *(#) 4% g (jak plyne
z linearity) i jgi libovolny nasobek. Vidime, Ze dostavame opét vzorec (4.3). Homogenni rovnici |ze tedy
se znal osti obecné teorie vyfesit prekvapive snadno.
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4.2. Nehomogenni LDR — metoda variace konstanty.

Poznamka 4.5 (aplikace operatoru L na soucin funkci). Nez zatneme hledat feSeni nehmogenni rovnice,
prozkoumejme, jak selinearni operator L chovavzhledem k soucinu funkci. Postupnym rozepsanim definice
operatoru, derivaci soucinu, ¢asteCnym vytknutim a opétovnym pouZzitim definice operatoru L dostavame
pro libovolné dvé diferencovatelné funkce u, v

Liu-vl(a) = (u(@)o@) + a(@)u()o()
=/ (z)v(z) + u(z)v' () + alx)u(z)v(x)

= v(@) (v (@) + a(@)u(@) ) + (@) (z)

= v(@)L[u](z) + u(z)v' (z).
Tento vypocet ukazuje, Zze pokud plati L[u] = 0, tj. pokud je funkce u FeSenim asociované homogenni
diferenciani rovnice, je mozno feSeni nehomogenni rovnice L{y] = b(z) hledat ve tvaru souinu y(z) =
u(x)v(x), kdefunkce v(z) spliuje vztah

b(x) = Lfu - v](x) = v(z)Llu](2) + u(z)v'(z) = 0+ u(@)v'(x) = u(x)v'(z),

tji. v'(z) = b(z) / u(z). Odsud vak funkci v mlizeme nalézt jiz pouhou integraci a soutin u(z)v(x)
poté bude FeSenim nehomogenni rovnice. Abychom tyto Gvahy vice ozfejmili, zapamatujeme si hlavni

my3 enku — budeme hledat FeSeni nehomogenni rovnice ve tvaru soucinu ngjakeé funkce a FeSeni asociované
homogenni rovnice — a projdeme si vsechny Gvahy jesté jednou v “bé&zném” neoperatorovém oznaceni.

Poznamka 4.6 (metoda variace konstanty). Partikulérni feSeni y,, nehomogenni LDR hledame ve tvaru

Yp(@) = K (2)ypo(), (4.5)
kde y,0(z) je néaké pevné netrivialni FeSeni asociované homogenni LDR a K (x) zatim neznama spojité
diferencovatelna funkce. Jedna se vlastné o postup, pfi kterém konstantu C' ve vzorci (4.4) nahradime
funkci K () — proto se tato metoda nazyva metoda variace konstanty. VVypoctem derivace y,, obdrzime

Yp(@) = K'(2)ypo(2) + K ()ypo (),
dosazenim do (L) dostavame

K'(@)ypo(x) + K(2)ypo(2) + al@) K (z)ypo(z) = b(x)
aodsud
K'(2)ypo (@) + K () [Ypo(2) + a(z)ypo(2)] = ().
Protoze y,,o () je feSenim homogenni LDR, je vyraz v hranatych zavorkéach roven nule a dostavame

K'(z)ypo(x) = b(z). (4.6)
Odsud jiz snadno vyjadfime derivaci neznamé funkce K'(z) a integrovanim nalezneme funkci K (x).
Dosazenim do (4.5) nalezneme partikul &rni FeSeni nehomogenni LDR az Véty 4.2 obdrZzime obecné FeSeni
nehomogenni LDR. Zapocteme-li navic do funkce K () i integratni konstantu C', obdrZime ze vzorce (4.5)
nikoliv pouze partikularni, alejiz pfimo obecné FeSeni nehomogenni LDR.

V praxi je vyhodné zapamatovat S tento postup a pokazdé je aplikovat na prislusnou rovnici. Vamnéme

si, ze po dosazeni (4.5) do (L) se €leny obsahujici funkci K (x) vyrudi a rovnice bude obsahovat funkci

K (z) pouze prostrednictvim derivace této funkce K'(z), jak plyne z (4.6). Pokud se toto nestane, je ve

vypoctu obsazena chyba.

Provedeni variace konstanty v pfipadé zcela obecnych funkci a(z), b(x) vede k nésledujicimu vzorci.
Véta 4.3 (vzorec pro obecné FeSeni nehomogenni LDR). ObecnéfeSeni rovnice (L) je

b Ja(z)dz d
y(z,C) = e~ o) dl[ b(z)el *@ = 4z 4 C} = Jb@)e v C, C eR. (4.7)
ef a(z) dz
PFitom kazdy neurcity integral vyjadfuje jednu libovolnou z primitivnich funkci (integracni konstanty jiz
neuvazujeme).
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5. Exaktni diferencialni rovnice

Definice (exaktni DR). Necht P(z, y) aQ(z, y) jsou funkce dvou proménnych, které maji spojité parcialni
derivace. Rekneme, ze diferencialni rovnice

P(z,y) + Q(z,y)y’ =0
je exaktni, jestlize vyraz

P(z,y)dz + Q(z,y) dy M
je totalnim diferencidlem ngjaké funkce dvou proménnych.

Poznamka 5.1 (ekvivalentni tvar exaktni DR). Exaktni diferenci@ni rovnici Cast§ji uvadimev ekvivalent-
nim tvaru pomoci diferencidlu kmenové funkce

Poznamka 5.2. Rovnice (E) je tedy exaktni pravé tehdy, kdyz existuje funkce F'(x, y) proménnych z ay
svlastnostmi
OF (z,y)

D0 play) a U gy )

Véta 5.1 (FeSeni exaktni DR). Necht' F'(z,y) je kmenova funkce totalniho diferencialu (T). Rovnice
(E) mé& obecnéfeSeni implicitné urcené rovnici

F(z,y)=C, C eR. (5.2)

Véta 5.2 (charakterizacetoténiho diferencialu). Necht' funkce P(x, y) aQ(x, y) maji spojité parcialni
derivace na oteviené souvisémnozing M C R%. VWraz (T) je namnoziné M totalnim diferencialemngjaké
funkce prave tehdy, kdyz na M plati

OP(z,y) _ 0Q(z,y)
oy Oz
Predpokladejme, ze jsme pomoci Véty 5.2 ovéfili, ze vyraz (T) je totalnim diferencidlem. Je-li funkce
F(x,y) kmenovou funkci tohoto diferencialu, musi platit vztahy (5.1). Integrujeme-li prvni z téchto vztahti
podle proménné x, obdrzime

(5.3)

F(x,y) = /P(z, y)dz + C(y), (5.4)

kde pfi integrovani podle = povazujeme y za konstantu (podobné jako pfi vypoCtu parciélni derivace) a
C(y) jeintegratni konstanta— tato konstanta nezévisi na x, obecné se véak miize jednat o velicinu, ktera
zavisi na y. ObdrZenou rovnost zderivujeme podle y
ot) — 2 [ Pleypas+ ')

kde C’(y) je obycejna derivace funkce jedné proménné. Vzhledem k (5.1) je leva strana rovna Q(z, ).
Dosadime tedy na levou stranu Q(z,y) a zjednodudime vyraz na pravé strané. Obdrzime rovnici pro
C'(y), kterou vyfeSime a integraci nalezneme hledanou funkci C(y). (Pfi Gpravach nutné pro C’(y)
vychéazi rovnice, ktera neobsahuje proménnou . Pokud tomu tak neni, dopustili jsme se pfi pocitani chyby,
nebo vyraz (T) neni totélnim diferencidlem.) Ziskanou funkci C(y) dosadime do (5.4) a mame nalezenu
kmenovou funkci F'(x,y).
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6. Linearni diferencialni rovnice druhého radu

Definice (linearni diferencialni rovnice druhého fadu). Budte p, ¢ a f funkce definované a spojité na
intervalu I. Diferenciélni rovnice
¥ +p@)y +aq(z)y = f(2) (6.1)
se nazyva linearni diferencialni rovnice druhého Fadu (zkraceng LDR druhého Fadu). ReSenim rovnice
(nebo téz integralem rovnice) naintervalu I rozumime funkci, ktera ma spojité derivace do fadu 2 na
intervalu I a po dosazeni identicky splfuje rovnost (6.1) na /. Uloha nalézt feSeni rovnice, které splfiuje
v bodé z € I pocatecni podminky
y(zo0) = yo,
, , (6.2
Yy (‘TO) = yOa
kde yo ay}, jsou redlna &isa, se nazyva potatetni tloha (Cauchyova (loha). ReSeni potatetni tlohy se
nazyva partikularni Fedeni rovnice (6.1).

Poznamka 6.1 (existence a jednoznatnost). Kazda pocatecni loha pro rovnici (6.1) mafeSeni, které je
urceno jednoznaCné a toto feSeni je definované nacelém intervalu 1.

Definice (obecné fe3eni). VSechnateSeni LDR druhého Fadu (6.1) Ize vyjadfit ve tvaru obsahujicim dvé
nezéavislé konstanty C1, Co € R. Takovyto predpis se nazyva obecné FeSeni rovnice (6.1).

Poznamka 6.2 (operatorova symbolika). Podobné jako linearni diferenciélni rovnice prvniho fadu, i zde
Casto pravou stranu rovnice €asto zkracujeme do tvaru L[y](z). Definujeme-li tedy

Llyl(z) = y"(z) + p(2)y' (z) + a(2)y(=), (6.3)
je timto predpisem definovan operétor, ktery kazdé dvakrat diferencovatelnéfunkci pfifazuje levou stranu
rovnice (6.1). Rovnici (6.1) je potom mozno zapsat ve tvaru Ly| = f(z).

Definice (speciélni typy LDR druhéhoFadu). Plati-li v rovnici (6.1) f(z) = 0 provsechnax € I, nazyva
serovnice(6.1) homogenni, v opatném pfipadé nehomogenni. Jsou-li koeficienty p(x) ag(x) naintervalu
I konstantni funkce, nazyva se (6.1) rovnice s konstantnimi koeficienty.

Poznamka 6.3 (trividni feSeni). Funkce y(x) = 0 je feSenim homogenni LDR 2. fadu vzdy, bez ohledu
natvar koeficientll p, ¢. (Ovéfte sami dosazenim.) Toto feSeni nazyvame trivialni FeSeni rovnice (6.1).

Definice (asociovana homogenni rovnice). Nahradime-li v nehomogenni LDR (6.1) pravou stranu ({j.
funkci f) nulovou funkci obdrzime rovnici

y' +p(x)y + q(x)y = 0. (6.4)

Tato rovnice se nazyva asociovana homogenni rovnice k rovnici (6.1).

Véta 6.1 (linearitaa princip superpozice). Operator (6.3) zachovava linearni kombinaci funkci, tj. pro
libovolné dve funkce y; a y» a libovolné realné konstanty C a Cs, plati
L[C1y1 + Caya] = C1L[y1] + C2L[ya]. (6.5)
Jako specialni pripad vztahu (6.5) dostavame implikace
Lol =0aLlp]=f(z) = Lyt +yl=0+f(z)=/f(2),
Ly = Llyz] = f (=) = L[y —yo] = flz) — f(zx) =0,
Ly = L[y2] =0 =  L[Ciy1 +Cay2] =C1 -0+ C2-0=0,

e Soucet FeSeni zadané nehomogenni aasociované homogenni L DR jefeSenim dané nehomogenni
rovnice.

e Rozdil dvou fe3eni nehomogenni LDR je feSenim asociované homogenni rovnice.

e Kazdalinearni kombinace dvou FeSeni homogenni LDR je opét feSenim této rovnice.

/
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7. Homogenni LDR 2. Fadu
V této podkapitole budeme studovat homogenni LDR druhého Fadu, tj. rovnici (6.4)

y" + @)y +q(z)y =0,
kterou mlizeme zkracené zapsat jako L[y] = 0, kde operétor L je linearni diferencialni operétor druhého
Fadu definovany vztahem (6.3).
M otivace. Budeme predpokléadat ze funkce y; () ayq(x) jsou obéfeSenimi abudeme hledat podminky, za
kterych je funkce
y(z) = Cryi(z) + Caya(z)
obecnym FeSenim. Derivovanim tohoto vztahu ziskavame
y'(x) = Cryy(2) + Cays()
a dosazeni pocatecnich podminek y(a) = 3, v’ () = v vede k nadedujici soustavé linearnich rovnic
sneznamymi C1, Cs
B = Ciyr(a) + Caya(a),
v = Cryi(a) + Cays().
Jak je znamo z lineérni algebry, tato soustava ma prave jedno FeSeni pro libovolnou volbu Cisel 3, v pravé

tehdy, kdyZ matice soustavy, tj. matice yi(a)  ya(e)
Yy i (’(a) v ()

(7.1)

Y1
kdyZ jeji determinant je nenulovy a to nastane prave tehdy kdyz jeden sloupec neni nasobkem druhého.

Timto motivujeme nasledujici definice.

> ,jeregularni. Tato matice jeregularni pravétehdy,

Definice (linearni (ne-)zavislost funkci). Budte y; ay, funkce definované naintervalu I. Rekneme, 7e
funkcey; ays jsou naintervalu I linearné zavisé, jestlize jednaz nich je naintervalu I nasobkem druhé,
tj. jestlize existuje redlné €ido k € R svlastnosti

y1 () = kya(x) proviechnaz € 1,
nebo

ya2(x) = ky1(x) pro vechnax € 1.
V opacném pripadé fikame, Ze funkce y1, y2 jsou naintervalu I linearné nezavisé.

Definice (Wronskian). Budte i, (z) ay»(z) dvé libovolnateSeni homogenni rovnice (6.4). Wronskianem
funkci y1 (), y2(x) rozumime determinant

yi(z)  ya(z)

) yhlx)| = 1 @0a(@) — vi(@)ya(z). (7.2)

Wiy1, yal(z) =

Véta 7.1 (linearni (ne)zavislost). Budte y; (z) a y2(x) dvé feSeni rovnice (6.4) na intervalu I. Tato
feZeni jsou linearné nezavidla praveé tehdy kdyz je jejich Wronskian rtizny od nuly naintervalu 1.

Véta 7.2 (obecné feSeni homogenni LDR). Jsou-li 4, a yo dvé netrivialni linearné nezavisa reseni
rovnice (6.4) naintervalu I, je funkce y definovana vztahem
y(x, C1, Ca) = Cry1(z) + Coya(w), CreR, G2 €R, (7.3)
obecnym FeSenim rovnice (6.4) na intervalu I.

Definice (fundamentalni systém feSeni). Dvojici funkci y; ays z predchozi véty nazyvame fundamentalni
systém FeSeni rovnice (6.4).
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8. Homogenni LDR 2. fadu s konstantnimi koeficienty

Budeme studovat rovnici tvaru
v +py' +qy=0, (LH2)
kde p, ¢ € R. VEmnéme s nejprve nasledujiciho faktu: Dosadime-li do levé strany rovnice y = ¢**, kde
z jerealné ¢idlo, po vypottu derivaci a po vytknuti faktoru e** ziskavame
y' oy +q=e" (2" +pz+q).
ProtoZe exponencialni faktor napravé stranéje vzdy nenulovy, bude vyraz napravé strané roven nule pokud
bude splnéna podminka
224 pz+q=0. (8.1
Pouze v tomto pfipadé bude uvazovana funkce feSenim rovnice (LH2).

Definice (charakteristickarovnice). Kvadratickarovnice (8.1) s neznamou z se nazyva charakteristicka
rovnice pro rovnici (LH2).

Véta 8.1 (fundamentélni systém FeSeni LDR s konstantnimi koeficienty). Uvazujme DR (LH2) a jgji
charakteristickou rovnici (8.1).

e Jsou-li z1, 2o € R dvarlznérealné kofeny charakteristické rovnice (8.1), definujme
=]

e Jeli z; € R dvojnasobnym kofenem charakteristické rovnice (8.1), definujme a
PEr

e Jsou-li z10 = a+if ¢ R dva komplexné sdruzené kofeny charakteristické rovnice (8.1),
definujme‘ y1(xz) = e** cos(fx) ‘a‘ ya () = % sin(fx) ‘

Potom obecnéFeSeni rovnice (LH2) je
y(x, C1,C2) = Cry1(x) + Caya(x), CieR, C; eR.

9. Nehomogenni LDR 2. Fadu

Nyni se budeme vénovat FeSeni nehomogenni diferencalni rovnice.

Véta 9.1 (dUsledek principu superpozice). Soutet libovolného partikularniho FeSeni nehomogenni
linearni diferencialni rovnicea obecného f'eSeni asociované homogenni rovniceje obecnymfieSenim plivodni
nehomogenni rovnice
Podle pfedchozi véty tedy k vyreSeni linearni nehomogenni rovnice staci nalézt jedno (partikularni) FeSeni
této rovnice a obecné feSeni asociované homogenni rovnice.

Priklad 9.1. Jednim z FeSeni rovnice
y'+y=6
jezcelajisté funkce y(x) = 6. (Vidime pfimo po dosazeni.) Obecné FeSeni je tedy
y(x) = Cycosx + Cysinx + 6
VyfeSeni asociované homogenni rovnice je bohuzel prakticky mozné pouze v nékterych specialnich pfipa-
dech, jako je napriklad rovnice s konstantnimi koeficienty
y' +py +ay=f(x) (L2

(urovnic skonstantnimi koefici enty feSime asoci ovanou homogenni rovnici pomoci charakteristickérovnice
aVéty 8.1)
Jak najit partikularni reseni?

e Metoda variace konstant — podobna jako u LDR prvniho Fadu. Konstanty v obecném feSeni

nahradime funkcemi, které jsme schopni ngjit (po vyfeSeni soustavy rovnic a dvoji integraci).
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e Metoda kvalifikovaného odhadu — pokud je prava strana do jisté miry speciélni, je mozno
partikularni feSeni uhodnout. Je-li prava strana rovnice polynom, exponenciélni funkce nebo
sinus i kosinus (pfipadné soucin i soucet uvedenych funkci) je mozno odhadnout “ hruby tvar”
partikularnihoteSeni (az nangjaké konstanty) atento potom pouzejemné*“ doladit” tak, abychom
obdrzeli skutecné feSeni naSi rovnice.

Podivejme se na metody vypoCtu partikularniho feSeni ponékud blize.

Véta 9.2 (metoda variace konstant). Necht' y; a - jsou funkce tvorici fundamentalni systém FeSeni
homogenni rovnice (LH2) a v}, 5 jsou jejich derivace. Necht' funkce A(z) a B(z) jsou funkce majici
derivace A'(x) a B'(z), které spliuji soustavu rovnic

{w@mmw+3wwxm=a -
Al (2)y () + B'(2)ys(z) = f(2)-
Potom funkce y,, definovana vzorcem

yp(z) = A(z)y1(2) + B(2)ya () (9.2)
je partikularnim feSenim nehomogenni rovnice (L 2). Obecné feSeni rovnice (L 2) je tedy tvaru

y(z) = Ciy1(z) + Coya(2) + yp().
Diky nenulovosti Wronskianu je zgjisténo, ze soustava (9.1) je vzdy FeSitelnaama prave jedno fedeni. Toto
feSeni je mozno ngjit “klasickymi metodami”, jako je dosazovaci nebo vylu€ovaci metoda, v praxi se viak
vyuzivanasedujici véta, znamaz linearni algebry.
Véta 9.3 (Cramerovo pravidlo). Uvazujme soustavu linearnich rovnic
ar +by =c
Ax+ By =C

skoeficienty a, b, A, B, s pravymi stranami ¢, C' a s neznamymi z, y. Je-li determinant D matice soustavy
nenulovy, tj. je-li
a b

D=, B‘;ﬁo

ma soustava prave jedno rfeseni. Oznacime-li

)

’ a Dy, =

a
A
|ze neznamé = a y najit jako podily x = % ay = %

Aplikaci Cramerova pravidla na soustavu (9.1) dostavame nasledujici: vypocteme-li Wronskian

u ) (D) (o) — gl (@) () # 0.

V=1 v

a pomocné determinanty

_ 0 ya(x) _ (@) 0
R FE RS | e A O]
|ze neznamé funkce A’(z), B (x) obdrzet jako podily
Al(x) = %, B'(z) = % (9.3
w w

Hledané funkce A(z), B(x) poté obdrZime integraci a pomoci nich a pomoci fundamentélniho systému
FeSeni sestavime partikul &rni feSeni rovnice metodou popsanou jiz dfive.
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Véta 9.4 (odhad partikularniho FeSeni). Necht' prava strana rovnice (L2) ma tvar f(z) =
e” (Pn (x) cos(Bz) + Qm(x) sin(ﬁx)), kde P, (x) je polynom stupné n a Q.,(z) je polynom stupné
m.

e Oznatme k = max{n, m} Vé&t8i ze stupiti obou polynomtl. Pokud néktery z polynomi na pravé
strané nefiguruje, dosazujeme za jeho stupen nulu.

e Uvazujme charakteristickou rovnici pro asociovanou homogenni rovnici, tj. rovnici (8.1). Pokud
(obecné komplexni) ¢islo o+ i3 neni kofenemtéto rovnice, polozmer = 0. Pokud jecislo a+ i3
jednoduchym kofenem této rovnic, polozmer = 1 a pokud dvojnasobnym, polozme r = 2.

Partikularni FeSeni je mozno nalézt ve tvaru

yp(x) = " (f’k(m) cos(Bz) + Qr(x) sin(ﬂx)) , (9.9

kde P, () a @k(:n) jsou polynomy stupné nejvyse k. Tyto polynomy je mozno najit metodou neurcitych

koeficientli bez pouziti integrovani.

Poznamka 9.1. e Pokud se exponencialni ¢ast na pravé strané nevyskytuje, je « = 0 aproto je
e** =1 aexponenciani ¢len se neuplatni. Napfiklad u diferenciéni rovnice

y" + 2y + 3y = (2 + 4) cos(z) + (x — 2) sin(x)

hledame partikularni fegeni ve tvaru y, = (az? + bz + ¢) cos(z) + (da? + ex + f)sin(z).
V&mnéme si, ze v partikularnim feSeni u funkce sin(x) figuruje kvadraticky polynom, i kdyz
na pravé strané rovnice je pouze polynom linearni. To proto, Ze oba polynomy v obecném tvaru
partikularniho feSeni maji stejny stupen, ktery je roven vétSsimu ze stupill polynomu na pravée
strané rovnice.

e Pokud se goniometricka ¢ast na pravé strané nevyskytuje, je 5 = 0. Odsud potom plyne, Ze
cos(fBx) = 1, sin(fz) = 0 aani goniometricka €ast, ani polynomy Q(z) a Q(x) se neuplatni.
Napriklad u diferenciani rovnice

y'—y=(z+1)e"
hledame partikul&rni feSeni ve tvaru y = z(axz + b)e”

e Pokudjepolynom Q(x) roven nule, vyskytuje se napravé stranéjenom funkcekosi nus. Podobné
plati pro polynom P(x) a sinus. | v téchto pfipadech se v&ak v partikularnim feSeni mohou
vyskytnout obé funkce cos(fx) i sin(Sz). Napfiklad partikularni FeSeni rovnice

Yy —y = xsin(z)
hledame ve tvaru y, = (az + b) cos(x) + (cz + d) sin(x) (uvazujemei ¢ast s funkci sinus i
presto, Ze se funkce sinus na praveé strané rovnice viibec nevyskytuje). Z tvrzeni véty totiz nijak
nevyplivg, zeje-li Q(x) = 0, plati totéz i pro Q(x).
Poznamka 9.2. Vétu o odhadu partikularniho feSeni je mozno pouzit napfiklad pro rovnice

y// 4 y/ — sin(x), y// + Sy/ + y = %ﬂ@’ y// + 3y/ — _4, y// + 2y/ + Y= ($2 4 3) COS(.CE)
(v druhé&rovnici je « = —1), deneni mozno ji pouZit napfiklad na nésledujici rovnice
y" + 4y’ + 3y = sin(x) + 22 cos(2z), (9.5)

y'+y —3y=Iuz
(u prvni rovnice vadi odlisny argument u obou goniometrickych funkci, u druhérovnicevadi funkceIn(z)).
Kromévyse uvedenévéty je moznov literatufe najit i vétu umoziujici najit metodou neurditych koeficientd
najit FeSeni rovnice, kde pravastrananeni pfimo vetvaru pozadovanémve Vété 9.4, ale je souctem nékolika
rliznych vyrazll v tomto tvaru. Tento postup umozni najit metodou neurditych koeficientll i partikularni
FeSeni rovnice (9.5).



KAPITOLA 3
Autonomni systémy

1. Uvod

Definice (autonomni systém). Necht f a g jsou spojité funkce dvou proménnych. Soustava dvou diferen-
ciénich rovnic

:CI = T, ’
, fz,y) L1)
Y =g(z,y),
d o .
kde’ = — se nazyva dvourozmérny autonomni systém. Jeho FeSenim rozumime kazdou dvaojici funkci

x(t), y(t), které maji derivace na uvazovaném intervalu a po jejich dosazeni do (1.1) pfejdou obérovnice
v identity. Proménnat se nazyvacas.

Definice (potatetni Uloha). Necht ¢y, o a o jsou libovolna reana &sla Uloha najit fedeni soustavy
(1.1), které v bodé ¢, splfuje pocatetni podminky

#to) = o (1.2)
y(to) = yo
se nazyva pocatecni loha.

Poznamka 1.1 (posun v €ase). Je-li dvojice funkci x(¢), y(t) feSenim soustavy (1.1) aje-li ¢ libovolné

redlné &islo, plati totéZ i pro dvajici funkci x(t + ¢), y(t + ¢). Cas to, ve kterém formulujeme pogatetni
podminky, |ze tedy volit libovolng, Zpravidla klademe bez (jmy na obecnosti ¢, = 0.

Definice (stacionarni feSeni). Necht z* ay™ jsou realnacida, ktera splnuji

f(CE*, y*) =0,

g(z",y") = 0.
Pak dvojice konstantnich funkci z(t) = z*, y(t) = y* je FeSenim systému (1.1). Toto FeSeni se nazyva
stacionérni FeSeni.

2. Trajektorie

Definice (trajektorie autonomniho systému). Necht dvojice funkci x(¢), y(t) je FeSenim systému (1.1).
MnozinaT bodl v roviné (z, y) definovanarelaci

T={(2,9): =(t) =z ay(t) = g prongakét € R}
senazyvatrajektorie systému (1.1). Rovinu, do které zakreslujemetrajektorie, nazyvamefazovou rovinou.
Trajektorie stacionarniho FeZeni je tvofenajedinym bodem (z*, y*) anazyva se stacionarni bod.

Poznamka 2.1 (geometrické vlastnosti trajektorii). Zakreslime-li trajektorii néakého feSeni autonomniho
systému, ztracimeinformaci o Case. Mame pouzeinformace, kterych hodnot (x, y) feSeni nabyvaji v tomtéz
okamZiku, ovdem nemameinformaci o tom, zajak dlouhoteSeni do tohoto stavu dospégje. Abychom alespon

27
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méli zachycenu informaci o tom, ktery stav predchazi a ktery nasleduje, zpravidlatrajektorie orientujeme
podle sméru toku Casu.
Prochézi-li trajektorie bodem (z*, y*), jedna se o trajektorii odpovidajici FeSeni pocatecni Glohy

z(0) = z*

y(0) =y~
Tato trajektoriemav bodeé (z*, y*) teCnu danou smérovym vektorem (f (z*,y*), g(z*, y*)). Podobnéjako
u smérového polediferencialni rovnice, zakresleni smérovych vektorl teénych k trajektoriim | ze uskutegnit
jen ze znalosti funkci f a g a odsud je zpravidla mozné s udélat zakladni predstavu o tvaru trajektorii.
Systém téchto vektorl spolu se zakreslenymi vybranymi traj ektoriemi se nazyvafazovy portrét autonomniho
systému. Jedna se ajakousi obdobu smérového pole diferenciélni rovnice.
Vzhledem k jednoznagnétesitelnosti se dvé rliznétrajektorie nikde neprotingji. Maji-li proto dvétrajektorie
spoletny alespon jeden bod, jsou zcela totozné!
Ve fazové roviné mohou existovat oblasti, které maji tu vlastnost, ze kazda trajektorie ktera vstoupi do této
Naopak, oblasti které maji tu vlastnost, Ze pokud se v nich tragjektorie vyskytujev jistém Case, vyskytuje se
v nich i ve vZech drivgSich Casech, se nazyvaji negativné invariantni.

Poznamka 2.2 (trgjektorie jako integralni kfivky). Nacast trajektorie T', kde kazdému x odpovidajediné
y, 1ze pohliZet jako na graf funkce y = y(z). Vzhledem k tomu, Ze podle pravidla pro derivaci slozené a
inverzni funkce plati v diferenciéni symbolice

dy dy dt dy 1

dr  dt dr dt dz = dz’

dt dt
vyhovuje uvaZzovana cast trgjektorie diferenciélni rovnici
dy _ g(z,y)
dz f(z,y)

Tato rovnice definuje jednoznacné trajektorie (aZz na smér toku Casu) podobné, jako systém (1.1). Pozna-
menejme, Zze v bodech z-nulklin (viz dal€) je prava strana rovnice nespojita av singularnich bodech miize
byt poruSenajednoznatnost FeSeni.

Poznamka 2.3 (klasifikace trgjektorii). Predpokladejme, ze kazdatrajektorie systému (1.1) je prodliouzena
maximéné obémasmeéry, tj. pro t — +o0o. Rozeznvame pouze tfi nésledujici typy trajektorii
(i) Stacionarni body. Tyto body odpovidaji stacionarnim feSenim.
(i) Uzavienétraektorie (cykly). Tyto trajektorie odpovidaji periodickym feSenim. Uvnitf kazdého
cyklu lezi aespon jeden stacionarni bod.
(iii) Trajektorie, které samy sebe nikde neprotingji a pro t — oo tyto trgjektorie maji jednu
z nésledujicich vlastnosti.
(@) Trajektorie maji alespon jednu slozku neohranicenou.
(b) Trajektorie konverguji k nékterému ze stacionarnich bodU.
(c) Trajektorie konverguji k nékterému z cykld.
(d) Trajektorie konverguji k mnoziné tvofené koneGnym poctem singularnich bodt a jinymi
trajektoriemi, které vedou z jednoho stacionérniho bodu do druhého.
V praxi se s poslednim typem trajektorii v&tSinou nesetkavame a kazda trgjektorie, ktera je ohranicena a
neni stacionarnim bodem ani cyklem zatina a kon&i bud ve stacionarnim bodg, se odmotava z ngjakého
cyklu (resp. namotévanangjaky cyklus).

Poznamka 2.4 (nulkliny). KFivka slozena z bodl (z,y) v roving, které spliiuji f(z,y) = 0 se nazyva
x-nulklina. V bodech této nulkliny plati ' = 0 a veli¢ina x se tedy v okoli této nulkliny neméni (resp.
meni velice pomalu). Z geometrického hlediska matato kfivkavlastnost, Ze kazdatrajektorie ji protinave
svisém sméru (zdola nahoru nebo shora dol ).

Podobng, kfivkaslozenaz bodl (z, y) v roving, které spliiji g(x, y) = 0 se nazyvay-nulklina. Tato kfivka
ma tu vlastnost, ze kazda trajektorie ji protina ve vodorovném sméru, protoze v bodech y-nulkliny plati
y' = 0.

’
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Poznamka 2.5 (spojita zavisost na pocatecnich podminkéach). Mala zména pocatecnich podminek vy-
volava relativné malou zménu vysledného feSeni autonomniho systému. Z tohoto diivodu dveé trajektorie,
které prochazi dvémadostatecné blizkymi body, maji v okoli tohoto bodu priblizné stejny smér, svyjimkou
okoli stacionarnich bodd.

3. Stacionarni body

Poznamka 3.1 (klasifikace stacionarnich bodtl). Podle chovani trajektorii v okoli stacionarnich bodd
rozdélujemetyto stacionarni body do nékolikanavzajem disjunktnich skupin. Necht (z*, y*) jesingularnim
bodem systému (1.1).

Uzel: Stacionarni bod («*, y*) se nazyvauzel, jestlize vSechny trajektorie (x(t), y(t)) z n&akého
okoli tohoto bodu konvergujiprot — oo nebot — —oo k (2", y*) tak, Ze nedochézi k oscilacim
kolem limitni hodnoty.

Ohnisko: Stacionarni bod (z*, y™*) se nazyvaohnisko, jestlize vSechny trajektorie z ngjakého okoli
tohoto stacionarni bodu do tohoto bodu konverguji bud pro ¢ — oo nebo prot — —oo ato tak,
ze kolem tohoto bodu osciluji se zmendujici se amplitudou.

Sedlo: Stacionarni bod (x*,y*) se nazyva sedlo, jestlize v kazdém jeho okoli existuje pouze
konetny poCet trajektorii, které pro t — +oo konverguji k tomuto bodu.

Sti'ed a bod rotace: Stacionérni bod (z*, y*) se nazyvabod rotace, jestlize kazdéjeho okoli obsa-
huj e nekonetné mnoho trajektorii, kteréjsou cykly. Pokud v n&jakém okoli existuji pouze cykly,
nazyva se tento bod navic stfed.

e Uzel nebo ohnisko nazyvame stabilni, jestlize vSechny trajektorie do ngj konverguji pro t — oo,
tj. v&echny trajektorie z ngjakého okoli sméfuji do tohoto bodu. V opatném pripadé tento bod
nazyvame nestabilni.

e Pro stabilni uzel a ohnisko existuji oblasti ve fazové roviné které maji tu vliastnost, ze vsechny
trajektorie prochéazejici nékterou z téchto oblasti konverguji pro t — oo do tohoto stacionarniho
bodu. Takové oblasti se nazyvaji oblasti atraktivity stacionarniho bodu.

Definice (Jacobiho matice). Matice

of of
J(@,y) = dg dg
aeey) Gy)

se nazyva Jacobiho matice soustavy (1.1).

Definice. Charakteristickou rovnici matice A rozumimekvadratickourovnici det(A—AI) = 0 sneznamou

A, tj. charakteristickou rovnici matice A = <Z Z) jerovnice

M — (a+d)X\ +ad — be = 0.
K ofeny této rovnice (redné nebo komplexni) nazyvame viastni €isla matice A.

Véta 3.1 (klasifikace stacionarnich bodli pomoci vlastnich Cisel Jacobiho matice). Uvazujme viastni
Cisla Jacobiho matice vypoctené ve stacionarnim bode.

e Jsou-li obé viastni Cisla realna kladn4, je stacionarni bod nestabilni uzel.

e Jsou-li obé vliastni Cisla redlna zaporna, je stacionarni bod stabilni uzel.

e Jsou-li viastni €isla redlna a maji-li opactna znaménka, je stacionarni bod sedlo.

e Jsou-li viastni Cisla komplexné sdruzené s kladnou realnou Casti, je stacionarni bod nestabilni
ohnisko.

e Jsou-li vlastni €isla komplexné sdruzena se zapornou realnou Casti, je stacionarni bod stabilni
ohnisko.

e Jsou-li vliastni ¢isla komplexné sdruzené s nulovou realnou ¢asti, je stacionarni bod ohnisko
nebo bod rotace.
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Vlastni hodnoty, typ stac. bodu pribéh trajektorii

A2 €ER

A1 > A2 >0 nestabilni uzel /\> <\/
A > 0> A sedlo < /\>
0> A1 > A2 stabilni uzel /\> <\/

TaBULKA 1. Klasifikace stacionarnich bodt podie vlastnich hodnot, realné viastni hodnoty

Vlastni hodnoty, typ stac. bodu priibéh trajektorii
A2 &R
R(A12) >0 nestabilni ohnisko @
R(A12) <0 stabilni ohnisko @
R(A12) =0 ohnisko nebo bod rotace -
nebo kter&koliv
z predchozich moZnosti
TABULKA 2. Klasifikace stacionarnich bodl podievlastnich hodnot, komplexné&sdruzené

vlastni hodnoty

Poznamka 3.2. ZjednoduSené feCeno, kdykoliv se mezi vlastnimi hodnotami Jacobiho matice v bodé S
objevi vlastni hodnota se zapornou readlnou Casti, existuje trajektorie konvergujici do bodu S. Pokud méa
nékteré vlastni hodnota kladnou realnou Cast, existuje trajektorie vychazejici z bodu S. Pokud maji vlastni
hodnoty nenulovou imaginarni ¢ast, dochazi v okoli bodu S k oscilacim.
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Jinamoznost, jak urcit typ stacionarnich bodtl, je obsaZzenav nasledujici vété. V této vété D znali determi-
nant Jacobiho matice v bodgé (z*, y*), tj. a A stopu® Jacobiho matice v tomto bodé, tj.

_of 9% _of 99

et J(z*,y") ax(x,y)ay(x,y) ay(x,y)ax(z,y),
of dg
vJ (2", y") ax(w,y)Jray(z,y)

Véta 3.2. Necht' (z*,y") je stacionarni bod soustavy (1.1) a J(«*,y") hodnota Jacobiho matice
v tomto bodé. Pomoci €isel D a A 1ze rozhodnout o kvalité stacionarniho bodu (z*, y*) podle nasledujici
tabulky.

‘ D <0 ‘ H sedlo ‘
D>0|A>0|A?>4D nestabilni uzel
A% < 4D nestabilni ohnisko
A<0|A*>4D stabilni uzel
A? < 4D stabilni ohnisko
A=0 bod rotace nebo ohnisko

lStopa Ctvercové matice je soucet Cisel v hlavni diagonae.



KAPITOLA 4
Dvojny integral

1. Supremum ainfimum

Definice (dolni zavora). Bud A neprazdna zdola ohraniena mnozinarealnych ¢isel. Cislo m se nazyva
dolni zZAvora mnoziny A, jestlizem < a provsechnaa € A

Priklad 1.1. e Dolni zavorou intervalu (0, 1) jsou napriklad €isla —1, —, 0.
. w1 .
e Dolni zavorou nejsou Cisla 3 6 ani e.

Definice (infimum). Bud A neprazdna zdola ohrani¢enamnozinaredlnych &isel. Cislo inf(A) se nazyva
infimummnoziny A, jestliZe je nejvétsi dolni zavorou mnoziny A.

Priklad 1.2. Intervay (0, 1), [0, 1], (0, 1] maji vSechny infimum rovno ¢islu 0.

Definice (horni zavora). Bud A neprazdna shora ohrani&enamnozinareanych &isel. Cislo M se nazyva
horni zavora mnoziny A, jestlize M > a provsechnaa € A

Definice (supremum). Bud A neprazdna shora ohranigena mnozina realnych &isel. Cislo sup(A) se
nazyvasupremum mnoziny A, jestlize je nggmensi horni zavorou mnoziny A.

Priklad 1.3. Intervaly (0,1), [0, 1], (0, 1] maji vSechny supremum rovno ¢islu 1.
2. Dvojny integral na obdéniku

Definujme funkci na obdéniku R = [a,b] x [e,d] ohrani¢enou funkci f(z,y). Obdénik rozd&me na
podobdélniky p1, pa, . .., pn 00bsazich Apy, Apo, ..., Ap,. Toto déleni oznatme D.

V obdénicku p; najdeme supremum M; ainfimum m; funkce f(x, y). Sestrojme horni a dolni integrélni
soucet prisludny déleni D podle vzorcl y

k
S(D) = ZMiApi ... horni souget
i=1
k
s(D) = m;Ap; ... dolni soutet
i=1

o Supremum mnoZiny vech dolnich souttl nazyvamedolni dvojnyintegral aznatime / / f(z,y) dz dy.
R

o Infimum mnoZiny vech hornich soutt nazyvame hor ni dvojnyintegral aznatime / / f(z,y) dzdy.
R

Definice (dvojny integrél). Jestlize jsou si horni a dolni integrél rovny, pak jejich spoleCnou hodnotu
znatime
/[ raaazay 21)

anazyvame dvojny integrél funkce f v R. O funkci f fikame, Ze je namnoZiné R integrovatelna.

Vypocet dvojného integralu provadime s vyuZitim nasledujici véty o pfevodu dvojného integrélu na dvoj-
nasobny (dva“obyCejné€’ integraly).

32
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Véta 2.1 (Fubini). Necht R = [a, b] x [c, d] je uzavieny obdélnik vIR? a f funkce definovana a spojita y

na R. Pak plati
//f(x,y)dxdy:/ /fxydy d:z:—/ /fxydx

Priklad 2.1. Vypoctéte / / x + y) da dy pres obdénik vyznaCeny na obrézku.

7z

N

> T
3
x2 3
//(z+y dxdyf/ / x+y) dx :/[ +zy} dy
2 0
0

:[gwg%j:?.ﬂg.é_(hg.l)
=94+6-6=9

3. Dvojny integréal v obecné oblasti

Definice (dvojny integral v obecné oblasti). Bud €2 uzavienaohrani€¢enaoblast. Bud R dostatetné velky
obdénik, takovy, ze 2 C R. Definujme na R funkci g predpisem

~Jf=y) (2,y) €Q
g@”w{o jinak

Potom definujemeintegrél funkce f namnoziné 2 predpisem

/ S;f(x,y)dxdy: /ng@,y)dxdy.

V dalSim budeme pro jednoduchost predpokladat, Ze oblasti pres které integrujeme maji hranici tvofenu po
ééste%h hladkou uzavfenou kfivkou.
y

Véta 3.1 (Fubini). Necht f je funkce spojita v uzaviené oblasti y
Q={(z,y) eR’:a<z<bapx) <y<P()}

//Qf(w,y)dwdy=[[/i?f(%@dy d

Potom
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a

Véta 3.2 (Fubini). Necht' f je funkce spojita v uzaviené oblasti
Q={(z,y) eR*:a<y<bap(y) <z <y(y)}

fagydedy= [ [ fey)da] dy
/I, [ 1L, rewed

Priklad 3.1. Vypoctéte / / 2y dx dy pfes mnoZzinu vyznatenou na obrazku.
Q

// 2ydxdy =
Q

Potom

1
0 . z :/ 2m—2x2)dm
0

Lmin = 01
Tmax = 1, |:
ymin - 1 — T,

1

Yomae = V1 — a2 ~T373

Véta 3.3 (linearita integralu). Bud' f;, f> funkce integrovatelné v Q a ¢, ¢ libovolna realna cisla.
Plati

//Q[C1f1(:n,y)+02f2(x,y)] dzdy = ¢ //Q fl(x,y)dxdy—I—CQ//QfQ(:E,y)dmdy

Véta 3.4 (aditivitavzhledem k oboru integrace). Necht' je oblast (2 rozdélena na dvé ablasti ©2; a €25,
které maji spolecné nejvySe hranicni body. Plati

//Qf(:v,y)dxdyZ/Ql f(x,y)dxdy+/92f(x,y)dxdy

4. Polarni souradnice
Dosud jsme pouzivali pouze kartézské soufadnice: dvojici ¢isel udavajici vzdalenost bodu od osy y a od
osy z, kterajednoznatné uréuje polohu bodu v roving. V praxi je nékdy vyhodngj&i pouZit i jiny zplisob jak

lMyé! enka pouZzivat takové soufadnice pochéazi od filozofa Reného Descarta, ktery jednou pozoroval mouchu na stropé a
uvédomil si, Ze pro jednoznatné stanoveni polohy mouchy na stropé staci zadat jeji vzdaenost od dvou navzajem kolmych stén.
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4 A
........................ A
. T r € [0,00), p € [0,2m)
: T =7Ccosy
R : = rsin
O . : x 4 7
O

OBRAZEK 1. Polarni souradnice

pomoci dvojice Cisel charakterizovat polohu bodu v rovi né —takové soufadnice potom nazyvame k¥ivocaré
souradnice.

tak, Ze uréime vzdalenost » bodu od potatku soustavy soufadnic O athel ¢, ktery svira spojnice bodii O a
A skladnou ¢asti osy .

Chceme-li pfevést dvojny integral do polarnich souradnic, provadime v ném vlastné substituci = = r cos ¢
ay = rsin . Pfitom se transformuji i diferencidly dz a dy avysedny vzorec matvar

//Qf(:c,y)dmdyz//Qf(rcosgo,rsin@) crdedr.

V diferencidnim poctu polarni soufadnice pouzivame predevsim tam, kde ma problém radialni symetrii.
Napriklad pfi studiu ochlazovani nebo kmitll kruhovych desek &i valcovitych soutastek. V integralnim
pocCtu tyto soufadnice pouzijeme zejména v pripadé, kdy integrujeme pres kruznici nebo jeji ¢ast (napr.
mezikruZi ¢i kruhovavysef). V takovém pfipadé maji totiZ integrély které vzniknou po aplikaci Fubiniovy
VEty pevné meze avypocet druhého integralu je zpravidlajednodussi. V nadedujicim prikladé pro srovnani
vypocteme tentyz integral v polarnichi v kartézskych soufadnicich.

Priklad 4.1. Vypoctéte / / x dz dy, kde Q je Ctvrtinajednotkového kruhu, leZici v prvnim kvadrantu.
Q

Vypocet v polarnich soufadnicich:

1, rr/2 1 -
//wdxdy:/ (/ rcosyp T d(p)dr:/ [’I“QSiIl(p} dr
Q 0 0 —_—— 0 0

funkce Jakobian

= /0.1 [rQSing frsin()} dr = /0.1 |:T2:| dr
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1
:/ zV1—z22dx
0
= substituéni metodou . . .
1 5 1
= | —— — 25
[ 3= ]
PERPR.
=—2(0)2 = [=Z(1)2
Loz - (1)

wl

5. Obecnékrivocar é souradnice

| kdyZ polarni soufadnice jsou zdaleka nejpouzivangjSimi kFivoCarymi soufadnicemi, v praxi je nékdy
vhodné ¢i nutné volit i jiné soufadnice. Mame-li korektné definovany obecné kfivocaré soufadnice u a v,
jsou transforma€ni vztahy mezi témito kiivocarymi soufadnicemi akartézskymi soufadnicemi x, y vetvaru
T = g(uv U)
y = h(u,v)
kde g, h jsou dostatecné hladké funkce dvou proménnych. Pro pfevod dvojného integralu z kartézskych
soufadnic do soufadnic u, v je nutno vypocitat nasledujici determinant

dg(u,v)  Og(u,v)

= .0
J(u,v) = 8h(£f, v)  Oh 11),1)) 70
ou Oov

zvany Jakobian.
Véta 5.1 (prevod dvojného integrélu do kfivocarych soufadnic). Plati

//Qf(x’y)dxdy://Qf(g(uav)ah(u,v))|J(U,U)|dudv

Poznamka 5.1. Vybeér kfivoCarych soufadnic se Fidi tvarem mnoziny 2. Snazime se o to, aby vyjadreni
této mnoziny bylo v novych soufadnicich co nejjednodussi.



KAPITOLA 5

Numerickeé reseni diferencalnich rovnic

V této kapitole s uvedeme nékteré z&kladni metody numerického FeSeni diferenciélnich rovnic. Uvédo-
mme si, Ze zatimco neni mozné numericky obdrzet obecné FeSeni, FeSeni pocatecni Ulohy |ze numericky
aproximovat pomérné snadno: hlavni my3lenkou je, ze zatneme v bodé zadaném pocatetni podminkou a
v okoli tohoto bodu nahradime integrani kfivku jeji te€nou. Tim se dostaneme do dalSiho bodu, odkud
opét integralni kfivku aproximujeme tenou. Smérnici tecny zjistime z diferenciani rovnice, bud pfimo z
derivace (Eulerova metoda), nebo ponékud rafinovangji, kdy bereme v Gvahu i konvexnost €i konkavnost
a fakt, Ze se derivace méni s ménicim se = i y. StaCi tedy mit zvolen krok numerické metody (interval,
na kterém aproximaci teCnou pouzijeme) a vystupem metody bude aproximace integralni kfivky pomoci
lomené Cary (po Castech linearni funkci).

1. Metody skonstatnim krokem

/
. = flz,
Resime potatetni tlohu pro diferencialni rovnici prvniho Fadu rozfeSenou vzhledemk derivaci: * { ( y) f@y)
Y(Zo) = Yo

ReZeni aproximujeme po &astech lomenou &arou (viz obrazky 2 a 3), vodorovnavzdalenost mezi jednotli-
vymi uzly se nazyvakrok, oznaCujemejej h, mé-li dalsi ¢ast lomené cary smérnici %, dostaneme dal&i bod
Tiy1 =x;+h
{ Yir1 = yi + kh
Uvedemesi naukazku metody s pevnym krokem, kdy neménimekrok, ale pouze smér linearni funkce, ktera
aproximuje integralni kfivku. Podle toho, jak v jednotlivych krocich volime smérnici aproximacni funkce,

rozlisujeme nékolik metod.

Eulerova metoda: Jako smérnici teCny pouzijeme hodnotu smérového pole v bodg, ze kterého
vychézime: k = ki := f(xi, y;)

RK: (metodaRunge-K uttadruhého fadu) Jako smérnici teCny pouzijeme hodnotu smérového pole
v bodg, do kterého bychom se dostali po provedeni plilky kroku Eulerovou metodou. Podivame
se tedy, kam bychom se dostali Eulerovou metodou, podivame se jak po cesté vypada smérové

pomoci vztahtl

. . L h h
pole a podle toho zvolimevychozi smér: k = ko := f | 2; + 50 Vi + k1§

RK4: (metoda Runge-K utta ctvrtého fadu) Zde se jedna o ponékud rafinovangjsi variantu pred-
choziho. Hlavni mySenka spo€iva v tom Ze podobné jako u metody druhého Fadu udélame
fiktivné plil kroku smérem &, podle Eulerovy metody a ze smérového pole v bodé do kterého se
dostaneme ziskame smér k.. Poté podobné provedeme opét fiktivné pll kroku smérem &, a ze
smérového pole v bodg, do kterého se dostaneme, ziskame smér k3. Konetng, smérem k3 prove-
demefiktivné cely krok aziskame smér k4. Ze véech téchto smérli vypoditamevazeny primeér ve
kterémjsou k, aks zastoupeny dvojnasobnouvahou oproti k; ak, aziskame smér pro provedeni

o oo 1
dalSiho kroku metody. K predeslym vzorctim tedy pridavame: k = g(kl + 2ko + 2ks + ka),

h h
kdeks := f (l’l + 57% + k2§) ak, := f(acz + hyyi + k?3h)

L3ak bylo zminéno, potatetni podminkaje pro numerickou aproximaci diileZita, udavatotiz bod, ze kterého zatiname. Numericky
proto najdeme pouze partikularni feSeni, najit obecné feSeni numericky se nam nepodari
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OBRAZEK 1. Jeden krok pro kaZdou z metod a potatetni tlohu ¢/ = gy?’ — (—x) ,
y(0.2) = 1.4
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OBRAZEK 2. Numerické FeSeni pocatetni Glohy ' = = + 42, y(0) = 1

e Stejné se postupuje i pro systém libovolného poctu linearnich rovnic prvniho Fadu. Napriklad

o = fla, z(0) = zo,
fz,y) (0) %" aEulerovumetodu s

pro autonomni systém
{ y' = g(z,y) y(0) = yo

, pocatecni podminku {
tiy1 =t;+h
krokem h dostavame { ziy1 = x; + hf (2, ys).
Yit1 = Yi + hg(zi, yi)
e Diferencidni rovnici druhého fadu v’ + p(z)y’ + q(x)y = f(x) mizeme substituci y; = v,
!
Y1 =92

L ,
y2 =y prepsat na systém
’ yy = f(x) — p(@)y2 — q(x)n
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OBRAZEK 3. Numerické fegeni potatetni tlohy y' = = + v, y(0) = 1
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