@ Ohranic¢ena mnozina je mnozina, ktera lezi uvnitt néjaké
(dostate¢né velké) koule v IR”.

Casto se pracuje s mnozinami, které jsou uzaviené a ohraniéené,
takové mnoziny se nazyvaji kompaktni.




@ Bod X € R” je izolovanym bodem mnoziny M, pokud
existuje okoli tohoto bodu, které nema s mnozinou zadny jiny
spole¢ny bod, nez bod X.




@ Bod X € IR” je vnitfnim bodem mnoziny M, jestlize exis-
tuje okoli tohoto bodu, které lezi celé v mnoziné M.

@ Vnitrek mnoziny je mnozina vSech jejich vnittnich bodu.




@ Oteviena mnozina je mnozina, jejiz kazdy bod je vnitini.

@ Bod je vnitfnim bodem mnoziny M jestlize nékteré okoli
toho bodu lezi celé v mnoziné M.

Oteviena mnozina neobsahuje svou hranici, protoze zadny hra-
niéni bod neni vnitfnim bodem.




@ Uzaviena mnozina je mnozina, kterd je sjednocenim
svého vnitiku a hranice. Casto se pracuje s mnozinami, které
jsou uzavrené a ohranicené, takové mnoziny se nazyvaji kom-
paktni.




@ Vrstevnice funkce f(x, y) na Grovni C je mnozina obsahu-
jici vSechny body, v nichZ funkce nabyva funkéni hodnotu C.
Rovnice vrstevnice je tedy f(x, y) = C.

MV mnoha pripadech vrstevnice poskytuji rychlou predstavu
o tom, jak se méni funkéni hodnoty funkce, kde jsou extrémy,
kde se funkéni hodnoty méni rychle a kde pomalu.

Graf funkce dvou proménnych je mozno chapat jako plochu v
prostoru (napfiklad krajina) a vrstevnice jsou spojnice bodu, kde
funkce nabyva stejnou funkéni hodnotu (nadmofrskou vysku).




@ Graf funkce dvou proménnych f(x, y) je mnozina v§ech
usporadanych trojic tvaru [x, y, f(x, y)].

Zpravidla se jedna o plochu v prostoru. Graf umoziuje pohodinou
vizualizaci a usnadnuje geometrickou predstavu o funkci.




@ Limita: Rekneme, Ze funkce f méa v bodé A limitu rovnu
¢islu L € R, jestlize pro kazdé okoli O(L) bodu L existuje
ryzi okoli O(A) bodu A takové, Ze obrazy v§ech bodu z tohoto
ryziho okoli bodu A lezi v okoli bodu L, tj. pro vS§echna X €

O(A) plati f(X) € O(L). Piseme

lim f(X)=L.

X—A
Definice limity funkce dvou proménnych je analogicka limité
funkce jedné proménné, ale v praxi je tento pojem obtizné stu-
dovatelny, protoZze uz v roviné je mnoho cest riznych tvar( a z
rlznych smérd, po kterych je mozno se priblizovat k bodu A.
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@ Spojitost funkce vice proménnych je definovana stejné
jako u funkce jedné proménné:

e Funkce je spojita v bodé A, jestlize ma v tomto bodé
limitu a funkéni hodnotu a obé jsou stejné.

e Funkce je spojita na oteviené mnoziné, jestlize je
spojita v kazdém bodé této mnoziny.
Spojité funkce maji celou fadu intuitivné zfejmych vlastnosti a
snadno se studuiji:
e plati zde Weierstrassova véta

e elementarni funkce jsou spojité v kazdém bodé svého de-
finiéniho oboru.
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@ Derivace funkce jedné proménné f(x) v bodé x je limita
f(x + h) — f(x)
7 ;

pokud tato limita existuje a je kone¢na

1=l

M Derivace slouzi k uréeni:

e rovnice tecny, tj. k linearni aproximaci nelinearni funkce
o rychlosti zmény fyzikalni veliciny

o vypoctu limity I'Hospitalovym pravidlem

#3 Derivaci vypoéteme pomoci vzorcl pro derivace zaklad-
nich elementéarnich funkci a pravidel pro derivovani zakladnich
pocetnich operaci




@ Parcialni derivace funkce f(x, y) dvou proménnych jsou
limity

f(x + Ax,y) - f(x,y)

fr(x,y) = lim (1)

Ax—0 Ax
- foy+Ay)-f(x,y)
! = 2
fy(x,y) A'}T o Ay : ()

pokud tyto limity existuji a jsou konecné.

M Derivace slouzi k uréeni:

e rovnice tecné roviny, tj. k linearni aproximaci nelinearni
funkce vice proménnych

o rychlosti zmén fyzikalnich velicin

&9 Derivaci vypocteme pomoci vzorcu pro derivace zaklad-
nich elementarnich funkci a pravidel pro derivovani zakladnich
pocetnich operaci. Postupujeme podobné jako pfi derivovani
funkce jedné proménné, na proménné, pres které se nederi-
vuje, pohlizime jako na konstanty.




Schwarzova véta: Za predpokladu spojitosti parcialnich derivaci
jsou obé smiSené parcialni derivace shodné. U derivaci vysSich
fadl nezdlezi na tom, v jakém poradi derivujeme, ale pouze
kolikrat derivujeme podle kazdé z proménnych.
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Hladké funkce jsou funkce, které maji spojité parcialni derivace
podle vSech proménnych.

e



@ Tecna rovina ke grafu funkce f(x, y) v bodé [xq, Yol je
rovina o rovnici
z = £(Xo, Yo) + (X0, Yo) (X = Xo) + 1(Xo. Vo)V = ¥o)-

Pro srovnéni: te€na ke grafu funkce y = f(x) v bodé xo ma
rovnici
y = f(xo) + f'(Xo) (X = Xo)

MV okoli bodu dotyku tato rovina pomérné presné aproximuje
funkci f(x, y) a je tedy mozno psat pfiblizny vzorec
f(x,y) = f(xo. Yo0) + fx(Xo. Yo) (X = Xo) + f(X0. Yo)¥ = o).

V tomto vzorci je presnost tim vétsi, ¢im
e je mensi vzdalenost bod (x, ) a (xq. ¥o),
¢ jsou mensi druhé derivace funkce f (pokud existuji).
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@ Tecna rovina ke grafu funkce f(x, y) v bodé [xq, Yol je
rovina o rovnici
Z - zg = fy(Xo, Yo)(X = Xo) + 1 (X0, Yo)V = ¥o).
kde zy = f(Xg. Yp)- Pro zmény Ax = x — xo, Ay =y - ¥,
Az = 7z - 7, plati
Az = fi(Xo. Yo)Ax + fy(Xo. Yo) By
Vyraz
(X0, Yo)dx + (o, ¥o)dy
se nazyva totalni diferencial funkce f.

M « Totalni diferencial udava smérové vektory tetné roviny a
mUZze byt vyuzit pro linedrni aproximaci funkce.
o Totalni diferencial souvisi s exaktni diferencialni rovnici.




@ Implicitni funkce je funkce dana rovnici f(x, y) = 0. Graf
implicitni funkce tedy splyva s vrstevnici funkce f na Grovni
nula. Nékdy je pro jednoznacénost nutno zadat jesté alespon
jeden bod lezici na grafu funkce (napfiklad vrstevnice ve tvaru
kruznice definuje dvé spoijité funkce — horni a dolni pulkruz-
nici.)




@ Funkce méa v bodé (xq, yp) lokalni maximum, jestlize
v néjakém okoli tohoto bodu neexistuje bod s vyssi funkéni
hodnotou.

#9 Lokalni maximum mize byt podle Fermatovy véty jenom
v podezielych bodech — bodech, kde kazda parcialni derivace
je bud' nula nebo neexistuje. V ptipadé dostateéné hladkych
funkci zpravidla o existenci a typu stacionarniho bodu rozho-
dujeme pomoci Hessianu.

Lokalni minimum definujeme analogicky.




@ Funkce ma v bodé (xq, ) vazané lokalni maximum,
jestlize v néjakém okoli tohoto bodu neexistuje bod, ktery by
splioval zadanou pocateéni podminku a funkéni hodnota je
vySsi nez v bodé (xq. ¥o)-

Véazané lokalni minimum definujeme analogicky.




@ Funkce ma v bodé (xq, ¥o) absolutni maximum na mno-
ziné M, v mnoziné M neexistuje bod s vyssi funkéni hodnotou.

Absolutni minimum definujeme analogicky.




@ Funkce f(x,y) ma v bodé (xq,yo) stacionarni bod,
jestlize jsou obé parcialni derivace v tomto bodé rovny nule.

MV bodé, kde je alespon jedna z parcialnich derivaci ne-
nulova, nemuze nastat lokalni extrém. P¥i hledani lokalnich
extrému tedy staci brat do Uvahy jenom stacionarni body a
body, kde néktera z parcialnich derivaci neexistuje (Ferma-
tova véta).




@ Hessian funkce f(x, y) (se spojitymi druhymi derivacemi)
g Uy

je determinant H = | JX 7
xy lyy

M Hessian vyuzivame k posouzeni, zda v daném stacionarnim
bodé ma funkce lokalni extrém &i nikoliv.




@ Diferencialni rovnice je rovnice, kde neznamou je funkce a tato
funkce se v rovnici vyskytuje i prostrednictvim svych derivaci.

fia] Vyfiesit obecné jakoukoliv diferenciélni rovnici neni mozné, ale umime
vyresit celou fadu specialnich typd. Zejména se jedna o

e rovnici se separovanymi proménnymi y’ = f(x)g(y)

e homogenni rovnici y' = f (;)

o linearni diferencialni rovnici prvniho fadu y’ + a(x)y = b(x)

e linearni diferencidlni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty
y'+py +qy =1£(x)

M Diferencialni rovnici pouzivame k matematickému popisu vétsiny fy-
zikalnich jevl a obecné k popisu systému, jejichz dal$i vyvoj zavisi na
okamzitém stavu systému.




@ Diferencialni rovnice ma zpravidla nekone¢né mnoho fe-
Seni, ktera se daji vyjadrit pomoci vzorce obsahujiciho jeden
(u diferencialnich rovnic prvniho fadu) nebo dva (u rovnic dru-
hého fadu) parametry. Takové feSeni se nazyva obecné re-
Seni. Pokud chceme ze v8ech funkci vybrat jednu jedinou
funkci, tzv. partikularni reseni, musime k zadani diferencialni
rovnice dodat pocatecni podminku.
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@ Partikularni reseni je feSeni pocatec¢ni lohy (diferencialni
rovnice s pocate¢ni podminkou).

V ponékud SirS§im slova smyslu tento pojem pouzivame i pro
oznaceni jednoho konkrétniho feSeni diferencialni rovnice (fe-
Seni, které na rozdil od obecného feseni neobsahuje konstantu).

29 Partikularni fegeni nejcastéji hledame tak, ze nejprve ur-
¢ime FfeSeni obecné a poté dosazenim pocatecni podminky
uréime, jakou hodnotu musi nabyvat konstanta v obecném fe-
$eni, aby pozadovana pocate¢ni podminka byla spinéna.




@ Cauchyova (pocatecni) uloha je tloha najit reseni dife-
rencialni rovnice, které splfiuje zadanou pocate¢ni podminku
— podminku predepisujici funkéni hodnotu v prfedepsaném
bodeé.

#£9 Regeni pocatecni tlohy hledame tak, Zze vyjdeme z obec-
ného feseni diferencialni rovnice, dosadime pocatecni pod-

minku, vypocteme hodnotu konstanty z obecného feseni, které
zaruci, aby pocatecni podminka byla splnéna a nakonec tuto
hodnotu konstanty pouzijeme v obecném feseni.




Smeéroveé pole diferencialni rovnice je systém orientovanych

linearnich elementl v roviné. Jednotlivé elementy udavaji smér,
kterym mifi feSeni prochazejici timto bodem. Smérnice jednotli-
vych elementl je tedy dana derivaci funkce, tak jak tuto derivaci
ur¢ime z diferencialni rovnice.
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Trivialni reSeni linearni diferencialni rovnice prvniho nebo dru-
hého fadu je feseni, které je na uvazovaném intervalu rovno nule
pro vSechna x. Ostatni feSeni jsou netrivialni.
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Linearni kombinaci funkci y; a y» je kazda funkce, kterou
Ize pro vhodnou volbu konstant C; a C, zapsat ve tvaru y =

Ciyq1 +Coyo.
Plati-li C; = 0 = C,, dostavame tzv. trivialni linearni kombi-
naci.
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@ Fundamentalni systém feseni linearni homogenni dife-
rencialni rovnice druhého fadu je libovolna dvojice netrivialnich
feSeni.

M Kazdé dalsi feseni rovnice je linearni kombinaci funkci z
fundamentalniho systému. Zname-li tedy fundamentalni sys-
tém feSeni homogenni LDR druhého fadu, sestavime snadno
feSeni obecné.

#43 U diferenciaini rovnice druhého fadu s konstantnimi koe-
ficienty uréime fundamentalni systém ze znalosti kofenu cha-
rakteristické rovnice.




@ Wronskian funkci y; a y, je determinant

Yi Yo
Vi Y

M Jsou-li obé funkce feseni téze homogenni linearni diferen-
cialni rovnice druhého fadu, je jejich wronskian nenulovy prave
tehdy, kdyZ jsou obé feseni linearné nezavisla.




Linearni diferencialni rovnice je rovnice, kde na levé strané je
linearni diferencialni operator a na pravé strané budto nulova
funkce (homogenni rovnice) nebo nenulova funkce (nehomogeni
rovnice). Jednim z dlsledku linearity je skute¢nost, Zze diferen-
cialni operator zachovava linearni kombinaci funkci. Odsud
Ize snadno odvodit, ze k nalezeni obecného feseni rovnice staci
nalézt nékolik specialnich partikularnich feseni této nebo asoci-
ované homogenni rovnice a z téchto feSeni poté snadno sesta-
vime feSeni obecné.

V ptipadé nehomogeni diferencialni rovnice prvniho fadu staci
nalézt libovolné partikularni feseni této rovnice a jedno netrivialni
feSeni asociované homogenni rovnice.

V pripadé nehomogeni diferencialni rovnice druhého fadu staci
nalézt partikularni feSeni této rovnice a dvé linearné nezavisla
feSeni asociované homogenni rovnice.
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@ Autonomni systém dvou diferencialni rovnic je soustava
dvou diferencialnich rovnic prvniho rfadu, ktery na pravé strané
neobsahuje nezavislou proménnou (zpravidla t).

Narozdil od obecného systému diferencialnich rovnic

x' =f(x,y,t)
y'=gx.y.1)
jsou pravé strany nezavislé na t a autonomni systém je
X' =f(x.y)
y'=gx.y).

Pfedpokladame, Ze funkce f a g jsou dostatecné hladké, aby
byla zajisténa jednoznacna fesitelnost kazdé pocatecni ulohy.

L




@ Stacionarni bod (x*, y*) se nazyva uzel, jestlize vSechny
trajektorie (x(t), y(t)) z néjakého okoli tohoto bodu konverguiji
prot — oo nebo t — —oo k (x*, y*) tak, Ze nedochazi k osci-
lacim kolem limitni hodnoty.

#43 Stacionarni bod je uzel, pokud jsou vlastni ¢isla Jacobiho
matice v tomto bodé realna a maji stejné znaménko. Pokud
jsou kladna, jedna se o nestabilni uzel, pokud zaporna, jedna
se o stabilni uzel.

Stabilni a nestabilni uzel:

=< =<




@ Stacionarni bod (x*,y*) se nazyva ohnisko, jestlize
vSechny trajektorie z néjakého okoli tohoto stacionarni bodu
do tohoto bodu konverguiji bud’ pro t — co nebo pro t — —oco
a to tak, Ze kolem tohoto bodu osciluji se zmenS&ujici se ampli-
tudou.

#3 Stacionarni bod je ohnisko, pokud jsou vlastni ¢isla Jaco-
biho matice v tomto bodé komplexni a maji nenulovou real-
nou ¢ast. Pokud je redlna ¢ast kladna, jedna se o nestabilni
ohnisko, pokud zapornd, jedna se o stabilni ohnisko. (Pokud je
realna ¢ast rovna nule, je stacionarni bod bud’ ohniskem nebo
bodem rotace.)

Stabilni a nestabilni ohnisko:

o> (@




@ Stacionarni bod (x*, y*) se nazyva sedlo, jestlize v kaz-
dém jeho okoli existuje pouze koneény pocet trajektorii, které
pro t — +oo konverguiji k tomuto bodu.

#43 Stacionarni bod je sedlo, pokud jsou vlastni ¢isla Jacobiho
matice v tomto bodé realna a maji rizna znaménka.

N
N\




@ Stacionarni bod (x*, y*) se nazyva bod rotace, jestlize
kazdé jeho okoli obsahuje nekoneéné mnoho trajektorii, které
jsou cykly. Pokud v néjakém okoli existuji pouze cykly, nazyva
se tento bod navic stred.

#9 Pokud jsou vlastni Eisla Jacobiho matice ve stacionarnim
bodé komplexni a maji nulovou redlnou ¢ast, je stacionarni

bod bud’ ohniskem nebo bodem rotace.

Bod rotace a stfed:




@ Je-li dvojice funkci x(t), y(t) feSenim autonomniho, na-
zyva se mnozina bodu v roviné (x, y) definovana jako

T ={(X.7): x(f) = X ay(f) = y pro néjaké f € R}
trajektorie systému.

Trajektorie systému tedy charakterizuje posloupnost stav,
kterymi autonomni systém prochazi. Protoze na trajektoriich
neni zachycen ¢as, ztracime informaci o tom, jak dlouho tr-
val prechod z jednoho stavu do jiného. Dvé rGzné trajek-
torie se navzajem neprotinaji a kazda ohrani¢ena trajekto-
rie je bud stacionarnim bodem, nebo cyklem, nebo konver-
guje ke stacionarnimu bodu, nebo k cyklu, nebo ke speci-
alni mnoZziné tvofené stacionarnimi body a jinymi trajektoriemi.

@ Trajektorie a smérové pole tvoii fazovy portrét auto-
nomniho systému.




@ tady je uvedena nebo alespon naznacena definice pojmu
— ta ndm fik4, co dany pojem znamena

M kazdy pojem ktery si uvedeme by mél byt ngjaké vyuziti —
davod, pro¢ bychom tento pojem méli znat a pouzivat

sl jen malokdy dany pojem pocitdme pfimo z definice — zde
tedy uvedeme hlavni metody vypoctu




Oblast je oteviena souvisld mnozina. Uzaviena oblast je uza-
vfena souvisla mnozina.
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@ Supremum mnoziny A je nejmensi horni zavora mnoziny
A.

#9 Pokud ma mnozina A nejvétsi prvek, je tento prvek supre-
mem. Pokud mnozina A zadny nejvétsi prvek nema, je supre-
mum ,nejblizi rozumna nahrada“ nejvétsino prvku. Napriklad
otevreny interval (0, 1) nema nejvétsi prvek a supremem to-
hoto intervalu je €islo 1.




@ Infimum mnoziny A je nejvétsi dolni zavora mnoziny A.

#49 Pokud ma mnozina A nejmensi prvek, je tento prvek infi-
mem. Pokud mnoZzina A Zadny nejmens$i prvek nema, je infi-
mum ,nejblizi rozumna nahrada“ nejmensiho prvku. Napfiklad
otevieny interval (0, 1) neméa nejmensi prvek a infimem tohoto
intervalu je ¢islo 0.




@ Bod X € IR” je hraniénim bodem mnoziny M, jestlize
kazdé jeho okoli obsahuje i body, které lezi v mnoziné M a i
body, které lezi mimo mnozinu M.

EJ Hranice mnoziny je mnozina vSech hrani¢nich bodud této
mnoziny.






