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Racionálnı́ funkce

Robert Mařı́k

29. ledna 2011

Vyzkoušejte dva, tři nebo dvacet dalšı́ch
mých kvı́zů a potom mi prosı́m vyplňte

na webu. Děkuji!

Pro vytvořenı́ vlastı́ho testu podle tohoto
vzoru budete potřebovat volně šiřitelný
AcroTEXeDucation bundle, zdrojový soubor

pro TEX a přečı́st si návod na domov-
ské stránce.
Každou racionálnı́ funkci lze zintegrovat (alespoň teoreticky, musı́me totiž být
schopni rozložit jmenovatel na součin). Metody integrovánı́ se však pro jednotlivé
typy racionálnı́ch funkcı́ lišı́. Nenı́ zde naštěstı́ nad čı́m váhat, zpravidla totiž
okamžitě identifikujeme o jaký typ racionálnı́ funkce se jedná a potom postupujeme
podle daného schematu, přı́slušného tomuto typu funkce.


% Copyright 2005-2009 Robert Marik
%
% The licence allows to use this file for exactly one of the following purposes.
%
% 1. To prepare your own texts after substantial modification of TeX
% macros (such as different mathematical problems)
%
% 2. or to prepare your own texts simply by slight modifications
% (design, introduction) and by using different input data for
% problems. In this latter case you are required to put the resulting
% tests on a suitable public server (your personal webpage, webpage of
% your department, webpage in e-learning course which is open for
% guests etc.).
%
%

\documentclass[11pt]{article}

\input kvizycz

\usepackage[czech]{babel}
\usepackage[IL2]{fontenc}
\usepackage[czech,pdftex,noxcolor]{exerquiz}

\def\righttitle{Integrály - rac. funkce.}

\DeclareMathOperator{\sgn}{sgn}
\DeclareMathOperator{\tg}{tan}
\DeclareMathOperator{\asin}{asin}
\DeclareMathOperator{\cotg}{cotg}
\DeclareMathOperator{\arctg}{atan}
\DeclareMathOperator{\atan}{atan}
\DeclareMathOperator{\arccotg}{arccotg}

\def\dx{\,\mathrm{d}x}
\def\dy{\,\mathrm{d}y}
\def\dt{\,\mathrm{d}t}

\def\R{\mathbb{R}}

\usepackage[ImplMulti,indefIntegral]{dljslib}


\useBeginQuizButton
\useEndQuizButton

\begin{document}

\rightskip 0 pt plus 1 fil

\def\dx{\text{d}x}
\def\dy{\text{d}y}
\def\dt{\text{d}t}
\def\arctg{\text{arctg}\,}
\def\R{R}

\newpage
\author{Robert Ma\v r\'\i k}

\title{Racionální funkce}
\maketitle

Ka¾dou racionální funkci lze zintegrovat (alespoò teoreticky, musíme
toti¾ být schopni rozlo¾it jmenovatel na souèin). Metody integrování
se v¹ak pro jednotlivé typy racionálních funkcí li¹í. Není zde
na¹tìstí nad èím váhat, zpravidla toti¾ okam¾itì identifikujeme o jaký
typ racionální funkce se jedná a potom postupujeme podle daného
schematu, pøíslu¹ného tomuto typu funkce.  
\newpage

\section{Úvod}
%\tableofcontents
%\section{Integraèní metody}
{\fboxrule=0.4pt \shadowbox{\colorbox{white}{
  \begin{minipage}[c]{0.95\hsize}
\medskip 
\color{black}

Racionální funkce je funkce tvaru $R(x)=\frac{P_n(x)}{Q_m(x)}$, kde
$P_n(x)$ je polynom stupnì $n$ a $Q_m(x)$ polynom stupnì $m$.

\medskip
\end{minipage}
}}}

\bigskip

Racionální funkce dìlíme do nìkolika skupin. V ka¾dé skupinì
integrujeme jiným zpùsobem a proto je nutno jednotlivé racionální
funkce odli¹ovat. 
\begin{itemize}
\item {\color{red}Parciální zlomky} lze integrovat pøímo pou¾itím
  vzorcù a pøípadnì 
  algebraických úprav (u zlomkù s kvadratickým výrazem ve
  jmenovateli).
\item {\color{red}Ryze lomené funkce}, které nejsou samy parciálními
  zlomky, lze rozlo¾it na souèet parciálních zlomkù a pak 
  integrujeme jednotlivé parciální zlomky samostatnì.
\item {\color{red}Neryze lomené funkce} lze pøevést na souèet
  polynomu a ryze  lomené funkce (pomocí dìlení polynomù). Ka¾dou ze
  dvou obdr¾ených   èástí integrujeme samostatnì.
\end{itemize}


\subsection{Ryze a neryze lomené racionální funkce}

{\fboxrule=0.4pt \shadowbox{\colorbox{yellow}{
  \begin{minipage}[c]{0.95\hsize}
    \medskip \color{black}


    Nech» $R(x)=\frac{P_n(x)}{Q_m(x)}$ je racionální funkce.  Je-li
    $n\geq m$, nazývá se funkce $R(x)$ \textit{neryze lomená}, je-li
    $n<m$, nazývá se funkce $R(x)$ \textit{ryze lomená}.

    \medskip
\end{minipage}
}}}
Ryze lomená funkce má tedy v èitateli polynom men¹ího stupnì ne¾ ve
jmenovateli. 


\subsection{Typy parciálních zlomkù}
Parciální zlomky jsou jedny z nejjednodu¹¹ích \textit{ryze lomených}
funkcí. Jedná se o následující typy zlomkù (vynecháváme pøípad násobných komplexních koøenù).

\begin{gather*}
  \frac{A_1}{x-a},\qquad
  \frac{A_n}{(x-a)^n},\qquad\frac{Ax+B}{x^2+Mx+N}
  ,\qquad\frac{Ax+B}{(x^2+Mx+N)^n}
\end{gather*}
$n\geq 2$ je pøirozené èíslo, $x$ je promìnná a v¹echno ostatní jsou reálné
konstanty takové, ¾e polynom $x^2+Mx+N$ nemá reálné koøeny.

\newpage

\section{Test1}
\textbf{Poznáte racionální funkce?}  Zatrhnìte správnou mo¾nost. Zelená
fajka znaèí správnou a èervený køí¾ek ¹patnou odpovìï.

\def\odpA{
  \begin{answers}4
  \moznosta\Ans1&\moznostb\Ans0&\moznostc\Ans0&\moznostd\Ans0
  \end{answers}
}
\def\odpB{
  \begin{answers}4
  \moznosta\Ans0&\moznostb\Ans1&\moznostc\Ans0&\moznostd\Ans0
  \end{answers}
}
\def\odpC{
  \begin{answers}4
  \moznosta\Ans0&\moznostb\Ans0&\moznostc\Ans1&\moznostd\Ans0
  \end{answers}
}
\def\odpD{
  \begin{answers}4
  \moznosta\Ans0&\moznostb\Ans0&\moznostc\Ans0&\moznostd\Ans1
  \end{answers}
}

\def\moznosta{\zpracujmoznost{Ryze lomená a souèasnì parciální zlomek}}
\def\moznostb{\zpracujmoznost{Ryze lomená funkce}}
\def\moznostc{\zpracujmoznost{Neryze lomená funkce}}
\def\moznostd{\zpracujmoznost{Není racionální funkce}}

\def\zpracujmoznost#1{\iflegenda\hbox to
  0 pt{\hskip -1em\vbox to 0 pt{{\rotatebox{90}{\small \color{webgreen}\textsf{#1}}}\vss}\hss}\fi}

\newif\iflegenda
\legendafalse


\def\otazka#1#2{\item \leavevmode\hbox to 0.4\hsize{ $#1$\hss}%
\vbox to 0 pt{\vss\begin{minipage}[t]{0.55\hsize}  \csname
    odp#2\endcsname
  \end{minipage}
\par\kern -3pt}}

\makeatletter

\makeatother

%\def\hb#1{\hbox to 0.92 cm{\rotatebox{45}{\small #1}\hss}}
% \def\zadani{\hbox{Za¹krtnìte správné políèko
% \hskip 1cm
% \hb{vzorce}
% \hb{parc. zl.}
% \hb{per-partés}
% \hb{substituce}
% \hb{jiná metoda}
% }
% \null}

\def\tisknizadani{\hfill\smash{\hbox to 0 pt{\zadani\hss}}}
 \sqTurnOffAlerts
\begin{shortquiz}*[A]
\legendatrue
%\vskip -2\baselineskip
\begin{questions}
   \otazka {\frac{x}{x^2+4}}A
 \legendafalse
   \otazka {\frac{x}{x^2-4}}B
   \otazka {\frac{x+1}{(x-1)^2}}B
   \otazka {\frac{x}{(x-1)^2}}B
   \otazka {\frac{3}{(x-1)^2}}A
   \otazka {\frac {\sqrt{x}}{x^2+x+1}}D
   \otazka {\frac {x^3-1}{x+2}}C
   \otazka {\frac{6x-1}{x^2+8x+100}}A
   \otazka {\frac{1}{x^3+1}}B
   \otazka {\frac{3}{x+5}}A
 \newpage
 \legendatrue
   \otazka {\frac {x+2}{x^2+4x+6}}A
 \legendafalse
   \otazka {\frac {x}{x^2+4x+6}}A
   \otazka {\frac {x}{x^3+4x}}B
   \otazka {\frac {x-1}{(x+2)^3}}B
   \otazka {\frac {6}{(x-\sqrt{3})^4}}A
   \otazka {\frac {x^2}{x+1}}C
   \otazka {\frac {x-1}{x(x-2)(x-3)}}B
   \otazka {\frac {x^3-1}{x(x-2)(x-3)}}C
   \otazka {\frac {x^2-1}{x(x-2)^2}}B
   \otazka {\frac{x}{x+1}}C
   \otazka {\frac{(x+1)(x-1)(x+2)^2}{x-1}}C
   \otazka {\frac{\sin(x)}{\cos(x)}}D
 \newpage\legendatrue
   \otazka {\frac {\sqrt{x^2-1}}{x(x-2)^2}}D
 \legendafalse
   \otazka {\frac {x^{2/3}}{(x+1)(x+2)^2}}D
   \otazka {\frac {6-x}{x^2+3x+9}}B
   \otazka {\frac{1}{x^2+1}}A
   \otazka {\frac{2x+1}{(x+1)^2}}B
 \end{questions}
\end{shortquiz}

\newpage
\section{Test2}

\def\grp#1{\begin{mathGrp}#1\end{mathGrp}}


\newtoks\vysledektoks
\newcount\pocetreseni

\def\vysl{%
\,\hfill\null\nobreak\hfill\nobreak
\hbox{%
\ifnum\pocetreseni=1
\expandafter\CorrAnsButton
\expandafter{\the\vysledektoks}%
\else
\expandafter\CorrAnsButtonGrp
\expandafter{\the\vysledektoks}%
\fi
\sqTallyBox}%
\global\vysledektoks={}%
\global\pocetreseni=0}

\def\addtotoks#1{%
\expandafter\global\expandafter\vysledektoks\expandafter{\the\vysledektoks#1}}

\def\addvysledektoks#1{\global\advance\pocetreseni by 1
\ifnum\pocetreseni=1 \addtotoks{#1}\else
\addtotoks{,}
\addtotoks{#1}
\fi}

% \def\vysl{}
\def\a{1}
\def\b{2}
\everyRespBoxMath{\rectW{3cm}\BG{1 1 1}\Q{1}}

\def\fce#1{\addvysledektoks{#1}%
\fbox{\RespBoxMath{#1}{5}{.0001}{\a}{\b}}}
\def\fceb#1{\addvysledektoks{#1}%
\fbox{\RespBoxMath[\rectW{1.5cm}\BG{1 1 0.8}]{#1}{5}{.0001}{\a}{\b}}}





\def\otazka#1#2#3#4{\item
   \ \ $\frac{#1}{#2}=\grp{\fce{#3}+\frac{\fceb{#4}}{#2}}
$\hfill\vysl\par
}
Umíte dìlit polynomy se zbytkem? Tato dovednost je nezbytná, pokud
chcete integrovat neryze lomené funkce. Tyto funkce je toti¾ nutné
nejprve upravit na podíl polynomu a ryze lomené funkce.

Do bílého políèka vepi¹te podíl (polynom) a do ¾lutého zbytek
(polynom stupnì men¹ího ne¾ stupeò polynomu ve jmenovateli.)
\begin{shortquiz}*[B]
  \begin{questions}
    \otazka{x^2+2x+1}{x+1}{x+1}{0}
    \otazka{x^2}{x+2}{x-2}{4}
    \otazka{x^3+x+1}{x^2+2}{x}{1-x}
    \otazka{x^2+4x+1}{x-2}{x+6}{13}
    \otazka{x^4+3x^2+4x+5}{x^2+1}{x^2+2}{3+4x}
  \end{questions}
\end{shortquiz}
\end{document}






Robert Marik
Zdrojovy text pro pdfLaTeX si muzete otevrit kliknutim na tuto ikonu.

http://user.mendelu.cz/marik
http://user.mendelu.cz/marik/kvizy/anketa.html
http://www.acrotex.net
http://user.mendelu.cz/marik/index.php?item=42
http://user.mendelu.cz/marik/index.php?item=42
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1. Úvod

Racionálnı́ funkce je funkce tvaru R(x) =
Pn(x)

Qm(x)
, kde Pn(x) je polynom stupně

n a Qm(x) polynom stupně m.

Racionálnı́ funkce dělı́me do několika skupin. V každé skupině integrujeme jiným
způsobem a proto je nutno jednotlivé racionálnı́ funkce odlišovat.

• Parciálnı́ zlomky lze integrovat přı́mo použitı́m vzorců a přı́padně algebraických
úprav (u zlomků s kvadratickým výrazem ve jmenovateli).

• Ryze lomené funkce, které nejsou samy parciálnı́mi zlomky, lze rozložit na
součet parciálnı́ch zlomků a pak integrujeme jednotlivé parciálnı́ zlomky sa-
mostatně.

• Neryze lomené funkce lze převést na součet polynomu a ryze lomené funkce
(pomocı́ dělenı́ polynomů). Každou ze dvou obdržených částı́ integrujeme sa-
mostatně.

1.1. Ryze a neryze lomené racionálnı́ funkce

Necht’ R(x) =
Pn(x)

Qm(x)
je racionálnı́ funkce. Je-li n ≥ m, nazývá se funkce R(x)

neryze lomená, je-li n < m, nazývá se funkce R(x) ryze lomená.

Ryze lomená funkce má tedy v čitateli polynom menšı́ho stupně než ve jmenovateli.

http://user.mendelu.cz/marik
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Zpět

Full Screen

Zavřı́t
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1.2. Typy parciálnı́ch zlomků

Parciálnı́ zlomky jsou jedny z nejjednoduššı́ch ryze lomených funkcı́. Jedná se o
následujı́cı́ typy zlomků (vynecháváme přı́pad násobných komplexnı́ch kořenů).

A1

x − a
,

An

(x − a)n
,

Ax + B
x2 +Mx + N

,
Ax + B

(x2 +Mx + N)n

n ≥ 2 je přirozené čı́slo, x je proměnná a všechno ostatnı́ jsou reálné konstanty
takové, že polynom x2 +Mx + N nemá reálné kořeny.

http://user.mendelu.cz/marik
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2. Test1

Poznáte racionálnı́ funkce? Zatrhněte správnou možnost. Zelená fajka značı́
správnou a červený křı́žek špatnou odpověd’.

Kvı́z.
1.

x
x2 + 4

R
yz

e
lo

m
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á
a

so
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lo
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e

2.
x

x2 − 4

3.
x + 1

(x − 1)2

4.
x

(x − 1)2

5.
3

(x − 1)2

6.
√
x

x2 + x + 1

7.
x3 − 1
x + 2

8.
6x − 1

x2 + 8x + 100

9.
1

x3 + 1

10.
3

x + 5

http://user.mendelu.cz/marik
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11.
x + 2

x2 + 4x + 6

R
yz
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ná

ln
ı́f

un
kc

e

12.
x

x2 + 4x + 6

13.
x

x3 + 4x

14.
x − 1

(x + 2)3

15.
6

(x −
√

3)4

16.
x2

x + 1

17.
x − 1

x(x − 2)(x − 3)

18.
x3 − 1

x(x − 2)(x − 3)

19.
x2 − 1

x(x − 2)2

20.
x

x + 1

21.
(x + 1)(x − 1)(x + 2)2

x − 1

22.
sin(x)

cos(x)

http://user.mendelu.cz/marik


R
O

B
E

R
T

M
A

Ř
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Úvod

Test1

Test2
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23.

√
x2 − 1

x(x − 2)2

R
yz
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24.
x2/3

(x + 1)(x + 2)2

25.
6 − x

x2 + 3x + 9

26.
1

x2 + 1

27.
2x + 1

(x + 1)2

http://user.mendelu.cz/marik
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3. Test2

Umı́te dělit polynomy se zbytkem? Tato dovednost je nezbytná, pokud chcete
integrovat neryze lomené funkce. Tyto funkce je totiž nutné nejprve upravit na podı́l
polynomu a ryze lomené funkce.
Do bı́lého polı́čka vepište podı́l (polynom) a do žlutého zbytek (polynom stupně
menšı́ho než stupeň polynomu ve jmenovateli.)

Kvı́z.

1.
x2 + 2x + 1

x + 1
= +

x + 1

2.
x2

x + 2
= +

x + 2

3.
x3 + x + 1

x2 + 2
= +

x2 + 2

4.
x2 + 4x + 1

x − 2
= +

x − 2

5.
x4 + 3x2 + 4x + 5

x2 + 1
= +

x2 + 1

http://user.mendelu.cz/marik
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