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Integrálnı́ počet
Integrace parciálnı́ch zlomků

Interaktivnı́ kvı́zy

Robert Mařı́k

29. ledna 2011

Vyzkoušejte dva, tři nebo dvacet da-
lšı́ch mých kvı́zů a potom mi prosı́m
vyplňte na webu. Děkuji!

Pro vytvořenı́ vlastı́ho testu podle tohoto
vzoru budete potřebovat volně šiřitelný
AcroTEXeDucation bundle, zdrojový sou-
bor pro TEX a přečı́st si návod na
domovské stránce.


% Copyright 2005-2009 Robert Marik
%
% The licence allows to use this file for exactly one of the following purposes.
%
% 1. To prepare your own texts after substantial modification of TeX
% macros (such as different mathematical problems)
%
% 2. or to prepare your own texts simply by slight modifications
% (design, introduction) and by using different input data for
% problems. In this latter case you are required to put the resulting
% tests on a suitable public server (your personal webpage, webpage of
% your department, webpage in e-learning course which is open for
% guests etc.).
%
%


\documentclass[12pt]{article}

\input kvizycz

\def\righttitle{Parciální zlomky}

\usepackage[czech,pdftex,noxcolor]{exerquiz}
\usepackage[ImplMulti,indefIntegral]{dljslib}
\usepackage[czech]{babel}
\usepackage[IL2]{fontenc}


\everyRespBoxMath{\BG{1 1 1}
  \rectH{15bp}\textSize{0}%\TU{Click inside and write your answer.}
}



\DeclareMathOperator{\sgn}{sgn}
\DeclareMathOperator{\tg}{tan}
\DeclareMathOperator{\asin}{asin}
\DeclareMathOperator{\cotg}{cotg}
\DeclareMathOperator{\arctg}{atan}
\DeclareMathOperator{\atan}{atan}
\DeclareMathOperator{\arccotg}{arccotg}

\def\dx{\,\mathrm{d}x}
\def\dy{\,\mathrm{d}y}
\def\dt{\,\mathrm{d}t}

\def\R{\mathbb{R}}

\def\dx{\text{d}x}
\def\dy{\text{d}y}
\def\dt{\text{d}t}


\everyCorrAnsButton{\CA{?}\S{B}}


\begin{document}




\author{Robert Ma\v r\'\i k}
\title{Integrální poèet
\\
Integrace parciálních zlomkù
\\
Interaktivní kvízy}
\maketitle


\newpage
\rightskip 10 pt


 \begin{itemize*} 
 \item V tomto souboru si rozdìlíme parciální zlomky do nìkolika
   kategorií a procvièíme si, jak integrovat v jednotlivých pøípadech.
   (Pøípad násobných komplexnì sdru¾ených koøenù vynecháme.)

 \item Vyplòte v testu v¾dy prázdná políèka a stisknìte
   {\color{red}Enter}.
    
  \item Zelený okraj políèka znamená správnou odpovìï, èervený ¹patnou.  

  \item Jako obvykle, pro nápovìdu mù¾ete pou¾ít tlaèítko
    \pushButton[\CA{?}\A{\JS{app.alert("Ano, tak
        nejak.",3)}}]{test}{}{12bp}. Nedìlejte to v¹ak pøíli¹ èasto,
    proto¾e v¹echny výpoèty jsou relativnì snadné a poèetnì málo
    obtí¾né (procvièujeme hlavnì metodu).
  \end{itemize*}      


\newpage

\section{Typ A}
\lineskip 10 pt

\newcommand{\priklad}[3][1,2]{\item  
$\int#2\dx={}\RespBoxMath{#3}{10}{0.00001}{[1,2]}[indefCompare]
\ +C
$ 
\CorrAnsButton[\CA{?}]{#3}

}

\begin{shortquiz}[TypeA]
Parciální zlomek tvaru $\frac A{x-c}$ zintegrujeme snadno pomocí vzorce
\begin{equation*}
  \int\frac A{x-c}\dx=A\ln(|x-c|)+C.
\end{equation*}
\begin{questions}
\priklad[1,2]{\frac4{x+3}}{4 ln(|x+3|)}
\priklad[8,9]{\frac{3}{x-7}}{3 ln(|x-7|)}
\priklad{\frac{5}{x+9}}{5 ln(|x+9|)}
\priklad{\frac{10}{x+6}}{10 ln(|x+6|)}
\priklad{\frac{5}{x+1}}{5 ln(|x+1|)}
\priklad{\frac{-1}{x+3}}{- ln(|x+3|)}
\priklad[10,11]{\frac{5}{x-9}}{5 ln(|x-9|)}
\priklad[6,7]{\frac{7}{x-4}}{7 ln(|x-4|)}
\priklad{\frac{3}{x+2}}{3 ln(|x+2|)}
\priklad{\frac{9}{x}}{9 ln(|x|)}
\priklad[3,4]{\frac{8}{x-2}}{8 ln(|x-2|)}
\priklad[5,6]{\frac{5}{x-4}}{5 ln(|x-4|)}
\priklad{\frac{6}{x+\sqrt{2}}}{6 ln(|x+sqrt(2)|)}
\end{questions}
\end{shortquiz}


\newpage
\section{Typ B}


\begin{shortquiz}[TypeB]
Parciální zlomek tvaru $\frac A{(x-c)^n}$, $n>1$ zintegrujeme pomocí vzorce
\begin{equation*}
  \int\frac A{(x-c)^n}\dx=
  \int A(x-c)^{-n}\dx= A \frac{(x-c)^{-n+1}}{-n+1}
  =\frac A{(1-n)(x-c)^{n-1}}+C.
\end{equation*}
\begin{questions}
\priklad[1,2]{\frac1{(x+5)^2}}{-1/(x+5)}
\priklad[3,4]{\frac{5}{(x-2)^3}}{-5/2 * 1/(x-2)^2}
\priklad[2,3]{\frac 6{(x-1)^7}}{-1/(x-1)^6}
\priklad{\frac 6{(x+5)^3}}{-3/(x+5)^2}
\priklad{\frac 5{x^2}}{-5/x}
\priklad{\frac {12}{x^3}}{-6/x^2}
\priklad{\frac {12}{x^2}}{-12/x}
\priklad{\frac {12}{x^4}}{-4/x^3}
\priklad{\frac 1{(x+2)^2}}{-1/(x+2)}
\priklad{\frac 1{(x+1)^5}}{-1/4 * 1/(x+1)^4}
\priklad{\frac 3{(x-1)^3}}{-3/2 * 1/(x-1)^2}
\end{questions}
\end{shortquiz}


\newpage
\section{Typ C}

Parciální zlomek tvaru $\frac{Ax+B}{x^2+\beta^2}$ zapí¹eme jako
lineární kombinaci dvou \textit{speciálních} zlomkù. Èitatel prvního
zlomku bude $2x$ (derivace jmenovatele) a èitatel druihé zlomku bude
$1$. Potom vyu¾ijeme vzorce
\begin{equation*}
\int\frac{f'(x)}{f(x)}\dx=\ln|x|+C
\end{equation*}
a
\begin{equation*}
\int\frac{1}{x^2+\beta^2}\dx=\frac 1\beta\atan\frac x\beta+C
\end{equation*}


\def\cislo#1{\RespBoxMath[\rectW{22bp}\BG{0.8 0.8 1}]{#1}{10}{0.00001}{[1,2]}}

\renewcommand{\priklad}[5]{\item
\begin{mathGrp}
$\int \frac{#1}{#2}\dx=
\int \cislo{#3}\ \frac{2x}{#2}
+\cislo{#4}\ \frac{1}{#2}\dx
\\\nobreak
\qquad=\RespBoxMath[\rectW{11cm}]{#5}{10}{0.00001}{[1,2]}[indefCompare]
\ +C
$
\end{mathGrp}
\hfill\CorrAnsButtonGrp{#3,#4,#5}
\vfill

}

\newpage
\begin{shortquiz}[TypeC]
  Dopi¹te koeficienty lineární kombinace (èísla) do modrých políèek a
  poté najdìte primitivní funkci.
\begin{questions}
\priklad{3x+7}{x^2+9}{3/2}{7}{3/2 ln(x^2+9) + 7/3 atan(x/3)}

\priklad{5x-2}{x^2+25}{5/2}{-2}{5/2 ln(x^2+25) - 2/5
  atan(x/5)}

\priklad{x+1}{x^2+4}{1/2}{1}{1/2 ln(x^2+4) + 1/2 atan(x/2)}

\priklad{4x-6}{x^2+3}{2}{-6}{2 *  ln(x^2+3) - 2*sqrt(3) *
  atan(x/sqrt(3))}

\priklad{7x+1}{x^2+5}{7/2}{1}{7/2 ln(x^2+5) + 1/sqrt(5)
  atan(x/sqrt(5))}

\priklad{4-3x}{x^2+9}{-3/2}{4}{-3/2 ln(x^2+9) + 4/3
  atan(x/3)}

\end{questions}
\end{shortquiz}


\section{Typ D}

Parciální zlomek typu $\frac{Ax+B}{x^2+\beta x+\gamma}$ integrujeme
podobnì jako pøedchozí typ: napí¹eme zlomek jako lineární kombinaci
dvou speciálních zlomkù: èitatel prvního zlomku bude $2x+\beta$
(derivace jmenovatele) a èitatel druhého zlomku bude $1$. Ve
jmenovateli druhého zlomku doplníme na ètverec a integrujeme podle
vzorcù
\begin{equation*}
  \int\frac{f'(x)}{f(x)}\dx=\ln|x|+C
\end{equation*}
a
\begin{equation*}
  \int\frac{1}{(x+m)^2+n^2}\dx=\frac 1n\atan\frac {x+m}n+C.
\end{equation*}



\renewcommand{\priklad}[8]{\item
\begin{mathGrp}
\fboxsep=3pt 
\fboxrule=0pt
$\int \frac{#1}{#2}\dx=
\int \cislo{#3}\ 
\frac{\fbox{\RespBoxMath[\rectW{2cm}\BG{1 0.85 0.85}]
  {#4}{10}{0.00001}{[1,2]}}}{#2}
+\cislo{#5}\ \frac{1}{(x+\fbox{\cislo{#6}})^2+\fbox{\cislo{#7}}}\dx
\\\nobreak
\qquad=\RespBoxMath[\rectW{11cm}]{#8}{10}{0.00001}{[1,2]}[indefCompare] +C
$
\end{mathGrp}
\hfill\CorrAnsButtonGrp{#3,#4,#5,#6,#7,#8}
\vfill

}




\begin{shortquiz}[TypeD]
  \begin{itemize*}
  \item Upravte nejprve zadanou funkci na po¾adovaný tvar -- musíte
    najít správná èísla, která je nutno vepsat do modrých políèek a
    derivaci jmenovatele (do èerveného políèka) tak aby se funkce v
    prvním a druhém integrálu rovnaly.
  \item Nakonec napi¹te celou primitivní funkci do bílého políèka.
    Integraèní konstantu mù¾ete vynechat.
  \end{itemize*}
  \begin{questions}
    \priklad{x}{x^2+2x+2}{1/2}{2x+2}{(-1)}{1}{1}
    {1/2 ln(x^2+2x+2) - atan(x+1)}

    \priklad{2x+1}{x^2+4x+9}{1}{2x+4}{(-3)}{2}{5}
    {ln(x^2+4x+9) - 3/sqrt(5) * atan((x+2)/sqrt(5))}

    \priklad{3x+1}{x^2-2x+9}{3/2}{2x-2}{4}{(-1)}{8}
    {3/2 ln(x^2-2x+9) + sqrt(2) atan((x-1)/sqrt(8))}

    \priklad{-5x-7}{x^2+8x+20}{-5/2}{2x+8}{13}{4}{4}
    {-5/2 ln(x^2+8x+20) + 13/2 atan((x+4)/2)}

    \priklad{x-1}{x^2-6x+10}{1/2}{2x-6}{2}{(-3)}{1}
    {1/2 ln(x^2-6x+10) + 2 atan(x-3)}

    \priklad{x-1}{x^2+x+1}{1/2}{2x+1}{(-3/2)}{1/2}{3/4}
    {1/2 ln(x^2+x+1) - sqrt(3)atan((2x+1)/sqrt(3))}

    \priklad{3x+7}{x^2+10x+29}{3/2}{2x+10}{(-8)}{5}{4}
    {3/2 ln(x^2+10x+29) - 4atan ((x+5)/2)}

    \priklad{x-1}{x^2-4x+6}{1/2}{2x-4}{1}{(-2)}{2}
    {1/2 ln(x^2-4x+6) + 1/sqrt(2) atan((x-2)/sqrt(2))}

    \priklad{x+7}{x^2-4x+8}{1/2}{2x-4}{9}{(-2)}{4}
    {1/2 ln(x^2-4x+8) + 9/2 atan((x-2)/2)}

    \priklad{x}{x^2-x+1}{1/2}{2x-1}{1/2}{(-1/2)}{3/4}
    {1/2 ln(x^2-x+1) + 1/sqrt(3) atan((2x-1)/sqrt(3))}

    \priklad{5x-6}{x^2+2x+10}{5/2}{2x+2}{(-11)}{1}{9}
    {5/2 ln(x^2+2x+10) - 11/3 atan((x+1)/3)}

  \end{questions}  
\end{shortquiz}
\end{document}
   


Robert Marik
Zdrojovy text pro pdfLaTeX si muzete otevrit kliknutim na tuto ikonu.

http://user.mendelu.cz/marik
http://user.mendelu.cz/marik/kvizy/anketa.html
http://www.acrotex.net
http://user.mendelu.cz/marik/index.php?item=42
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• V tomto souboru si rozdělı́me parciálnı́ zlomky do několika kategoriı́ a
procvičı́me si, jak integrovat v jednotlivých přı́padech. (Přı́pad násob-
ných komplexně sdružených kořenů vynecháme.)

• Vyplňte v testu vždy prázdná polı́čka a stiskněte Enter.
• Zelený okraj polı́čka znamená správnou odpověd’, červený špatnou.
• Jako obvykle, pro nápovědu můžete použı́t tlačı́tko . Nedělejte to však

přı́liš často, protože všechny výpočty jsou relativně snadné a početně
málo obtı́žné (procvičujeme hlavně metodu).

http://user.mendelu.cz/marik
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1. Typ A

Kvı́z. Parciálnı́ zlomek tvaru
A

x − c zintegrujeme snadno pomocı́ vzorce

∫
A

x − cdx = A ln(|x − c|) + C.

1.
∫

4
x + 3

dx = + C

2.
∫

3
x − 7

dx = + C

3.
∫

5
x + 9

dx = + C

4.
∫

10
x + 6

dx = + C

5.
∫

5
x + 1

dx = + C

http://user.mendelu.cz/marik
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6.
∫ −1
x + 3

dx = + C

7.
∫

5
x − 9

dx = + C

8.
∫

7
x − 4

dx = + C

9.
∫

3
x + 2

dx = + C

10.
∫

9
x

dx = + C

11.
∫

8
x − 2

dx = + C

12.
∫

5
x − 4

dx = + C

13.
∫

6

x +
√

2
dx = + C

http://user.mendelu.cz/marik
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2. Typ B

Kvı́z. Parciálnı́ zlomek tvaru
A

(x − c)n
, n > 1 zintegrujeme pomocı́ vzorce

∫
A

(x − c)n
dx =

∫
A(x − c)−ndx = A

(x − c)−n+1

−n + 1
=

A
(1 − n)(x − c)n−1

+ C.

1.
∫

1

(x + 5)2
dx = + C

2.
∫

5

(x − 2)3
dx = + C

3.
∫

6
(x − 1)7

dx = + C

4.
∫

6

(x + 5)3
dx = + C

5.
∫

5

x2
dx = + C

http://user.mendelu.cz/marik
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6.
∫

12

x3
dx = + C

7.
∫

12

x2
dx = + C

8.
∫

12

x4
dx = + C

9.
∫

1

(x + 2)2
dx = + C

10.
∫

1
(x + 1)5

dx = + C

11.
∫

3

(x − 1)3
dx = + C

http://user.mendelu.cz/marik
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ÍK

P
ar

ci
ál

nı́
zl

om
ky

fil
e

in
t-p

ar
fra

c-
C

Z.
te

x

Typ A

Typ B

Typ C

Typ D
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3. Typ C

Parciálnı́ zlomek tvaru
Ax + B
x2 + β2

zapı́šeme jako lineárnı́ kombinaci dvou spe-

ciálnı́ch zlomků. Čitatel prvnı́ho zlomku bude 2x (derivace jmenovatele) a
čitatel druihé zlomku bude 1. Potom využijeme vzorce

∫
f ′(x)

f (x)
dx = ln |x| + C

a ∫
1

x2 + β2
dx =

1
β

atan
x
β

+ C

http://user.mendelu.cz/marik
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Kvı́z. Dopište koeficienty lineárnı́ kombinace (čı́sla) do modrých polı́ček a
poté najděte primitivnı́ funkci.

1.
∫

3x + 7

x2 + 9
dx =

∫
2x

x2 + 9
+

1

x2 + 9
dx

= + C

2.
∫

5x − 2

x2 + 25
dx =

∫
2x

x2 + 25
+

1

x2 + 25
dx

= + C

3.
∫
x + 1

x2 + 4
dx =

∫
2x

x2 + 4
+

1

x2 + 4
dx

= + C

4.
∫

4x − 6

x2 + 3
dx =

∫
2x

x2 + 3
+

1

x2 + 3
dx

= + C

http://user.mendelu.cz/marik
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Ř
ÍK
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5.
∫

7x + 1

x2 + 5
dx =

∫
2x

x2 + 5
+

1

x2 + 5
dx

= + C

6.
∫

4 − 3x
x2 + 9

dx =
∫

2x
x2 + 9

+
1

x2 + 9
dx

= + C

http://user.mendelu.cz/marik
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4. Typ D

Parciálnı́ zlomek typu
Ax + B

x2 + βx + γ
integrujeme podobně jako předchozı́

typ: napı́šeme zlomek jako lineárnı́ kombinaci dvou speciálnı́ch zlomků:
čitatel prvnı́ho zlomku bude 2x+β (derivace jmenovatele) a čitatel druhého
zlomku bude 1. Ve jmenovateli druhého zlomku doplnı́me na čtverec a
integrujeme podle vzorců

∫
f ′(x)

f (x)
dx = ln |x| + C

a ∫
1

(x +m)2 + n2
dx =

1
n

atan
x +m
n

+ C.

Kvı́z.

• Upravte nejprve zadanou funkci na požadovaný tvar – musı́te najı́t
správná čı́sla, která je nutno vepsat do modrých polı́ček a derivaci jme-
novatele (do červeného polı́čka) tak aby se funkce v prvnı́m a druhém
integrálu rovnaly.

http://user.mendelu.cz/marik
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• Nakonec napište celou primitivnı́ funkci do bı́lého polı́čka. Integračnı́
konstantu můžete vynechat.

1.
∫

x
x2 + 2x + 2

dx =
∫

x2 + 2x + 2
+

1

(x + )2 +
dx

= + C

2.
∫

2x + 1

x2 + 4x + 9
dx =

∫
x2 + 4x + 9

+
1

(x + )2 +
dx

= + C

3.
∫

3x + 1

x2 − 2x + 9
dx =

∫
x2 − 2x + 9

+
1

(x + )2 +
dx

= + C
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4.
∫ −5x − 7

x2 + 8x + 20
dx =

∫
x2 + 8x + 20

+
1

(x + )2 +
dx

= + C

5.
∫

x − 1

x2 − 6x + 10
dx =

∫
x2 − 6x + 10

+
1

(x + )2 +
dx

= + C

6.
∫

x − 1

x2 + x + 1
dx =

∫
x2 + x + 1

+
1

(x + )2 +
dx

= + C
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7.
∫

3x + 7

x2 + 10x + 29
dx =

∫
x2 + 10x + 29

+
1

(x + )2 +
dx

= + C

8.
∫

x − 1

x2 − 4x + 6
dx =

∫
x2 − 4x + 6

+
1

(x + )2 +
dx

= + C

9.
∫

x + 7

x2 − 4x + 8
dx =

∫
x2 − 4x + 8

+
1

(x + )2 +
dx

= + C
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10.
∫

x
x2 − x + 1

dx =
∫

x2 − x + 1
+

1

(x + )2 +
dx

= + C

11.
∫

5x − 6

x2 + 2x + 10
dx =

∫
x2 + 2x + 10

+
1

(x + )2 +
dx

= + C
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