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1 Funkce, vlastnosti funkci

V této kapitole se budeme zabyvat funkcemi. Pomoci funkci v praxi
popisujeme vztahy mezi velicinami. Nejprve se zaméfime na nejjednodussi
vlastnosti funkci.

(" Definice (funkce). Bud'te A a B neprazdné podmnoziny mnoziny realnych)
Cisel.

Pravidlo 7, které kazdému prvku mnoziny A pfifadi jediny prvek mnoziny
B se nazyva funkce (pfesnéji: redlna funkce jedné realné proménné). Za-
pisujeme f : A — B. Skute¢nost, Ze prvku a € A je pfifazen prvek b € B
zapisujeme takto: f(a) = b. Pfitom fikame, Ze b je obrazem prvku a pfi zob-
razeni f, resp. ze a je vzorem prvku b pfi zobrazeni f.

Je-li mnozZinou B mnozina realnych Cisel (. B c R), potom zobrazeni f
nazyvame realnou funkci. Je-li navic mnozina A podmnozinou mnoziny R,
ti. A c R, nazyvame zobrazeni f redlnou funkci jedné realné proménné,

\_zkracené téz funkci .
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[ Definice (pojmy spojené s funkcemi). Mnozina A z definice funkce se na-
zyva definicni obor funkce f. Oznacujeme D(f) (resp. Dom(f)). Mnozina
vSech b € B, pro které existuje a € A s vlastnosti f(a) = b se nazyva obor
hodnot funkce f. OznaCujeme H(f) (resp. /m(f)).

Je-li y = f(x) nazyvame proménnou x téz nezavislou proménnou a pro-
ménnou y zavislou proménnou. Grafem funkce rozumime mnozinu vSech
_ uspotadanych dvojic [x, y] € IR? s vlastnosti y = £(x).

Poznamka 1. Funkce je tedy pravidlo, které jednomu realnému ¢&islu prifadi
jediné, pfesné definované jiné realné ¢islo.
e .y = vzorec s proménnou x“, explicitni tvar funkce, napt. y = X2 +1n x.
e vzorec s proménnymi x, y = 0%, implicitni tvar funkce,
napf. x -y —Iny = 0.
e Zjednodus$ené feceno se tedy jedna o pravidlo, které je bud’ ,efektivni®

(explicitni tvar) nebo ,malo efektivni“ (implicitni tvar) pro vypocet funké-
nich hodnot.
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Definice (periodi¢nost funkce). Rekneme, Ze funkce f je periodickd,
existuje-li kladné &islo p s vlastnostmi: je-li x € D(f), jei x + p € D(f) a
f(x) = f(x + p). Nejmensi Cislo p s touto vlastnosti nazyvame (nejmensi)
periodou.

V nasledujici definici se budeme zajimat o to, jestli existuje néjaky vztah mezi
funkéni hodnotou v bodé x z defini¢niho oboru a v bodé opacném.

( Definice (parita funkce). Necht funkce f splfiuje nasledujici podminku: x €)
D(x) = (-x) € D(f).

1. Rekneme, Ze funkce f je sud4 pokud plati f(—x) = f(x).
2. Rekneme, Ze funkce f je lichd pokud plati f(—x) = —f(x).
3. Rekneme, Ze funkce f ma paritu, je-li suda nebo licha.

.

Poznamka 2 (graf funkce majici paritu). e Graf sudé funkce je osové sou-
mérny podle osy y.

e Graf liché funkce je stfedové soumérny podle bodu [0, 0].
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Véta 1. Paritu polynomu a racionalnich funkci Ize urcit nasledovné:

1. Polynom je suda (licha) funkce pravé tehdy, kdyz obsahuje pravé ¢éleny
se sudym (s lichym) exponentem.

2. Racionalni funkce je licha pravé tehdy, kdyzZ je podilem sudého a lichého
polynomu (v libovolném poradi).

3. Racionalni funkce je suda pravé tehdy, kdyz je podilem dvou sudych
nebo dvou lichych polynomu.

Priklad 1 (parita). Nasledujici funkce jsou sudé: f(x) = x* - 6, g(x) =
x° +x x* -6

—  h(x) = .
2x5 - 3x ) X2 +1
X - x x° -3
Nésledujici funkce jsou liché: f(x) = x® — 6x7, g(x) = , h(x) = .
2x4 -3 X3 — x
Nésledujici funkce nejsou ani sudé ani liché: f(x) = x* + x2 - x, g(x) =
X3 - x P
x4 -3x' 7
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(" Definice (ohranicenost). Necht f je funkce a M C D(f) podmnozina definic-
niho oboru funkce f.

1. Rekneme, Ze funkce f je na mnoziné M zdola ohrani¢ena, existuje-li
realné Cislo a s vlastnosti a < f(x) pro vSechna x € M.

2. Rekneme, Ze funkce f je na mnoziné M shora ohranicend, existuje-li
realné Cislo b s vlastnosti 7(x) < b pro vSechna x € M.

3. ﬁekneme, ze funkce f je na mnoziné M ohranicena, je-li na M ohra-
ni¢ena zdola i shora.

Nespecifikujeme-li mnozinu M, mame na mysli, ze uvedena vlastnost plati

\_na celém definicnim oboru funkce f. 4

Poznamka 3 (graficky disledek). Funkce je shora ohrani¢ena, jestlize existuje
vodorovna pfimka, ktera lezi cela nad grafem funkce. Podobné poznavame na
grafu ohrani¢enost zdola.
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Motivace. Pro libovolnou dobfe definovanou funkci f plati implikace
X1 = X2 = f(X1) = f(Xz).

Nyni se budeme zajimat o to, za jakych podminek Ize tuto implikaci obratit.

Obraceni implikace by totiz mohlo byt uziteCné pfi feSeni nékterych

nelinearnich rovnic.

[ Definice (prostost). Necht f je funkce a M C D(f) podmnozina defini¢niho)
oboru funkce f.

Rekneme, Ze funkce f je prosts, jestlize kazdy obraz ma jen jediny vzor, tj.
pro kazdé y € f(M) existuje jediné x € M s vlastnosti f(x) = y.

Nespecifikujeme-li mnozinu M, mame na mysli, Ze uvedena vlastnost plati

_na celém definiénim oboru funkce f.

Poznamka 4 (graficky dusledek). Funkce je prostd, jestlize kazda vodorovna
pfimka protina graf nejvySe jednou.
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| Funkce y = f(x) | Funkce inverzniy = f~(x) |
2

y = Vx y=x%,x20
y=x2,x>0 y=Vx
y=e* y =Inx
y=Inx y =e*
y=a" y =log, x

y =sinx, x €[-n/2,m/2] | y = arcsin x
y =cosx, x € [0, 7] y = arccos x
y=tgx,xe[-n/2,m/2] |y =arctgx

Tabulka 1: Inverzni funkce k zakladnim elementarnim funkcim.

Definice (inverzni funkce). Necht funkce 7 : A — B je prosta. Pravidlo, které
kazdému x z mnoziny f(A) pfifadi to (jediné) y, pro které plati 7(y) = x se
nazyva inverzni funkce k funkci f, oznadujeme 71,

Poznamka 5 (zapis Cisla jako vysledku pfedem zadané operace). Je ziejmé,
ze f(f1(x)) = x a f~1(f(x)) = x pro véechna, pro kterd ma tento zapis smysl|.
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Toto nam umoznuje zapsat dané Cislo jako vysledek néjaké operace. Napf.
¢islo 1 Ize zapsat libovolnou z nasledujicich moznosti

1=1Ine' =logg5' = 6°%" = sin(arcsin 1) = arctg(tg 1) = (V1)

Poznamka 6 (nelinearni rovnice). Ma-li funkce f inverzni funkci f~' a je-li tato
inverzni funkce definovana v bodé x, potom ma nelinearni rovnice s neznamou

y
fly) =x

pravé jedno feSeni dané vzorcem

y = (x).
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PFiklad 2 (nelinearni rovnice). Re$me rovnici

2

eX—1 = 2

ProtoZe k exponencialni funkci je inverzni logaritmicka funkce, plyne odsud

=1n2,

x -1

odkud jiz snadno vyjadfime
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(" Definice (monotonie funkce). Necht f je funkce a M C D(f) podmnozina)
definiéniho oboru funkce f.

1. Rekneme, Ze funkce f je na mnozing M rostouci jestlize pro kazdé
Xy, Xo € M s vlastnosti xq < xp, plati f(x¢) < f(x5).

2. Rekneme, Ze funkce f je na mnoziné M klesajici jestlize pro kazdé
X1, Xo € M s vlastnosti x; < x5, plati 7(x1) > f(x5).

3. Rekneme, ze funkce f je na mnozin& M (ryze) monotonni je-li bud
rostouci, nebo klesajici na M.

Nespecifikujeme-li mnozinu M, mame na mysli, Ze uvedena vlastnost plati

\_na celém defini¢nim oboru funkce f.
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Priklad 3 (nelinearni nerovnice). Nerovnici
In(x? - 4x -4) >0

Ize feSit napfiklad tak, Ze ji pfepiSeme do tvaru s logaritmy na obou stranach
nerovnice

In(x? — 4x —4) > In 1
a odlogaritmujeme:
X2 —4x-4>1.
Odsud poté dostavame postupné:

x> -4x-5>0
(x-5)(x+1)>0
X € (-0, -=1) U (5, 0),
pficemz kvadratickou nerovnici vyfeSime napfiklad graficky.
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Véta 2. Je-li funkce f na mnoziné M ryze monotonni, je na této mnoziné
i prosta.

Véta 3. Je-li funkce f(x) rostouci (klesajici, licha), ma tutéz vlastnost i funkce
inverzni f~1(x).

Poznamka 7. Suda funkce neni prostd, nema proto inverzni funkci.
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Poznamka 8.

a=b "L fa) = £(b)
a<b LR fa) < £(b) a<b L8 fa) < £(b)
a<b P& 1(a) > f(b) a<b P& f(a) > f(b)
Je-li funkce f prosta, pak pro kazdé y € H(f) ma rovnice
fx)=y
S neznamou x pravé jedno feSeni a toto feSeni je mozno vyjadfit vztahem
x =fYy).
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2 Limita, spojitost

r“"' = ,_ : : : e —

Rovnobézky se sbihaji v nekoneénu. Ale co to vlastné to
nekonec¢no je? Jak se s nim pracuje? Jde s nim pocitat?
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(Definice (rozSitena mnozina redlnych ¢isel). Rozsifenou mnoZinou redl

v sy

nych cisel R* rozumime mnozinu realnych Cisel R rozSifenou o body +oco
nasledovné: R* = Ru {oo, —oo}, pfi€emz pro a € IR definujeme:

a+ oo = oo, a—- 00 = -00, 00 + 00 = 00, —00 — 00 = —00
a a
00.00 = —00.(—00) = 0o, 00.(—00) = —0oo0, —=—=0
o -0
-00 < a< oo, | £ oo| = oo,
je-li a > 0 definujeme a.0co = o0 a a.(-0) = -0,

je-li a < 0 definujeme a.co = —oco0 a a.(—o0) = oo. DalSi operace defi-

nujeme pomoci komutativnosti operaci ,+“ a ,.“. Body oo nazyvame ne-
\_Vvlastni body, body mnoziny IR nazyvame viastni body.

. . . 7 +
Poznamka 9. Nejsou tedy definovany operace ,co — 0o, ,+00.0“ a i%

Poznamenejme, Ze samoziejmé neni definovano déleni nulou.
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[ Definice (okoli). Okolim bodu a € R nazyvame libovolny otevieny interval,)
ktery ve svém vnitfku obsahuje bod a, zna¢ime O(a). Ryzim (téZ prstenco-
vym) okolim bodu a rozumime mnozinu O(a) \ {a}, znaéime O(a). Okolim
bodu oo rozumime libovolny interval tvaru (A, oo), kde A je realné Cislo a
okolim bodu —oo interval (-oo, A). Ryzim okolim nevlastnich bodl rozu-
. mime totéz, co okolim téchto bodd.

(" Definice (limita funkce). Necht a,L € R* a f : R — IR. Necht je funkce 1)
definovana v néjakém ryzim okoli bodu a.

Rekneme, ze funkce f ma v bodé a limitu rovnu &islu L, jestlize ke kazdému
okoli O(L) bodu L existuje ryzi okoli O(a) bodu a takove, ze pro libovolné
x € O(a) je f(x) € O(L). Piseme

lim f(x) = L, (1)

X—a

_nebo f(x) — L pro x — a.
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Definice (vlastni a nevlastni limita). Je-li v pfedchozi definici L € IR, nazyva
se limita viasin/, je-li L € {oo, —oco}, nazyva se limita neviastni.

Poznamka 10 (zkracend forma zapisu). Jina forma zapisu jednostranné limity
je f(a+) = L pro limitu zprava a f(a-) = L pro limitu zleva. Pro oboustranné
limity se symbolika tohoto typu pouziva zfidka, piSeme potom 7(az).

Poznamka 11. Vidime, ze nedefinujeme ani jednostranna okoli nevlastnich
bodl ani jednostranné limity v téchto bodech.

Poznamka 12. Aby existovala limita v bodé a € R, nemusi byt funkce f v bodé
a definovana, protoze f(a) v definici limity nikde nevystupuje. Napfiklad limita
funkce lim sme existuje, i kdyz tato funkce neni definovana v bodé 0. Naopak,

x—0

nedefinujeme napfiklad Iim1 V1 -3x2, nebo lim In(x).
X—

x—0-

Véta 4 (jednoznacnost limity). Funkce ma v kazdém bodé nejvyse jednu limitu
(limitu zprava, limitu zleva).

Véta 5 (souvislost limity s jednostrannymi limitami). Funkce ma v bodé a € R
limitu pravé tehdy, ma-li v tomto bodé obé jednostranné limity a tyto limity jsou

shodné.
Diferencialni pocet ©Robert Mafik, 2009



cilovy bog€
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Skokdm, hrotiim a diram se kazdy
rozumny ¢lovék radéji vyhne. Ve
skalach i v matematice.
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[ Definice (spojitost v bodé). Rekneme, Ze funkce f : R — R je spojita v bod&
a, jestlize a je v definiénim oboru funkce f a )!ima f(x) =f(a).

Rekneme, Ze funkce f : R — R je spojitd zprava (spojita zleva) v bodé a,
jestlize a je v definiénim oboru funkce f a lim f(x) = f(a) ( lim f(x) = f(a)).
x—at X—a~

\\

Definice (spojitost na intervalu). Rekneme, Ze funkce je spojitd na otevre-|

ném intervalu (a, b), je-li spojita v kazdém jeho vnitinim bodé. Rekneme, ze

funkce je spojita na uzavieneém intervalu [a, b], je-li spojitd v kazdém jeho
| vnitfnim bodé, v bodé a je spoijita zprava a v bodé b je spojita zleva.

Oznaéeni. Mnozinu véech funkci spojitych! na intervalu / oznagujeme C(/).
Je-li/ = (a, b) nebo / = [a, b], piSeme C((a, b)), nebo C([a, b]).

Nasledujici definice se tyka naprosté vétsiny funkci, se kterymi budeme
pracovat.

'anglicky continuous
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Definice (zakladni elementarni funkce). VSechny mnohocleny, goniomet-
rické, cyklometrické, exponencialni a logaritmické funkce a obecna mocnina
se nazyvaji zakladni elementarni funkce.

Definice (elementarni funkce). Vsechny funkce, které ze zakladnich ele-
mentarnich funkci ziskdme konec¢nym poctem operaci scitani, odecitani,
nasobeni, déleni a skladani téchto funkci navzajem se nazyvaji elemen-
(tarni funkce.

Véta 6 (spojitost elementarnich funkci). Elementarni funkce jsou spojité v kaz-
dém bodé svého definiéniho oboru.

e*In(x)

Priklad 4 (vypocet limity dosazenim). Funkce y = >
X

je spojita na inter-

valech (0, 1) a (1, 0o). Proto napf.

_e"In(x) €%In2
lim = .
x—2 x2 -1 3
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hrot

nevlastni limita

svisla te¢na

odstranitelna nespoijitost
—_— |sko
/ f
\J

Nasledujici obecné véty o spojitych funkcich zpfesnuji nazorny fakt, ze
spojitym obrazem uzavieného intervalu je opét uzavieny interval.
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Obecné véty o spojitosti.

Véta 7 (Weierstrassova véta). Necht' funkce f(x) je spojitda na uzavieném
intervalu [a, b]. Potom je na tomto intervalu ohrani¢ena a nabyva zde své
nejvétsi a nejmensi hodnoty, tj. existuji Cisla x4,x, € [a, b] s vlastnosti
f(xq) < f(x) < f(x,) pro vSechna x € [a, b].

Véta 8 (prvni Bolzanova véta). Necht funkce f(x) je spojitd na uzavieném
intervalu [a, b] a plati f(a).f(b) < 0 (tj. f(a) a f(b) maji opacna znaménka).
Pak funkce f(x) ma na intervalu (a, b) nulovy bod, tj. existuje &islo ¢ € (a, b)
s vlastnosti f(c) = 0.

Véta 9 (druha Bolzanova véta). Necht' funkce f(x) je spojitd na uzavieném
intervalu [a, b]. Potom nabyva vSech hodnot mezi svou nejmensi a nejvétsi
hodnotou.
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Ctenar ma ze stredni $koly pravdépodobné intuitivni predstavu o asymptotach
ke grafu funkce.

gpeE

|
|
g

svisla

Nasledujici definice v€lenuji asymptoty do konceptu limit.
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Definice (asymptota bez smeérnice, svisla asymptota). Bud' f funkce a x; €
R viastni bod. Rekneme, Ze pfimka x = Xo je asymptotou bez smérnice (1éz
svisla nebo vertikalni asymptota) ke grafu funkce f, jestlize alespori jedna
.z jednostrannych limit funkce 7 v bodé x, existuje a je nevlastni.

[ Definice (vodorovna asymptota). Bud’ g € R. Pfimka y = g je vodorovnou)
(horizontalni) asymptotou ke grafu funkce y = f(x) v bodé +oo praveé tehdy,
kdyz plati

lim f(x) =q.

X—00

. Podobné definujeme horizontalni asymptotu v bodé —oo.

Poznamka 13 (souvislost mezi limitou a vodorovnou asymptotou). Pfedchozi
véta a definice fikaji, ze vodorovna (horizontalni) asymptota v nevlastnim bodé
je totéz, co limita v tomto bodé.
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Kazda hra ma svoje pravidla. Nejinak je to s vypoctem limit.
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- . 1 {4 T
Priklad 5. 1. XILmoo (arctgx + ;) =3 +0= >

1
2. I|m ;cosx_—oo1 = —00

x—0

Véta 10 (pravidla pro pocitani s limitami). Bud a € R*, f, g : R — RR. Plati

im0  g00) = fim 700  fim g(x) @
)!iLna( (x)-9(x)) = Iimaf(x)- Iimag(x) (3)
jim 7). _ Maa 700 (4)
x=ag(x) lim,_,g(x)
im [£G0)] = [ lim £, ©)

kde limita vlevo existuje, jestlize existuji limity vpravo (vlastni nebo nevlastni) a
vyraz vpravo je definovan. Totéz plati i pro jednotlivé jednostranné limity.
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Priklad 6 (limita lomené funkce ve vlastnim bodé nepatficim do definiéniho
oboru).

1_X ”_1”

1. lim ="—"=-
XI—>2+ X2 -4 +0 °

2. lim =X T
x—2- x2 — 4 -0

3. lim =X neexistuje

x—2 x4 — 4

Véta 11 (limita typu ,,%“). Necht a € R", )!imag(x) =0a )!ima f(x) =L € R"\{0}.

Necht existuje ryzi okoli bodu a, ve kterém je funkce g(x) neméni znaménko.
Potom

im f(x) _ J+oo pokudg(x)a L maji stejné znaménko,
x—ag(x) |-oo pokud g(x) a L maji rGzna znaménka.

Totéz plati i pro jednostranna okoli a pfislusné jednostranné limity.
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Priklad 7 (limita sloZzené funkce).
1. Xlimoo cos(e™™) =cos0 = 1
. 1
2. lim In(=) ="Inoo” = o0
x—0* X
Véta 12 (limita slozené funkce se spojitou vnéjsi slozkou). Je-li )I(ima f(x)=ba
g(x) je funkce spojita v bodé b, plati )!ima g(f(x)) = g(b), tj.
lim g(f(x)) = g(lim £(x)).

Totéz plati i pro jednotlivé jednostranné limity.

Véta 13 (limita slozené funkce). Necht )!ima f(x) = b, Iimbg(y) = L a existuje
—_ y—

ryzi okoli O(a) takové, Ze pro x € O(a) je f(x) # b. Potom lim g(f(x)) = L.
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Véta 14 (limita polynomu a racionalni funkce v nevlastnich bodech). Plati

lim (aox" +ax" ' +...+a, ,x+a)= lim ayx”
Jim (ao 1 n-1 )= lim aq

n n-1
, apgX +aix' +--+a,1x+a, . ap .
lim lim =2 xn-m

X—x00 hoxM 4+ b xM=-1 4+ ...+ b, X+ b, X—>xo b
0 1 m-1 m

Priklad 8 (limita polynomu a lomené funkce v nevlastnich bodech).

1. lim (6x® —2x + 1) = lim 6x® = 6.(c0)® = 0

X—00 X—00

2. lim (3x°-2x2+2)=3.(-0)° = -0

X——00
3. lim X -2 —Iim1—1
.X—>002X3_4Xz+1_x—>002_2
5
-2 1
4. lim — X "% _ jim -x® = oo

X——00 2)(3 _4X2 +1 - X——o00 2
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3 Derivace funkce

-

Definice (derivace funkce v bodé). Necht x € D(f). Rekneme, Ze funkce
f ma v bodé x derivaci rovnu ¢islu oznac¢enému f'(x), jestlize existuje ko-
neéna limita

f(x +h) - f(x)

0= iy, S ®

Definice (derivace funkce). Necht ma funkce f derivaci v kazdém bodé ote-
vieného intervalu /. Pfedpisem, ktery kazdému bodu x z intervalu / pfifadi
derivaci funkce 7 v bodé x je definovana funkce, kterou nazyvame derivaci
funkce f na intervalu / a oznaéujeme f'.

Definice (vyssi derivace). Bud' f(x) funkce a f'(x) jeji derivace. Existuje-li
derivace (f'(x))’ funkce f'(x), nazyvame ji druhou derivaci funkce f(x) a
oznacujeme f”(x). n-nasobnym opakovanim tohoto postupu dospivame k
n-té derivaci funkce f(x), kterou oznadujeme 7" (x).
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Poznamka 14 (rovnice te¢ny). Ma-li funkce f v bodé a derivaci, je rovnice
te€ny ke grafu funkce v tomto bodé

y =f'(a)(x — a) + f(a).

V derivaci dostavate dva nastroje za cenu

pouze jedné definice. Derivace udava smér a
méfi rychlost.
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Poznamka 15 (prakticky vyznam derivace). Necht veli¢ina x oznacuje cas,
meéreny ve vhodnych jednotkach, a necht veli¢ina y se méni v pribéhu ¢asu,
ti. y = y(x). Derivace y'(x) poté znaci okamzitou rychlost, s niz dochazi ke
zmeéneé velikosti veliiny y v Case x.

V derivaci dostavate dva nastroje za cenu
pouze jedné definice. Derivace udava smér a

v v

méfi rychlost.
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Véta 15 (souvislost derivace a spojitosti). Ma-li funkce v bodé (na intervalu /)
derivaci, je v tomto bodé (na tomto intervalu) spoijita.

Poznamka 16. Opacna véta neplati, ze spoijitosti funkce obecné neplyne exis-
tence derivace. Pfikladem budiz funkce y = |x| v bodé x = 0.

Oznacéeni. Mnozinu v8ech funkci, které maji na intervalu / spojitou derivaci
oznadujeme C'(/). Tyto funkce zpravidla nazyvame hladké funkce. Mnozinu
vSech funkci, které maji na intervalu / spoijité vSechny derivace az do fadu k,
véetn&, oznadujeme C*(/).

Poznamka 17 (k oznaceni). Je-li funkce f ve tvaru y = f(x), piSeme misto
f'(x) také y’(x), nebo stru¢néji y’. V ptirodnich a technickych védach se ¢asto
setkavame jesté s nasledujicim ekvivalentnim znaéenim derivace y’ = d_i
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I: . ‘-; -
Vypodet derivace je Cisté mechanicka zalezitost,
podobneé jako fizeni auta. Nauéi se to nakonec sice
(skoro) kazdy, ale i tak je pfi tom potfeba davat pozor.
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Véta 16 (pravidla pro pocitani s derivacemi). Necht f, g jsou funkce a ¢ € R
konstanta. Plati

[cf(x)]" = cf'(x) (7)

[f(x) £ 9(x)]' = F'(x) £ g'(x) (8)

[F(x)g(x)] = F(x)g’(x) + F(x)g(x) (9)
fx) 1 _ F(x)gx) - g (0f (x)

[Q(X)] B g2(x) ’ (10

pficemz derivace vlevo existuji, existuji-li derivace vpravo, a je-li vyraz vpravo
definovan (tj. neni nula ve jmenovateli zlomku).

Poznamka 18 (technickd). Nékdy je lepsi upravit funkci na soucet.

1. [(x+1)x=-2)] =(x®*-x-2) =2x - 1

3 !
—x+1) 1
o (X ZX*1) _ (X =1 +x7Y = —(2x - x7?).
4x 4 4
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Véta 17 (derivace slozené funkce, fetézoveé pravidlo). Plati

[F(gL))] = F(g(x))g’ (x). (11)

kde existence derivace vlevo plyne z existence derivaci vpravo.

1
Priklad 9 (derivace slozené funkce). 1. (In(sinx))’ = Snx COS X

1
2. (In(xsinx)) = sin X + X cos x
(Inxsinx))' = —— )
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) , . ek we o 0, oo,
Nasledujici véta nam umozni ve vétsiné pfipadl vypocet limit typu "5 a "
Véta 18 (I'Hospitalovo pravidlo). Necht’ a € IR*a necht funkce fa g jsou defi-
novany v néjakém ryzim okoli bodu a a maji zde derivaci. Necht' dale plati bud’
)!ima f(x) = )!imag(x) = 0, nebo |)I(imag(x)| = oo. Plati

R )
)!ILna ﬁ - )!@a g'(x)’

(12)

pokud limita na pravé strané rovnosti (12) existuje. Totéz plati i pro obé jedno-
stranné limity.
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[Vypoctete )I(l@a f (x).}

|
Dosadte x = ado f(x). | Ano —
| Je hodnota 7(a) definovana?) JEDGEEGET,
Nel|
 Jex=zxcoajefbud ) Ano Pouzijte Vétu 14.
polynom, nebo racionaini Pocitejte tedy jen
L fumice? ) s vedoucimi ¢leny.
Ne
( Substitutce dava .... ) 9 X Pouzijte 'Hospitalovo )
(vyberte si spravnou |-2—2.| pravidio a s novou limitou N
L cesti¢ku). ) pracujte od zacatku.
nenulova hodnota 0.0
[a)
a Studujte nejdfive )
jednostranné limity, pomoci Prevedte, pouZitim
Véty 11. Ze vztahu algebraickych Uprav, na 9
jednostrannych limit vyététe =5 0
ptipadnou existenci a nebo —.

 hodnotu limity oboustranné. )
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