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1 Zakladni pojmy a vlastnosti
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(" Definice (algebraicka rovnice). Bud n pfirozené ¢islo a )

P,(x) = agx" +a;x"V +a,x"2 +...+a, ;x> +a, x+a, (Pn)

polynom stupné n s realnymi koeficienty a,, a¢, ...a,, kde a, # 0. Koeficient a,
se nazyvame vedouci koeficient polynomu P,(x) a koeficient a,, absolutni clen poly-
nomu P,(x). Clen ayx” nazyvame vedouci ¢len polynomu P, (x). Algebraickou rovnici

stupné n rozumime rovnici tvaru P,(x) = 0, tj.

agx" +ax"1+ax"2+...+a, ,x2+a, x+a,=0 (Rn)

Poznamkal (nejjednodussi polynomy). linearni polynom, kvadraticky polynom, kubicky
polynom.

Definice (kofen polynomu, fedeni algebraické rovnice). Re$enim (kofenem) alge-
braické rovnice (Rn) (korenem polynomu (Pn)) rozumime ¢islo ¢, spliujici P,(c) = 0,
tj. splfiujici po dosazeni za x rovnost (Rn).
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Priklad 1. Cisla x = 1 a x = —2 jsou koreny polynomu
P(x) = x3 +2x% - x - 2. (1)

Vskutku, pfimym vypoétem Ize ovéfit, e P(1) = 0 a P(-2) = 0. Cislo x = 3 naopak
neni kofenem tohoto polynomu, protoze P(3) = 40 # 0.

O teSitelnosti algebraickych rovnic vypovida nasledujici véta.

Véta 1 (zakladni véta algebry). V oboru komplexnich Cisel ma kazdy nekonstantni
polynom koten.
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Véta 2 (Bezoutova véta). Cislo ¢ je kofenem polynomu (Pn) pravé tehdy, kdyZ existuje
polynom @,,_4(x) stupné (n — 1) s vlastnosti

Pa(x) = (x = €)Qp_1(x). 2

Definice (korenovy cinitel). Je-li ¢ kofenem polynomu (Pn), pak linearni polynom
(x = ¢) s proménnou x nazyvame kofenovy Cinitel pfislusny ke kofeni c.

Priklad 2. Polynom (1) mdize byt zapsan v nasledujicich ekvivalentnich tvarech

y=(x-1)x?+3x+2), y=x+2)(x2=-1), y=(x-1)(x+1)(x+2).
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Definice (nasobnost kofene). Necht ¢ je kofenem polynomu F,(x). Rekneme Ze
tento kofen je k-nasobny, jestlize existuje polynom Q,,_,(x) stupné n — k takovy, ze
plati

Pa(X) = (x-©)*Qp_(X) @  Qu(c) #0 (3)

Véta 3. Polynomy P,(x) a Q,_,(x) z pfedchozi definice maji stejné kofeny vcetné na-
sobnosti, s vyjimkou kofene c.

Poznamka 2 (souvislost nasobnosti kofene se zménou znaménka). V okoli kofene liché
nasobnosti polynom méni znaménko, v okoli kofene sudé nasobnosti ne.

Véta 4 (souvislost nasobnosti kofene s derivaci). Cislo ¢ je k-nasobnym kofenem
polynomu (Pn) (rovnice (Rn)) prave tedy, kdyz plati

Pyc) = Pic) = Py(c)=-- =P c)=0 a PXc)#0.
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Véta 5 (pocet realnych koren(). V oboru realnych ¢isel ma kazdy polynom (kazda
algebraicka rovnice) stupné n celkem bud n kofenll, nebo o sudy pocet méné. Pfitom
kazdy kofen pocitame i s jeho nasobnosti.

Poznamka 3. Umime vyfesit libovolnou linearni a kvadratickou rovnici. Lze vyFesit
i libovolnou algebraickou rovnici fadu 3 a 4. Neni vSak mozné sestrojit algoritmus pro
nalezeni kofend rovnice fadu 5 a vice!
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2 Zakladni numerické metody pro algebraické rovnice

Véta 6 (nutna podminka pro celociselné kofeny). Necht vSechny koeficienty polynomu
(Pn) jsou cela cCisla. Je-li ¢ € 7Z kofenem tohoto polynomu, pak je Cislo a, délitelné
Cislem c, tj. cla,,.
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Véta 7 (Descartova véta). Pocet kladnych kofenl polynomu (Pn) (algebraické rovnice
(Rn)) je roven poctu znaménkovych zmén v posloupnosti koeficientll ay, a4, a,, - . ., a,,
nebo o sudé Cislo mensi. Pfipadné koeficienty, které jsou rovny nule, pfitom neuvazu-
jeme.

Priklad 3 (pocet kladnych kofen(l). Polynom

3

Px)=x8 - x®+x3+x% - x +1

ma bud 4 nebo 2 nebo Zadny realny kladny kofen.

Véta 8 (ohrani¢enost kofenll). Budte x; (pro / = 1..n) kofeny (i komplexni) polynomu
(Pn) (algebraické rovnice (Rn)). Plati

A
x| <1+—, (4)
|ao]
kde A = max{|a;|./ = 1..n}.
Priklad 4 (odhad velikosti kofendl). Pro kofeny x; polynomu
P(x)=2x-x>+4x> +x -6

6
plati |x;| < 1 + 5 = 4. Polynom méa 3 nebo 1 kladny realny kofen. Tyto kofeny leZi
v intervalu (0, 4).
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Véta 9 (varianta Descartovy véty pro zaporné kofeny). UvaZzujme pomocny polynom
P(x) = P(-x). Koeficienty tohoto polynomu oznagme ag, a4, ..., 4, Pocet zapornych
kofenl polynomu (Pn) (algebraické rovnice (Rn)) je roven poétu znaménkovych zmén
v posloupnosti koeficientl &, a4, a,, . . ., 4,, nebo o sudé ¢islo mensi. Pfipadné koefi-
cienty, které jsou rovny nule, pfitom neuvazujeme.

PFiklad 5 (pocet zapornych kofend). Pro polynom P(x) = 2x° — x® + 4x® + x — 6 plati
P(x) = P(-x) = 2x% + x® + 4x? — x — 6 a polynom P(x) ma tedy jediny zaporny realny
kofen, tj. m& jeden kofen na intervalu (-4, 0).

Poznamka 4 (technicka). Pomocny polynom P(x) rychle obdrzime z polynomu P(x)
uvédomime-li si, Ze staci zménit znaménka u koeficientll polynomu P(x), které prislusi
mocninam lichého stupné.
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Reste v oboru celych &isel x® + x* - 5x3 - 9x2 — 24x — 36 = 0.
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Reste v oboru celych &isel x® + x* - 5x3 - 9x2 — 24x — 36 = 0.

A

Delitelé Cisla 36 jsou +1, £2, £3, +4, £6, £9, £12, +18 a +36.

VypiSeme délitele Cisla 36 (i zaporné).
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Reste v oboru celych &isel x® + x* - 5x3 - 9x2 — 24x — 36 = 0.

Delitelé Cisla 36 jsou +1, £2, £3, +4, £6, £9, £12, +18 a +36.

1 1 -5 -9 -24 -36

Budeme pocitat hodnoty pomoci Hornerova schematu. Pfipravime si proto
koeficienty polynomu z levé strany rovnice do tabulky.

<< ] Zakladni numerické metody pro algebraicke rovnice (©Robert Marik, 2009



Reste v oboru celych &isel x® + x* - 5x3 - 9x2 — 24x — 36 = 0.

Delitelé Cisla 36 jsou +1, £2, £3, +4, £6, £9, £12, +18 a +36.

1 1 -5 -9 -24 -36
1 1 2 -3 -12 -36 -72

Dosadime x = 1. Je-li P(x) polynom z pravé strany rovnice, vidime, ze P(1) = =72 a
toto Cislo x = 1 neni kofenem.
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Reste v oboru celych &isel x® + x* - 5x3 - 9x2 — 24x — 36 = 0.

Delitelé Cisla 36 jsou +1, £2, £3, +4, £6, £9, £12, +18 a +36.

1 1 -5 -9 -24 -36
1 [ 1 2 -3 -12 -36 -72
-1 ]1 0 -5 -4 -20 -16

Podobné ani x = —1 neni kofenem.
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Reste v oboru celych &isel x® + x* - 5x3 - 9x2 — 24x — 36 = 0.

Delitelé Cisla 36 jsou =1, £2, £3, +4, £6, £9, £12, +18 a +36.

:
-
—1 | 1
"

-5 -9 -24 -36
-3 -12 -36 -72
-5 -4 -20 -16

1 -7 -38 #0

W O N =

Ani x = 2 neni kofenem.
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Reste v oboru celych &isel x® + x* - 5x3 - 9x2 — 24x — 36 = 0.

Delitelé Cisla 36 jsou =1, £2, £3, +4, £6, £9, £12, +18 a +36.

:
-
—1 | 1
"
-

1 -5 -9 -24 -36
2 -3 -12 -36 -72
0 -5 -4 -20 -16
3 1 -7 -38 #0

-1 -3 -3 -18 |0

Nyni jsme zjistili, Ze x = -2 je kofenem. Levou stranu rovnice je tedy mozno pfepsat
do tvaru
(x +2)(x* = x> -3x2 -3x-18) = 0.

Dal zkoumame jenom polynom, ktery stoji v tomto soucinu jako druhy.
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Reste v oboru celych &isel x® + x* - 5x3 - 9x2 — 24x — 36 = 0.

Delitelé Cisla 36 jsou =1, £2, £3, +4, £6, £9, £12, +18 a +36.

1 1 -5 -9 -24 -36
11 2 -3 -12 -36 -72
1|1 0 -5 -4 -20 -16
2 |1 3 1 -7 -38 #0
2l |1 -1 -3 -3 -18 |0
2| [ 1 -3 3 -9 |o

Dosadime opét x = —2. Opét je toto Cislo kofenem.
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Reste v oboru celych &isel x® + x* - 5x3 - 9x2 — 24x — 36 = 0.

Delitelé Cisla 36 jsou =1, £2, £3, +4, £6, £9, £12, +18 a +36.

1 1 -5 -9 -24 -36
11 2 -3 -12 -36 -72
1|1 0 -5 -4 -20 -16
2 |1 3 1 -7 -38 #0

2| |1 -1 -3 -3 -18 |0

2] |1 -3 3 -9 |o

2 | 1 -5 13 -35

e Dosadime opét x = —2. Nyni jiz se o kofen nejedna.

e Protoze na konci polynomu, do kterého nyni dosazujeme, stoji ¢islo 9, zajimame
se jen o délitele tohoto Cisla.
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Reste v oboru celych &isel x® + x* - 5x3 - 9x2 — 24x — 36 = 0.

Delitelé Cisla 36 jsou =1, £2, £3, +4, £6, £9, £12, +18 a +36.

1 1 -5 -9 -24 -36
1|1 2 -3 -12 -36 -72

-1 |1 0 -5 -4 -20 -16
2 |1 3 1 -7 -38 #0

2] | 1 -1 -3 -3 -18 |0

2/ |1 -3 3 -9 |o

-2 | 1 -5 13 -35

1 0 3 |o

o VySkrtneme Cisla ktera nedéli Cislo 9 a dosazujeme dalSi na fadé, x = 3.

e Vidime, Ze x = 3 je kofenem.
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Reste v oboru celych &isel x® + x* - 5x3 - 9x2 — 24x — 36 = 0.

Delitelé Cisla 36 jsou =1, £2, £3, +4, £6, £9, £12, +18 a +36.

-
-
:
.
2] | 1 -1
1
1
1
1

1 -5 -9 -24 -36
2 -3 -12 -36 -72
0 -5 -4 -20 -16
3

2 1 -7 =38 #£0
-3 -3 -18 |0
-2 -3 3 -9 |o
-2 -5 183 -35
0 3 |o

-3 12

Dal se zabyvame jenom déliteli posledniho koeficientu — €isla 3. Navic posloupnost
koeficientdl polynomu nema zadnou znaménkovou zménu a podle Descartovy véty
polynom nema kladny kofen. Zbyva tedy jiz jen Cislo x = —3, které neni kofenem.
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Reste v oboru celych &isel x® + x* - 5x3 - 9x2 — 24x — 36 = 0.

Delitelé Cisla 36 jsou =1, £2, £3, +4, £6, £9, £12, +18 a +36.

-
-
:
.
2] | 1 -1
1
1
1
1

1 -5 -9 -24 -36
2 -3 -12 -36 -72
0 -5 -4 -20 -16
3 1 -7 -38 #0
-3 -3 -18 |0
-3 3 -9 |o

—5 13 -35

0 3 |o

3 12

-2
-2

-3

Rozklad na sougin je (x + 2)?(x — 3)(x?> + 3) = 0.

Polynom ma dvojnasobny kofen x = -2, jednoduchy kofen x = 3 a nema zadny
dalSi celo€iselny kofen.

Polynom, ktery ziistal, ma koeficienty 1, 0, 3, jedna se tedy o polynom x2 + 0x + 3.
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Poznamka 5 (separace kofentl). Dalsi Glohou spojenou s hledanim kofent algebraické
rovnice (polynomu) je separace kofenll — tj. nalezeni systému intervalll, které obsahuiji
praveé jeden kofen. Separaci kofenll provadime zpravidla takto:

e Stanovime interval, ve kterém vSechny kofeny lezi, napfiklad s pouzitim Véty 8.

e Vypocteme funkéni hodnoty ve vhodnych bodech — obvykle volime cela &isla
Z uvazovaného intervalu a lokalni extrémy. V kazdém intervalu typu (m, n), kde
funkce méni znaménko (tj. P(m)P(n) < 0) lezi jeden nebo lichy pocet kofend
polynomu P(x). V kazdém intervalu typu (m, n), kde funkce neméni znaménko (t;.
P(m)P(n) > 0) nelezi zadny, nebo lezi sudy pocet korent polynomu P(x).

V nékterych pfipadech, obzvlasté tehdy, kdyZ polynom neobsahuje mnoho ¢len(, Ize
kofeny odseparovat graficky. Pfevedeme vhodné €leny z levé strany algebraické rovnice
na pravou, tak abychom dostali rovnici tvaru p(x) = q(x), kde p(x) a q(x) jsou polynomy,
jejichz grafy umime zakreslit. Po nakresleni obrazku vidime ihned, kolik maji grafy téchto
kfivek prisecikl a v kterych intervalech leZi. Tyto prliseciky jsou kofeny plvodniho
polynomu (feSenimi plivodni algebraické rovnice).

(<< <> > | Z&kladni numerické metody pro algebraické rovnice ©Robert Marik, 2009



3

Reste rovnici P(x) = x3 + x — 1 = 0 s chybou nejvye 0.03.
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3

Reste rovnici P(x) = x3 + x — 1 = 0 s chybou nejvye 0.03.

VSechna feSeni jsou v intervalu (-2, 2).

e VSechny koeficienty jsou plus nebo minus jedna.
o Nejvetsi koeficient (v absolutni hodnoté) je tedy také jedna.

e VSechny kofeny spliuji odhad

=2.

—_] =

|X,'|<1+
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3

Reste rovnici P(x) = x3 + x — 1 = 0 s chybou nejvye 0.03.

VSechna feSeni jsou v intervalu (-2, 2).
+ + —, jeden kladny kofen

e NapiSeme posloupnost znamének.
e Je zde jedna znaménkova zména.

e Rovnice ma tedy jeden kladny koren.
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Reste rovnici P(x) = x>

+ x —1 = 0 s chybou nejvySe 0.03.
VSechna feSeni jsou v intervalu (-2, 2).

+ + —, jeden kladny kofen

P(=x) = (=x)® + (=x) +1 = =x® = x - 1

¢ Hledejme pocet zapornych korend.

e Nalezneme pomocny polynom P(-x) a ur¢ime pocet znaménkovych zmén.
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Reste rovnici P(x) = x3 + x — 1 = 0 s chybou nejvye 0.03.
VSechna feSeni jsou v intervalu (-2, 2).

+ + —, jeden kladny kofen

P(-x) = (=x)® + (=x) +1 = =x® = x - 1

— — —, neni zaporny kofen

Znaménkova zména neni Zadna a polynom tedy nema zaporny kofen.
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Reste rovnici P(x) = x3 + x — 1 = 0 s chybou nejvye 0.03.

VSechna feSeni jsou v intervalu (-2, 2).
+ + —, jeden kladny kofen

P(-x) = (=x)® + (=x) +1 = =x® = x - 1
- - nen’l zaporny kofen

P(0) =

P(1)_1+1—1 =1;
P2)=8+2-1=09;

e Kofen je v intervalu (0, 2).

¢ Vypoctem funkénich hodnot polynomu v celych &islech kofen miizeme lokalizovat
do intervalu délky 1.
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Reste rovnici P(x) = x3 + x — 1 = 0 s chybou nejvye 0.03.

VSechna feSeni jsou v intervalu (-2, 2).

+ + —, jeden kladny kofen

P(-x) = (=x)® + (=x) +1 = =x® = x - 1

- - nen’l zaporny kofen

P(0) =

P(1)_1+1—1 =1;

P(2)=8+2-1=29; Kofen jevintervalu (0, 1)

e Lokalizovali jsme koren.

e Nyni tuto lokalizaci zpfesnime na pozZadovanou pfesnost. (Stavajici pfesnost je
0.5)
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3

Reste rovnici P(x) = x3 + x — 1 = 0 s chybou nejvye 0.03.

Kofen je v intervalu (0, 1)
b =
2 b |P@| P |PE)|e= 252

a Cc=

e Sestavime tabulku a zapiSeme do ni dosazeny odhad kofene.

e U funk&nich hodnot staci zapisovat znaménka.

[ <<H<> > ] Zakladni numerické metody pro algebraicke rovnice (©Robert Marik, 2009



Reste rovnici P(x) = x>

+ x —1 = 0 s chybou nejvySe 0.03.

Koren je vintervalu (0, 1)

azb b |lP@| Pe) |Pb)|le = 222

0 0.5 1 - +

a Cc=

Vypocteme polovinu intervalu [a, b].
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3

Reste rovnici P(x) = x3 + x — 1 = 0 s chybou nejvye 0.03.

Koren je vintervalu (0, 1)

a+b b-a
5 b P(a)| P(c) |P(b)| e = 5

0 0.5 1 - |-037] +

a Cc=

(0.5°+05-1=-0.375

Vypocteme funk&ni hodnotu v polovingé intervalu.
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Reste rovnici P(x) = x3 + x — 1 = 0 s chybou nejvye 0.03.

Koren je vintervalu (0, 1)

b —
a c="‘”2r b |P@]| P |Pb) e=b2a
0 05 1 ——037] +
0.5 1 - +

(0.5°+05-1=-0.375

Hledame tu polovinu intervalu, ve které dochazi ke znaménkové zméné (Cervené
vyznaceno).

Kraje této poloviny budou novou aproximaci kofene.
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Reste rovnici P(x) = x>

+ x —1 = 0 s chybou nejvySe 0.03.
Koren je vintervalu (0, 1)

b _
a c="‘”2r b | P@)]| P) |P®b) e=b2a
0 05 1 —[-037| =
0.5 0.75 1 = +

(0.5°+05-1=-0.375

Opét rozpdilime interval. Cislo v poloviné intervalu je kofenem s presnosti

1-05
€ =

=0.25,

coZ je vice, nez potfebujeme.
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3

Reste rovnici P(x) = x3 + x — 1 = 0 s chybou nejvye 0.03.

Koren je vintervalu (0, 1)

b -

a c="“”2r b |P@]| P |Pb) e=b2a
0 05 1 ~[-037] +
0.5 0.75 1 - |+0.17| +

(05°+05-1=-0.375
(0.75)3+0.75-1=0.171875

Vypocteme funk&ni hodnotu v polovingé intervalu.
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Reste rovnici P(x) = x

3

+ x —1 = 0 s chybou nejvySe 0.03.

Koren je vintervalu (0, 1)

a+b =
a |c= ; b |lP@| Pe) |PB)|le =2 _ a
0 05 1 12037 =+
0.5 0.75 1 - | +017| +
0.5 075 | - .

(052%+05-1=-0.375
(0.75)3+0.75-1=0.171875

Hledame tu polovinu intervalu, ve které dochazi ke znaménkové zméné (Cervené

vyznaceno).

Kraje této poloviny budou novou aproximaci kofene.
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Reste rovnici P(x) = x

3

Koren je vintervalu (0, 1)

+ x —1 = 0 s chybou nejvySe 0.03.

(0.5°+05-1=-0.375

(0.75)3+0.75-1=0.171875

a+b =
a |c= Z b |lP@| Pe) |PB)|le =2 _ a
0 05 1 12037 =+
0.5 0.75 1 - |+017| +
05 |0625 075 | - .

Opét rozpllime interval.
E B O =3
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Reste rovnici P(x) = x

3

+ x —1 = 0 s chybou nejvySe 0.03.

Koren je vintervalu (0, 1)

a+b =
a |c= Z b |lP@| Pe) |PB)|le =2 _ a
0 05 1 12037 =+
0.5 0.75 1 - |+017| +
05 |0625 075 | - |-013| +

(052%+05-1=-0.375
(0.75)3+0.75-1=0.171875
(0.625)° + 0.625 — 1 = —0.130859

Vypocteme funk&ni hodnotu v polovingé intervalu.
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Koren je vintervalu (0, 1)

Reste rovnici P(x) = x

3

+ x —1 = 0 s chybou nejvySe 0.03.

a+b =
a |c= ; b |lP@| Pe) |PB)|le =2 _ a
0 05 1 12037 =+
0.5 0.75 1 - |+017| +
05 0625 075 || - |-0.13| +
0.625 075 | - +

(0.5°+05-1=-0.375

(0.75)3+0.75-1=0.171875
(0.625)° + 0.625 — 1 = —0.130859

Hledame tu polovinu intervalu, ve které dochazi ke znaménkové zméné (Cervené
vyznaceno).

Kraje této poloviny budou novou aproximaci kofene.
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Reste rovnici P(x) = x

3

Koren je vintervalu (0, 1)

+ x —1 = 0 s chybou nejvySe 0.03.

(0.5°+05-1=-0.375

(0.75)3+0.75-1=0.171875
(0.625)° + 0.625 — 1 = —0.130859

a+b =
a |c= Z b |lP@| Pe) |PB)|le =2 _ a
0 05 1 12037 =+
0.5 0.75 1 - |+017| +
05 |0625 075 | - |-013| +
0.625 075 | - + |lo.e2

Uréime dosazenou pFesnost.
E B O =3
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Reste rovnici P(x) = x

3

Koren je vintervalu (0, 1)

+ x —1 = 0 s chybou nejvySe 0.03.

(0.5°+05-1=-0.375

(0.75)3+0.75-1=0.171875
(0.625)° + 0.625 — 1 = —0.130859

a+b _
a |c= Z b | P Pe) |P®) e=b2a
0 05 1 12037 =+
0.5 0.75 1 - |+017| +
05 |0625 075 | - |-013| +
0.625 (06875 075 | - + |lo.e2

Rozpllime interval.
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Reste rovnici P(x)

3

=X

Koren je vintervalu (0, 1)

+ x —1 = 0 s chybou nejvySe 0.03.

a+b _
a |c= Z b |lP@| Pe) |PB)|le =2 _ a
0 05 1 12037 =+
0.5 0.75 1 - |+017| +
05 |0625 075 | - |-013| +
0.625 (06875 075 || - |+0.01| + |0.62

(05 +05-1=-0.375
(075)3+o75-1 =0.171875
(0.625)% + 0.625 — 1 = —0.130859
(0.6875)% + 0.6875 - 1 = 0.0124511

Vypocteme funk&ni hodnotu v polovingé intervalu.
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Reste rovnici P(x)

3

Koren je vintervalu (0, 1)

= x° + x — 1 = 0 s chybou nejvyse 0.03.

a+b _

a |c= ; b |lP@| Pe) |PB)|le =2 _ a
0 05 1 12037 =+
0.5 0.75 1 - |+017| +
05 |0625 075 | - |-013| +
0625 (06875 (075 || - |+0.01| + |0.62
0.625 0.6875| - ;

5P +05—1=-0375

0.75)%+0.75-1 = 0.171875
~0.130859
0.6875)% + 0.6875 — 1 = 0.0124511

(0.
(
(0.625)% + 0.625 — 1 =
(

Hledame tu polovinu intervalu, ve které dochazi ke znaménkové zméné (Cervené
vyznaceno).

Kraje této poloviny budou novou aproximaci kofene.
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Reste rovnici P(x)

Koren je vintervalu (0, 1)

= x3 + x —1 = 0 s chybou nejvyse 0.03.

a c=a;b b | P@)]| P) |P®b) e=b;a
0 05 1 ~-037| +
0.5 0.75 1 - [+017| +
05 |0625 |075 | - |-0.13] +
0625 06875 |075 | - [+001| + [0.62
0625 [0.6563 |0.6875| - + |0.0312

(05°%+05-1=
(0. 75)3+o75-1 =0.171875
(0.625)3 +0.625 - 1 =

(

-0.375

—-0.130859
0.6875)° + 0.6875 — 1 = 0.0124511

Ur¢ime polovinu intervalu a dosazenou pfesnost.

Zakladni numerické metody pro algebraicke rovnice

(©Robert Marik, 2009



Reste rovnici P(x)

3

Koren je vintervalu (0, 1)

= x° + x — 1 = 0 s chybou nejvyse 0.03.

a+b _
a |c= ; b | P Pe) |P®) e=b2a
0 05 1 12037 =+
0.5 0.75 1 - |+017| +
05 |0625 075 | - |-013| +
0.625 (06875 (075 || - |+0.01| + |0.62
0.625 |0.6563 |0.6875| — [-0.08| + ||0.0312
5P +05—1=-0375

075)3+o75-1 =0.171875

—-0.130859

0. 6875)3 +0.6875 -1 =0.0124511

(0.
(
(0.625)% + 0.625 — 1 =
(
(

0.6563)° + 0.6563 — 1 =

-0.06

Vypocteme funk&ni hodnotu v polovingé intervalu.
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Reste rovnici P(x)

3

Koren je vintervalu (0, 1)

= x° + x — 1 = 0 s chybou nejvyse 0.03.

a+b _

a |c= JZ“ b |lP@| Pe) |PB)|le =2 _ a
0 05 1 12037 =+
0.5 0.75 1 - |+017| +
05 |0625 075 | - |-013| +
0.625 (06875 (075 || - |+0.01| + |0.62
0.625 |0.6563 |0.6875| — |[-0.08| + ||0.0312
0.6563 0.6875

5P +05—1=-0375

0.75)%+0.75-1 = 0.171875
~0.130859
0. 6875)3 +0.6875-1=0.0124511

(0.
(
(0.625)% + 0.625 — 1 =
(
(

0.6563)° + 0.6563 — 1 =

-0.06

Hledame tu polovinu intervalu, ve které dochazi ke znaménkové zméné (Cervené
vyznaceno).

Kraje této poloviny budou novou aproximaci kofene.
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Reste rovnici P(x)

3

= x° + x — 1 = 0 s chybou nejvyse 0.03.

Koren je vintervalu (0, 1)

a+b _
a |c= JZ“ b | P Pe) |P®) e=b2a
0 05 1 12037 =+
0.5 0.75 1 - |+017| +
05 |0625 075 | - |-013| +
0.625 (06875 (075 || - |+0.01| + |0.62
0.625 |0.6563 |0.6875| — [-0.068| + ||0.0312
0.6563/0.6719 |0.6875 0.0156
5P +05—1=-0375

075)3+075-1 =0.171875

—-0.130859

0. 6875)3 +0.6875 -1 =0.0124511

(0.
(
(0.625)% + 0.625 — 1 =
(
(

0.6563)° + 0.6563 — 1 =

-0.06

e Pfesnost je nyni dostate€na.

e Stacdi jiZ jen rozpdlit interval.
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Reste rovnici P(x)

3

= x° + x — 1 = 0 s chybou nejvyse 0.03.

Koren je vintervalu (0, 1)

a+b _
a |c= JZ“ b | P Pe) |P®) e=b2a
0 05 1 12037 =+
0.5 0.75 1 - |+017| +
05 |0625 075 | - |-013| +
0.625 (06875 (075 || - |+0.01| + |0.62
0.625 |0.6563 |0.6875| — [-0.068| + ||0.0312
0.6563/0.6719 |0.6875 0.0156
5P +05—1=-0375

075)3+075-1 =0.171875

—-0.130859

0. 6875)3 +0.6875 -1 =0.0124511

(0.
(
(0.625)% + 0.625 — 1 =
(
(

0.6563)° + 0.6563 — 1 =
Kofen je x = 0.67 + 0.02. LeZi tedy uvnitf intervalu (0.65, 0.69).

-0.06

e Chybu zokrouhlime nahoru (vZdy nahoru) na jednu platnou €islici a odhad kofene
na stejny pocet desetinnych mist.

e Zkontrolujeme, Ze i po zaokrouhleni jsou posledni hodnoty odhadi a a b uvnitt
intervalu, ve kterém deklarujeme existenci kofene.
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IteraCni metoda
Nékdy je vyhodné rovnici f(x) = 0 pfepsat do tvaru

g(x) = x (5)

a hledat tedy bod, ktery se pfi zobrazeni funkci g(x) zobrazi sam na sebe. Napfiklad
rovnici
cos(x)-x=0

mlZeme prepsat do tvaru
cos(x) = x.

Problém najit bod, ve kterém funkce f(x) = cos(x) — x protina osu x se tim modifikuje
na problém najit bod, ktery se po aplikaci funkce g(x) = cos(x) zobrazi sam na sebe.

(<< <> > | Z&kladni numerické metody pro algebraické rovnice ©Robert Marik, 2009



Definice (pevny bod). Cislo x, se nazyva pevny bod funkce g(x), jestlize plati g(x,) =
X,, tj. jestlize toto Cislo je feSenim rovnice (5).

Véta 10 (véta o pevném bodu). Necht g(x) je funkce spojita na uzavieném intervalu
[a, b], ktera

1. zobrazuje interval [a, b] do sebe

2. je diferencovatelna na intervalu (a, b) a splfiuje zde pro néjakou realnou konstantu
L € (0, 1) nerovnost

lg'(x)| < L (6)

Pak ma funkce g(x) naintervalu [a, b] jediny pevny bod x,. Je-li x, libovolny bod intervalu
[a, b] a definujeme-li posloupnost {x,}>  vztahem X, = g(x,), pak tato posloupnost
konverguje k pevnému bodu x,. Odhad chyby pfi aproximaci bodu x, pomoci ¢lend
posloupnosti je

L
[Xkr1 = X £ 77— Xpa1 = Xkl-
1-L

Poznamka 6 (ovéfeni podminek véty o pevném bodé). Pro ovéfeni toho, Ze funkce
g(x) zobrazuje interval [a, b] do sebe, staCi ovéfit podminku (6) a podminky g(a) > a a
g(b) < b.
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Poznamka 7 (iterace). Aplikujeme-li na dany vzor k-kréat funkci g, nazyva se vysledek
k-t& iterace funkce g. Napfiklad slozena funkce g(g(g(x))) je tfeti iteraci funkce g.
Posloupnost, kterd podle pfedchozi véty slouzi k aproximaci pevného bodu je tedy
posloupnosti jednotlivych iteraci funkce g(x). k-t iterace funkce se nékdy oznaCuje

9" (x).
I?F’lklad 6 (iteacni metoda). Resme rovnici x® + x = 1 = 0.
Reseni. Graficky nebo separaci kofent algebraické rovnice (viz pfedchozi slidy) se

shadno pFesvédcime, Zze funkce méa kofen na intervalu [0, 1]. PfepiSeme-li rovnici do

tvaru

x=1-x®

a sestavujeme-li iteracni posloupnost dostavame: g(0.5) = 0.875, g(0.875) = 0.330,
9(0.330) = 0.964, g(0.964) = 0.104, .. .. (Ovéfte si dopocitanim dalSich ¢lenli sami, Ze
posloupnost nekonverguje’.) Pfepiseme-li véak rovnici do tvaru

3
x=\V1-x
dostavame

x 0.5 0.79370.5908|0.7423|0.6363 | . . .
g9(x)(0.7937]0.5908 |0.7423|0.6363|0.7138 ] . ..

IDivergence je patrna i z Obrazku 1. Selhani metody je zplsobeno tim, Ze jsme nebyli disledni a
neovéfrili pfedpoklady Véty 10. Derivace funkce ve skute¢nosti neni ohrani¢ena konstantou mensi nez 1.
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Obréazek 1: Divergence a konvergence iteraéni metody pro rovnici x> + x — 1 = 0.

a tato posloupnost konverguje k feSeni rovnice. 14-ta iterace funkce je 0.6807. Konver-
gence metody je patrna i z Obrazku 1.

Poznamka 8. Chyba pfi vypoctu metodou nejmensich étvercli se zmensSuje geome-

. . . 1 L ., .
trickou fadou s kvocientem —. Rychlost konvergence vypoCtu zaloZzeného na vété o

pevném bodu zavisi na velikosti konstanty L a Ize ukazat, ze pfi pouziti této metody se
chyba zmenSuje geometrickou fadou s kvocientem L. Konstantu L je mozno do jisté
miry ménit pfevodem rovnice na jiny tvar, ktery je vhodné;si pro iterace, jak jsme vidéli
v Prikladu 6.
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