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1 Základnı́ pojmy a vlastnosti
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Definice (algebraická rovnice). Bud’ n přirozené čı́slo a

Pn(x) = a0x
n
+ a1x

n−1
+ a2x

n−2
+ · · · + an−2x

2
+ an−1x + an (Pn)

polynom stupně n s reálnými koeficienty a0, a1, . . . an, kde a0 6= 0. Koeficient a0

se nazýváme vedoucı́ koeficient polynomu Pn(x) a koeficient an absolutnı́ člen poly-
nomu Pn(x). Člen a0x

n nazýváme vedoucı́ člen polynomu Pn(x). Algebraickou rovnicı́
stupně n rozumı́me rovnici tvaru Pn(x) = 0, tj.

a0x
n
+ a1x

n−1
+ a2x

n−2
+ · · · + an−2x

2
+ an−1x + an = 0 (Rn)

Poznámka 1 (nejjednoduššı́ polynomy). lineárnı́ polynom, kvadratický polynom, kubický
polynom.

Definice (kořen polynomu, řešenı́ algebraické rovnice). Řešenı́m (kořenem) alge-
braické rovnice (Rn) (kořenem polynomu (Pn)) rozumı́me čı́slo c, splňujı́cı́ Pn(c) = 0,
tj. splňujı́cı́ po dosazenı́ za x rovnost (Rn).
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Přı́klad 1. Čı́sla x = 1 a x = −2 jsou kořeny polynomu

P (x) = x3
+ 2x2 − x − 2. (1)

Vskutku, přı́mým výpočtem lze ověřit, že P (1) = 0 a P (−2) = 0. Čı́slo x = 3 naopak
nenı́ kořenem tohoto polynomu, protože P (3) = 40 6= 0.

O řešitelnosti algebraických rovnic vypovı́dá následujı́cı́ věta.

Věta 1 (základnı́ věta algebry). V oboru komplexnı́ch čı́sel má každý nekonstantnı́
polynom kořen.
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Věta 2 (Bezoutova věta). Čı́slo c je kořenem polynomu (Pn) právě tehdy, když existuje
polynom Qn−1(x) stupně (n − 1) s vlastnostı́

Pn(x) = (x − c)Qn−1(x). (2)

Definice (kořenový činitel). Je-li c kořenem polynomu (Pn), pak lineárnı́ polynom
(x − c) s proměnnou x nazýváme kořenový činitel přı́slušný ke kořeni c.

Přı́klad 2. Polynom (1) může být zapsán v následujı́cı́ch ekvivalentnı́ch tvarech

y = (x − 1)(x2
+ 3x + 2), y = (x + 2)(x2 − 1), y = (x − 1)(x + 1)(x + 2).
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Definice (násobnost kořene). Necht’ c je kořenem polynomu Pn(x). Řekneme že
tento kořen je k-násobný, jestliže existuje polynom Qn−k(x) stupně n − k takový, že
platı́

Pn(x) = (x − c)k
Qn−k(x) a Qn−k(c) 6= 0 (3)

Věta 3. Polynomy Pn(x) a Qn−k(x) z předchozı́ definice majı́ stejné kořeny včetně ná-
sobnosti, s výjimkou kořene c.

Poznámka 2 (souvislost násobnosti kořene se změnou znaménka). V okolı́ kořene liché
násobnosti polynom měnı́ znaménko, v okolı́ kořene sudé násobnosti ne.

Věta 4 (souvislost násobnosti kořene s derivacı́). Čı́slo c je k-násobným kořenem
polynomu (Pn) (rovnice (Rn)) právě tedy, když platı́

Pn(c) = P ′
n(c) = P ′′

n (c) = · · · = P
(k−1)
n (c) = 0 a P

(k)
n (c) 6= 0.
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Věta 5 (počet reálných kořenů). V oboru reálných čı́sel má každý polynom (každá
algebraická rovnice) stupně n celkem bud’ n kořenů, nebo o sudý počet méně. Přitom
každý kořen počı́táme i s jeho násobnostı́.

Poznámka 3. Umı́me vyřešit libovolnou lineárnı́ a kvadratickou rovnici. Lze vyřešit
i libovolnou algebraickou rovnici řádu 3 a 4. Nenı́ však možné sestrojit algoritmus pro
nalezenı́ kořenů rovnice řádu 5 a vı́ce!
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2 Základnı́ numerické metody pro algebraické rovnice

Věta 6 (nutná podmı́nka pro celočı́selné kořeny). Necht’ všechny koeficienty polynomu
(Pn) jsou celá čı́sla. Je-li c ∈ Z kořenem tohoto polynomu, pak je čı́slo an dělitelné
čı́slem c, tj. c|an.
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Věta 7 (Descartova věta). Počet kladných kořenů polynomu (Pn) (algebraické rovnice
(Rn)) je roven počtu znaménkových změn v posloupnosti koeficientů a0, a1, a2, . . ., an,
nebo o sudé čı́slo menšı́. Přı́padné koeficienty, které jsou rovny nule, přitom neuvažu-
jeme.

Přı́klad 3 (počet kladných kořenů). Polynom

P (x) = x8 − x5
+ x3

+ x2 − x + 1

má bud’ 4 nebo 2 nebo žádný reálný kladný kořen.

Věta 8 (ohraničenost kořenů). Bud’te xi (pro i = 1..n) kořeny (i komplexnı́) polynomu
(Pn) (algebraické rovnice (Rn)). Platı́

|xi | < 1 +

A

|a0|
, (4)

kde A = max{|ai |, i = 1..n}.

Přı́klad 4 (odhad velikosti kořenů). Pro kořeny xi polynomu

P (x) = 2x6 − x3
+ 4x2

+ x − 6

platı́ |xi | < 1 +

6

2
= 4. Polynom má 3 nebo 1 kladný reálný kořen. Tyto kořeny ležı́

v intervalu (0, 4).
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Věta 9 (varianta Descartovy věty pro záporné kořeny). Uvažujme pomocný polynom
P̃ (x) = P (−x). Koeficienty tohoto polynomu označme ã0, ã1, . . . , ãn Počet záporných
kořenů polynomu (Pn) (algebraické rovnice (Rn)) je roven počtu znaménkových změn
v posloupnosti koeficientů ã0, ã1, ã2, . . ., ãn, nebo o sudé čı́slo menšı́. Přı́padné koefi-
cienty, které jsou rovny nule, přitom neuvažujeme.

Přı́klad 5 (počet záporných kořenů). Pro polynom P (x) = 2x6 − x3
+ 4x2

+ x − 6 platı́
P̃ (x) = P (−x) = 2x6

+ x3
+ 4x2 − x − 6 a polynom P (x) má tedy jediný záporný reálný

kořen, tj. má jeden kořen na intervalu (−4, 0).

Poznámka 4 (technická). Pomocný polynom P̃ (x) rychle obdržı́me z polynomu P (x)

uvědomı́me-li si, že stačı́ změnit znaménka u koeficientů polynomu P (x), které přı́slušı́
mocninám lichého stupně.
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Řešte v oboru celých čı́sel x5
+ x4 − 5x3 − 9x2 − 24x − 36 = 0.

Dělitelé čı́sla 36 jsou ±1, ±2, ±3, ±4, ±6, ±9, ±12, ±18 a ±36.

1 1 −5 −9 −24 −36

1 1 2 −3 −12 −36 −72

−1 1 0 −5 −4 −20 −16

2 1 3 1 −7 −38 6= 0

−2 1 −1 −3 −3 −18 || 0

−2 1 −3 3 −9 || 0

−2 1 −5 13 −35

3 1 0 3 || 0

−3 1 −3 12

Rozklad na součin je (x + 2)2(x − 3)(x2
+ 3) = 0.
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Řešte v oboru celých čı́sel x5
+ x4 − 5x3 − 9x2 − 24x − 36 = 0.

Dělitelé čı́sla 36 jsou ±1, ±2, ±3, ±4, ±6, ±9, ±12, ±18 a ±36.

1 1 −5 −9 −24 −36

1 1 2 −3 −12 −36 −72

−1 1 0 −5 −4 −20 −16

2 1 3 1 −7 −38 6= 0

−2 1 −1 −3 −3 −18 || 0

−2 1 −3 3 −9 || 0

−2 1 −5 13 −35

3 1 0 3 || 0

−3 1 −3 12

Rozklad na součin je (x + 2)2(x − 3)(x2
+ 3) = 0.

Vypı́šeme dělitele čı́sla 36 (i záporné).
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Řešte v oboru celých čı́sel x5
+ x4 − 5x3 − 9x2 − 24x − 36 = 0.

Dělitelé čı́sla 36 jsou ±1, ±2, ±3, ±4, ±6, ±9, ±12, ±18 a ±36.

1 1 −5 −9 −24 −36

1 1 2 −3 −12 −36 −72

−1 1 0 −5 −4 −20 −16

2 1 3 1 −7 −38 6= 0

−2 1 −1 −3 −3 −18 || 0

−2 1 −3 3 −9 || 0

−2 1 −5 13 −35

3 1 0 3 || 0

−3 1 −3 12

Rozklad na součin je (x + 2)2(x − 3)(x2
+ 3) = 0.

Budeme počı́tat hodnoty pomocı́ Hornerova schematu. Připravı́me si proto
koeficienty polynomu z levé strany rovnice do tabulky.
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Řešte v oboru celých čı́sel x5
+ x4 − 5x3 − 9x2 − 24x − 36 = 0.

Dělitelé čı́sla 36 jsou ±1, ±2, ±3, ±4, ±6, ±9, ±12, ±18 a ±36.

1 1 −5 −9 −24 −36

1 1 2 −3 −12 −36 −72

−1 1 0 −5 −4 −20 −16

2 1 3 1 −7 −38 6= 0

−2 1 −1 −3 −3 −18 || 0

−2 1 −3 3 −9 || 0

−2 1 −5 13 −35

3 1 0 3 || 0

−3 1 −3 12

Rozklad na součin je (x + 2)2(x − 3)(x2
+ 3) = 0.

Dosadı́me x = 1. Je-li P (x) polynom z pravé strany rovnice, vidı́me, že P (1) = −72 a
toto čı́slo x = 1 nenı́ kořenem.
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Řešte v oboru celých čı́sel x5
+ x4 − 5x3 − 9x2 − 24x − 36 = 0.

Dělitelé čı́sla 36 jsou ±1, ±2, ±3, ±4, ±6, ±9, ±12, ±18 a ±36.

1 1 −5 −9 −24 −36

1 1 2 −3 −12 −36 −72

−1 1 0 −5 −4 −20 −16

2 1 3 1 −7 −38 6= 0

−2 1 −1 −3 −3 −18 || 0

−2 1 −3 3 −9 || 0

−2 1 −5 13 −35

3 1 0 3 || 0

−3 1 −3 12

Rozklad na součin je (x + 2)2(x − 3)(x2
+ 3) = 0.

Podobně ani x = −1 nenı́ kořenem.
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Řešte v oboru celých čı́sel x5
+ x4 − 5x3 − 9x2 − 24x − 36 = 0.

Dělitelé čı́sla 36 jsou ±1, ±2, ±3, ±4, ±6, ±9, ±12, ±18 a ±36.

1 1 −5 −9 −24 −36

1 1 2 −3 −12 −36 −72

−1 1 0 −5 −4 −20 −16

2 1 3 1 −7 −38 6= 0

−2 1 −1 −3 −3 −18 || 0

−2 1 −3 3 −9 || 0

−2 1 −5 13 −35

3 1 0 3 || 0

−3 1 −3 12

Rozklad na součin je (x + 2)2(x − 3)(x2
+ 3) = 0.

Ani x = 2 nenı́ kořenem.
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Řešte v oboru celých čı́sel x5
+ x4 − 5x3 − 9x2 − 24x − 36 = 0.

Dělitelé čı́sla 36 jsou ±1, ±2, ±3, ±4, ±6, ±9, ±12, ±18 a ±36.

1 1 −5 −9 −24 −36

1 1 2 −3 −12 −36 −72

−1 1 0 −5 −4 −20 −16

2 1 3 1 −7 −38 6= 0

−2 1 −1 −3 −3 −18 || 0

−2 1 −3 3 −9 || 0

−2 1 −5 13 −35

3 1 0 3 || 0

−3 1 −3 12

Rozklad na součin je (x + 2)2(x − 3)(x2
+ 3) = 0.

Nynı́ jsme zjistili, že x = −2 je kořenem. Levou stranu rovnice je tedy možno přepsat
do tvaru

(x + 2)(x4 − x3 − 3x2 − 3x − 18) = 0.

Dál zkoumáme jenom polynom, který stojı́ v tomto součinu jako druhý.
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Řešte v oboru celých čı́sel x5
+ x4 − 5x3 − 9x2 − 24x − 36 = 0.

Dělitelé čı́sla 36 jsou ±1, ±2, ±3, ±4, ±6, ±9, ±12, ±18 a ±36.

1 1 −5 −9 −24 −36

1 1 2 −3 −12 −36 −72

−1 1 0 −5 −4 −20 −16

2 1 3 1 −7 −38 6= 0

−2 1 −1 −3 −3 −18 || 0

−2 1 −3 3 −9 || 0

−2 1 −5 13 −35

3 1 0 3 || 0

−3 1 −3 12

Rozklad na součin je (x + 2)2(x − 3)(x2
+ 3) = 0.

Dosadı́me opět x = −2. Opět je toto čı́slo kořenem.
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Řešte v oboru celých čı́sel x5
+ x4 − 5x3 − 9x2 − 24x − 36 = 0.

Dělitelé čı́sla 36 jsou ±1, ±2, ±3, ±4, ±6, ±9, ±12, ±18 a ±36.

1 1 −5 −9 −24 −36

1 1 2 −3 −12 −36 −72

−1 1 0 −5 −4 −20 −16

2 1 3 1 −7 −38 6= 0

−2 1 −1 −3 −3 −18 || 0

−2 1 −3 3 −9 || 0

−2 1 −5 13 −35

3 1 0 3 || 0

−3 1 −3 12

Rozklad na součin je (x + 2)2(x − 3)(x2
+ 3) = 0.

• Dosadı́me opět x = −2. Nynı́ již se o kořen nejedná.

• Protože na konci polynomu, do kterého nynı́ dosazujeme, stojı́ čı́slo 9, zajı́máme
se jen o dělitele tohoto čı́sla.
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Řešte v oboru celých čı́sel x5
+ x4 − 5x3 − 9x2 − 24x − 36 = 0.

Dělitelé čı́sla 36 jsou ±1, ±2, ±3, ±4, ±6, ±9, ±12, ±18 a ±36.

1 1 −5 −9 −24 −36

1 1 2 −3 −12 −36 −72

−1 1 0 −5 −4 −20 −16

2 1 3 1 −7 −38 6= 0

−2 1 −1 −3 −3 −18 || 0

−2 1 −3 3 −9 || 0

−2 1 −5 13 −35

3 1 0 3 || 0

−3 1 −3 12

Rozklad na součin je (x + 2)2(x − 3)(x2
+ 3) = 0.

• Vyškrtneme čı́sla která nedělı́ čı́slo 9 a dosazujeme dalšı́ na řadě, x = 3.

• Vidı́me, že x = 3 je kořenem.
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Řešte v oboru celých čı́sel x5
+ x4 − 5x3 − 9x2 − 24x − 36 = 0.

Dělitelé čı́sla 36 jsou ±1, ±2, ±3, ±4, ±6, ±9, ±12, ±18 a ±36.

1 1 −5 −9 −24 −36

1 1 2 −3 −12 −36 −72

−1 1 0 −5 −4 −20 −16

2 1 3 1 −7 −38 6= 0

−2 1 −1 −3 −3 −18 || 0

−2 1 −3 3 −9 || 0

−2 1 −5 13 −35

3 1 0 3 || 0

−3 1 −3 12

Rozklad na součin je (x + 2)2(x − 3)(x2
+ 3) = 0.

Dál se zabýváme jenom děliteli poslednı́ho koeficientu — čı́sla 3. Navı́c posloupnost
koeficientů polynomu nemá žádnou znaménkovou změnu a podle Descartovy věty
polynom nemá kladný kořen. Zbývá tedy již jen čı́slo x = −3, které nenı́ kořenem.
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Řešte v oboru celých čı́sel x5
+ x4 − 5x3 − 9x2 − 24x − 36 = 0.

Dělitelé čı́sla 36 jsou ±1, ±2, ±3, ±4, ±6, ±9, ±12, ±18 a ±36.

1 1 −5 −9 −24 −36

1 1 2 −3 −12 −36 −72

−1 1 0 −5 −4 −20 −16

2 1 3 1 −7 −38 6= 0

−2 1 −1 −3 −3 −18 || 0

−2 1 −3 3 −9 || 0

−2 1 −5 13 −35

3 1 0 3 || 0

−3 1 −3 12

Rozklad na součin je (x + 2)2(x − 3)(x2
+ 3) = 0.

• Polynom má dvojnásobný kořen x = −2, jednoduchý kořen x = 3 a nemá žádný
dalšı́ celočı́selný kořen.

• Polynom, který zůstal, má koeficienty 1, 0, 3, jedná se tedy o polynom x2
+0x+3.
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Poznámka 5 (separace kořenů). Dalšı́ úlohou spojenou s hledánı́m kořenů algebraické
rovnice (polynomu) je separace kořenů – tj. nalezenı́ systému intervalů, které obsahujı́
právě jeden kořen. Separaci kořenů provádı́me zpravidla takto:

• Stanovı́me interval, ve kterém všechny kořeny ležı́, napřı́klad s použitı́m Věty 8.

• Vypočteme funkčnı́ hodnoty ve vhodných bodech — obvykle volı́me celá čı́sla
z uvažovaného intervalu a lokálnı́ extrémy. V každém intervalu typu (m,n), kde
funkce měnı́ znaménko (tj. P (m)P (n) < 0) ležı́ jeden nebo lichý počet kořenů
polynomu P (x). V každém intervalu typu (m,n), kde funkce neměnı́ znaménko (tj.
P (m)P (n) > 0) neležı́ žádný, nebo ležı́ sudý počet kořenů polynomu P (x).

V některých přı́padech, obzvláště tehdy, když polynom neobsahuje mnoho členů, lze
kořeny odseparovat graficky. Převedeme vhodné členy z levé strany algebraické rovnice
na pravou, tak abychom dostali rovnici tvaru p(x) = q(x), kde p(x) a q(x) jsou polynomy,
jejichž grafy umı́me zakreslit. Po nakreslenı́ obrázku vidı́me ihned, kolik majı́ grafy těchto
křivek průsečı́ků a v kterých intervalech ležı́. Tyto průsečı́ky jsou kořeny původnı́ho
polynomu (řešenı́mi původnı́ algebraické rovnice).
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Všechna řešenı́ jsou v intervalu (−2, 2).
+ + −, jeden kladný kořen
P (−x) = (−x)3

+ (−x) + 1 = −x3 − x − 1

− − −, nenı́ záporný kořen
P (0) = −1;
P (1) = 1 + 1 − 1 = 1;
P (2) = 8 + 2 − 1 = 9; Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Všechna řešenı́ jsou v intervalu (−2, 2).
+ + −, jeden kladný kořen
P (−x) = (−x)3

+ (−x) + 1 = −x3 − x − 1

− − −, nenı́ záporný kořen
P (0) = −1;
P (1) = 1 + 1 − 1 = 1;
P (2) = 8 + 2 − 1 = 9; Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

• Všechny koeficienty jsou plus nebo minus jedna.

• Největšı́ koeficient (v absolutnı́ hodnotě) je tedy také jedna.

• Všechny kořeny splňujı́ odhad

|xi | < 1 +

1

1
= 2.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Všechna řešenı́ jsou v intervalu (−2, 2).
+ + −, jeden kladný kořen
P (−x) = (−x)3

+ (−x) + 1 = −x3 − x − 1

− − −, nenı́ záporný kořen
P (0) = −1;
P (1) = 1 + 1 − 1 = 1;
P (2) = 8 + 2 − 1 = 9; Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

• Napı́šeme posloupnost znamének.

• Je zde jedna znaménková změna.

• Rovnice má tedy jeden kladný kořen.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Všechna řešenı́ jsou v intervalu (−2, 2).
+ + −, jeden kladný kořen
P (−x) = (−x)3

+ (−x) + 1 = −x3 − x − 1

− − −, nenı́ záporný kořen
P (0) = −1;
P (1) = 1 + 1 − 1 = 1;
P (2) = 8 + 2 − 1 = 9; Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

• Hledejme počet záporných kořenů.

• Nalezneme pomocný polynom P (−x) a určı́me počet znaménkových změn.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Všechna řešenı́ jsou v intervalu (−2, 2).
+ + −, jeden kladný kořen
P (−x) = (−x)3

+ (−x) + 1 = −x3 − x − 1

− − −, nenı́ záporný kořen
P (0) = −1;
P (1) = 1 + 1 − 1 = 1;
P (2) = 8 + 2 − 1 = 9; Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).Znaménková změna nenı́ žádná a polynom tedy nemá záporný kořen.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Všechna řešenı́ jsou v intervalu (−2, 2).
+ + −, jeden kladný kořen
P (−x) = (−x)3

+ (−x) + 1 = −x3 − x − 1

− − −, nenı́ záporný kořen
P (0) = −1;
P (1) = 1 + 1 − 1 = 1;
P (2) = 8 + 2 − 1 = 9; Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

• Kořen je v intervalu (0, 2).

• Výpočtem funkčnı́ch hodnot polynomu v celých čı́slech kořen můžeme lokalizovat
do intervalu délky 1.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Všechna řešenı́ jsou v intervalu (−2, 2).
+ + −, jeden kladný kořen
P (−x) = (−x)3

+ (−x) + 1 = −x3 − x − 1

− − −, nenı́ záporný kořen
P (0) = −1;
P (1) = 1 + 1 − 1 = 1;
P (2) = 8 + 2 − 1 = 9; Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

• Lokalizovali jsme kořen.

• Nynı́ tuto lokalizaci zpřesnı́me na požadovanou přesnost. (Stávajı́cı́ přesnost je
0.5.)
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

• Sestavı́me tabulku a zapı́šeme do nı́ dosažený odhad kořene.

• U funkčnı́ch hodnot stačı́ zapisovat znaménka.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

Vypočteme polovinu intervalu [a, b].
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

Vypočteme funkčnı́ hodnotu v polovině intervalu.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

• Hledáme tu polovinu intervalu, ve které docházı́ ke znaménkové změně (červeně
vyznačeno).

• Kraje této poloviny budou novou aproximacı́ kořene.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

Opět rozpůlı́me interval. Čı́slo v polovině intervalu je kořenem s přesnostı́

ǫ =

1 − 0.5

2
= 0.25,

což je vı́ce, než potřebujeme.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

Vypočteme funkčnı́ hodnotu v polovině intervalu.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

• Hledáme tu polovinu intervalu, ve které docházı́ ke znaménkové změně (červeně
vyznačeno).

• Kraje této poloviny budou novou aproximacı́ kořene.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

Opět rozpůlı́me interval.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

Vypočteme funkčnı́ hodnotu v polovině intervalu.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

• Hledáme tu polovinu intervalu, ve které docházı́ ke znaménkové změně (červeně
vyznačeno).

• Kraje této poloviny budou novou aproximacı́ kořene.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

Určı́me dosaženou přesnost.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

Rozpůlı́me interval.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

Vypočteme funkčnı́ hodnotu v polovině intervalu.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

• Hledáme tu polovinu intervalu, ve které docházı́ ke znaménkové změně (červeně
vyznačeno).

• Kraje této poloviny budou novou aproximacı́ kořene.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

Určı́me polovinu intervalu a dosaženou přesnost.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

Vypočteme funkčnı́ hodnotu v polovině intervalu.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

• Hledáme tu polovinu intervalu, ve které docházı́ ke znaménkové změně (červeně
vyznačeno).

• Kraje této poloviny budou novou aproximacı́ kořene.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

• Přesnost je nynı́ dostatečná.

• Stačı́ již jen rozpůlit interval.
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Řešte rovnici P (x) = x3
+ x − 1 = 0 s chybou nejvýše 0.03.

Kořen je v intervalu (0, 1)

a c =

a + b

2
b P (a) P (c) P (b) ǫ =

b − a

2
0 0.5 1 − −0.37 +

0.5 0.75 1 − +0.17 +

0.5 0.625 0.75 − −0.13 +

0.625 0.6875 0.75 − +0.01 + 0.62

0.625 0.6563 0.6875 − −0.06 + 0.0312

0.6563 0.6719 0.6875 0.0156

(0.5)3
+ 0.5 − 1 = −0.375

(0.75)3
+ 0.75 − 1 = 0.171875

(0.625)3
+ 0.625 − 1 = −0.130859

(0.6875)3
+ 0.6875 − 1 = 0.0124511

(0.6563)3
+ 0.6563 − 1 = −0.06

Kořen je x = 0.67 ± 0.02. Ležı́ tedy uvnitř intervalu (0.65, 0.69).

• Chybu zokrouhlı́me nahoru (vždy nahoru) na jednu platnou čı́slici a odhad kořene
na stejný počet desetinných mı́st.

• Zkontrolujeme, že i po zaokrouhlenı́ jsou poslednı́ hodnoty odhadů a a b uvnitř
intervalu, ve kterém deklarujeme existenci kořene.
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Iteračnı́ metoda
Někdy je výhodné rovnici f (x) = 0 přepsat do tvaru

g(x) = x (5)

a hledat tedy bod, který se při zobrazenı́ funkcı́ g(x) zobrazı́ sám na sebe. Napřı́klad
rovnici

cos(x) − x = 0

můžeme přepsat do tvaru
cos(x) = x.

Problém najı́t bod, ve kterém funkce f (x) = cos(x) − x protı́ná osu x se tı́m modifikuje
na problém najı́t bod, který se po aplikaci funkce g(x) = cos(x) zobrazı́ sám na sebe.
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Definice (pevný bod). Čı́slo x∗ se nazývá pevný bod funkce g(x), jestliže platı́ g(x∗) =

x∗, tj. jestliže toto čı́slo je řešenı́m rovnice (5).

Věta 10 (věta o pevném bodu). Necht’ g(x) je funkce spojitá na uzavřeném intervalu
[a, b], která

1. zobrazuje interval [a, b] do sebe

2. je diferencovatelná na intervalu (a, b) a splňuje zde pro nějakou reálnou konstantu
L ∈ (0, 1) nerovnost

|g′(x)| < L (6)

Pak má funkce g(x) na intervalu [a, b] jediný pevný bod x∗. Je-li x0 libovolný bod intervalu
[a, b] a definujeme-li posloupnost {xk}

∞
k=0

vztahem xk+1 = g(xk ), pak tato posloupnost
konverguje k pevnému bodu x∗. Odhad chyby při aproximaci bodu x∗ pomocı́ členů
posloupnosti je

|xk+1 − x∗| ≤
L

1 − L
|xk+1 − xk |.

Poznámka 6 (ověřenı́ podmı́nek věty o pevném bodě). Pro ověřenı́ toho, že funkce
g(x) zobrazuje interval [a, b] do sebe, stačı́ ověřit podmı́nku (6) a podmı́nky g(a) ≥ a a
g(b) ≤ b.
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Poznámka 7 (iterace). Aplikujeme-li na daný vzor k-krát funkci g, nazývá se výsledek
k-tá iterace funkce g. Napřı́klad složená funkce g(g(g(x))) je třetı́ iteracı́ funkce g.
Posloupnost, která podle předchozı́ věty sloužı́ k aproximaci pevného bodu je tedy
posloupnostı́ jednotlivých iteracı́ funkce g(x). k-tá iterace funkce se někdy označuje
gk(x).

Přı́klad 6 (iteačnı́ metoda). Řešme rovnici x3
+ x − 1 = 0.

Řešenı́. Graficky nebo separacı́ kořenů algebraické rovnice (viz předchozı́ slidy) se
snadno přesvědčı́me, že funkce má kořen na intervalu [0, 1]. Přepı́šeme-li rovnici do
tvaru

x = 1 − x3

a sestavujeme-li iteračnı́ posloupnost dostáváme: g(0.5) = 0.875, g(0.875) = 0.330,
g(0.330) = 0.964, g(0.964) = 0.104, . . . . (Ověřte si dopočı́tánı́m dalšı́ch členů sami, že
posloupnost nekonverguje1.) Přepı́šeme-li však rovnici do tvaru

x =
3
√

1 − x

dostáváme

x 0.5 0.7937 0.5908 0.7423 0.6363 . . .

g(x) 0.7937 0.5908 0.7423 0.6363 0.7138 . . .

1Divergence je patrná i z Obrázku 1. Selhánı́ metody je způsobeno tı́m, že jsme nebyli důslednı́ a
neověřili předpoklady Věty 10. Derivace funkce ve skutečnosti nenı́ ohraničena konstantou menšı́ než 1.
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x = 1 − x3
x =

3
√

1 − x

Obrázek 1: Divergence a konvergence iteračnı́ metody pro rovnici x3
+ x − 1 = 0.

a tato posloupnost konverguje k řešenı́ rovnice. 14-tá iterace funkce je 0.6807. Konver-
gence metody je patrná i z Obrázku 1.

Poznámka 8. Chyba při výpočtu metodou nejmenšı́ch čtverců se zmenšuje geome-

trickou řadou s kvocientem
1

2
. Rychlost konvergence výpočtu založeného na větě o

pevném bodu závisı́ na velikosti konstanty L a lze ukázat, že při použitı́ této metody se
chyba zmenšuje geometrickou řadou s kvocientem L. Konstantu L je možno do jisté
mı́ry měnit převodem rovnice na jiný tvar, který je vhodnějšı́ pro iterace, jak jsme viděli
v Přı́kladu 6.
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