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Text obsahuje nékolik interaktivnich prvki.

e V textu jsou takzvana “osli okénka” — nékteré diilezité pojmy jsou doprovazeny modrymi bublinami?,
které jsou aktivni a po najeti na tyto bubliny se ¢tendfi otevre okénko pfipominajici definici, vyuziti
a metodu vypoctu, které se tykaji daného pojmu (vyzkousejte si to na této strance). Musite pouZit
komeréni Adobe Acrobat nebo volné Sifitelny Adobe Reader, abyste tyto moznosti mohli vyuZivat.

Je-li text na pravém okraji doprovazen ikonou, tak jako tento odstavec, je mozno si kliknutim na
ikonu otevfit interaktivni test na procviceni prislusného pojmu ¢i metody.

Takto vyznadeny odstavec obsahuje obzvlast dulezitou informaci. f

e K nékterym pasazim testu jsou pFipojeny zvukové komentére. Poznate je podle ikony, jaka doprovazi
i tento odstavec. 1)

Pro nékteré typy uloh jsou k textu vytvoreny online kalkulatory, které usnadni feseni nebo umozni
vygenerovat reSeni Glohy véetné postupu. Odkazy na tyto kalkulatory jsou oznaceny ikonou, kterd
doprovazi i tento odstavec.

'Pokud se dané dille¥ité slovo vyskytuje na strance vicekrat, automaticky mechanismus tvorbu napovédnych bublin
potladuje, tak aby kazdy pojem ke kterému je k dispozici néjakd napovéda, mél tuto ndpovédu uvedenu jenom jednou — a
to prednostné ve vété &i v definici.
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Kapitola 1
Diferencialni pocet

V této kapitole se budeme zabyvat funkcemi. Pomoci funkci v praxi popisujeme vztahy mezi veli¢inami.

Nejprve se zaméfime na nejjednodussi vlastnosti funkci.

1. Funkce, vlastnosti funkci

Definice 1.1 (funkce). Budte A a B neprazdné podmnoziny mnoziny redlnych Cisel.

Pravidlo f, které kazdému prvku mnoZiny A pfifadi jediny prvek mnoZiny B se nazyvd funkce (pFesnéji:
realnd funkce jedné redlné proménné). Zapisujeme f : A — B. Skutecnost, Ze prvku a € A je pfifazen
prvek b € B zapisujeme takto: f(a) = b. Pfitom fikdme, Ze b je obrazem prvku a pfi zobrazeni f, resp.
ze a je vzorem prvku b pri zobrazeni f.

Definice 1.2 (pojmy spojené s funkcemi). Mnozina A z definice funkce se nazyva definicni obor funkce
f. Oznaéujeme D(f) (resp. Dom(f)). Mnozina vSech b € B, pro které existuje a € A s vlastnosti
f(a) = b se nazyva obor hodnot funkce f. Oznacujeme H (f) (resp. Im(f)).

Je-li y = f(x) nazyvdme proménnou = téz nezavislou proménnou a proménnou y zdvislou proménnou.
Grafem funkce rozumime mnoZinu viech usporadanych dvojic [z, y] € R? s vlastnosti y = f(x).
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Poznamka 1.1. Funkce je tedy pravidlo, které jednomu redlnému Cislu prifadi jediné, presné definované
jiné redlné Cislo. Je-li toto pravidlo tvaru "y = vzorec s proménnou z", nazyvame tento predpis explicitnim
tvarem funkce, napt. y = 22 +1nz.

Je-li toto pravidlo ve tvaru "vzorec s proménnymi x,y = 0", nazyvame tento predpis implicitnim tvarem
funkce., napf. © —y — Iny = 0. Zjednodusené feceno se tedy jednd o pravidlo, které je bud " efektivni”
(explicitni tvar) nebo "malo efektivni” (implicitni tvar) pro vypocet funkénich hodnot.

Definice 1.3 (periodi¢nost funkce). Rekneme, Ze funkce f je periodicka, existuje-li kladné &islo p s vlast-
nostmi: je-li z € D(f), jeiz+p € D(f) a f(x) = f(x+p). Nejmensi Cislo p s touto vlastnosti nazyvame
(nejmensi) periodou.

V nésledujici definici se budeme zajimat o to, jestli existuje néjaky vztah mezi funkéni hodnotou v bodé
x z defini¢niho oboru a v bodé opacném.

Definice 1.4 (parita funkce). Necht funkce f spliiuje nasledujici podminku: z € D(z) = (—x) € D(f).
(i) Rekneme, ¥e funkce f je sudd pokud plati f(—z) = f(x).
(i) Rekneme, Ze funkce f je lichd pokud plati f(—z) = —f(z).

(iii) Rekneme, 7e funkce f ma paritu, je-li suda nebo licha.

Poznamka 1.2 (graf funkce majici paritu). Graf sudé funkce je osové soumérny podle osy y. Graf liché
funkce je stfedové soumérny podle bodu [0, 0].



Poznamka 1.3 (k parité). Parita funkce nds informuje o tom, Ze funkéni hodnoty f(x) a f(—=z) u funkce
nejsou nezdvislé, ale jsou definované obé& soucasné a jsou bud stejné, nebo se li§i znaménkem. V obecném
pfipadé zkoumame sudost ¢i lichost funkce pfimo z definice. Sudost &i lichost polynomu a raciondlni
funkce! pozname p¥imo ze zapisu této funkce pouzitim nésledujici véty.

Véta 1.1. Paritu polynomd a racionalnich funkci Ize urcit ndsledovné:

(i) Polynom je sud3 (lichd) funkce pravé tehdy, kdyZ obsahuje pravé &leny se sudym (s lichym) expo-
nentem.

(i) Raciondini funkce, kterd je podilem sudého a lichého polynomu (v libovolném poradi), je lichd.
(i) Raciondlini funkce, kterd je podilem dvou sudych nebo dvou lichych polynomd, je sud4.
Poznamka 1.4. Poznamenejme, Ze ¢islo nula je také sudé. Sudy polynom tedy mize obsahovat i absolutni

Clen. To Ze polynom je sudy (lichy) pravé tehdy, kdyZ obsahuje pouze mocniny se sudym (lichym)
exponentem slouzi jako "vysvétleni” toho, pro¢ se pouziva pojem suda a licha funkce.

Priklad 1.1 (parita). Nasledujici funkce jsou sudé: /() — 2 — 6, g(x) =~ p(a) = &0
. ita). ici : p) = -6, glx) = ——, h(z) =
p ujici fu jsou su 'TBI g(x 20— 3 1) = 5
- ~3
Nasledujici funkce jsou liché: f(z) = 23 — 627, g(x) = %, h(z) = ;d_x
Nasledujici funkce nejsou ani sudé ani liché: f(z) = z* + 22 — z, g(x) = ror y = €.
2z% — 3z

Ipfedpokladame, e &tenaf je s pojmem polynom ji obezniamen. Pokud ne, uvadime definici v kapitole vé&nované
nelinedrnim rovnicim. Racionalni funkce je podil dvou polynomd.



Definice 1.5 (ohranicenost). Necht f je funkce a M C D(f) podmnozina definiéniho oboru funkce f.

(i) Rekneme, Ze funkce f je na mnoziné M zdola ohranicend, existuje-li redlné &islo a s vlastnosti
a < f(x) pro vSechna z € M.

(i) Rekneme, ze funkce f je na mnozin& M shora ohranicend, existuje-li realné &slo b s vlastnosti
f(z) < b pro vSechna z € M.

(iii) Rekneme, ze funkce f je na mnoziné M ohranicend, je-li na M ohranicena zdola i shora.

Nespecifikujeme-li mnozinu M, mame na mysli, Ze uvedend vlastnost plati na celém defini¢nim oboru
funkce f.

Poznamka 1.5 (graficky disledek). Funkce je shora ohranifend, jestlize existuje vodorovnd pfimka, kterd
leZi celd nad grafem funkce. Podobné poznavame na grafu ohranicenost zdola.

Motivace. Pro libovolnou dobfe definovanou funkci f plati implikace

Tl = To = f(Tl) = f(TQ)

nyni se budeme zajimat o to, za jakych podminek lze tuto implikaci obratit. Obrdceni implikace by totiz
mohlo byt uziteéné pri reseni nékterych nelinedrnich rovnic.

Definice 1.6 (prostost). Necht f je funkce a M C D(f) podmnozina defini¢niho oboru funkce f.
Rekneme, Ze funkce f je prostd, jestlize kazdy obraz ma jen jediny vzor, tj. pro kazdé y € f(M) existuje
jediné x € M s vlastnosti f(z) = y.

Nespecifikujeme-li mnozinu M, mame na mysli, ze uvedend vlastnost plati na celém defini¢nim oboru
funkce f.
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Poznamka 1.6 (graficky dlsledek). Funkce je prostd, jestlie kazdd vodorovnd pfimka protind graf
nejvyse jednou.

Poznamka 1.7 (k prostym funkcim). Ekvivalentné lze Fici, Ze funkce f je prostd na mnoziné M, jestlize
stejné obrazy maji nutné i stejny vzor, neboli riznym vzoriim jsou pfifazeny rizné obrazy. Matematicky
formulovano: plati implikace

f(l’l) = f(l’g) = T1 = T, (11)
tj. je-li funkce f prostd, miZeme tuto funkci "odstranit” z obou stran rovnice a misto f(x1) = f(x2)
psat ekvivalentné x, = x,.

Definice 1.7 (inverzni funkce). Necht funkce f : A — B je prostd. Pravidlo, které kazdému x z mnoziny
f(A) pritadi to (jediné) y, pro které plati f(y) = x se nazyva inverzni funkce k funkci f, oznadujeme

.

Poznamka 1.8. Symbol f~!(z) Ize tedy chapat bud jako hodnotu inverzni funkce k funkci f v bodé

1
x, nebo jako prevracenou hodnotu k &islu f(x), tj jako [f(x)]”' = ——. Nebude-li z kontextu zfejmé,

f(z)

o kterou variantu se jednd, musime toto upfesnit.

Poznamka 1.9 (geometricky vyznam inverzni funkce). lhned z definice plyne, Ze graf funkce f a graf
funkce k ni inverzni f~! jsou soumérné podle pfimky 3 = z, tj. podle osy prvniho a tfetiho kvadrantu.
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Poznamka 1.10 (vypocet inverzni funkce). Inverzni funkci k funkci y = f(z) ur¢ime takto: zaménime
formalné v zadani funkce proménné = a y, madme tedy = = f(y). Tato rovnice definuje implicitné inverzni
funkci y = f~'(x). Z této rovnice vyjadiime proménnou y (pokud toto nelze provést, ponechdme inverzni
funkci v implicitnim tvaru). Toto vyjadreni je jednozna¢né (jinak by to znamenalo, Ze funkce f nenf prostd
a inverzni funkce neexistuje) a definuje explicitné inverzni funkci f~'. U zakladnich elementarnich funkci
(viz déle) je zpravidla inverzni funkce jednoduse jind zadkladni elementarni funkce, napriklad inverzni
funkce k logaritmické funkci je exponencidlni funkce a podobné (viz Tabulka 1.1). ProtoZe vlastnost " byt
inverzni funkci” je vlastnost vzdjemnd, je také logaritmicka funkce inverzni k funkci exponencidlni.

’ Funkce y = f(2) ‘ Funkce inverzni y = f~ 1 (x) ‘
y=+va y=a>, >0

y=a2, >0 Y=z

y=e" y=Inx

y=Inz y=e€"

y=a" y =log, =

y=sinz, x € [-7/2,7/2] | y = arcsinx

y=cosz, z € [0, 7] Y = arccos x

y=tgx, x € [-nw/2,7/2] | y=arctgx

Tabulka 1.1: Inverzni funkce k zakladnim elementarnim funkcim.
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Priklad 1.2 (vypoclet inverzni funkce). Nalezneme inverzni funkci k funkci y =
X

proménnych ziskdvame implicitni tvar inverzni funkce

7= 2y —1 odsud
)
zy =2y —1
1=02—-a)y a inverzni funkce ma predpis
1
L p——

Priklad 1.3 (vypocet inverzni funkce). Nalezneme inverzni funkci k funkci y = = + €®. Tato funkce je
zfejmé prostd, protoze je rostouci. Zdménnou proménnych obdrZime implicitni tvar inverzni funkce

x=1y+eY.
Odsud jiz proménnou y neumime vyjadrfit. Ponechame proto inverzni funkci v implicitnim tvaru.
Poznamka 1.11 (zépis Cisla jako vysledku predem zadané operace). Je ziejmé, Ze f(f '(z)) = = a

f7Y(f(x)) = z pro viechna, pro ktera ma tento zapis smysl. Toto ndm umoZiiuje zapsat dané &islo jako
vysledek néjaké operace. Napt. Cislo 1 Ize zapsat libovolnou z nasledujicich moznosti

1 =Ine! =logs 5 = 618! = gin(arcsin 1) = arctg(tg1) = (V1)?



Poznamka 1.12 (vyuZiti inverzni funkce — nelinearni rovnice). Mé-li funkce f inverzni funkci f~ a je-li
tato inverzni funkce definovana v bodé x, potom ma nelinedrni rovnice s nezndmou y

a%4

fly) ==
pravé jedno feseni dané vzorcem
y=f"!(2).
Ptiklad 1.4 (nelinedrni rovnice). Re$me rovnici
_2
er—1 =

ProtoZe k exponencidlni funkci je inverzni logaritmicka funkce, plyne odsud

=1In2
r—1 2

odkud jiz snadno vyjadfime
2

In2
Jinou moznosti je prepsat rovnici do tvaru, ktery obsahuje exponencialni funkci na obou stranach rovnice

T

617—1 — 61112

a odstranit tuto exponencialni funkci z obou stran rovnice (exponencidlni funkce je totiz prosta a lze
pouzit (1.1) a pfipojenou pozndmku). ObdrZzime samozifejmé stejny vysledek.
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Motivace. V nasledujici definici jsou nejdilezitéjsi pojmy rostouci a klesajici funkce. Nazorné feceno,
jsou to funkce které zachovavaji (rostouci) nebo obraceji (klesajici) smér nerovnosti pfi aplikaci funkce
na obé strany nerovnice.

Definice 1.8 (monotonie funkce). Necht f je funkce a M C D(f) podmnozina defini¢niho oboru funkce
n i)
() Rekneme, e funkce f je na mnoziné M rostouci jestlize pro kazdé =1, x5 € M s vlastnosti z; < zo,
plati f(331) < f(l‘g)

(i) Rekneme, Ze funkce f je na mnoziné M klesajici jestlize pro kazdé x1, x5 € M s vlastnosti 1 < xo,

plati f(z1) > f(x2).
(ii) Rekneme, Ze funkce f je na mnoziné M (ryze) monotonni je-li bud rostouci, nebo klesajici na M.

Nespecifikujeme-li mnozinu M, mame na mysli, Ze uvedend vlastnost plati na celém defini¢nim oboru
funkce f.

Poznamka 1.13 (k monotonnosti). U vlastnosti monotonie nas zajima nejéastéji pfipad, kdy mnoZinou
M je interval. Potom ma monotonie a ryzi monotonie ndzornou geometrickou interpretaci na grafu funkce
(obrazek!). Pozor: funkce y = 1/x neni klesajici na celém svém defini¢nim oboru, ale pouze na kazdém
z intervalli (—o00,0) a (0, 00).

Poznamka 1.14 (vyuZiti monotonie — nelinedrni nerovnice). To, Ze je funkce rostouci ndzorné znamena, i
Ze jsou-li vzory funkce (hodnoty ) uspofadany podle velikosti, plati pro jejich obrazy (hodnoty f(z))
stejné usporadani. Je-li f(z) tedy rostouci funkce, jsou nerovnosti a < b a f(a) < f(b) ekvivalentni.
Totéz plati i pro neostré nerovnice.
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MUZeme tedy libovolnou (ostrou nebo neostrou) nerovnici napt. " logaritmovat”, nebo " odlogaritmovat”
logaritmem o zakladu véts§im nez 1. Pozor! Je-li funkce f(x) klesajici, obraci se pfi aplikaci funkce (nebo
pFi vynechani funkce) na obé& strany nerovnice znaménko nerovnosti.

Ptiklad 1.5 (nelinedrni nerovnice). Nerovnici
In(z? — 4z —4) >0
Ize Fesit napriklad tak, ze ji prepiSeme do tvaru s logaritmy na obou strandch nerovnice
In(z? — 4z —4) > Inl

a odlogaritmujeme:
2 —dx—4>1

Odsud poté dostdvame postupné:
z? —4r—5>0
(x=5)(z+1)>0
x € (—o0,—1) U (5, 00),
pricemz kvadratickou nerovnici vyfeSime napriklad graficky.
Okamzité z definice vyplyva nasledujici véta.

Véta 1.2. Je-li funkce f na mnoZiné M ryze monotonni, je na této mnoZiné i prostd.

Nasledujici véta ukazuje, ze pri pfechodu k inverzni funkci se zachovava ryzi monotonie a lichost.



Véta 1.3. Je-li funkce f(z) rostouci (klesajici, lichd), md tutéZ vlastnost i funkce inverzni f~'(x).

Poznamka 1.15. Suda funkce neni prostd, nemd proto inverzni funkci.

Poznamka 1.16 (shrnujici pozndmka). Shriime si, jak ndm znalost vlastnosti funkci umoZiuje pracovat f
S rovnicemi a nerovnostmi.

a=1b TIEESR r(a) = f(b)

a<b TR fa) < f(b) a<b T fa) < f(0)

a<b TIEE ) fp o <b TS o) 2 1)
Je-li funkce f prosta, pak pro kazdé y € H(f) ma rovnice

flx)=y

s neznamou z pravé jedno fedeni a toto FeSeni je mozno vyjadrit vztahem z = f~!(y).
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flz+h)

/[ x+h

Obrazek 1.1: Tedna jako limitni poloha seen (geometricky vyznam derivace)

2. Limita, spojitost

Motivace. Nyni budeme hledat vhodnou veliinu, kterd ndm umozni popsat, jak rychle se méni jedna
veli¢ina pfi zménach veli¢iny druhé. U pfimky je takovouto vhodnou veli¢inou smérnice (zpravidla ozna-
¢ujeme symbolem k): Je-li smérnice kladnd, pfimka roste, je-li zdporna tak naopak. Je-li smérnice blizkd
k nule, pfimka roste pozvolna, je-li mnohem vétsi néz jedna, pfimka rychle roste, je-li mnohem mensi nez
minus jedna, pfimka rychle klesa.

PFi studiu funkci se ukazuje, Ze vhodnou mirou rychlosti ristu funkce v daném bodé je smérnice tecny
v tomto bodé (tato smérnice se pochopitelné mize ménit podlé k¥ivky, kfivka mize nejprve rychle rast,
potom napfiklad rist zpomalit a opét klesat). Jak ale najit smérnici tecny ke kfivce v bodé [z, f(x)]?



Pouzijeme nésledujici Gvahu: UvaZujme se¢nu na grafu funkce, kterd prochazi body [z, f(z)] a [z +
h, f(xz + h)]. Smérnice této se€ny je

(x+h)—a h

Pfiblizime-li bod [x+h, f(z+h)] k bodu [z, f(x)], pFibliZi se sena k te¢né a ze smérnice seny dostaneme

fla+h) = f(@) _ flo+h) - f)

kseény =

smérnici te¢ny (sledujte na obrdzku 1.1). Timto procesem v3ak veli¢ina h, kterd je ve jmenovateli a udava
vodorovnou vzélenost priseciki na se¢né, klesne na nulu a nemiiZze se objevit ve jmenovateli (nulou
nemizeme délit). Proto je nutno podrobné prozkoumat, co se déje s funkénimi hodnotami funci pfi
zméndch nezavislé proménné (z). Budeme se pfitom nejvice zajimat o pfipady, kdy se blizime k néjaké
“problematické” hodnoté, nap¥. k nule ve jmenovateli, k nule uvnitf logaritmu, nebo “k nekone¢nu” (viz
déle).

Motivace. Definice v této podkapitole maji ndsledujici smysl: Budeme sledovat, jak souvisi funkéni
hodnota v daném bodé (pokud je definovdna) s funkénimi hodnotami v nejblizsich okolnich bodech.
Daéle, pokud funkcni hodnota v daném bodé neni definovana, budeme se zajimat o to, jestli funkéni
hodnoty v nejblizSich okolnich bodech jsou ustaleny okolo néjaké vyznac¢né hodnoty, Ci nikoliv. Nejprve
je vhodné rozsifit si mnozinu redlnych Cisel o dva dalsi body, plus a minus nekonecno.



Definice 2.1 (rozsifend mnoZina redlnych &isel). Rozsifenou mnoZinou redlnych cisel R* rozumime
mnozinu redlnych Eisel R rozsifenou o body +oo nasledovné: R* = R U {oo, —oo}, pficemZ pro a € R
definujeme:

a + 00 = 00, a— 00 = —09, 0 + 00 = 00, —00 — 00 = —0O0
00.00 = —00.(—00) = 00, 00.(—00) = —o0, L g
00 —00
—00 < a < 00, | £ oo| = o0,

je-li @ > 0 definujeme

@.00 = 00 a.(—o0) = —o0,
a je-li a < 0 definujeme
.00 = —00 a.(—o0) = oo.
Dalsi operace definujeme pomoci komutativnosti operaci " +" a ".". Body d-0cc nazyvame nevlastni body,

body mnoziny R nazyvdme vlastni body.

L +00 . y
Poznamka 2.1. Nejsou tedy definovany operace "oo — 0", "+00.0" a "——". Poznamenejme, Ze

] i +oo
samozrejmé neni definovano déleni nulou.

Definice 2.2 (okoli). Okolim bodu a € R nazyvdme libovolny otevieny interval, ktery ve svém vnitrku
obsahuje bod a, zna¢ime O(a). Ryzim (téz prstencovym) okolim bodu a rozumime mnozinu O(a) \ {a},
zna&ime O(a). Okolim bodu oo rozumime libovolny interval tvaru (A, 0o), kde A je redlné &islo a okolim
bodu —oo interval (—oo, A). Ryzim okolim nevlastnich bod( rozumime totéZ, co okolim téchto bodu.




Definice 2.3 (limita funkce). Necht a,L € R* a f : R — R. Necht je funkce f definovana v néjakém
ryzim okoli bodu a.

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a limitu rovnu &islu L, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L existuje
ryzi okoli O(a) bodu a takové, ze pro libovolné = € O(a) je f(z) € O(L). Pideme

lim f(2) = L. (1)

nebo f(x) — L pro z — a.

Definice 2.4 (vlastni a nevlastni limita). Je-li v pfedchozi definici L € R, nazyva se limita v/astni, je-li
L € {o0, —00}, nazyva se limita nevlastni.

Vlastni limitu ve vlastnim bodé je nékdy vhodné ekvivalentné definovat nasledovné:

Definice 2.5 (£6-definice limity). Necht ¢, € R a f : R — R. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé& a limitu
rovnu &islu L, jestlize ke kazdému e > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro libovolné = € (a — d,a + 0), = # a plati
f(z) € (L&, L+e).

Poznamka 2.2. Misto z € (a — d,a + 0), © # a lze ekvivalentné psit 0 < |z — a| < . Podobné misto
flz) e (L—e,L+¢)lze psat |f(z) — L| <e

Poznamka 2.3. Definice limity je naprosto nevhodnd pro vypocet. Jednodussi je ukazat pomoci definice,
ze Cislo L neni limitou funkce v bodé a.




Definice 2.6 (jednostranné okoli). Pravym (resp. levym) okolim bodu a € R nazyvdme libovolny interval
tvaru [a, b),(resp. tvaru (b, a], pro levé okoli), kde b je redlné &islo splfiujici b > a (resp. b < a). Znacime
O*(a) (O~ (a)). Ryzim pravym (resp. levym) okolim bodu a rozumime odpovidajici jednostranné okoli,

ze kterého vyjmeme bod a. Znaéime O+ (a), (O~ (a)).

Definice 2.7 (jednostrannd limita). Necht a € R, L € R" a f : R — R. Déle necht je funkce f
definovana v néjakém pravém (levém) ryzim okoli bodu a.

Rekneme, Ze funkce f mé v bod& a limitu zprava (limitu zleva) rovnu &slu L, jestlize ke kazdému okoli
O(L) bodu L existuje pravé ryzi okoli OF(a) (levé ryzi okoli O~ (a)) bodu a takové, ze pro libovolné
z € OF(a) (x € O—(a)) plati f(x) € O(L). Pieme x£r£+ flz)=1L (zlirlrlli f(x)=1L).

Poznamka 2.4 (zkracena forma zapisu). Jina forma zapisu jednostranné limity je f(a+) = L pro limitu
zprava a f(a—) = L pro limitu zleva. Fakt, Ze za argumentem funkce je znaménko pfitom signalizuje, ze
se nejednd o funkéni hodnotu v bodé a (tj. nejde o f(a)), ale o limitu v bodé a zprava nebo zleva. Pro
oboustranné limity se symbolika tohoto typu pouZivé zfidka, piseme potom f(a=).

Poznamka 2.5. Vidime, Ze nedefinujeme ani jednostrannd okoli nevlastnich bodi ani jednostranné limity
v téchto bodech.
Poznamka 2.6. Aby existovala limita v bodé a € R, nemusi byt funkce f v bodé a definovana, protoze

a) v definici limity nikde nevystupuje. Napfiklad limita funkce lim v existuje, i kdy# tato funkce
0
xr—r €T




—*— okoli bodu a
O — ——  1yZ{ OkOIi Dodu &
p———  pravé okoli bodu a

S————  prave ryzi okoli bodu a
a

Obrazek 1.2: Okoli a jednostranné okoli bodu a.

neni definovana v bod& 0. Funkce naopak musi byt definovina v néjakém ryzim okoli (nebo ryzim jed-
nostranném okoli, v p¥ipadé jednostranné limity) bodu a. Nedefinujeme tedy napfiklad lim1 V1 —3z2,
T

nebo lim In(x).
r—0—

Poznamka 2.7 ("vulgarni” vyjadfeni pojmu limita). Nepresné feceno, pfedpis lim f(z) = L znamena,
Tr—a

ze je-li hodnota z blizkd k &islu a, je funkéni hodnota f(z) blizka k &islu L.

Véta 2.1 (jednoznacnost limity). Funkce md v kaZdém bodé nejvyse jednu limitu (limitu zprava, limitu
zleva).

Véta 2.2 (souvislost limity s jednostrannymi limitami). Funkce md v bodé a € R limitu pravé tehdy,
ma-li v tomto bodé obé jednostranné limity a tyto limity jsou shodné.



Poznamka 2.8 (technicka — grafické nalezeni limity). Existenci a hodnotu limity pozndme pékné z grafu

funkce (umime-li ho nakreslit). Pfedstavme si graf funkce y = f(z) a hledejme hodnotu limity lim+ f(z)
Tr—ra

#

e UvaZujme na grafu funkce testovaci bod. z-ovéd soufadnice tohoto bodu necht je vétsi nez a

e Posunujme testovaci bod po grafu funkce zprava doleva tak, aby se z-ova soufadnice blizila k bodu
a.

e Pokud pii tomto procesu dochazi k tomu, Ze y-ova souradnice se ustéli kolem néjakého Cisla L, je
Cislo L limitou funkce v bodé a zprava.

Obrazek 1.3 ilustruje tuto myslenku. Funkce na obrazku ma obé jednostranné limity v bodé a, jsou vsak
rizné. Proces nalezeni limity zprava je zachycen na obrazku, limita zleva se najde analogicky.

Poznamka 2.9 ("experimentalni stanoveni limity”). Chceme-li odhadnout, zda jistd limita existuje &i
nikoliv, lze pouzit nasledujici postup: zvolime néjakou posloupnost Cisel, ktera se blizi k ¢islu a a postupné
pocitame funkéni hodnoty funkce f v téchto Cislech. Méla by vychazet posloupnost Cisel, které se priblizuji
k jistému Cislu L. Pokud toto skutecné vychazi, je pravdépodobné, Ze toto Cislo L je limitou funkce f
v bodé a ve smyslu vySe uvedené definice. Toto priblizovdni mize byt poruseno v bodech, které jsou jiz
"znacné blizko" bodu a, coz byva zplsobeno omezenou presnosti pocitacich stroji a naslednym selhanim
algoritm, které jsou v téchto strojich zabudovany.

Priklad 2.1 (numericky experiment). Odhadneme hodnotu limity lim+ Sy pomoci numerického expe-
z—0

x

) sin x . [ o
rimentu. Budeme hledat hodnoty funkce na posloupnosti hodnot x, které konverguji k nule zprava.

Dostavame
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testovaci bod

cilovy bod

Obrézek 1.3: Limitni proces lim f(z) = L.

T—ra



T 0.5 0.2 0.1 0.01 0.005 0.00001

sinx

0.95885 | 0.99334 | 0.99833 | 0.999983 | 0.9999958 1

xT

Odsud se zdd byt rozumné se domnivat, ze

Nicméné, tato domnénka mize byti zavadéjici.

e Kalkulator zaokrouhluje. Z tabulky se zd4, Ze hodnota funkce je presné jedna, pro x dost blizké
nule. BohuZel, neni tomu tak. Ve skuteénosti hodnota funkce sin(z)/x neni rovna jedné nikde.

. sinzx e

Rovnice = 1 nem3 feSeni.

e Z tabulky je pravdépodobné, zZe sin(x)/x se pfiblizuje Cislu 1 pokud se x pfiblizuje k &islu 0. Avsak
timto faktem si nemize byt zcela jisti. Zddné mnozstvi konkrétnich dat neukazuje, ze hodnoty
nemohou byt zcela jiné, pokud jsou hodnoty x jesté blize k nule, nez je zachyceno v tabulce.

Numericky experiment dava dobrou predstavu, jakd by mohla hodnota limity byt, nemiize vSak byt pouzit
pro ditkaz existence limity. Je nutno odvodit presnou teorii pro vypocet limit, jak bude provedeno nize.

Nasledujici vlastnost ndm dava informaci o vztahu limity v bodé a funkéni hodnoty v tomto bodé. Tyto
mohou byt zcela nezdvislé — mlzou existovat obé soucasné a byt riizné, nebo kterakoliv z nich existovat
nemusi. Pokud vSak obé existuji a jsou stejné, je funkce urcitym zplsobem " pékna" — spojita.



Definice 2.8 (spojitost v bodé). Rekneme, 7e funkce f : R — R je spojitd v bod& a, jestlize a je
v definiénim oboru funkce f a lim f(z) = f(a) .
Tr—a

Rekneme, Ze funkce f : R — R je spojitd zprava (spojita zleva) v bodé a, jestlize a je v defini¢nim oboru

funkce f a lim f(z) = f(a) (lim f(2) = (@),

Definice 2.9 (spojitost na intervalu). Rekneme, Ze funkce je spojitd na otevieném intervalu (a,b), je-li
spojitd v kazdém jeho vnitfnim bodé&. Rekneme, Ze funkce je spojitd na uzavieném intervalu [a,b], je-li
spojita v kazdém jeho vnitfnim bodé, v bod€ a je spojita zprava a v bod€ b je spojita zleva.

Oznaéeni. Mnozinu viech funkci spojitych® na intervalu I oznacujeme C(I). Je-li I = (a,b) nebo
I = [a, b], piseme C((a,b)), nebo C([a,b]).

Poznamka 2.10 (filozofickd). VSimnéte si, Ze definice spojitosti je zcela odlisnd od "bé&zné” predstavy
spojité funkce jakoZto funkce, jejiz graf Ize nakreslit jednim tahem. Tato skutecnost je vSak prirozena,
protoze nedokonalost, kterd nutné provazi jakoukoliv vizualizaci grafu funkce, ndm nedovoluje zavést
presné jakykoliv pojem, tedy ani spojitost, pokud se odvoldvdme pouze na geometricky nazor. Definice
vlastné vyjadfuje fakt, ze na intervalu, na kterém je funkce spojita, se jeji funkéni hodnoty méni " pozvolna”
— mald zména proménné = vyvola relativné malou zménu proménné y.

Nasledujici definice se tykd naprosté vétsiny funkci, se kterymi budeme pracovat.

Definice 2.10 (zakladni elementérni funkce). VSechny mnohoéleny, goniometrické, cyklometrické, expo-
nencidlni a logaritmické funkce a obecna mocnina se nazyvaji zakladni elementarni funkce.

2anglicky continuous
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Definice 2.11 (elementarni funkce). VSechny funkce, které ze zdkladnich elementarnich funkci ziskdme
konecnym poctem operaci scitdni, odecitani, nasobeni, déleni a skladani téchto funkci navzijem se na-
zyvaji elementarni funkce.

Poznamka 2.11. Elementarni funkce jsou tedy vSechny funkce, které umime v kone¢ném tvaru vyjadrit
explicitnim vzorcem za pouziti funkci zndmych ze stfedni skoly a cyklometrickych funkci.

Véta 2.3 (spojitost elementérnich funkci). Elementdrni funkce jsou spojité v kaZdém vnitinim bodé svého
definiéniho oboru.

Poznamka 2.12 (technickd). Pfedchozi véta ndm fika, Ze u elementdrnich funkci je limita a funkéni

hodnota v bodech patficich do defini¢niho oboru totéz. Limitu v bodé a proto zkusime pocitat tak, ze

nejprve dosadime x = a. Pouze pokud " nelze dosadit”, tj. pokud a & D(f), musime limitu pocitat jinak.

Diky této vété je pro nas pojem limita u elementdrnich funkci zajimavy jiz jen v bodech, které nepatfi do

defini¢niho oboru funkce.

e® In(x)
1

Priklad 2.2 (vypocet limity dosazenim). Funkce y = — je spojita na intervalech (0,1) a (1, 00).
T

Proto napt.

a=2 22 -1 3

CtenaF ma ze stiedni $koly pravdépodobné intuitivni predstavu o asymptotach ke grafu funkce. Nasledujici
definice vclenuji asymptoty do konceptu limit.

4



Definice 2.12 (asymptota bez smérnice, svisla asymptota). Bud f funkce a zy € R vlastni bod. Rekneme,
e pfimka = = x je asymptotou bez smérnice (té% svisld nebo vertikdlni asymptota) ke grafu funkce f,
jestlize alespon jedna z jednostrannych limit funkce f v bodé x( existuje a je nevlastni.

Definice 2.13 (vodorovna asymptota). Bud g € R. Pfimka y = ¢ je vodorovnou (horizontalni) asympto-
tou ke grafu funkce y = f(x) v bodé 400 pravé tehdy, kdyZ plati

lim f(z) = q.

T—>00

Podobné definujeme horizontalni asymptotu v bodé —oc.

dorovna asymptota v+oo

\/

svjsla asymptota

Obréazek 1.4: Vodorovna a svisla asymptota.




Poznamka 2.13 (souvislost mezi limitou a vodorovnou asymptotou). Pfedchozi véta a definice fikaji, Ze
vodorovna (horizontdlni) asymptota v nevlastnim bodé je totéZ, co limita v tomto bodé&. Vskutku, bliZi-i
se graf funkce y = f(z) k pfimce y = ¢ (pfimka je asymptotou), znamena to, Ze funkéni hodnoty f(z)
se blizi k &islu ¢ (Cislo ¢ je limitou), a naopak.

Definice 2.14 (asymptota se smérnici). Bud f funkce definovana v néjakém okoli bodu co. Pfimka
y = kx + g se nazyvad asymptota se smérnici ke grafu funkce y = f(x) v bodé 400, jestlize plati

lim |kz+q— f(z)|=0
T—>00

Podobné, zaménime-li bod oo za bod —oo, obdrzime definici asymptoty se smérnici ke grafu funkce f
v bodé —o0.

Poznamka 2.14 (geometricky vyznam predchozi definice). Asymptota se smérnici je tedy pfimka, ke
které se graf priblizuje v nékterém z nevlastnich bodid. VSimnéte si, Ze definice nevylucuje pripad, kdy
kx +q— f(x) =0, tj. kdy je funkce f linedrni. V tomto pfipadé je grafem funkce pfimka, kterd je sama
svoji asymptotou.

Déle podotknéme, Ze vodorovna asymptota je pouze specialni pfipad asymptoty se smérnici, jejiz smérnice
je nulova.



Obréazek 1.5: Asymptota se smérnici v +oc.

Véta 2.4 (asymptota se smérnici). Bud' [ funkce definovand v néjakém okoli bodu co. Pfimka y = kx + q je
asymptota se smérnici ke grafu funkce y = f(x) v bodé +oo pravé tehdy, kdyZ existuji kone¢né limity

k:= lim f(=) a q:= lim (f(x) — kx). (2.2)

T —r 00 €T Tr—r 00

Podobné, zaménime-Ii bod co za bod —oo, obdrZime asymptotu se smérnici ke grafu funkce f v bodé —oo.

Poznamka 2.15. Graf funkce mize ale nemusi mit asymptotu. U asymptot se smérnici mohou, ale
i nemusi, byt obé& asymptoty v nevlastnich bodech +oco stejné. Dokonce miiZe existovat pouze jedna (viz
napf funkce y = e”). U asymptot ke grafiim raciondlnich funkci je situace jednodussi (viz nasledujici
véta).



Véta 2.5 (asymptoty raciondlni funkce). Asymptoty se smérnici ke grafu raciondlni funkce v bodech +o0o

existuji soucasné a jsou stejné.

Poznamka 2.16. Polynom stupné alesponn 2 nemd asymptoty. Asymptoty raciondlnich funkci urcime

snadno pomoci déleni polynom( se zbytkem.

V nasledujicim textu si ukdzeme nékteré techniky umoznujici prakticky vypocet limit.

Véta 2.6 (pravidla pro pociténi s limitami). Bud'a € R*, f,g: R — R. Plati
lim (/(a) + g(x) = lim /(2) + lim g()
hm( (z) - g(z)) = hm fz)- hm g( )

. f(l') hmm%a f(x )
;grzlz g(x)  lim, ., g(x)

lim | f(2)] = | lim f(z)],

(23)
(2.4)
(2.5)

(2.6)

kde limita vlevo existuje, jestlize existuji limity vpravo (vlastni nebo nevlastni) a vyraz vpravo je definovdn.

Totéz plati i pro jednotlivé jednostranné limity.

Priklad 2.3 (aplikace predchozi véty). S vyuZitim véty Ize poéitat nasledujici limity

T T
i) i t tgz) =~ +0=—
() wgrolo(arc gx + arccotg x) 5 + 5

1
(i) lim —cosz = —00.1=—00
r—0~ T



(i) lim — = —— = — =0

z—oo re’ 00.00 o0

o o - . o ST | .
Priklad 2.4 (selhdni predchozi véty). Vétu nelze pouzit pro vypocet limity hm+(f + Inx), protoze
z—0T T
bychom obdrzeli nedefinovany vyraz "oo — oo”. Stejné tak vétu nelze pouzit napf. pro vypocet limit
lim (sin® z 4 cos® ) nebo lim — cos? z, protoZe limity lim sin?z a lim cos? x neexistuji. Toto vak
T—00 r—00 I T—00 T—00
nic nevypovida o tom, zda pdvodni limita existuje nebo neexistuje!

Ndsledujici véta je aplikovatelnd v pripadech, kdy hleddme limitu soucinu dvou funkci, z nichZ jedna limitu nema

a druhd ma limitu nulovou.

Véta 2.7. Necht a € R*, lim f(z) = 0 a necht existuje ryzi okoli bodu a, kde je funkce g(x) ohraniéend. Pak
Tr—a

lim f(z)g(z) =0, tj. limita existuje a je rovna nule.
r—ra

Priklad 2.5 (aplikace pfedchozi véty). S pomoci této véty jiz Ize vypoéitat limitu z pfedchozi poznamky:

1 oy "
lim — cos” & = "0.(ohrani¢ens funkce)’ = 0
r—o0 I
Nasledujici véta ma pouziti napriklad pri vypoctu limity racionalni funkce v bodech, ve kterych tato funkce
neni definovdna, tj. v bodech, pro které po dosazeni vychazi nula ve jmenovateli a nenulové Cislo v Citateli
(vychazi-li nula i v ¢itateli, Ize ve zlomku provést kraceni, &imZ se situace pfevede na néktery z ostatnich
pripadi).



L
Véta 2.8 (limita typu " 6) Necht a € R*, liLn glx)=0a hl}n f(z) = L € R*\ {0}. Necht existuje

ryzi okoli bodu a, ve kterém je funkce g(x) neméni znaménko. Potom

i fx) +oo  pokud g(x) a L maji stejné znaménko,
1m =
T—a g(:p)

—oo  pokud g(x) a L maji riznd znaménka.

Totéz plati i pro jednostrannd okoli a prislusné jednostranné limity.

L
Poznamka 2.17 (symboly "40", " —0"). Limita typu " 6 pokud existuje, je vzdy nevlastni. Znaménko

uréime pomoci béznych pravidel pro uréeni znaménka podilu — podil dvou kladnych nebo dvou zapornych

Cisel je kladny, podil kladného a zdporného ¢isla (v libovolném poradi) je zdporny. Vyjad¥ime-li tedy

symbolem " +0" skute¢nost, Ze funkce ve jmenovateli ma limitu (jedno- nebo oboustrannou) rovnu nule,

v néjakém ryzim okoli (jedno- nebo oboustranném) je viak nenulovd a kladn3, Ize podle pfedchozi véty

v v —w v '

pocitat napf. takto: — = oo, —— = —o0. Podobné symbolem
+0 +0

jmenovateli ma nulovou limitu a v néjakém ryzim okoli je nenulova a zdporna a lze psat napr. o= 0.

—0" vyjadfime skutecnost, Ze funkce ve

Poznamka 2.18 (technicka). V praxi je pfi aplikaci predchozi véty obvyklé vySetfovat nejprve jedno-
stranné limity a z jejich vzdjemného vztahu poté usoudit na existenci nebo neexistenci oboustranné
limity.

Ptiklad 2.6 (limita lomené funkce ve vlastnim bodé nepatficim do defini¢niho oboru).
1—2 -1

H 1 — " _ " — _
() tm o =" =



1_$ 77_177

i) llm ——="—"=00

( ) z—2- 12 —4 -0

(|||) lim 5 neexistuje, protoZe jednostranné limity nejsou stejné.
r—2 4 — 4

Nasledujici véta ukazuje, ze pii vypocltu limity slozené funkce Ize postupovat tak, ze uréime nejprve limitu
vnitfni slozky a poté na vysledek aplikujeme slozku vnéjsi.
Véta 2.9 (limita slozené funkce se spojitou vnéjsi slozkou). Je-li lim f(x) = b a g(x) je funkce spojitd
r—a
v bodé b, plati lim g(f(x)) = g(b), tj.
Tr—a

lim g(f(z)) = g(lim f(z)).

Tr—ra Tr—ra

Totéz plati i pro jednotlivé jednostranné limity.

Priklad 2.7 (limita slozené funkce se spojitou vnéjsi slozkou).

(M mll)nolo cos(e™ ) =cos0 =1

(ii) lim earctgw — e—ﬂ/2
xr——00

Predchozi vétu nelze aplikovat v pripadé, ze limita vnitfni slozky je nevlastni, nebo pokud uvedenym
postupem obdrzime nedefinovany vyraz, napr. "In0". V tomto pripadé Ize vyuzit nasledujici vétu.



Véta 2.10 (limita slozené funkce). Necht li_r>n f(z) =09, lin}j g(y) = L a existuje ryzi okoli O(a) takové,
r—a y—
%e pro z € O(a) je f(x) # b. Potom lim g(f(x)) = L.

. . Loy v - PR Ly . 1
Poznamka 2.19 (substituce v limité). Véta je vlastné vétou o substituci v limité. Napf. v limité L = her In —
z—0 T

. 1 . . T (o
substituce y = = vede na limitu L = lim Iny (protoze lim — = co) a odsud dostdvame L = oo
x Yy—r0o0 z—0+T T

1
Priklad 2.8 (limita sloZzené funkce). (i) lim In(=) ="Incc” = 0

z—0t T
(i) lm arctg(e™) =" arctgoo” = z
r——00
(i) lim In(sinz) ="1n(0+)” = —c0
z—07F

Nasledujici véta umozni snadné pocitani limity polynomu a racionalni funkce v nevlastnich bodech.

Véta 2.11 (limita polynomu a racionalni funkce v nevlastnich bodech). Plati

lim (apz™ + az" P+ ta,x+ ap) = lim apz”
r—+oo r—+o0
apx” + a1z V- Fan_1z +a, . a0 —m
= lim —=x

1m
z—+oo byx™ + bizm—1 4 ...+ bm—12 + by, z—+oo by



Poznamka 2.20 (technickd). Limita polynomu stupné alespoi jedna v nevlastnich bodech je tedy vidy
nevlastni, pfi¢emz o jejim znaménku rozhoduje pouze vedouci ¢len. O hodnoté limity podilu dvou poly-
nomu rozhoduje pouze podil vedouciho ¢lene Citatele a vedouciho ¢lene jmenovatele.

Priklad 2.9 (limita polynomu a lomené funkce v nevlastnich bodech).

. . 3 1 3 _ 3 _
() wll)rr;o(&v 20+ 1) mll}rréo 62° = 6.(00)” = 00

(i) lim (32° — 22" 4+ 2) = 3.(—00)” = —o0

Tr—r — 00
32 1 1
(i) lim xi = lim - = -
z—o0 23 —4x? + 1 z—00 2 2
52 1
(iv) lim x lim =z? =00

z——o00 2x3 — 4x2 4+ 1 T ot 2
3. Derivace funkce

Nyni mizeme ve smérnici seény na grafu funkce (viz strana 15) pouzit limitni pfechod h — 0, ¢imz
dostaneme smeérnici te¢ny. Tuto veli¢inu predstavujeme v ndsledujici definici.

Definice 3.1 (derivace funkce v bodé). Necht = € D(f). Rekneme, Ze funkce f mé v bodé x derivaci 1
rovnu &islu oznagenému f’(x), jestlize existuje kone&nd limita

i M (3.1)

h—0 h

fi(z) =



http://user.mendelu.cz/marik/maw/index.php?form=derivace
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Poznamka 3.1 (jednostranné derivace). Podobné definujeme i derivaci zprava a derivaci zleva. PoZivime
pFi tom limitu zprava a zleva misto oboustranné limity (3.1).

Definice 3.2 (derivace funkce). Necht ma funkce f derivaci v kazdém bodé otevreného intervalu I.
Predpisem, ktery kazdému bodu z z intervalu I prifadi derivaci funkce f v bodé z je definovana funkce,
kterou nazyvame derivaci funkce f na intervalu I a oznalujeme f’.

Definice 3.3 (vy33i derivace). Bud f(z) funkce a f'(x) jeji derivace. Existuje-li derivace (f’(x))’ funkce
f'(z), nazyvame ji druhou derivaci funkce f(x) a ozna&ujeme f”(x). n-nidsobnym opakovanim tohoto
postupu dospivame k n-té derivaci funkce f (), kterou oznatujeme f(™ (z).

Poznamka 3.2 (geometricky vyznam derivace). Z definice derivace plyne, Ze se jedna presné o tu veli¢inu,
uddvajici rychlost ristu funkce, kterou jsme zacali hledat v motivaci na strané 15. Geometricky vyznam
derivace je nasledujici: nakreslime-li se¢nu ke grafu funkce f prochézejici body [z, f(z)] a [z +h, f(z+h)]

fl@+h) = fx)

(viz obrdzek 1.1, strana 15), je smérnice této secny ~. Fixujeme-li bod [z, f ()] a s bodem

(x+h) se k bodu z blizime (t]j. provadime-li limitni pfechod ”/}hr%” ), prejde se€na v te€nu v bodé [z, f(x)].
h—

Limitni hodnota, tj. smé&rnice teény, je potom rovna derivaci f'(z).

Graf funkce ma tedy v pevném bodé a tecnu pravé tehdy, kdyz funkce f ma v bodé a derivaci. Body, kde
funkce nemd derivaci, mohou byt body, kde je limita (3.1) nevlastni (funkce ma svislou te¢nu), body kde
existuji jednostranné derivace (te€ny zleva i zprava existuji) ale tyto jsou riizné (nap¥. funkce y = |z|) a
konecné body, kde neexistuje néktera z jednostrannych derivaci.




Poznamka 3.3 (rovnice te¢ny). M3-li funkce f v bodé a derivaci, je rovnice te¢ny ke grafu funkce @f
v tomto bodé
y = f'(a)(x —a) + f(a).

Rovnici te¢ny mizeme pouzit k linedrni aproximaci funkce. V okoli bodu a plati pFiblizny vzorec

f(@) ~ fa) + f'(a)(x — a),

ktery umozriuje v okoli bodu a nahradit (obecné nelinearni) funkci f(z) funkci linedrni.

Poznamka 3.4 (prakticky vyznam derivace). Necht veli¢ina = oznaluje €as, méfeny ve vhodnych jed-
notkach, a necht veli¢ina y se méni v priibéhu &asu, tj. y = y(x). Derivace y'(z) poté zna&i okamzitou i
rychlost, s niz dochazi ke zméné velikosti veli¢iny y v ¢ase x. Znadi-li napf. y(z) polohu pohybujiciho

se télesa v ase x, je derivace y'(z) rovna okamzité rychlosti tohoto t&lesa (pojem rychlost uZivdme ve
fyzikdlnim smyslu tohoto slova). Znadi-li veli¢ina y velikost populace urcitého Zivocisného druhu v Case

x, zna&i derivace () rychlost nardstu této populace, tj. polet Zivo&ichl, ktery se v daném okamziku
narodil (za ¢asovou jednotku), zmenseny o pocet Zivocichi, ktery v daném okamzZiku uhynul.

Véta 3.1 (souvislost derivace a spojitosti). Md-Ii funkce v bodé& (na intervalu I) derivaci, je v tomto 1

bodé (na tomto intervalu) spojitd.

Poznamka 3.5. Opacna véta neplati, ze spojitosti funkce obecné neplyne existence derivace. Prikladem
budiz funkce y = |z| v bodé = = 0.

Oznaéeni. MnoZinu viech funkci které maji na intervalu I spojitou derivaci oznacujeme C'(I). Tyto
funkce zpravidla nazyvame hladké funkce. MnoZzinu vSech funkci které maji na intervalu I spojité vSechny
derivace a7 do ¥adu k véetné oznalujeme C*(I).


http://user.mendelu.cz/marik/podcasts/podcasts.php?linearni-aproximace
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Poznamka 3.6 (filozoficka). Dlouho prfetrvaval nazor, Ze spojita funkce je funkce, jejiz graf |ze nakreslit
"jednim tahem”. Kreslime-li graf takovéto funkce, znamena to, Ze kdyz pti kresleni posunujeme " pisatko”
néjakym smérem. Takto kreslime graf funkce, kterd ma te¢nu (a tedy i derivaci), pfipadné &aru "zalo-
mime" . Téchto zalomeni mize byt koneéné mnoho, proto se véfilo, ze spojité funkce maji derivaci vSude,
s pripadnou vyjimkou konecného poctu bodi. To, Ze takovd predstava je nespravna, ukdzal B. Bolzano,
ktery zkonstruoval funkci spojitou na R, kterd nema v Zddném bodé derivaci. Graf takovéto funkce podle
vySe uvedeného nelze nakreslit. Tento priklad ukazuje, Ze predstava spojité funkce pouze jako funkce,
jejiz graf Ize nakreslit jednim tahem je nespravna.

Poznamka 3.7 (k oznaleni). Je-li funkce f ve tvaru y = f(x), piSeme misto f'(z) také y'(x), nebo
struénéji /. V prirodnich a technickych védach se asto setkdvame jest& s nasledujicim ekvivalentnim

v . Y o , - . Ly .
znalenim derivace ' = —=. Pfitom vyrazy dz a dy (které jsou v derivaci formaln& "v podilu”) se
x
nazyvaji diferencidly. Je-li nezavislou proménnou ¢as, oznalujeme jej zpravidla ¢ namisto = a derivaci
v tomto pripadé znacime teckou takto: y

Poznamka 3.8 (vzorce pro derivovani zakladnich elementérnich funkci). Zakladni elementarni funkce
derivujeme pomoci nasledujicich vzorc.
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Véta 3.2 (pravidla pro pociténi s derivacemi). Necht' f, g jsou funkce a ¢ € R konstanta. Plati

ef(@)] = cf () (32)

/(@) £ g(@)] = f(2) £ ¢'(2) (3.3)

F@)g(@)] = Fa)g(z) + F(@)g(x) (3.4)
flx)1  fl(x)g(x) —g'(x)f(x)

@) - @) ’ (3:9)

pficemz derivace vlevo existuji, existuji-Ii derivace vpravo, a je-li vyraz vpravo definovén (tj. neni nula ve
Jmenovateli zlomku).



Priklad 3.1 (aplikace predchozi véty).
[ xe® ]/ _ (ze®) (x4 1) — (x+ 1) ze”

x+1 (x+1)2
(e xe®)(w+ 1) — lae” e(z? +x+1)
; (z+1) o (z+1)?

Poznamka 3.9 (technickd). Protoze derivace souctu je jednodussi nez derivace soucinu a podilu, snazime
se soucin nebo podil rozdélit (pokud to Ize) na soudet jednodussich vyrazd.

() [(z+D(z-2)=@*-2-2) =221

(ii) (T)l = i(mQ —1+az7l) = i(zm —27?)

Véta 3.3 (derivace slozené funkce, fetézové pravidlo). Plati

[f(g(@))]' = f'(9(x))g (x), (3.6)

kde existence derivace vlevo plyne z existence derivaci vpravo.

Poznamka 3.10. Vyraz f/(g(x)) v pfedchozi v&t& znamend derivaci funkce f vypoctenou v bodé& g(z).

1

sinx

P¥iklad 3.2 (derivace slozené funkce). (i) (In(sinz)) = Cos &

(i) (In(zsinz)) =

—(sinx + x cosx)
xsinx



(i) (ln(x sin2(2w)))/ = é[l sin?(2x) + .2 sin(2z) cos(2x)2]

xsin? (2x)

Jia)

(0. 9]

) e e us e 20, .00,
Nasledujici véta ndm umozni ve vétsiné pripadl vypocet limit typu 0 a"—".
00

Véta 3.4 (I'Hospitalovo pravidlo). Necht a € R*a necht funkce fa g jsou definovdny v néjakém ryzim
okoli bodu a a maji zde derivaci. Necht dale plati bud lim f(x) = lim g(z) = 0, nebo | lim g(x)| = oco.
Tr—a Tr—a Tr—a

Plati
i@ )
z—a g(z) z—a g'(x)

; (3.7)

pokud limita na pravé strané rovnosti (3.7) existuje. TotéZ plati i pro obé jednostranné limity.

Poznamka 3.11 (k pouZiti I'Hospitalova pravidla). Pokud limita vpravo ve vzorci (3.7) neexistuje,
nemizeme je$té nic fici o limité lim f(z)/g(x). Tato limita miZe nebo nemusi existovat. Pokud li-
r—a

mita vpravo neexistuje, pfipadné pokud pokus o pouZiti I'Hospitalova pravidla nevede ke zjednodusenti,
musime hledat pro vypocet limity jinou cestu. Poznamenejme jesté, ze I'Hospitalovo pravidlo Ize pouzit
libovolné-krat za sebou. Potom z existence posledni limity vyplyva existence vSech limit pfedchozich.

Inx x — arctgx ze® +x — 2e” + 2

Priklad 3.3. Vypoctéte limity Ilgngc W ilgb 3 a ilgb o
Reseni.
1
1 - 1
lim 2T _ %0 lim =2 lim — =0,
T—00 T o0 ro00 1 T—00 A/

2V
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:vlg%) 3 0 ’I‘% 32
_0_1, et + et + xet — 2e*
T0 T 250 6z
0 . xe® T er 1
= — = lim =lim — = -
0 z—0 6x z—0 6 6
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4. Taylorav polynom

Motivace. Predpokladejme ze je dana funkce f s nasledujicimi vlastnostmi:
o Dokazeme vypoditat funkéni hodnotu a hodnotu derivaci (az do fadu n) v jistém bodé zg.
o Nemdme dostate¢né efektivni algoritmus na vypocet funkénich hodnot v ostatnich bodech x # x.

Pro vypocet funkcnich hodnot v bodech v okoli bodu x( se budeme snazit funkci aproximovat jednodussi
funkci, v nasem pripadé polynomem stupné n. Nejlepsi polynom, ktery funkci f v okoli bodu xg aproximuje
je takovy polynom, ktery ma s danou funkci totozné v bodé z( derivace az do fadu n. Takovy polynom
se nazyva Tayloriiv polynom a nalezneme ho pomoci nésledujici definice.
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Definice 4.1 (Tayloriv polynom). Necht n € N je pfirozené &islo a f funkce, kterd je definovand v bodé
z9 € R a mé zde vSechny derivace do radu n véetné. Polynom

/x " T (n) T
T.(z) = f(zo) + %(:c—xo) I %(m—xof drooo g fi(o)(:c—xo)"

|
n!
se nazyva Tayloriv polynom stupné n funkce f v bodé xg. Bod z( se nazyva stred Taylorova polynomu.

Poznamka 4.1. Taylorv polynom je jediny polynom stupné n, ktery ma s funkci f v bodé zy spole¢nou
funkéni hodnotu a hodnotu prvnich n derivaci. V pfipadé ze stfedem polynomu je x¢y = 0 pouzivdme pro
Taylortiv polynom nazev Maclauriniiv polynom.

Véta 4.1 (Taylorova véta). Necht funkce f md v bodé x¢ a néjakém jeho okoli O(x¢) spojité derivace
do Fadu n + 1, véetné. Pak pro vSechna x € O(xy) plati

f(x) = T(z) + Ryya(2),

kde T, (x) je Tayloriv polynom funkce f stupné n se stfedem v bodé x¢ a R,1(x) je zbytek. Tento
zbytek splriuje
£ (e)

(n+1)! i

Rnii(z) = (z —20)" ", (4.1)

kde c je vhodné Cislo lezici mezi x a xo.

Poznamka 4.2 (aproximace a jeji presnost). Z vyjadreni zbytku (4.1) plyne, ze tento zbytek je maly,
jestlize

e z je blizko z, tj. absolutni hodnota rozdilu (z — z) je mala



e n je velké
o f"* () je mald v uvaZovaném okoli bodu z,
Jsou-li tyto podminky splnény, mizeme psat v okoli bodu g
f(x) = Tn(x)

a chyba, které se pfi tom dopustime bude mala. (Z (4.1) jsme schopni urit maximalni hodnotu chyby,
které se pfitom dopustime.)

Poznamka 4.3 (aplikaéni). TaylorGv polynom tedy slouzi k tomu, abychom jistou funkéni zvislost
aproximovali zavislosti polynomickou. Tim se zavislost podstatné zjednodusi, protoze polynomy jsou
jedny z nejjednodussich funkci. Mé&jme v8ak na paméti, ze polynomicka aproximace muze byt vynikajici,
ale i dostatecna pouze pro nékterd z, nebo dokonce tak Spatnd, Ze jeji pouZiti nevede k rozumnym
vysledkim.

5. Véty o spojitych funkcich

Jak jsem vidéli vySe, spojitost neni definovana, tak, jak si spojitou funkci bézné predstavujeme — jako
funkci, kde nejsou skoky ¢i néjaké podobné drastické zmény funkcnich hodnot, ale jako funkci, kde
veskeré zmény funkcnich hodnot probihaji relativné pozvolna. Presna definice vSak byla zcela odlisna od
této predstavy.

Je tedy definice spojitosti pomoci limity presné to, co si “bézné” predstavujeme pod pojmem ‘spojita
Cdra v roviné” (funkce, kde nejsou zadné “dramatické zmény”)?

Odpovéd je ponékud prekvapiva: Ne zcela. Cesky matematik B. Bolzano nagel piiklad funkce, kterd je
spojita na R, ale jeji graf se vilbec neda nakreslit a proto se pfi studiu spojitych funkci nelze v ditkazech
odvolavat na “zfejmé vlastnosti rovinnych krivek”. Nastésti, i kdyz definujeme spojitost na prvni pohled
slozité pomoci limity, ty nejpéknéjsi vlastnosti zlistanou zachovany, jak ukazuji nasledujici dalezité véty.



Véta 5.1 (Weierstrassova véta). Necht funkce f(x) je spojitd na uzavieném intervalu [a, b]. Potom je na

tomto intervalu ohraniend a nabyvd zde své nejvétsi a nejmensi hodnoty, tj. existuji &isla x1,xs € [a, b]
s viastnosti f(x1) < f(x) < f(x2) pro vSechna x € [a,b].

Véta 5.2 (prvni Bolzanova véta). Necht funkce f(x) je spojitd na uzavieném intervalu [a,b] a plati
fla)- f(b) <0 (t. f(a) a f(b) maji opacnd znaménka). Pak funkce f(x) md na intervalu (a,b) nulovy
bod, tj. existuje &islo ¢ € (a,b) s viastnosti f(c) = 0.

Véta 5.3 (druha Bolzanova véta). Necht funkce f(x) je spojitd na uzavfeném intervalu [a,b]. Potom
nabyva vsech hodnot mezi svou nejmensi a nejvétsi hodnotou.

Poznamka 5.1. Predeslé véty maji jednoduchou grafickou interpretaci, jak je ukdzano na Obrazku 1.6.
e Funkce na obrazku je ohraniend na [a,b], jeji graf leZi mezi &erchovanymi Carami.

e Funkce m3 absolutni minimum na intervalu [a,b] v krajnim bodé © = a a absolutni maximum
v bodé x = M. P¥islusné funkéni hodnoty jsou na ose .

e Funkce méni znaménko na intervalu [a,b], plati f(a) < 0 a f(b) > 0. Jeden z kofeni, o kterych
mluvi prvni Bolzanova véta, je na obrazku oznaden symbolem c.

e Hodnota y lezi mezi maximalni a minimalni funkéni hodnotou. Existuje tedy, podle druhé Bolzanovy
véty, zo € [a,b] takové, Ze f(z() = yo. Jeden z bodii s touto vlastnosti je vyznacen na obrazku.

4



Tvrzeni vét jsou tedy zcela pfirozena. Obrovskou zasluhou vyse uvedenych matematikd je mimo jiné fakt,
ze si uvédomili, ze tyto véty nejsou zadnymi snadnymi duasledky definice spojitosti a je potfeba podat
jejich presny diikaz.

A

Obrazek 1.6: Funkce spojita na [a, b].



Poznamka 5.2 (nelinedrni nerovnice). Bolzanova véta umozZiiuje fesit vétSinu nelinedrnich nerovnic.
Podle Véty 5.2 totiZ funkce miZe zménit znaménko jediné v bodé&, kde je porusena jeji spojitost (=
skokem), nebo v nulovém bod& (= graf protina osu x). Re$ime-li tedy nerovnici f(z) > 0, nalezneme
nejprve body nespojitosti funkce f a nulové body této funkce, tj. feSeni rovnice f(x) = 0. Obé skupiny
bod( vyneseme na redlnou osu a defini¢ni obor se timto rozpadne na nékolik podintervall. Uvnitf kazdého
z téchto intervalli plati bud f(x) > 0 nebo f(x) < 0. Kterd z téchto variant plati ve kterém z intervall
Ize zjistit napriklad postupnym dosazovanim reprezentantl z jednotlivych intervald.

6. Lokalni extrémy, prabéh funkce

Definice 6.1 (lokalni extrém). Bud f funkce a zg € D(f).

e Rekneme, Ze funkce ma v bod& z lokdlni maximum, jestlize existuje ryzi okoli O(z0), takové, ze
f(zo) > f(z) pro vdechna z € O(x(). Je-li nerovnost ostra, fikame, Ze funkce f md v bodé& xz
ostré lokalni maximum.

o Plati-li opa¢né nerovnosti, fikime, zZe funkce ma v bodé xq lokdlni minimum a ostré lokalni minimum.

o Lokalni maximum a minimum nazyvame spole¢nym nazvem lokaini extrémy. Ostré lokalni maximum
a ostré lokalni minimum nazyvame spole¢nym nazvem ostrée lokalni extrémy.

Poznamka 6.1 (k pfedchozi definici). Funkce ma v bodé& x( ostré lokdIni maximum (minimum), jestlize 1
v né&jakém ryzim okoli bodu xg nabyvd pouze nizsich (vysSich) funkénich hodnot, nez f(z(). Hodnota
f(xo) je tedy jedina nejvyssi (nejnizsi) funkéni hodnota v néjakém okoli bodu xg. Okoli bodu ¢ z pfed-
chozi definice musi nutné celé lezet v defini¢nim oboru funkce f. (V nékteré literature je tato podminka
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pon&kud oslabena. Nap¥. u funkce y = /= nemluvime o lokalnim minimum v bod& 0, protoZe nalevo od
bodu 0 viibec neni definovdna. Jini autofi tento bod v3ak za lokéIni extrém povaZuji.)

Lokalni extrémy tzce souvisi s monotonii, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 6.1 (postalujici podminky pro existenci a neexistenci lokélnich extrém). Bud'f funkce definovand
a spojita v néjakém okoli bodu x.

o Jestlize existuje levé okoli bodu x(, ve kterém je funkce rostouci a pravé okoli bodu xq, ve kterém
Jje funkce klesajici, je bod xy bodem ostrého lokdlniho maxima funkce f.

e Jestlize existuje levé okoli bodu x, ve kterém je funkce klesajici a pravé okoli bodu x(, ve kterém
Jje funkce rostouci, je bod xy bodem ostrého lokalniho minima funkce f.

o Jestlize existuje okoli bodu =y ve kterém je funkce ryze monotonni, lokdlni extrém v bodé xg
nenastava.
Poznamka 6.2. Graficky mizeme predchozi vétu ilustrovat nasledovné.
/\MAX\ min /\ /{MAX\
S e
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Poznamka 6.3 (absolutni extrémy funkce). UvaZujme funkci, kterd je spojitd na uzavieném intervalu

[a, b]. Podle Weierstrassovy véty tato funkce nabyva na intervalu [a, b] své nejmensi a nejvétsi hodnoty.
Tyto hodnoty nazyvame absolutni maximum a absolutni minimum funkce f na intervalu [a, b]. Je zfejmé
(odkud?), Ze téchto extremalnich hodnot miize funkce nabyvat pouze v bodech, ve kterych m3 lokalni
extrémy, nebo v nékterém z krajnich bodi intervalu [a, b].

Definice 6.2 (konvexnost, konkavnost). Bud f funkce majici derivaci v bodé x,. Rekneme, Ze funkce f

je v bodé g konvexni (konkavni), jestlize existuje ryzi okoli bodu z takové, ze pro véechna x € O(x)
lezi body grafu funkce nad te¢nou (pod tecnou) ke grafu funkce f sestrojenou v bodé z, tj. plati

f(@) > fl@o) + @)@ —20)  (f(@) < f(wo) + ['(@o)(@ — o) ). (6.1)

Rekneme, Ze funkce je konvexni (konkavni) na otevieném intervalu I, ma-li tuto vlastnost v kazdém bodé
intervalu 1.

Definice 6.3 (inflexni bod). Bod ve kterém se méni charakter funkce z konvexni na konkdvni nebo
naopak nazyvame inflexnim bodem funkce f.

V nasledujicich vétach si ukdZzeme, Ze monotonie a lokdlni extrémy (zce souvisi s prvni derivaci funkce,
zatimco konvexnost/konkavnost a inflexni body souvisi s druhou derivaci.

Definice 6.4 (staciondrni bod). Rekneme, e bod xq je stacionarnim bodem funkce f, jestlize funkce f
ma v bod& z nulovou derivaci, tj. f'(zg) = 0.




Poznamka 6.4 (geometricky vyznam). Geometricky jsou staciondrni body body, ve kterych ma graf
funkce vodorovnou teénu (proé?).

Véta 6.2 (souvislost derivace a lokalnich extrémi). Necht md funkce v bodé wx( lokdIni extrém. Pak

funkce f v bod& xq bud nemd derivaci, nebo je tato derivace nulovd, tj. plati f'(xg) = 0 a zg je
stacionarnim bodem funkce f.

Poznamka 6.5 (strategie hledani lokalnich extrém(). Podle pfedchozi véty jsou body kde derivace

neexistuje a staciondrni body jedinymi " podezrelymi” kandidaty na body, v nichz by funkce mohla nabyvat
lokdlniho extrému. Nikde jinde (a takovych bodii byva naprostd vétsina) lokalni extrém nemuZe nastat.
Pfi hledani lokalnich extrémi postupujeme tak, Ze nejprve nalezneme viechny tyto " podez¥elé” body (tj.
funkci f zderivujeme a zjistime, kde je tato derivace nulova a kde neni definovand) a poté v kazdém bodé
samostatné rozhodneme, je-li v ném lokalni extrém a pfipadné jaky. K tomu nam mdize poslouzit Véta
6.1 ve spojeni s nasledujici Vétou 6.3.

Véta 6.3 (souvislost derivace a monotonie). Necht funkce f ma derivaci na otevieném intervalu I. i

o Je-li f'(x) > 0 na intervalu I, je funkce f rostouci na I.

e Je-li f'(x) < 0 na intervalu I, je funkce f klesajici na I.

Poznamka 6.6. Pfi stanoveni intervall, kde je derivace kladnd a kde zaporna, nejcastéji pouzivime
Pozndmku 5.2. Situace je obzvlasté jednoducha u raciondlnich funkci — viz. Pozndmka 1.5 na strané 118.
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Nasledujici dvé véty jsou jednoduchym disledkem definice lokalnich extrému a definice rostouci a klesajici
funkce. Presto mohou tyto véty znacné zjednodusit hledani lokalnich extrému funkce.

Véta 6.4 (lokélni extrémy slozené funkce s monotonni vnéjsi slozkou). Necht funkce g(x) je definovana na
I a f(x) je ryze monotonni na g(I). Potom funkce g(x) a f(g(x)) nabyvaji na I svych lokdlnich extrému
ve stejnych bodech. Tyto lokdlni extrémy jsou stejného typu pokud je funkce f rostouci a opacného typu,
pokud je funkce f klesajici.

Véta 6.5 (lokdlni extrémy slozené funkce s monotonni vnitini slozkou). Necht funkce g(z) je spojitd
a ryze monotonni na I a necht funkce f(x) je definovand na g(I). Potom sloZend funkce f(g(x)) md
lokdIni v bodé © = a prdvé tehdy, kdyz funkce f(t) md lokdlni extrém v bodé t = g(a). Tyto lokdini
extrémy jsou stejného typu pokud je funkce g rostouci a opacného typu, pokud je funkce g klesajici.

Ptiklad 6.1 (lokélni extrém slozené funkce). Na intervalu (0,1) hledejme lokélni extrémy funkce y =
/1 — 22. Podle Véty 6.4 stadi najit extrémy druhé mocniny této funkce, tj. funkce y = z2(1 — 2?).
Studovand funkce je totiz na intervalu [ kladnd a druhd mocnina tedy roste. Podle Véty 6.5 mizZeme
zavést substituci 22 = ¢ a studovat funkci y = t(1 —t). Pofad totiz pracujeme s kladnymi hodnotami x
a druhd mocnina je tedy rostouci funkce. Grafem funkce y = ¢(1 — t) je parabola s lokdlnim maximem

1
ve vrcholu, tj. v bodé ¢t = 7 ktery lezi uprostfed mezi nulovymi body t = 0 a ¢ = 1. Zadana funkce

1 1
y = xv/1 — 22 ma tedy lokalni extrém v bod&, ktery spliiuje z° = 3 tj. v bodé z = % Protoze jsme

pouzili rostouci funkce, jedna se o lokalni extrémy stejného typu, tj. je zde lokalni maximum. Vidime, Ze
lokalni extrém jsme nasli pouze pouzitim zcela elementarnich prostfedkl. Postup zalozeny na vypoctu

Vv



Véta 6.6 (souvislost druhé derivace s konvexnosti a konkdvnosti). Bud' f funkce majici druhou derivaci
na otevreném intervalu I.

o Je-li f"'(x) > 0 na intervalu I, je funkce f konvexni na I.

o Je-li f""(x) < 0 na intervalu I, je funkce f konkdvni na I.

Definice 6.5 (kriticky bod). Bod, ve kterém ma funkce f nulovou druhou derivaci nazyvame kritickym
bodem funkce f.

Véta 6.7 (souvislost inflexnich bodii a druhé derivace). Necht md funkce v bodé x inflexni bod. Pak
funkce f v bod& xo bud nemd druhou derivaci, nebo je tato druhd derivace nulova, tj. plati f”(xzq) =0
a xq je kritickym bodem funkce f.

Véta 6.8 (souvislost druhé derivace s lokdlnimi extrémy). Bud' f funkce a xq staciondrni bod funkce f.
Je-li f"'(xq) > 0, nabyvd funkce v bodé g lokdlniho minima, je-li f"(xq) < 0, nabyvd funkce v bodé x
lokdlniho maxima.

Poznamka 6.7 (technickd). PFedchozi véta nedavd odpovéd na otdzku zda a jaky lokaIni extrém nastdva
ve stacionarnim bodé€, ktery je soucasné i kritickym bodem. V tomto pfipadé totiz nelze o existenci a
kvalité lokalniho extrému pomoci druhé derivace rozhodnout. Proto je lepsi pfi hledani lokélnich extréma
vyuzivat Véty 6.1 a 6.3.

4



Jak je patrné z predchoziho, pomoci prvni a druhé derivace dokdZzeme ziskat urcité informace o chovani
funkce v bodech, patficich do defini¢niho oboru. Naopak o chovani funkce v okoli bodi, které nepatri do
defini¢niho oboru funkce nas informuji asymptoty.

6.1. Sestrojeni grafu funkce

Diferencidlni pocCet mlizeme pouZit pro sestrojovani grafu funkce pomoci charakteristickych bod(. Mezi
tyto charakteristické body pocitdme predevsim priseciky s osami, lokalni extrémy a inflexni body. Dale
vySetfujeme asymptoty ke grafu funkce. Postup muze byt napriklad nésledujici.

(i) Nalezneme defini¢ni obor funkce, zjistime paritu funkce a jeji priseciky s osami. Pomoci priseciki
s osou x a pomoci defini¢niho oboru uréime intervaly, kde je funkce kladna a kde zaporna.

(ii) Podle toho jak vypada defini¢ni obor zjistime, jaké by funkce mohla mit asymptoty. Tyto asymptoty
uréime. Ma-li funkce body nespojitosti, vySetfime chovani funkce v okoli téchto bod.

(iii) Pomoci prvni derivace urime staciondrni body, intervaly ristu a klesani a lokalni extrémy. P¥itom
kontrolujeme, jestli vypoclty souhlasi s tim co uZ zndme — z asymptot bez smérnice nebo z priseciki
s osou x a ze znaménka napravo a nalevo od téchto prisecikii zndme charakter monotonie v okoli
bodil nespojitosti a v prisecicich s osou .

(iv) Pomoci druhé derivace urcime kritické body, intervaly konvexnosti a konkdvnosti a inflexni body.
Pritom kontrolujeme, zda vypocty souhlasi s tim, co jiz zname — vS§imame si okoli bodl nespojitosti
a lokalnich extrém (v lok. minimu je funkce konvexni a v lok. maximu konkavni).
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(v) Vyneseme asymptoty a charakteristické body (extrémy a inflexni body) do kartézské soustavy sou-
fadnic a nartneme graf. Aby byly z grafu patrné vsechny " charakteristické body”, nemusime pfitom
vzdy trvat na stejném méritku na obou oséch.

V nékterych pfipadech je provedeni nékteré z popsanych Casti obtizné, pripadné analyticky nefeSitelné.
V téchto pripadech se snazime graf nacrtnout jenom podle téch informaci, které dokazeme ziskat. Vzdy
se snazime alespon o nalezeni intervalll rdstu a klesani funkce a o vySetfeni limit v bodech nespojitosti a
v nevlastnich bodech.

7. Zavérecné poznamky

Jiz pfi budovaéni diferencidlniho poctu si matematici (a pfedevsim pfirodovédci) viimli, Ze definice spojitosti
funkce pomoci limity se ocitla velmi daleko od nazorné predstavy spojité funkce jako kfivky, jejiz graf Ize
nakreslit jednim tahem. Nyni ndm jde o to ujasnit si, jaky je mezi témito dvéma pristupy rozdil a co maji
spolecného.

V technické praxi zpravidla studujeme tzv. po astech hladké funkce — funkce, jejichz definiénim oborem
je interval a tyto funkce maji derivaci ve vsech bodech svého defini¢niho oboru, s pfipadnou vyjimkou
konecného poctu bodi. Toto vyplyva z faktu, Ze vétSinu prirodnich zakonitosti popisujeme diferencial-
nimi rovnicemi a FeSeni téchto rovnic (tj. funkce které dale studujeme) zcela pfirozené maji derivaci na
intervalech, kde jsou definovany. Grafy takovychto funkci maji v kazdém svém bodé te¢nu (tudiZ jsou
"hladké”) a Ize je snadno nakreslit. Potom Ize vyslovit nasledujici

e Mdme-li nakresleny graf po Castech hladké funkce f, lze pfi ndzorném priblizeni a studiu pojmu
limita pouzit predstavu bodu pohybujiciho se po grafu funkce — predstavu, ktera matematiky vedla
k zavedeni limit.



Funkce je spojitd v bodé, kde ma derivaci. Protoze po ¢astech hladké funkce maji derivaci v kazdém
bodé, s pripadnou vyjimkou koneéného poctu bod(, znamena to, ze body nespojitosti a body, kde
funkce nema derivaci budou spise vyjimeénymi body definiéniho oboru. V naprosté vétsiné bodu
bude funkce spojita a diferencovatelna.

Jestlize si uvédomime tyto souvislosti, Ize body nespojitosti klasifikovat do nékolika malo skupin

(i)

Funkce ma v bodé a kone¢nou limitu lim f(x) = L, neni vSak v bodé a definovéna, nebo je
r—a

funkéni hodnota f(a) rtizna od L. Tento typ nespojitosti je nejméné neptijemny. Casto jej nazyvame
odstranitelnd nespojitost, protoze malou zménou funkce f (pouze predefinovdnim jediné funkéni
hodnoty f(a)) lze z funkce f ucinit funkci spojitou.

Funkce f ma v bodé a limitu, ta je vSak nevlastni.

Funkce nema v bodé a limitu, ma zde v3ak alespori obé jednostranné limity (vlastni nebo nevlastni).
V tomto pfipadé ma funkce v bodé a tzv. skok (koneény nebo nekonecny). V pfipadé, ze néktera
z jednostrannych limit je vlastni, mdze byt funkce v tomto bodé nanejvy$ jednostranné spojitd
(zleva nebo zprava).

Funkce nema v bodé€ a ani nékterou z jednostrannych limit. Znamend to, ze pohybujeme-li se
s bodem po grafu funkce f tak, aby se z-ovd souradnice bodu blizila k hodnoté a, hodnoty y-
ovych souradnic se Zadnym zplsobem neustali. Znamena to, Ze funkce ma v okoli bodu a velice
komplikovany pribéh, zpravidla je velice rozkmitana.



S vyjimkou prvniho typu, Zadny z dalSich vyjmenovanych typ( nespojitosti nelze odstranit vhodnym
predefinovanim f(a), proto se nazyvaji podstatné nespojitosti. Podobné u funkci které jsou po Eastech
hladké Ize charakterizovat body kde neexistuje derivace do nékolika malo typd. Nejdfive vsak pfipomenme,
ze ma-li funkce v néjakém bodé derivaci, pak je v tomto bodé€ spojitd. V bodé kde funkce neni spojita
tedy derivace byt nemuize. Budeme si tedy vSimat bodi, kde funkce nemd v nékterém bodé derivaci, ale
je v tomto bodé spojitd. Funkce ma v bodé x derivaci, jestliZze existuje kone¢nd limita

o L@ D)~ f@)

h—0 h (7.1)

Pripady, kdy tato derivace neexistuje jsou tedy nasledujici:
(i) limita (7.1) je nevlastni, graf m4 tedy v tomto bodé svislou tecnu

(ii) limita (7.1) neexistuje, existuji vak jednostranné limity. Graf ma teénu zleva a te¢nu zprava, tyto
jsou vsak riizné — graf ma hrot.

(i) limita (7.1) neexistuje, neexistuje ani jednostranna limita, graf nemd ani jednostrannou teénu.
Podobné jako v pripadé neexistence jednostranné limity to znamend Ze graf je v okoli bodu «a
rozkmitany a velice komplikovany.

Timto je klasifikace jednotlivych moZnosti ukoncena. Z predchozich prikladd vidime, Ze body, kde funkce
nemd bud limitu, nebo neni spojitd, nebo nemd derivaci, jsou body, kde je funkce jistym zplsobem
"8kareda” — zfetelné se odchyluje od predstavy grafu hladké krivky spojité nakreslené jednim tahem.
Poznamenejme, Ze situace je mnohem komplikovanéjsi v prfipadech, kdy nestudujeme po ¢astech hladké
funkce, ale obecné libovolné funkce. V tomto pfipadé lze podat priklady funkci, které se zcela vymykaji
béznému chapani spojitosti funkce, napf je mozné nalézt
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Obrazek 1.7: Typy bod( nespojitosti a bod(i bez derivace.



(i) funkci f definovanou na R, kterd nema limitu v Z23dném bodé&, dokonce ani jednostrannou (Di-
richletova funkce)

(ii) funkci f definovanou na R, ktera je spojitd v bodech s iraciondlni hodnotou x a nespojitd v bodech
s racionalni hodnotou x (Riemannova funkce)

(i) funkci f definovanou na R, kterd viak md jediny bod, ve kterém je spojita (pfipadné konecné
mnoho bodi kde je spojitd), nebo jediny bod, kde ma derivaci.

(iv) funkci f definovanou a spojitou na R, ktera vSak nemd derivaci v zadném bodé, tj. v kazdém bodé
oo

3\ "
ma hrot (Weierstrassova funkce y = Z(i) |sin(4"x)|, Bolzanova funkce)

i=
(v) funkci f definovanou a spojitou na R, kterd v8ak nema derivaci v 2ddném bodg, a to ani jedno-

1
strannou. Ma tedy v kazdém bodé rozkmitanou te¢nu (podobné jako napf. funkce y = xsin —

x
v bodé x = 0).

U téchto typl funkci jakdkoliv geometrickd predstava selhava, jsou "Skaredé” ve vSech bodech svého
defini¢niho oboru, grafy téchto funkci nelze zachytit grafickymi prostfedky. ProtoZze vsak tyto funkce
zcela nezpochybnitelné také patfi do matematické analyzy (nékteré z nich maji dokonce pouZiti v nékte-
rych specidlnich aplikacich, napf. tzv. "bily Sum”), je zfejmé, Ze p¥i studiu funkci se nelze opirat pouze
o predstavu studia spojité nakreslenych kfivek, ale je nutno pouzit néktery ze zplsobil, ktery nezavisi na
konkrétni predstavé funkce. Proto jsme pouzili definice zalozené na pojmech okoli a limita.



8. Shrnuti

Funkce jsou matematickym vyjadfenim vztahd mezi veli¢inami. P¥i studiu funkci se opirdme

e 0 elementdrni matematiku, kterd ndm umozni vypocet funkénich hodnot, nalézt defini¢ni obor
funkce, ovérit jeji sudost nebo lichost a v nékterych pripadech fesit nelinedrni rovnice a nerovnice
(logaritmické, exponencidlni, goniometrické a pod.) a déle

e o diferencidlni pocet, ktery ndm dava pomoci derivace informaci o chovani funkce na defini¢nim
oboru (rast, klesdni, spojitost, lok. extrémy, konvexnost, konkavnost atd.) a pomoci asymptot
informaci o chovani funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru. Zakladnim pojmem, ktery umoznuje
tento aparat vybudovat, je pojem /imita funkce. Prakticky vypocet limity provadime u spojitych
funkci dosazenim, u nespojitych je mozné pouzit Vétu 2.6 pro pocitani s limitami a v nékterych
pfipadech I'Hospitalovo pravidlo (Vétu 3.4). Limity u polynomi a raciondlnich funkci v bodech
nespojitosti a v nevlastnich bodech lze pocitat pomoci Vét 2.8 a 2.11. V pfipadech jednoduchych
funkci pozname limitu (ve vlastnim i nevlastnim bodé) z obrazku.

Abychom mohli vyse uvedené informace z funkce najit a pouzit, ukazali jsme si, které jednotlivé pojmy
spolu souvisi a jak, napf. z existence derivace plyne spojitost, nikoliv vSak naopak.

Podstatné v aplikacich jsou zejména spojité funkce. PFi studiu spojitych funkci maji velky vyznam Bol-
zanovy a Weierstrassovy véty (tj. Véty 5.1, 5.2, 5.3), které jsou geometricky velice ndzorné a ukazuji,
ze i kdyZ je spojitost funkci definovana podstatné méné nazorné, nez jako funkce nakreslitelnd jednim
tahem, zachovavaji se pro tyto funkce vlastnosti "bézné" pro hladké rovinné krivky.

Z teoretického hlediska jsou nejdilezitéjsi pojmy této kapitoly /imita, spojitost a derivace. Spojitost je
vlastnost téch funkci, u nichz mald zména nezavislé proménné vyvola relativné malou zménu proménné
zvislé. Derivace je (ponékud jemnéji) veli¢ina, kterd se vyjadfuje pomér téchto zmén — udava kolikrat
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funkce, zejména pak nalezeni lokdlnich extrémi funkce.

Nékdy maji studenti potize rozpoznat, kterou metodu je treba pouzit pro vypocet limit. Nasledujici
rozhodovaci strom umoznuje vybrat tu spravnou metodu i tu spavnou vétou, kterou je nejvhodnéjsi
pouzit. Tento diagram pokryva pouze typy limit, které jsme probirali na prednasce. Setkate-li se s limitou,
kterou nelze do tohoto schematu zaradit, miZete se pokusit odhadnout hodnotu limity numerickym
experimentem, vypocétem funkénich hodnot v okoli zkoumaného bodu.



Vypoctéte lim, _, , f(x). I
v

Dosad'te x = a do f(x).
Je hodnota f(a) definovana?

Nel

Je a = o0 a je f bud polynom,
nebo racionalni funkce?

Ne

Substitutce dava ....
(vyberte si spravnou cesti¢ku).

olo
818

Ano [ Mate vysledek. |

ﬂ{ Pocitejte jen s vedoucimi ¢leny. |

nenulova hodnota
0

Studujte nejdfive jednostranné
limity (vyjdou nevlastni). Ze
vztahu jednostrannych limit

vyCtéte pfipadnou existenci a
hodnotu limity oboustranné.

Pouzijte 'Hospitalovo pravidlo a
s novou limitou pracujte od
zacatku.

Prevedte, pouzitim
algebraickych uprav, na 2, nebo
[ee]

"

Obréazek 1.8: Limity elementarnich funkci.




Kapitola 2

Integralni pocet
V kapitole vénované diferencidlnimu poctu jsme k funkci nasli jeji derivaci — veli¢inu udavajici rychlost, se
kterou se méni funkéni hodnoty. Nyni problém otoc¢ime: ke zndmé derivaci (tj. ke zndmé rychlosti zmény)

budeme hledat pavodni funkci.

1. Neurcity integral

Definice 1.1 (neurity integrél, primitivni funkce). Bud I otevfeny interval, f a F funkce definované na
1. Jestlize plati
F'(z) = f(z) pro viechna z € I, (1.1)

nazyva se funkce F' primitivni funkci k funkci f, nebo téz neurcity integral funkce f na intervalu I.
Zapisujeme

[ f@de=F@).

Existuje-li k funkci f neurcity integral na intervalu I, nazyva se funkce f integrovatelna na I.

Poznamka 1.1 (spojitost primitivni funkce). Primitivni funkce F'(z) je vidy spojitd na I, plyne to
z existence derivace.




Véta 1.1 (postalujici podminka existence neurcitého integralu). Ke kaZd€ spojité funkci existuje neurity
integral.

Véta 1.2 (jednoznaénost primitivni funkce). Primitivni funkce je na daném intervalu k dané funkci uréena
jednoznacné, aZ na libovolnou aditivni konstantu. Presnéji, plati ndsledujici:
(i) Je-li F primitivni funkci k funkci f na intervalu I, plati totéZ i pro funkci G(x) = F(z) + ¢, kde ¢ € R je
libovolna konstanta nezavisld na x.

(i) Jsou-li F' a G primitivni funkce k téZe funkci f na intervalu I, li5i se obé funkce na intervalu I nejvyse
o aditivni konstantu, tj. existuje c € R takové, Ze

F(x)=G(z)+c pro véechna x € I.

Poznamka 1.2 (filozofickd). Bohuzel, ne vzdy neurdity integral dokdZzeme efektivné najit. Zatimco pro-
blém nalezeni derivace funkce slozené z funkci, které umime derivovat, spocivad pouze ve spravné aplikaci
vzorcl pro derivovani, problém nalézt neurdity integral i k funkci tak jednoduché, jako je napriklad e
je nefesitelny ve tfidé elementarnich funkci (viz téz Véta 2.7)
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Véta 1.3 (linearita neurcitého integralu). Necht f, g jsou funkce integrovatelné na I, ¢ necht je redlné f

Cislo. Pak na intervalu I plati
/f(x)+g(:c) dz /f(a:) dx+/g(m) dz,

/cf(w)dx:c/f(x)dw.

Poznamka 1.3 (technicka). Vzhledem k souétu a ndsobeni konstantou se tedy integral chovd " pékné”,
tak jak jsme to vidéli i u derivace. Bohuzel vSak neexistuji podobné vzorecky pro integral slozené funkce,
podilu nebo soucinu. Integrél ze slozené funkce dokdZzeme vypoditat obecné pouze v pfipadé, ze vnitfni
slozka je linearni funkci, jak ukazuje ndsledujici véta. Podobné integral z podilu Ize obecné vypocitat
v pfipadé ze v Citateli zlomku je derivace jmenovatele.

Poznamka 1.4 (zakladni vzorce pro integrovani). Nésledujici vzorce jsou opakem (a v nékterych pfipa-
dech mirnym zobecnénim) vzorci pro derivaci zakladnich elementarnich funkci.



a
/emdz:eerc

/sinxdx: —cosz + ¢

/cosxd;v =sinz +c

1
s—dr=tgzr+c
cos? x

1
/‘. 5—dz = —cotgx +¢
sin x

dx = arcsin — 1 + c

1
/\/W
/\/mdx—ln‘x—t—\/xQ:tB‘—kc

T

1 1 T
mdl’zzarctgz+c

/ 1 q —il A+
A2 2T oM AT,

+c

Véta 1.4 (specialni pfipad slozené funkce). Necht f je funkce integrovatelnd na I. Pak

/f (ax +b)d

—F(ax +b),

kde F' je funkce primitivni k funkci f na intervalu I. Plati pro ta x, pro kterd je ax +0b € I.



Priklad 1.1 (aplikace pfedchozi véty).

1 1
/7dx:/—dx
2 3\2 3
4x? + 62 + 3 (2 )

1 z+3
rctg +c

S BT

Véta 1.5 (specidlni pfipad zlomku). Necht funkce f md derivaci a nemad nulovy bod na intervalu I.
Potom na tomto intervalu plati
!
x
@)
x

= In|f(z)].

Priklad 1.2 (aplikace predchozi véty).

o 42 1 % + 4 1,
S S P . S P | Az +8
/x2+4x+8 . 2/z2+4x+8 v=ghle® Azt 8l +e



Motivace. Pokud vyjdeme ze vztahu pro derivaci soucinu

(uwv) = v'v +u'’

uv:/u’vder/uv'da:,

nabizi se ndm moznost, vypocitat jeden z integrdl( na pravé strané pomoci druhého. To je zakladni
myslenkou nasledujici metody.

a zintegrujeme jej na tvar

Véta 1.6 (metoda per-partés, specidlni pfipad soucinu). Necht funkce w a v maji derivace na intervalu
1. Pak plati

/’LL(LL‘)’U/(.I') dz = u(z)v(z) — /u’(:(:)v(x) dz, (1.2)

pokud integral na pravé strané existuje.

Poznamka 1.5 (integraly typické pro vypoéet metodou per-partés). Bud P(z) polynom. Metodou per-
partés integrujeme napriklad integraly nasledujicich typt

/ P(2)e” da, / P(2)sin(az) dz, / P(x) cos(ax) da,

/P(:L) arctgxdl',/P(x) In™ z dz.
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U prvni skupiny integrali postupujeme tak, Ze polynom derivujeme, ¢imz snizime jeho stupen, a v pripadé
potrfeby tento postup opakujeme. U druhé skupiny integralt naopak derivujeme funkce arctgz a Inz. Ve
vSech téchto pfipadech je integral figurujici na pravé strané vzorce (1.2) jednodussi nez integral pavodni.

Priklad 1.3 (integrace per-partés).

1
u=arctgxr u = e
/a:arctgxdx per-partés: €+ +
o = _
T
= ?arctga“— 5/1+x2
z? 1 z? 11

:?arctgx 5/ 1+ 2 ?arctgx—ix—k §arctgx+c

fia)

Véta 1.7 (prvni substituéni metoda, specidlni pfipad slozené funkce). Necht f(t) je funkce spojitd na .{
intervalu I, necht funkce p(x) md derivaci na intervalu J a plati o(J) = I. Potom na intervalu J plati

/ F(p(@))g! () d = / £(t)dt, (13)

dosadime-Ii napravo t = ¢(x)

Poznamka 1.6 (technickd). Formdlné substituci provadime tak, Ze piSeme v integralu vpravo t misto
o(x) a dt misto ¢ (x) dz.
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Priklad 1.4 (substituéni metoda).

3 sin® sin?
tg” xdx = T dz = 5, sinzdr =
cos3 x cos

| —cos?z | . .cosx:t
= | — 3 —sinz dx | substituce: —sinxdx = dt
cos? x ]
sinzdr = —dt

11—t 1
:/ ——dt = /f—t_Sdt:
3 t

1
:1n|t|+§t_2:ln|cosx|+ +ec

2cos?x
V jistém smyslu opaénym postupem je druhda substitu¢ni metoda.

Véta 1.8 (druhd substitu¢ni metoda). Necht' f(x) je funkce spojitd na intervalu I, necht funkce (t)
md nenulovou derivaci na intervalu J a plati ¢(J) = I. Potom na intervalu I plati

/f dx—/f t, (1.4)

dosadime-Ii napravo t = o~ '(x), kde ¢~ *(x) je funkce inverzni k funkci ().

Poznamka 1.7. Existence inverzni funkce ¢! plyne z nenulovosti derivace funkce ¢. Vyraz napravo
v (1.4) sice vypadad komplikovanéji, v praxi vak substituci volime vZdy tak, aby po (pravé vpravo vy3el
integrdl jednodussi, ktery umime vypoditat.



Poznamka 1.8 (technickd). Formalné substituci provadime tak, Ze piSeme v integralu vpravo ¢(t) misto
x a ¢ (t)dt misto du.

Poznamka 1.9. Vidime, Ze u druhé substitu¢ni metody se vlastné jednd o pouziti vzorce (1.3) zprava
doleva.

#

2. Riemannuv integral

Definice 2.1 (déleni intervalu). Bud [a, b] uzavieny interval —oo < a < b < co. Délenim intervalu [a, b]
rozumime koneénou posloupnost D = {xq,z1,...,2,} bodd z intervalu [a,b] s vlastnosti

a=x9 <X < T2 <x3< < Tp_1<xT,=0>0

Cisla x; nazyvame délici body. Normou déleni D rozumime maximalni Cislo, které udava vzdalenost
sousednich délicich bodti. Normu déleni D oznaujeme v(D). Je tedy v(D) = max{x; — ;1,1 < i <

Definice 2.2 (integrélni soucet). Bud [a,b] uzavreny interval a f funkce definovanad a ohrani¢end na

[a,b]. Bud D déleni intervalu [a,b]. Bud R = {&1,...,&,} posloupnost ¢isel z intervalu [a, b] spliujici
r;1 <& < x; proi=1..n. Potom soucet

o(f,D,R) =) f(&)(zi — zi_1)

=1

se nazyva integralni soucet funkce f p¥islusny déleni D a vybéru reprezentanti R.
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Poznamka 2.1 (geometricky vyznam integralniho souétu). Predpoklddejme pro jednoduchost, Ze funkce
f je naintervalu (a, b) nezdporna. Geometricky je integralni soucet roven souctu obsahii obdélnikd, jejichz
zdkladny (vodorovné hrany) maji délku rovnu délce jednotlivych podintervalil v déleni a vyska je rovna
funkéni hodnoté v bodé, ktery je reprezentantem prislusného podintervalu — viz Obrazek 2.1.

/
\\
N

/
|
|
|
| |
| | |
;61 ;52 ;53 ;54 ;55 ;56
o ' '”1‘1 i) ' T3 ' 13'4 Is ' Te

Obrazek 2.1: Grafické znazornéni integralniho souctu



Definice 2.3 (Riemanniv integral). Bud [a,b] uzavfeny interval a f funkce definovand a ohrani¢end na
[a,b]. Bud D,, posloupnost déleni intervalu [a,b] a R, posloupnost reprezentantii. Rekneme, e funkce
f je Riemannovsky integrovatelnd na intervalu [a, b], jestlize existuje ¢&islo I € R s vlastnosti

lim o(f, Dy, R,) =1
n—oo
pro libovolnou posloupnost déleni D,,, splfiujici lim v(D,,) = 0 pfi libovolné volbé reprezentanti R,,,
n—oo

kde o (f, D,,, R,,) je odpovidajici integralni soucet funkce f. Cislo I nazyvdme Riemanniiv integral funkce
f na intervalu [a,b] a oznalujeme
b
/ f(x) de.
a

Poznamka 2.2 (slovni formulace predchozi definice). Pfedpokladejme pro jednoduchost Ze funkce f je
spojitd na [a,b]. V definici Riemannova integrélu je obsaZeno nasledujici:

(i) Rozdélime interval (a,b) na podintervaly pomoci déleni, zvolime libovolné reprezentanta v kazdém
podintervalu a sestrojime integralni soucet.

(i) Dé&leni zjemnime (tj. uvaZujeme nové déleni, jehoZ norma je mensi) a postup opakujeme — integralni
soucCet se obecné mlze ménit.

(iii) Postupné uvazujeme jemné&jsi a jemnéjsi déleni intervalu (a, b) a pokud se integrélni souty postupné
"ustali’ na néjaké hodnoté, je tato hodnota Riemannovym integralem funkce f na intervalu (a,b).




(Nezévislost na vybéru reprezentant( a na posloupnosti déleni je v tomto pfipadé zaruena spojitosti
funkce. V pripadé nespojitych funkci je potfeba tuto nezdvislost dokazat, coz znacné prevysuje napln
tohoto predmétu.)

Definice 2.4 (horni a dolni mez). Cislo @ v definici Riemannova integralu se nazyva dolni mez a &islo b
horni mez Riemannova integralu.

Nasledujici definice doplnuje definici Riemannova integralu v pfipadé, ze dolni mez neni mensi nez mez
horni.

b a
Definice 2.5 (vyména mezi v ur&itém integralu). Pro a > b definujeme / flz)dx = —/ f(z)dz.
a b

Déle definujeme / f(z)dx = 0.

Véta 2.1 (postacujici podminky pro integrovatelnost funkce).
(i) Funkce spojitd na intervalu [a,b] je na tomto intervalu Riemannovsky integrovatelna.

(ii) Funkce ohraniéend na [a,b], kterd md na tomto intervalu koneény po&et bodii nespojitosti je Riemannovsky
integrovatelnd.

(iii) Funkce monotonni na [a,b] je na tomto intervalu Riemannovsky integrovatelnd.




Véta 2.2 (linearita urcitého integralu vzhledem k funkci). Necht f, g jsou funkce integrovatelné na [a, b],
¢ necht je redlné Cislo. Pak plati

/ @) + g(a)] dz = / fladet / (o) d,

JCbcf(x)dx::chbf(x)dz.

Véta 2.3 (aditivita urcitého integralu vzhledem k mezim). Necht f je funkce integrovatelnd na [a,b].
Bud'c € (a,b) libovolné. Pak je f integrovatelnd na intervalech [a,c] a [c,b] a plati

fﬂ@mzfﬂ@m+[ﬂmm

Véta 2.4 (monotonie vzhledem k funkci). Budte f a g funkce integrovatelné na [a, b] takové, Ze f(x) <

b b
g(x) pro x € (a,b). Pak p/ati/ f(z)dx S/ g(x)de.

Poznamka 2.3 (integral z nezdporné funkce). Pro f = 0 dostdvame z pfedchozi véty tvrzeni, Ze integrél
z funkce nezaporné na celém integracnim oboru je nezaporny.



Funkce Stfedni hodnota

stf. hodnota

b

Obrazek 2.2: Urcity integrél a integralni stfedni hodnota funkce

Véta 2.5 (véta o stfedni hodnoté). Necht f je funkce spojitd na uzavieném intervalu [a,b). Existuje &islo

W € [a,b] s viastnosti f(p)(b— a) / f(z)da.

Definice 2.6 (stfedni hodnota). Cislo f(u) z predchozi véty se nazyva stfedni hodnota funkce f na
intervalu [a, b].

V praxi se urcity integral podita uZitim nasledujici véty.



Véta 2.6 (Newtonova—Leibnizova véta). Necht funkce f(x) je Riemannovsky integrovatelnd na [a,b].
Necht F(x) je funkce spojitd na [a,b], kterd je intervalu (a,b) primitivni k funkci f(x). Pak plati

/f [F(x)]’, = F(b) — F(a).

4
Priklad 2.1 (pouziti Newtonovy—Leibnizovy véty). Protoze primitivni funkci k funkci z* je funkce %

1 471 4 4
1
/x3dac= L ———O 1
0 4, 4 4 4

Poznamka 2.4 (geometricky vyznam urcitého integrélu). Jak je vidno z definice uréitého integrélu, je-li
b

funkce f nezdpornd na intervalu [a,b], udava integrdl / f(x) dz obsah obrazce {[z,y] e Rx R:a <

plati

a
x<ba0<y< f(x)},tj. obsah obrazce pod kfivkou y = f(x) na intervalu [a, b]. Je-li funkce f linedrni,
je obrazcem pod kfivkou lichobéznik, v ostatnich pripadech nazyvdme mnozinu pod ktivkou krivocarym
lichobéznikem. Dalsi geometrické aplikace jsou nasledujici.
e Obsah S mnoZiny ohranifené shora kfivkou y = f(x) a zdola kfivkou y = g(x) (tj. pfedpokladame
f(z) > g(x) na intervalu [a,b]) vypolteme ze vzorce

b
S=/fﬂ@—g@ﬂmz

Zde nic nemusime predpokladat o kladnosti funkci f nebo g.

7



e Objem V rotaéniho télesa, které vznikne rotaci obrazce ohranic¢eného shora nezdpornou funkei f(x),
zdola osou x a ze stran pfimkami x = a, x = b vypoclteme ze vzorce

V—w/(;be(x)dx

e Objem V rotaéniho télesa, které vznikne rotaci obrazce ohranic¢eného shora nezdpornou funkei f(x),
zdola nezapornou funkci g(z) a ze stran pfimkami z = a, x = b vypo&teme ze vzorce

b
Ver [1Fe) - P@)de

V nasledujici pozndmce si uvedeme metodu, jak priblizné urcit hodnotu urcitého integralu v pripadé€, ze
neni snadné pouzit Newtonovu—Leibnizovu vétu, napf. kdyZ nedokdzeme nalézt primitivni funkci.

Poznamka 2.5 (lichobé&Znikové pravidlo, pfiblizny vypocet uréitého integralu). Necht je funkce f spojita
=4

b
na intervalu [a, b]. Rozdélme interval [a, b] na n intervald stejné délky h, tj. plati h = %a_ Krajni body

Ti
téchto intervald oznaéme po fadé xq, x1, ..., T, a jim odpovidajici funkéni hodnoty vo, y1, ..., Yn.
Hlavni myslenka aproximace integrdlu funkce f na intervalu [a, b] spoéivd v tom, Ze na tomto intervalu
nahradime funkci f(x) lomenou &arou s vrcholy v bodech [a = xo, 3o, [21,91], - - - [Tn = b, yn] a integrdl

z takto upravené funkce vypoclteme jako soucet obsahil jednotlivych lichobézniki, z nichz je obrazec pod
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lomenou ¢arou sestaven. (Toto lze provést i kdyz funkce f nezachovdvd znaménko na intervalu [a,b].)
Potom plati:

b
h
/ f(z)dz = §(yo+2y1+2y2+---+2yn_1+yn).

PFitom chyba v tomto vzorci je tim mensi, ¢im je

o VEtsi n,

e mensi rozdil b — a,

e mensi |f”(z)| na (a,b).
Priklad 2.2 (lichobé&Znikové pravidlo). Pokusime se pomoci lichobé&Znikového pravidla aproximovat inte-
gral /1 23 dzx z Ptikladu 2.1. Rozdélime interval [0, 1] na 4 dilky o délce 0.25 a pro pohodIny vypocet

0

1
: 0.25
pouzijeme Tabulku 2.1. Vyslednd aproximace tedy je / 23 dz ~ —22

n

2.125000 = 0.265526. Porovname-

li tuto hodnotu s presnym vysledkem z Pt¥ikladu 2.1 vidime, Ze pres pomérné primitivni aproximaci, je
chyba mensi nez 7%. Jemné&jSim dé&lenim ziskdme hodnotu jesté presnéji.

Pomoci integralu mizeme definovat uzite¢né neelementdrni funkce — napfiklad primitivni funkce k funk-
cim, které jsme doposud neuméli integrovat. Umozni ndm to nasledujici véta.



i X Yi m my;

1| 0.00 | 0.000000 | 1 | 0.000000
2| 0.25 | 0.015625 | 2 | 0.031250
3| 0.50 | 0.125000 | 2 | 0.250000
4 1 0.75 | 0.421875 | 2 | 0.843750
5| 1.00 | 1.000000 | 1 | 1.000000

Soudet: 2.125000

Tabulka 2.1: LichobéZnikové pravidlo

Véta 2.7 (integrél jako funkce horni meze). Necht funkce f(x) je spojitd na intervalu I a necht a € I.
Potom funkce F(x) definovand na I vztahem

F(z) = /T f(t)de

md na intervalu I derivaci a plati F'(z) = f(

x t3 z 3
Priklad 2.3. Pro funkci f(x) = z? plati / t?2dt = [3} = % co? je skute¢né jedna z primitivnich
0 0

funkci k funkci 2%, jak jiz vime z kapitoly o neurcitém integralu (viz téz vzorce na konci tohoto textu).

v s . P . 2 . . . - , . ,
Poznamka 2.6. Jiz dfive jsme uvedli, ze k funkci e existuje primitivni funkce, ale tuto funkci neumime

xT
Vs ’ . ’ v . - . 7 . v — 2 s e Ve
najit. Nyni vidime, Ze tuto primitivni funkci Ize zapsat napfiklad ve tvaru / e~ dt. Pokud nas zajima
0



1
. . , _ 2 .
napriklad funkéni hodnota v bodé z = 1, stadi urdit hodnotu integralu / e~ dz. Tuto hodnotu sice

0
neumime vypocitat presné, mizeme ji vSak priblizné vypocitat pomoci lichobéznikového pravidla.

3. Nevlastni integral

Nevlastni integral je rozsSifenim pojmu Riemanniv integralu. Riemanndyv integral je definovany pouze pro
ohranic¢ené funkce a konecné obory integrace.

Body, ve kterych funkce neni ohrani¢end a nevlastni body +o0o budeme souhrnné nazyvat singularnimi
body.

b
Integral / f(x) dz nazyvdme nevlastni, pokud alespon jedno z Cisel a, b je rovno 400, nebo funkce f(x)
a

neni ohrani¢end na uzavreném intervalu [a, ] (tj. alespori v jednom bodé intervalu funkce ma singularni
bod - nemusi jit vzdy o body a nebo b, ale singuldrni bod mdZze byt i uvnitf intervalu).

Nasledujici definice je soucasné i navodem, jak nevlastni integral vypocitat, je-li singularnim bodem horni
mez:

Definice 3.1 (nevlastni integral se singularitou v horni mezi). Necht b € RU{+c0} a necht funkce f(x)
je integrovatelnd na kazdém intervalu [a,c|, kde a < ¢ < b. Déle necht bud plati b = co nebo necht

u
f(x) neni ohraniéend v okoli bodu b. Existuje-li vlastni limita 1ir£1 / f(x)dx = B, fikime Ze nevlastni
u—0" Jq
b
integral konverguje a piseme / f(z)dx = B. Pokud limita neexistuje, nebo je nevlastni, fikdme, ze
a

b
integrél/ f(z) dz diverguje.
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Obrazek 2.3: Nevlastni integral / e~ dz
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Podobna situace nastdva, je-li singuldrnim bodem dolni mez:

Definice 3.2 (nevlastni integrél se singularitou v dolni mezi). Necht a € RU{—oc0} a necht funkce f(z)
je integrovatelnd na kazdém intervalu [c, b], kde a < ¢ < b. Déle necht bud plati « = —oco nebo necht

b
f(x) neni ohraniéena v okoli bodu a. Existuje-li vlastni limita lim / f(x)da = A, fikdme Ze nevlastni
u

integral konverguje a piseme /

a

b
integrél/ f(z)dz diverguje.
a

b

u—at

f(z)dx = A. Pokud limita neexistuje, nebo je nevlastni, fikime, Ze




Poznamka 3.1. Pokud je v predchozich definicich b = oo nebo a = —oo, nahradime odpovidajici
jednostrannou limitu obyéejnou limitou, tak jak jsme ji definovali v nevlastnich bodech.

Poznamka 3.2. Pokud singuldrni bod leZi uvnitf intervalu (a,b), a,b € R U {£o0}, nebo pokud jsou
singularnimi body obé meze, rozdélime interval pres ktery integrujeme na nékolik podintervali opako-
vanym vyuzitim aditivity Riemannova integralu vzhledem k mezim (Véta 2.3) a integrujeme na kazdém
intervalu samostatné.

4. Obycejné diferencialni rovnice (ivod)

Obycejna diferencialni rovnice je matematicky vztah mezi nezndmou funkci a jejimi derivacemi

Definice 4.1 (obyéejnd diferencidlni rovnice). Obycejnou diferencidlni rovnici prvniho Fadu rozresenou
vzhledem k derivaci (struéné - diferencidlni rovnici (ODR)) s neznamou y rozumime rovnici tvaru

Yy = f(z,y) (4.1)

kde f je funkce dvou proménnych. Resenim (téz integralem) rovnice na intervalu I rozumime kazdou
funkci y = y(x), kterd spliiuje identicky (4.1) na I.
Uloha najit feSeni rovnice (4.1), které splniuje zadanou pocdtecni podminku

y(zo) = Yo (4.2)

se nazyva pocatecni (loha nebo téz Cauchyova uloha. Jejim FeSenim rozumime funkci, kterd spliuje
podminku (4.2) a je na néjakém intervalu obsahujicim bod z feSenim rovnice (4.1).

Regeni Cauchyovy (lohy nazyvame té2 partikuldrnim Fesenim rovnice (4.1). Graf partikuldrniho Fedeni se
nazyva integralni krivka.



http://user.mendelu.cz/marik/maw/index.php?form=ode

V souvislosti s diferencidlnimi rovnicemi nas zajima p¥edevsim otdzka, zda dana rovnice (po&ateéni Gloha)
ma feSeni, na jakém intervalu je toto feseni definovano a zda je ureno jednoznacné. My se budeme navic
zabyvat pouze rovnicemi, u nichz lIze feSeni nalézt analytickou cestou pomoci integralniho poctu.

4.1. Rovnice typu ¢y’ = f(z)

Nejjednodussim prikladem diferencialni rovnice je rovnice tvaru
y' = fla). (4.3)

Z integralniho poctu vime, ze tuto rovnici spliiuje kazdd primitivni funkce k funkci f, tj. Zze FeSenim
rovnice (4.3) je funkce

y=/f(95)dx+0,

kde C je libovolna konstanta. Takovéto reSeni, které obsahuje konstantu, nazyvame obecné reseni rovnice.
Toto feSeni tedy reprezentuje viechny funkce, vyhovujici dané rovnici (je jich zfejmé nekonedné mnoho)
Libovolné partikuldrni feseni ziskdme z obecného reSeni vhodnou volbou konstanty.

Poznamka 4.1 (obecné a partikularni feSeni). Podobny princip plati i u dalsich diferencidlnich rovnic.
Funkci které vyhovuji diferencialni rovnici prvniho fadu je nekonecné mnoho, zapiSeme-li véechny jednim
vzorcem, bude tento vzorec obsahovat jistou konstantu C. Takovy vzorec se nazyvd obecné reseni di-
ferencidlni rovnice. Kazdé jednotlivé (partikularni) ¥edeni Ize z tohoto vzorce obdrzet’ vhodnou volbou
konstanty C'.

1i z tohoto pravidla viak existuji vyjimky, :)



5. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi

V tomto odstavci si uvedeme postup feseni jedné z nejjednodussich diferencidlnich rovnic.

Definice 5.1 (ODR se separovanymi proménnymi). ODR tvaru
y' = f(z)g(y), (5.1)

kde f a g jsou spojité funkce na otevrenych intervalech nazyvdme obycejnou diferencidlni rovnici se
separovanymi proménnymi.

Pocatecni Gloha pro rovnici se separovanymi proménnymi nemusi mit vzdy jediné feseni. Existuji dokonce
feseni, které maji porusenu jednoznacnost v kazdém bodé svého defini¢niho oboru. Tato feSeni se nazyvaji
singularni.

Tuto rovnici reSime separaci proménnych nasledovné:

(i) M3&-li rovnice g(y) = O FeSeni kq, ko, ..., ky, jsou konstantni funkce y = k1, y = ko, ..., y = ky
feSenimi rovnice. Ostatni FeSeni jsou nekonstantni a nalezneme je v dalSich krocich.
(i) Déle pracujme jenom na intervalech, kde g(y) # 0. FormaIn& nahradime derivaci y’ podilem dife-
renciall —y:
dx

% = f(x)g(y)




(iii)

(vii)

dy . .
Se zlomkem T pracujeme "normdlné€” jako s podilem dvou vyrazd. Nasobenim a délenim preve-
x
deme rovnici na tvar, ktery obsahuje na kazdé strané pouze jednu proménnou:
dy

) = f(z)dz.

/%:/f(x)dw—f—C

Vlevo je tedy integral v proménné y, vpravo integral v proménné x a na jednu ze stran rovnice
priddme integracni konstantu. Tim obdrzime rovnici, ktera implicitné zadava obecné FeSeni rovnice.

Ziskanou rovnost zintegrujeme:

Pokud je zadana pocdateéni podminka, dosadime ji do obecného Feseni a ur¢ime hodnotu konstanty
C. Tuto dosadime do obecného feseni a obdrzime feseni partikularni.

Pokud je to mozné, prevedeme feseni (obecné nebo partikuldrni) do explicitniho tvaru (" vyjadfime”
odsud y).

Pokud je mozné nékteré z konstantnich feSeni obdrzet vhodnou volbou konstanty ve vzorci pro
obecné feSeni, zahrneme toto konstantni feseni do obecného. Reseni, kterd neni takto mozno
zahrnout do obecného feSeni jsou casto singuldrnimi.

Priklad 5.1 (aplikace diferencidlnich rovnic v praxi — rist populace). Udava-li funkce y(z) velikost jisté
populace v &ase x, udavd derivace y'(z) rychlost zmény velikosti této populace v &ase x.



(i)

Uvazujme populaci y ¢astic znedistujicich jezero. Do jezera o objemu V, ve kterém je yo znedistuji-
cich ¢astic, pritéka Cista voda rychlosti r a stejnou rychlosti z jezera odtéka voda znecisténa. Ubytek
znedlistujicich ¢astic souvisi s koncentraci znecisténi a je popisovan diferencidlni rovnici
’ T
Yy = —VZ/-
Tato rovnice se nazyva rovnice samocisténi jezer. Vzhledem k tomu, Ze je zndma velikost pocatec-
niho znecisténi, FeSime tuto rovnici spolu s pocatecni podminkou

y(0) = yo.
Po vyreseni rovnice obdrzime funkci, kterd umozni pfimo vypocitat mnozstvi znecisténi v jezere
v libovolném Ccase.

UvaZujme populaci Zivocichli nebo rostlin urcitého druhu v urcité lokalité. Predpokladejme, Ze diky
vzajemné konkurenci mezi jednotlivci miZe dand lokalita uzivit pouze omezeny pocet zivocichi.
Maximalni pocet téchto Zivocichi se nazyva nosnd kapacita prostredi, ozna¢me ji M. Vyraz (M —y)
poté udava volnou kapacitu prostredi, tj. kolik se v prostfedi jesté mlze uchytit jedincl. Derivace
y' udava rychlost, s jakou se méni pocet jedincli v populaci. Je pfirozené predpokladat, Ze tato
rychlost je tmérnad poctu jedincl y a ze klesa, je-li velikost populace blizka hodnoté M. Zpravidla
pouzivdme pro modelovani vyvoje takové populace logistickou rovnici

y' = ky(M —y).



6. Shrnuti

Integralni pocet je doplnék poctu diferencidlniho — integrovani je opacny proces k derivovani. Potfeba vy-
vinout takovy pocet je dana predevsim aplikacemi, zejména tim, Ze vétSinu prirodnich zakon( je prirozené
a jednoduché formulovat pomoci diferencialnich rovnic. V poslednich letech masivné pronika integralni
pocet i do mnoha dalSich obori. Napriklad matematicka biologie se stala jiz samostatnou a podstatnou
Casti celé biologie. S diferencidlnimi rovnicemi se setkdvdme zejména tam, kde vime, jak souvisi rychlost,
kterou se systém vyviji, se stavem tohoto systému a potfebujeme najit funkci, popisujici stav tohoto
systému v urcitém cCasovém intervalu.

Urcity integral zpravidla pocitdme pomoci Newtonovy—Leibnizovy véty a pomoci integralu neurcitého.
V pripadech, kdy tento postup je prakticky neproveditelny, nebo se setkava s velkymi obtizemi, je mozné
pouzit nékterou z pribliznych metod vypoctu, napt. lichobéznikove pravidlo. Urcity integral ma radu
aplikaci v technickych védach, my jsme se v tomto textu zabyvali zakladnimi geometrickymi aplikacemi.
Nalezeni neurcitého integrdlu mize byt velice obtizné. Bylo vyvinuto nékolik integracnich metod a pro
dany integral &asto vede k cili pouze jedind z nich. Kterd z metod to bude Ize zpravidla (v jednodussich
pfipadech bez vyjimky) odhadnout z tvaru integrované funkce. V textu jsme se vénovali metodé per-partés
a substitucni metodé.



Kapitola 3
Linearni algebra

V této kapitole se budeme zabyvat mnohorozmérnymi velicinami — velicinami, k jejichz jednoznacnému
zadéni je nutno udat vice ¢isel (napfiklad soufadnice bodu v prostoru je nutno zadat tfemi Cisly, souradnice

v prostoro¢ase Ctyfmi Cisly a podobné).

1. Algebraicky vektorovy prostor

Definice 1.1 (algebraicky vektorovy prostor). Mnozinu R"™ usporadanych n-tic redlnych (isel

(a1,as,...,a,) s operacemi s¢itani a ndsobeni redlnym cislem definovanymi
(al,ag,. coyan) + (b1, ba, ... by) = (a1 +by,as + b, ... a, + bn) (11)
c-(a1,az,...,a,) = (c-aj,c-as,...,c-ay,) (1.2)
pro viechna ¢ € R a (ay,as,...,a,),(b1,ba,...,b,) € R"™ nazyvdme redlnym algebraickym vektorovym
prostorem. Prvky tohoto prostoru, tj. usporadané n-tice redlnych &isel nazyvame algebraickymi vektory.
Cisla ay,...,a, nazyvame slozky vektoru (a1, as,...,a,). Cislo n nazgyvdme dimenze prostoru R".

Poznamka 1.1 (k oznaleni). Skutecnost, Ze néjakd proménna je vektorem budeme zvyrazfiovat Sipkou
nad oznadenim této proménné.

Poznamka 1.2. Skutecnosti, ze operace scitani nebo od¢itani se provadi pro vSechny slozky vektoru
oddélen€ se fika, Ze operace je definovana po slozkach. Protoze takto provadime scitani jednotlivych slozek
vektoru navzajem, komutativita a asociativita s¢itani redlnych Cisel se prenasi i na scitani algebraickych
vektor(.




Priklad 1.1 (operace s vektory). Vektory @ = (1,2,3,4) a b = (—2,3,1,0) jsou prvky vektorového
prostoru R*. Vektor ¢ = (0,1,3,4, —1) je prvkem vektorového prostoru R®. Plati 5¢ = (0,5, 15,20, —5)
ad+b=(—1,5,4,4). Soulet @ + ¢ neni definovén.

Poznamka 1.3 (nulovy vektor). Vektor (0,0,...,0) nazyvdme nulovy vektor a oznalujeme 0. lhned
z definice operaci scitani a nasobeni plyne, ze t0' = 0, 0+ @ = @ a 0u = 0 pro libovolny vektor « a
libovolné Cislo t. Nulovy vektor tedy pfi poditani s vektory hraje stejnou roli, jako Cislo 0 p¥i pocitani
s redlnymi Cisly.

Poznamka 1.4 (sloupcovy vektor). Stejné jako lze jednotlivé slozky vektoru usporadat do fadkd, lze je
usporadat i do sloupcti. Potom mluvime o sloupcovych vektorech, napr. vektor

1
v=[ 2
—4
je 3-dimenzionalni sloupcovy vektor.
Definice 1.2 (linedrni kombinace). Necht @y, s, ... U} je kone¢nd posloupnost vektord z vektorového
prostoru R™. Vektor , pro ktery plati
U = t1Uy + oty + - - - + trpiy, (1.3)
kde t1, ta, ..., ti, jsou n&jaka redlna &isla, se nazyva linedrni kombinace vektort iy, @, ..., . Cisla

t1, to, ..., tx nazyvame koeficienty linearni kombinace.




Poznamka 1.5. Vsude, kde v nasledujicim textu mluvime o konecné posloupnosti vektorii, mame na
mysli vektory, které jsou prvky téhoz vektorového prostoru (tj. jsou stejné dimenze). V tomto pfipadé je
definovana prava strana rovnosti (1.3) a ma smysl mluvit o linedrni kombinaci téchto vektoru.

Ptiklad 1.2 (linesrni kombinace). M&me vektory z vektorového prostoru R?: @ = (1,4,2), b = (—2,0,1)
ac=(1,-2,1). Vektor

—

d=2d+b—3¢=(-3,14,2)

je linedrni kombinaci vektor( @, b a ¢. Existuji vSak i jiné linearni kombinace téchto vektord. Je jich zfejmé
nekonecné mnoho.

Definice 1.3 (trivialni linearni kombinace). Linedrni kombinace, kdterd ma vSechny koeficienty nulové,
se nazyva trivialni linearni kombinace

Poznamka 1.6 (nulovy vektor jako vysledek linedrni kombinace). Vysledkem trividlni linedrni kombinace
je vzdy nulovy vektor. Nulovy vektor je tedy mozné zapsat jako linedrni kombinaci libovolnych vektor(.
Nabizi se otdzka, zda je tato moznost jedind, nebo je to pouze jedna z vice moznosti, jak tvofenim linear-
nich kombinaci obdrZet ze zadané skupiny vektort vektor nulovy. Odpovéd na tuto otdzku je u nékterych
skupin vektord pozitivni a u jinych negativni a ukazuje se, Ze je dilezité oba pfipady rozliSovat. K tomu
slouzi nasledujici pojem.




Definice 1.4 (linearni zavislost vektorii). Rekneme, Ze vektory iy, i, ..., iy jsou linedrné zavislé,
jestlize existuje alespon jedna netrividlni linedrni kombinace téchto vektord, jejimz vysledkem je nulovy
vektor, tj. existuji-li redlna Cisla 1, t3, ..., tx, z nichz alespon jedno je rizné od nuly, takova, Ze plati

0=ty + totin + - - - + tpii. (1.4)

V opacném pripadé rikame, Ze vektory jsou linedarné nezavisle.

Poznamka 1.7 (slovni vyjadfeni pfedchozi definice). Vektory jsou tedy linedrné zavislé, jestlize pomoci
jejich linedrni kombinace |ze nulovy vektor zapsat alespon dvéma zplsoby: jednou jako trividlni linedrni
kombinaci alespon jednou jesté néjak jinak. Podobna situace plati i pro ostatni vektory, jak je obsazeno
v nasledujici vété.
Véta 1.1. Méime konecnou posloupnost vektord iy, s, ..., . Ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:
(i) Vektory jsou linedrné zavislé.
(ii) Alespori jeden z vektord iy, ..., Uy Ize vyjddFit jako linedrni kombinaci ostatnich vektorii.

(iii) Je-li vektor i, linedrni kombinaci vektor @y, ..., Uy, existuji alespori dvé riznd vyjddreni vektoru
u ve tvaru (1.3).

Poznamka 1.8 (k testovani linedrni zavislosti). V nékterych pfipadech je Gkol rozhodnout o linearni
(ne-)zavislosti vektori snadny. Plati totiz nasledujici:

4



e Je-li v posloupnosti vektorli néktery vektor ndsobkem jiného vektoru, jedna se o linedrné zavislou
posloupnost vektora.

e Dva vektory jsou linedrné zavislé pravé tehdy, kdyz jeden z vektor( je ndsobkem druhého.
o Je-li vektor(i vétsi pocet, nez je dimenze prostoru, jsou tyto vektory linedrné zavislé.

V ostatnich pfipadech nelze na otazku o pfipadné linedrni zavislosti nebo nezavislosti vektori dat okamzi-
tou odpovéd, ale je potfeba odpovidajicim zpisobem rozhodnout, napf. pomoci pojmu hodnost matice,
ktery uvedeme pozdéji.

Priklad 1.3 (aplikace predchozi poznamky). Vektory @ = (1,2,5), b = (0,1,0) a & = (=2, —4, —10)
Jsou linedrné zavislé.

Vektory d = (1,3) a &€= (—1, 3) jsou linedrné nezivislé.

O linedrni (ne-)zavislosti vektort i= (1,2,3,1), j= (2,1,0,1) a k= (1,1, -3, 2) nelze podle pfedchozi
poznamky rozhodnout, metodu na ovéfeni linedrni (ne-)zavislosti si uvedeme pozdéji.

Poznamka 1.9. Pokud k posloupnosti linedrné zavislych vektor pfidame libovolny podet vektori, vektory jisté

zlistanou linedrné zavislé. Naopak, pokud z posloupnosti linearné nezavislych vektorti vynechame libovolny pocet
vektorl, obdrzime opét linedrné nezdvislé vektory. Pokud k posloupnosti linedarné nezavislych vektor( pridanim
jednoho vektoru linedrni nezavislost porusime, znamena to, Ze jsme pfidali vektor, ktery lIze vyjadfit jako linearni
kombinaci plvodnich vektort.



2. Matice

Definice 2.1 (matice). Matici fadu m x n rozumime schema

a11 @12 a3 - Qlp

a21 Q22 G423 -+ Q2n
_A pr—

a/ml am2 DY ... amn

kde a;; proi = 1..m a j = 1..n jsou redlna cisla. MnoZinu vSech matic fddu m x n oznacujeme symbolem
R™*"™. Zkrdcené zapisujeme téz A = (a;j)i=1..n, j=1..n Nebo pouze A = (a;;). Je-li m = n nazyvd se
matice A ctvercova matice, jinak obdélnikovd matice. Je-li A ¢tvercova matice, nazyvame prvky tvaru
a;i, tj. prvky, jejichz Fddkovy a sloupcovy index jsou stejné, prvky hlavni diagonaly.

Definice 2.2 (matice transponovand). Bud A = (a;;) € R™*" matice. Matice, kterd vznikne zamé-
nou fadkl matice A za sloupce se nazyva matice transponovana k matici A. Matici transponovanou
oznalujeme symbolem AT . Plati tedy AT € R"™*™ a

AT = (az),
kde a;; jsou prvky matice A.
Priklad 2.1 (transponovand matice). Je-li
(1) _12 g 1 02 0
A= cplatiAT=1-2 1 1 1
219 3 3 9 -2
0 1 -2




Poznamka 2.1 (souvislost matice s vektory). Radky matice miZzeme chépat i jako vektory z prostoru R™.
Potom ma smysl mluvit o ndsobeni nebo s¢itani radkd, o linedrni kombinaci fadk( a o linearni zavislosti
a nezdvislosti radki. Podobna situace plati i pro sloupce. Matici, kterd obsahuje jediny Fadek, lze chapat
soucasné i jako vektor. Podobné matici, ktera obsahuje jediny sloupec, lze chapat soucasné jako sloupcovy
vektor.

Definice 2.3 (operace s maticemi). Budte A = (a;;), B = (b;;) matice fadu m x n. Souctem matic A a
B rozumime matici C' = (¢;;) fadu m x n, kde ¢;; = a;; +b;; pro vSechna i, j. Zapisujeme C = A+ B.
Bud A = (a;;) matice fadu m x n a t € R realné ¢islo. Soucinem Cisla t a matice A rozumime matici
D = (d;;) fadu m x n, kde d;; = t.a;; pro viechna i, j. Zapisujeme D = tA.

Budte A = (a;;) matice fddu m x n a B = (b;;) matice ¥fadu n x p. Soucinem matic A a B (v tomto
poradi) rozumime matici G = (g;;) fadu m x p, kde

gij = @irbij + aizbgj + - - + ainbp;
pro vSechna i = 1..m, j = 1..p. Zapisujeme G = AB (v tomto poradi).

Poznamka 2.2 (k definici operaci s maticemi). S¢&itdni matic a ndsobeni redlnym &islem je tedy (podobné
jako pro vektory) definovano po slozkdch. Zachovéva si proto bézné vlastnosti pro pocitani s redlnymi
Cisly — je komutativni a asociativni, také distributivni vzhledem k nasobeni redlnym dcislem. U soucinu
tomu tak neni. Obratem "v tomto poradi” proto zdiraziiujeme, Ze pofadi matic v soucinu nelze vyménit,
protoze soucin matic (na rozdil od souctu) neni komutativni operace.




2 -1 2 1 -2 1 2 4
Priklad 2.2. Promatice A=(3 1 -2|,B=10 1 3]aC=|-1 2| plat: A+ B=
2 0 1 2 4 1 3 1
3 -3 3 1 8
3 2 1], zatimco napt. souCet A + C neni definovan. Déle plati AC = | —1 12| zatimco
4 4 2 7 9

maticovy soucin C'A neni definovan.

Poznamka 2.3. Maticovy soucin (zce souvisi s linedrnimi kombinacemi vektorid. Vskutku, porovnejte
nasledujici dva vypocty:

1 20 1 1 -3

-1 1 1 0 -2|=(0 -1

2 1 3 1 2 5 6
1 2 0 -3
1-[-1-2-({1]+2- 1) =1]-1



Véta 2.1 (vlastnosti maticového soucinu). Soucin matic je asociativni a distributivni zprava i zleva
vzhledem ke scitani, tj. plati

A(BC) = (AB)C (asociativita)
AB+C)=AB+ AC (levy distributivni zakon)
(B+C)A=BA+CA (pravy distributivni zdkon)

vZdy, kdyZz tyto operace maji smysl.

Definice 2.4 (jednotkovd matice). Jednotkovou matici Fadu n rozumime &tvercovou matici typu R™*",
ktera ma v hlavni diagonale jednicky a mimo hlavni diagonalu nuly. Oznacujeme ji I,.

Priklad 2.3. Jednotkovad matice fadu 3 m3a tvar

10 0
L=[0 10
00 1

Poznamka 2.4. Jak ukdze nasledujici véta, jednotkova matice je pfi ndsobeni matic neutrdlnim prvkem
(hraje stejnou roli jako jedni¢ka p¥i nasobeni redlnych &isel). Navic maticovy souéin AI, je definovany
jenom pro jediny index n. Index u jednotkové matice proto miZeme vynechavat a symbolem I budeme
rozumét tu jedinou jednotkovou matici, pro kterou je tento soucin definovan. Podobné i pro soucin I,,, A.




Véta 2.2 (vlastnost jednotkové matice). Bud A matice. Pak plati IA = A a AI = A, vZdy, kdyZ je
tento maticovy soucin definovany.

Poznamka 2.5 (k vytykdni u matic). Z toho, Ze operace sou¢in matic neni komutativni plyne napf. Ze vyraz
AB — BA nelze dale zjednodusit, nebo Ze z vyrazu AB + C'A nelze vytknout (neodpovida ani levému ani pravému

distributivnimu zdkonu). Z vyrazu AB + A lze vytknout pouzitim jednotkové matice nasledovné: AB + A =
AB+ AI = A(B + I). Podobné Ize vytknout z vyrazu AB+ B=AB+1B=(A+1)B.

3. Hodnost matice

Matice fadu m x n obsahuje celkem m.n Cisel. Jedna se tedy o relativné komplikovany objekt. V matema-
tice se Casto snazime slozitéjsi objekty néjakym zpisobem charakterizovat pomoci objekt( jednodussich
— napf. pomoci Cisel. Ukazuje se, Ze matici Ize jistym zplsobem pfifadit Cislo nesouci cast informace
o matici. Jednim z téchto Cisel je hodnost matice, kterou si nadefinujeme nyni. Dal$i pouzivanou Ciselnou
charakteristikou matice je determinant, se kterym se sezndmime pozdéji.

Definice 3.1 (hodnost matice). Bud A matice. Hodnosti matice rozumime maximalni pocet linedrné
nezdvislych fadki matice. Hodnost matice A oznadujeme h(A).

Poznamka 3.1. Predchozi definice je korektni v tomto smyslu: jsou-li Fadky matice linearné nezavislé,
je hodnost matice rovna poctu jejich fadkd. Jsou-li linedrné nezavislé, existuje Cislo h takové, Ze matice
obsahuje h linedrné nezavislych radkd a libovolna skupina radkd, jejichz pocet je vétsi nez h, je linedrné
zavisla. Cislo h je potom hodnost matice.




Poznamka 3.2 (linedrni zavislost a nezavislost algebraickych vektorti). Bud A matice o m Fadcich a n
sloupcich. lhned z definice plyne, ze fadky matice jsou tvoreny m linedrné nezavislymi vektory z prostoru
R™ prévé tehdy, kdyz h(A) = m. Podobné sloupce matice jsou tvoreny n linedrné nezavislymi vektory
z prostoru R™ pravé tehdy, kdyz h(A) = n. Nauc¢ime-li se tedy efektivné zjistovat hodnost matice, mame
i nastroj pro zjistovani linedrni zavislosti a nezdvislosti vektor(.

Definice 3.2 (schodovity tvar). Rekneme, Ze matice A je ve schodovitém tvaru, jestlize pfipadné nulové
radky jsou usporadany na konci matice a nenulové jsou usporadany tak, ze kazdy nasledujici radek zacina
vétsim poctem nul nez radek predchozi.

Véta 3.1 (hodnost matice ve schodovitém tvaru). Hodnost matice, kterd je ve schodovitém tvaru je
rovna poctu jejich nenulovych Fadka.

2 2 2 3 -1 5
Priklad 3.1. Matice A = 8 8 (1) 91 g i) je ve schodovitém tvaru a h(A) = 3. Matice
000 0 0 O
2 22 3 -15
B=|0 0 1 0 0 3] neni ve schodovitém tvaru a jeji hodnost na prvni pohled nepozname.
003 -1 2 1




Véta 3.2 (operace zachovavajici hodnost matice). Ndsledujici operace neméni hodnost matice:

(i) vynechdni Fddku sloZeného ze samych nul, nebo vynechani Fidku, ktery je toZny s jinym fadkem,
nebo vynechani fadku, ktery je ndsobkem jiného radku

(i) vynechani Fddku, ktery je linedrni kombinaci ostatnich Fadka

(iii) vyndsobeni nebo vydéleni libovolného fddku nenulovym &islem

(iv) zdména poradi libovolného poctu Fadkid

(v) pri¢teni linedrni kombinace ostatnich Fadkdi k nenulovému ndsobku jednoho fadku

(vi) ponechdni jednoho Fidku beze zmény a opakované pri¢teni libovolnych ndsobki tohoto Fidku
k nenulovym ndsobkim ostatnich radkd matice

Poznamka 3.3 (strategie vypotu hodnosti matice). Pfedchozi Véta 3.2 je minéna takto: matici A,
jejiz hodnost pocitame, nahradime jinou matici, B, kterd vznikne z matice A provedenim nékteré z vyse
uvedenych operaci. Skute¢nost, Zze matice A a B maji stejnou hodnost je potom zajisténa predchozi
vétou. Tuto skutecnost budeme znizorriovat symbolem ~, tj. piSeme A ~ B. Déle ma smysl pfi zjistovani
hodnosti matice A pracovat s novou matici B. Tuto matici Ize opét nahradit jinou matici, C, ktera vznikne
z predchozi provedenim operace zachovavajici hodnost. Tento postup stile opakujeme. Toto ma smysl
provadét, pokud na konci dospéjeme k matici ve schodovitém tvaru, jejiz hodnost umime urdit.

Véta 3.3. Libovolnou matici Ize kone¢nym poctem uprav z Véty 3.2 prevést do schodovitého tvaru.
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Véta 3.4. Transponovani neméni hodnost matice.

Poznamka 3.4. Z faktu, ze transponovani matice neméni hodnost plyne, Ze vSe, co bylo feceno pro
radky plati i pro sloupce.

4. Inverzni matice

Poznamka 4.1 (motivaéni). U redlnych &isel mame doplitkové operace ke scitani a nasobeni — jsou
to odeditani a déleni. Odecitani matic mizeme implementovat jako s¢itani matice s matici vynasobenou
minus jedni¢kou: A — B = A + (—B). Oproti tomu operace déleni matic viibec neni implementovana.

7z 7 V7 v ’ . 7 ’ v 7 a — v 7 v v
U redlnych &isel Ize déleni nahradit nasobenim prevracenou hodnotou: — = ab™!. Tuto proceduru ¢asteéné

b
rozsifime pro matice.

Definice 4.1 (inverzni matice). Bud A € R™*" &tvercovd matice ¥adu n. Jestlize existuje &tvercovd
matice A~! ¥adu n, spliiujici vztahy

AT'A=T=AA", (4.1)

nazyvame matici A~ inverzni matici k matici A.

Poznamka 4.2 (k existenci inverzni matice). Pfedchozi definice nezaruduje existenci inverzni matice.
K nékterym ¢tvercovym maticim inverzni matice existuje, k nékterym ne. Pozdéji (ve Vété 5.1) uvidime,
Ze existuje jednoducha charakterizace matic, ke kterym inverzni matice existuje, pomoci determinantu.




Poznamka 4.3. Budte A a B ¢tvercové matice Fadu n. | kdyZz ndsobeni matic neni obecné komutativni, lze
ukazat, Ze pro ovéfeni toho, zda matice B je inverzni matice k matici A staci ovéfit pouze jeden z maticovych
sou¢ini AB nebo BA, protoze je-li jeden roven jednotkové matici, plati totéz i pro soudin druhy.

Poznamka 4.4 (metoda vypoétu inverzni matice). Metoda vypoltu inverzni matice spo&ivd v nésle-
dujicim: kazdou ¢tvercovou matici A Ffadu n, ke které existuje inverzni matice, lze koneénym poctem
nasledujicich fadkovych Gprav prevést na jednotkovou matici, jsou to:

(i) libovolna zaména poradi fadkid matice
(ii) vyndsobeni nebo vydéleni libovolného Fadku matice libovolnym nenulovym Cislem

(iii) ponechani jednoho Fadku beze zmény a opakované pfi¢teni libovolnych nasobki tohoto Fadku
k nenulovym nasobk(m ostatnich Fadk( matice

Provedeme-li stejné Gpravy ve stejném poradi na jednotkové matici Fadu n, obdrzime matici inverzni
k matici A, tj. matici AL

PovSimnéte si, Ze neprovadime viibec Zadné sloupcové operace! Také nemd smysl uvazovat nulové nebo
linedrné zavislé fadky, protoZe tyto se ve vypoctu neobjevi (pro¢, to se dozvime z nasledujiciho ¢lanku

o determinantech a z Véty 5.1).



5. Determinant

Definice 5.1 (determinant). Bud A € R"*" &tvercova matice fadu n. Determinant matice A je redlné
Cislo det A prirazené matici A nasledujicim zpisobem:

(i) Je-li A matice fadu 1, tj. A= (a11), je det A = aq;.

(i) Mame-li definovan determinant z matice fadu (n — 1) oznaéme symbolem )/;; determinant matice
fadu (n — 1), kterd vznikne z matice A vynechanim i-tého ¥adku a j-tého sloupce. Definujme

a/gebraicky dop/nék Aij prvku A4 jako soucin Aij = (—1)i+jMij.

(iii) Kone¢né, definujme determinant fadu n nasledovné: zvolime libovolny index i € {1,2,...n} a
definujeme
det A = ailAil aF aiQA»L‘Q + -+ amAm (51)

Poznamka 5.1 (k oznaleni). Determinant matice A oznalujeme téz |A|. Je-li A = (a;;) piSeme zkrdcené
|a;;| misto |(a;;)|. K zdméné s absolutni hodnotou mize dojit jediné v pfipadé, Ze matice A je fadu jedna.
V praxi se vSak obvykle s maticemi Fadu jedna nepracuje.

Poznamka 5.2 (k definici determinantu). Vztah (5.1) se nazyva rozvoj podle podle i-tého fadku a
umoziuje zapsat determinant fadu n jako souéet determinantd fadu (n—1). Determinant je vy$e uvedenou
definici dobre definovan, lze ukazat, ze nezdlezi na vybéru indexu i. V literatufe se ¢asto determinant
definuje ponékud odlisnym (avsak ekvivalentnim) zplisobem a vztah (5.1) ma poté postaveni matematické
véty — nazyva se Laplaceova veéta, nebo Laplaceiiv rozvoj determinantu podle i-tého radku.




Poznamka 5.3. Aplikaci definice determinantu dostdvdme pro determinanty druhého a tfetiho Fadu
nasledujici (volime vzdy i = 1):

“ b‘ = ald| — blc¢| = ad — be
d
a
a b c g ik .
i J kl=al’ —b , j’:ajz+bk:1:+ciy—(cjx—l—biz—i—aky)
oy oz y oz T oz Y

Tyto vztahy je vhodné si zapamatovat. Prvni z téchto vztah( se nazyva krizové pravidlo, druhy Sarusovo
pravidlo. Pro determinanty vyssich Fadi se pocitani pfimo z definice nehodi, protoze je zdlouhavé a vyza-
duje znacné mnozZstvi operaci nasobeni. Proto si nize odvodime jinou metodu pro vypocet determinantu.

Definice 5.2 (reguldrni a singuldrni matice). Bud A ¢tvercova matice. Je-li det A = 0, fikdme, Ze matice
A je singuldrni, v opaéném pripadé rikame, Ze je reguldrni.

Poznamka 5.4. Misto o fadcich matice, ze které pocitdme determinant, mluvime nékdy zkracené o fad-
cich determinantu. Podobné mluvime o sloupcich determinantu.



Véta 5.1 (souvislost determinantu s hodnosti a s existenci inverzni matice). Bud A &tvercovd matice
fadu n Nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(i) Radky matice jsou linedrné nezavislé.
(i) h(A) =n
(iii) Existuje matice inverzni A~' k matici A.
(iv) Matice A je reguldrni, tj. det A # 0.
Poznamka 5.5. Odsud plyne, Ze determinant matice A je nulovy pravé tehdy, kdyz matice A ma linedrné

zvislé fadky (sloupce). Zejména tedy determinant, jehoz jeden fadek nebo sloupec je bud nulovy, nebo
nasobkem jiného fadku (sloupce), je zcela jisté nulovy.

Véta 5.2 (determinant matice ve schodovitém tvaru). Determinant matice, kterd je ve schodovitém tvaru je

roven soucinu prvkd v hlavni diagondle.

Véta 5.3 (determinant maticového soucinu, Cauchyova véta). Budte A, B &tvercové matice Fdu n. Plati

det(AB) = (det A)(det B)



Poznamka 5.6. Nasledujici véty o Gpravach determinantu bereme ve smyslu poznamky za Vétou 3.2.

Tyto operace se li§i od operaci zachovavajicich hodnost matice. Ctéte je proto pozorné a uvédomte si
rozdily mezi nasledujicimi vétami a Vétou 3.2

Véta 5.4 (operace zachovavajici hodnotou determinantu). Ndsledujici operace neméni hodnotu deter-
minantu matice:
(i) pricteni linedrni kombinace ostatnich radkd (sloupcii) k jinému fddku (sloupci)

(ii) ponechani jednoho radku (sloupce) beze zmény a opakované pricteni libovolnych ndsobki tohoto
radku (sloupce) k ostatnim fadkiam (sloupciim) matice

(iii) transponovani matice
Véta 5.5 (dalsi operace s determinantem). Ndsledujici operace méni hodnotu determinantu popsanym
zpiisobem:
(i) prehozenim dvou fadki (sloupcti) determinant méni znaménko

(ii) vydélime-li jeden rddek (sloupec) nenulovym &islem a, zmensi se hodnota determinantu a-krat
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Poznamka 5.7 (vytykédni pfed determinant). Podle bodu (ii) pfedchozi véty, vydélime-li jeden radek
determinantu nenulovym cislem, musime timto Cislem determinant opét vynasobit, aby se hodnota de-
terminantu nezménila. Této operaci nékdy rikdme vytykani pred determinant. Napf.

2 4 8 1 2 4 1 2 1
-1 2 4|=2|-1 2 4|=24.|-1 2 1].
0 1 12 0 1 12 0 1 3

Poznamka 5.8 (Laplaceova véta pro sloupce). ProtoZe transponovanim matice se hodnota determinantu
neméni, je mozné vyslovit Laplaceovu vétu i pro sloupce matice, tj. je-li j € {1,2,...,n} index libovolného
sloupce matice A, plati

det A = alelj + anggj + -4 anjAnj,

kde A;; oznacuje algebraicky doplnék prvku a;; v matici A. Slovné Ize rozvoj podle fadku nebo sloupce
vyjadFit konstatovanim, Ze hodnota determinantu je rovna souctu prvk( v libovolném fadku nebo sloupci
determinantu, vynasobenych jejich algebraickymi dopliky.

Poznamka 5.9 (technicka). Réadek nebo sloupec, podle kterého provadime rozvoj, je vhodné volit tak,
aby obsahoval co nejvice nulovych prvki. V pfipad€, Zze takovy fadek ani sloupec v determinantu neni,
muiZeme jej vytvorfit pomoci Gprav z Véty 5.4.



6. Soustavy linearnich rovnic

Jedna z nejvyznamnéjsich aplikaci maticového poctu je feSeni soustav linedrnich rovnic. Historicky byl
vznik maticové algebry motivovan predevsim pracemi tykajicimi se FeSeni soustav linedrnich rovnic.

Poznamka 6.1 (Rizné formulace problému se soustavou dvou lindrnich rovnic o dvou neznamych.).
Uvazujme nasledujici tfi problémy:

Uloha 1 Najdéte vSechna redlna &isla x1, x4, spliujici dvojici rovnic
4x1 + 5562 =7

I1—2$2=4

Uloha 2 Najdéte vsechna redlna Cisla =1, x2, spliujici vektorovou rovnici
4 5 7
(1) (%) = ()
Uloha 3 Najdéte vSechna redlna Cisla z1, x2, spliujici maticovou rovnici
4 b 1\ (7
1 -2 €To \4

Vsechny problémy jsou ekvivalentni a jedna se o jiny zapis téhoz. Jednou vSak pouzivdme soustavu rovnic,
vektory a jejich linedrni kombinaci a jednou matice a maticovy soucin!



Definice 6.1 (soustava linedrnich rovnic). Soustavou m linedrnich rovnic o n neznamych nazyvame
soustavu rovnic

01121 + 1222 + 1323 + - -+ + A1 Ty = by
(21T + G22T2 + A23T3 + - - - + A2, Ty = b

a31T1 + asaxo + az3rs + - - + azpx, = ba (6.1)

Am1T1 + G222 + Apm3ZT3 + - + ApnTp = bm

Proménné x1, xo, ..., &, nazyvdme neznamé. Redlnd Cisla a;; nazyvame koeficienty levych stran, redlna
Cisla b; koeficienty pravych stran soustavy rovnic. Resenim soustavy rovnic rozumime usporadanou n-tici
redlnych Cisel [t1, 1o, ..., t,] po jejichz dosazeni za nezndmé (v tomto poradi) do soustavy dostaneme ve

vSech rovnicich identity.

ProtoZe pro Fe$eni soustavy rovnic jsou podstatné pouze jednotlivé koeficienty!, zavadime nasledujici
definici.

IMleky predpokladame, e alespoii jeden koeficient u kazdé neznamé je nenulovy, tj. ¥e ka?da nezndma se v soustavé
skute¢né alespon jednou vyskytuje.




Definice 6.2 (matice soustavy). Matici

ai;  ai2 @13 - QAin
a21 a22 a3 - A2p

A= (6.2)
Am1 Am2  Am3 Amn

nazyvame matici soustavy (6.1). Matici

a1 a2 a1z - i | by
azi a22 a3 - A2n, by

A= T ] _ Sl (6.3)
Am1 Am2  Am3 o Amn bm

nazyvame rozsirenou matici soustavy (6.1).

Poznamka 6.2 (vektorovy zapis soustavy linedrnich rovnic). Soustavu (6.1) Ize ekvivalentné pfepsat do
vektorového tvaru

ary a2 a3 a1n by
a1 @22 a3 a2n bo

ot | e | T e | = | (6.4)
Am1 Am2 am3 Amn bm

Vidime tedy, ze se vlastné jedna o problém, vyjadfit vektor slozeny z Cisel na pravé strané soustavy rovnic
jako linedrni kombinaci vektord, které tvofi sloupce matice soustavy. (Fakt, zda pracujeme s radkovymi
nebo se sloupcovymi vektory evidentné neni podstatny.)

/



Poznamka 6.3 (maticovy zapis soustavy linedrnich rovnic). Soustavu (6.1) Ize ekvivalentné pfepsat do maticového

tvaru pomoci maticového soucinu

a1 a2 - Qin 1 b1
az1 a2 ce azn €2 b2
Am1 am?2 o Amn Tn b'm

Tento tvar se pouziva Casto v inzenyrskych vypoétech pro (spornost. Symbolicky zpravidla piSeme soustavu
linedrnich rovnic ve tvaru

AZ =0,
kde A je matice soustavy a gje vektor pravych stran.

O fesitelnosti soustavy rovnic ndm dava informaci ndsledujici véta.

Véta 6.1 (Frobeniova véta, Kronecker—Capelliho véta). Soustava (6.1) je fesitelnd pravé tehdy, kdyZ jeji 4
matice soustavy (6.2) a rozsifend matice soustavy (6.3) maji stejnou hodnost, tj. h(A) = h(A,).

Jedna z nejjednodussich metod pro nalezeni feSeni soustavy linearnich rovnic je Gaussova metoda neliplné
eliminace. Tato metoda spodiva v tom, Ze soustavu rovnic nahrazujeme postupné jinymi soustavami, které —
maji stejnou mnozinu feseni. Toto provadime tak dlouho, dokud nedojdeme k soustavé, kterou umime
vyresit. V praxi veskeré operace provadime pfimo na rozsifené matici soustavy a to tak, Ze tuto matici
prevedeme na schodovity tvar pomoci libovolnych radkovych operaci, které jsme pouzivali pfi zjistovani
hodnosti matice ve VEté 3.2. Je treba dbat na to, abychom pouzivali dlisledné pouze radkové operace a
je tfeba se vyvarovat manipulace se sloupci matice! Je-li rozSifend matice soustavy ve schodovitém tvaru,
vidime okamzité, zda je soustava feSitelnd (viz. Frobeniova véta) a pokud ano, jsme schopni odspodu
dopocditat jednotlivé neznamé. Pritom nastane jeden z nasledujicich pripad: f
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(i) Soustava nema feseni, pokud h(A) # h(A;). (V tomto pfipadé je h(A,) = h(A4) +1.)
(ii) Soustava ma pravé jedno feSeni, pokud h(A) = h(A4,) = n.

(i) Soustava ma nekoneéné mnoho Feseni, pokud h(A) = h(A4,) < n. Tato Fedeni Ize vyjadfit pomoci
(n — h(A)) nezavislych parametra.

Definice 6.3 (homogenni soustava linedrnich rovnic). Plati-li v soustavé (6.1)
bi=by=---=b, =0,

nazyva se soustava (6.1) homogenni.

Poznamka 6.4 (trividlni FeSeni). Homogenni soustava linedrnich rovnic je vzdy feSitelnd. Vskutku —
matice soustavy a rozsifrend matice soustavy se lisi pouze sloupcem sloZzenym ze samych nul a maji tedy
stejné hodnosti. Navic po dosazeni okamzité vidime, ze n-tice x1 =0, 2 =0, ..., &, = 0 je feSenim.
Toto Fedeni nazyvdme trividlni. U homogennich soustav linedrnich rovnic tedy bud existuje pouze trividlni
feseni, nebo existuje nekone¢né mnoho reseni.

Poznamka 6.5 (vektorovy zépis homogenni soustavy linedrnich rovnic). Zapiseme-li homogenni soustavu
linearnich vektorové, vidime, Ze se vlastné jedna o problém nalézt linearni kombinaci sloupci matice
soustavy, kterd je rovna nulovému vektoru. Takova linedrni kombinace vzdy existuje — napriklad trividlni
linedrni kombinace. Pokud ma problém jesté jiné feSeni, znamena to, Ze sloupce matice soustavy jsou
linedrné zavislé — viz. str. 90.

VSechny pojmy, které jsme si v souvislosti s linedrni algebrou uvadéli spolu tzce souvisi. Nejlépe je tato
souvislost vidét u ¢tvercovych matic, zformulujme si tedy nasledujici vétu, ktera rozsiruje Vétu 5.1.




Véta 6.2. Bud A ¢tvercovd matice Fadu n Ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni: i
(i) Radky matice jsou tvoreny linedrné nezavislymi vektory z R™.
(i) Sloupce matice jsou tvoreny linedrné nezavislymi vektory z R"™.
(iii) Hodnost matice A je rovna n, tj. h(A) = n
(iv) Matice A je invertibilni, tj. existuje matice A~' k ni inverzni.
(v) Matice A je reguldrni, tj. det A # 0.

(vi) Soustava linedrnich rovnic, jejiz matice soustavy je matice A, m3 pro libovolnou volbu koeficient
na pravych strandch rovnic jediné feseni.

(vii) Homogenni soustava linedrnich rovnic, jejiz matice soustavy je matice A, md pouze trividlni FeSen.

(viii) KaZdy algebraicky vektor zR"™ Ize vyjddFit jako linedrni kombinaci vektorii tvorfenych Fadky (sloupci)
matice A, a to jednoznacné, aZ na poradi.

N3asledujici véta ukazuje jednu z aplikaci inverzni matice.

Véta 6.3. UvaZujme soustavu linedrnich rovnic, jejiz matice soustavy je Ctvercovd matice A a vektor i
pravych stran je sloupcovy vektor B. Predpoklddejme, Ze k matici A existuje inverzni matice A~'. Potom

md soustava jediné FeSeni, jehoZ jednotlivé slozky jsou prvky sloupcového vektoru A~' - B, kde tento
uvedeny soucin chapeme v maticovém smyslu.



7. Shrnuti

Linearni algebra se zabyva vektory a maticemi, které je mozné chéapat jako jakési zobecnéni redlnych Cisel
do vyssich dimenzi. Hlavni motivaci pro vznik takovéhoto aparatu byla potfeba podat (1¢inné metody pro
feSeni soustav linearnich rovnic. Aplikace se vSak neomezuji pouze na soustavy linearnich rovnic ale i na
mnohé dalsi inzenyrské problémy. Jazyk linearni algebry je napfiklad zakladnim jazykem i v analytické
geometrii obecnych n-rozmérnych prostor( a také jistym startovnim bodem pfi studiu nekonecnédimen-
zionalnich prostord.

nezavislost vektor(.

Matice je objekt, obsahujici jiz vétsi pocet €isel (veli¢in) nez vektor, a proto se pfi studiu matic opirdme
o tzv. Ciselné charakteristiky matic — matici je pfirazené Cislo, které "cosi” o matici vypovida. Z téchto
déleni u matic Ize v nékterych pripadech obejit pomoci pojmu inverzni matice, ktery je "cosi jako”
prevracenad hodnota matice vzhledem k operaci nasobeni.

vvvvvv

pro nas bude z teoretickych pojmil nejdllezitéjsi pojem hodnost matice.



Kapitola 4
Nelinearni rovnice, numerickd matematika

V této kapitole si uvedeme nékteré standardni postupy pfi feseni Gloh tzv. numerické matematiky

1. Algebraické rovnice

Nejprve budme studovat rovnice obsahujici nejjednodussi funkce — polynomy.

Definice 1.1 (algebraicka rovnice). Bud n pfirozené Cislo a
Po(z) = apz™ + a1z™ t +agz™ 2 4 -+ ap_92® + ap_12 4 ap (1.1)

polynom stupné n s redlnymi koeficienty ag, a1, ...a,, kde ay # 0. Koeficient ay se nazyvdme vedouci
koeficient polynomu P, (z) a koeficient a,, absolutni ¢len polynomu P, (z). Clen apz™ nazyvdme vedouci
¢len polynomu Py, (x). Algebraickou rovnici stupné n rozumime rovnici tvaru P,(x) = 0, tj.

aoz” + a1zt +asx" % +---+a, 22> +a,_1x+a,=0 (1.2)

Poznamka 1.1 (nejjednodussi polynomy). Polynom nultého stupné je konstantni funkce. Polynom prv-
niho stupné nazyvdme linedrni polynom a jeho grafem je pfimka (k sestrojeni grafu ndm tedy stadi znit
dva body, které na grafu lezi). Polynom druhého stupné nazyvame kvadraticky polynom, jeho grafem je
parabola. Polynom tfetiho stupné nazyvame kubicky polynom, jeho grafem je kubicka parabola.




Definice 1.2 (koten polynomu, feseni algebraické rovnice). Resenim (korenem) algebraické rovnice (1.2)
(korenem polynomu (1.1)) rozumime Cislo ¢, spliiujici P, (c) = 0, tj. spliujici po dosazeni za x rovnost
(1.2).

Priklad 1.1. Cisla 2 =1 a 2 = —2 jsou koFeny polynomu
P(z) =2+ 222 — 2 — 2. (1.3)

Vskutku, pfimym vypoltem lze ové&fit, e P(1) = 0 a P(—2) = 0. Cislo z = 3 naopak neni kofenem
tohoto polynomu, protoze P(3) = 40 # 0.

O fresitelnosti algebraickych rovnic vypovida nésledujici véta.
Véta 1.1 (zakladni véta algebry). V oboru komplexnich &isel ma kaZdy nekonstantni polynom kofen.

Nasledujici definice a véta udavaji jednu z ekvivalentnich formulaci definice kofene polynomu.

Definice 1.3 (korenovy &initel). Je-li ¢ kofenem polynomu (1.1), pak linedrni polynom (z—c) s proménnou
x nazyvame korenovy cinitel prislusny ke koreni c.

Véta 1.2 (véta o déleni polynomi kofenovym Cinitelem). Cislo ¢ je kofenem polynomu (1.1) pravé tehdy,
kdyZ existuje polynom Q,,—1(x) stupné (n — 1) s vlastnosti

P,(z) = (z — ¢)Qn_1(x). (1.4)



Priklad 1.2. Polynom (1.3) mlZe byt zapsan v nasledujicich ekvivalentnich tvarech
y=(@-1)@"+32+2), y=(@+2)(«®-1), y=(@@-1)(z+1)(z+2)

Ctenadf maze snadno zkontrolovat ekvivalentnost téchto vyjadreni rozndsobenim zavorek a se¢tenim od-
povidajicich mocnin.

Poznamka 1.2 (déleni kofenovym Cinitelem). Véta 1.2 tedy fikd, Ze polynom lze beze zbytku vydé-

lit korenovym Cinitelem. Toto déleni polynomu je vhodné provadét pomoci Hornerova schematu. Toto
schema nam poslouZi soucasné i pfi vypoctu funkénich hodnot polynomu, protoze vyzaduje mensi pocet
operaci nasobeni, nez jaky bychom museli provadét, kdybychom pocitali funkéni hodnoty pfimo z vyjadreni

(1.1).

Je mozné dokonce ukazat nasledujici zobecnéni Véty 1.2.

Véta 1.3 (véta o zbytku pfi déleni polynomt). Zbytek po déleni polynomu P(x) poylnomem (xz — c) je
pravé P(c).

Je-li &islo ¢ kofenem polynomu (1.2), maze byt i kofenem polynomu Q,,—1(x) z Véty 1.2. Proto ma smysl
nasledujici definice.

Definice 1.4 (nasobnost kofene). Necht c je kofenem polynomu (1.1). Rekneme Ze tento koren je k-
ndsobny, jestlize existuje polynom Q,,_(z) stupné n — k takovy, ze plati

Pu(z) = (x — ¢)*Qn_r(x) a Qn—k(c) #0 (1.5)
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Véta 1.4. Polynomy P, (x) a Qn—x(x) z pfedchozi definice maji stejné kofeny véetné ndsobnosti, s vy-
Jjimkou korene c.

Poznamka 1.3 (technickd). Z predchozi véty plyne, Ze hleddme-li kofeny polynomu P, (z), je vhodné
po nalezeni jednoho z nich vydélit polynom P, (z) kofenovym d&initelem pfislusnym tomuto kofeni
"maximalné-mozné-krat”. Tim zjistime ndsobnost kofene (je to ¢islo, udavajici, kolikrat se ndm podafilo
provést déleni beze zbytku) a obdrzime polynom Q,,_x(x) z pfedchozi definice (je to posledni podil,
ktery vySel beze zbytku). Déale budeme hledat kofeny polynomu Q,,—(z). Ten je totiz nizsiho stupné a
tedy jednodussi.

Pojem nasobnosti kofene Ize ekvivalentné zavést pomoci derivaci polynomu P(z). Tuto ekvivalentni
formulaci si uvedeme v nasledujici vété.

Véta 1.5 (souvislost nasobnosti kofene s derivaci). Cislo ¢ je k-ndsobnym kotenem polynomu (1.1)
(rovnice (1.2)) pravé tedy, kdyz plati

Po(e) = Bi(e) = Pl(e) =+ = PF D () = 0

P (c) # 0,

tj. Cislo ¢ je kofenem polynomu P, (x) a vSech jeho derivaci do fadu (k — 1) v&etné a neni kofenem
derivace fadu k.



nésobnosy—\ n{sobnost 2
/c ¢

nasobnost 3 nasobnost 4

t }
C c

Obrazek 4.1: Souvislost znaménkové zmény a nasobnosti korene

Poznamka 1.4 (souvislost ndsobnosti kofene se zménou znaménka). V bodé, ktery je kofenem nasobnosti
alespon 2 ma polynom vzdy vodorovnou te¢nu. Dalsi vlastnosti se Fidi tim, jedna-li se o kofen sudé nebo
liché nasobnosti (viz Obrazek 4.1).

e V okoli kofene liché nasobnosti polynom méni znaménko, je monotonni a jedna-li se o kofen na-
sobnosti alespon 3, ma zde funkce inflexni bod.

e V okoli kofene sudé nasobnosti polynom neméni znaménko a ma zde lokalni extrém.



Poznamka 1.5 (uréovani znaménka raciondlni lomené funkce). PfedeSlou pozndmku muiZeme spolu
s Pozndmkou 5.2 na strané 46 vyuZit pfi zjiStovani, na kterych intervalech je raciondlni funkce (tj. podil
dvou polynomi) kladnd a na kterych je zaporna. Pfedpoklddejme, Ze Citatel i jmenovatel maji riizné
kofeny.! Vyneseme-li na osu z viechny nulové body funkce (tj. kofeny polynomu figurujiciho v Citateli)
a vsechny body nepojitosti (tj. kofeny polynomu figurujiciho ve jmenovateli), rozpadne se osa x na
systém podintervald. Bolzanova véta zarucuje, ze uvnitf zddného ziskaného podintervalu nemize vyraz
zménit znaménko. Véta 1.5 ukazuje, jak spolu souvisi znaménka funkce v sousednich intervalech — jsou
stejnd, pokud jsou intervaly oddéleny kofenem sudé nasobnosti a riizna, pokud jsou oddéleny korenem
nasobnosti liché. Staéi tedy znaménko funkce uréit jenom v jednom libovolném podintervalu a ostatni
znaménka ziskame jiZz snadno.

Opakovanym aplikovanim Véty 1.2 a zdkladni véty algebry dostdvame nasledujici tvrzeni.

Véta 1.6 (pocet komplexnich kofenti). V oboru komplexnich &isel md kazdy polynom (kazdd algebraickd rovnice)

stupné n pravé n kofenii. Pritom kaZdy koren pocitame i s jeho ndsobnosti.
V praxi nas Casto zajimaji pouze redlné koreny. Modifikace predchozi véty pro realné korfeny je nasledujici.

Véta 1.7 (pocet redlnych korend). V oboru redinych &isel ma kazdy polynom (kaZdd algebraickd rovnice)

stupnén celkem bud'n kofent, nebo o sudy pocet méné. Pritom kaZdy kofen po&itdme i s jeho ndsobnosti.

Poznamka 1.6 (filozofickd). Umime vyfesit libovolnou linedrni a kvadratickou rovnici. Lze vyfesit i libovolnou
algebraickou rovnici fadu 3 a 4. Neni vS§ak mozné sestrojit algoritmus pro nalezeni korent rovnice fadu 5 a vice!
Rovnice vyssich fadi umime vyresit jenom v nékterych specidlnich pripadech. Jsou-li napfiklad vSechny koeficienty
v rovnici celd &isla, umime (jak si uvedeme nize) nalézt alespofi vdechny celodiselné koteny.

'Pokud tomu tak neni, sta& zlomek zkratit prislusnym korenovym Ccinitelem.



Poznamka 1.7 (technickd). Pro fadu Gloh v matematice je vhodné umét rozlozit polynom na soucin polynomu
jednodussich. Lze ukdzat, Ze kazdy polynom lze rozloZit na soudin, kde jsou jenom korfenové &initele (tj. linedrni
polynomy tvaru (z — ¢) u jednoduchych kofenii a tvaru (z — c)’c u k-ndsobnych kofenti) a pfipadné kvadratické
vyrazy, které nemaji redlné koreny, nebo mocniny téchto kvadratickych vyrazii — toto vSak neni mozné provést
bez znalosti kofen(i tohoto polynomu. V praxi tedy dokazeme zpravidla rozlozit na soucin pouze kvadratické poly-
nomy, polynomy které maji celociselné koreny, pfipadné polynomy, kde rozklad na soucin lze provést postupnym
vytykanim.

1.1. Odhady kofenui algebraickych rovnic

Véta 1.8 (nutnd podminka pro celociselné koreny). Necht vsechny koeficienty polynomu (1.1) jsou celd
Cisla. Je-li ¢ € Z kofenem tohoto polynomu, pak je Cislo a,, délitelné Cislem c, tj. ¢

Q.

Poznamka 1.8 (prakticky vyznam predchozi véty). Pfedchozi véta se tyka pouze polynomi s celodisel-
nymi koeficienty a fika, Ze celociselnym korenem takového polynomu miiZze byt pouze délitel absolutniho
¢lene. Je tedy mozné si viechny délitele vypsat (je-li a,, # 0, je jich kone€né mnoho!) a po fadé je
otestovat, naptf. Hornerovym schematem. Navic, najdeme-li takovy koren, zjistime opakovanym délenim
soucasné i jeho ndsobnost. Je-li dale algebraicka rovnice normovand, tj. ap = 1, jsou jeji redIné koreny
pouze celociselné nebo iracionalni.

Koreny, které nejsou celociselné, neumime obecné u polynomu nalézt. Proto si ukazeme nékteré priblizné
metody pro jejich nalezeni. Nasim (kolem je zjistit (odhadnout) pocet redlnych kofend, najit interval ve
kterém tyto koreny lezi a koreny odseparovat, tj. nalézt systém intervall s takovou vlastnosti, Ze kazdy
interval obsahuje pravé jeden kofen polynomu (viz déle).



Véta 1.9 (ohranicenost kofentl). Budte x; (pro i = 1..n) kofeny (i komplexni) polynomu (1.1) (alge-
braické rovnice (1.2)). Plati
A
T <14 —, 1.6
ol < 14 (16)
kde A = max{|a;|,7 = 1..n}.

Piklad 1.3 (odhad velikosti kofenii). Pro kofeny x; polynomu P(z) = 225 — 2® + 42% + x — 6 plati
6
<1+ - =4
le;| <1+ 3

Pro odhad poctu redlnych kladnych koren( slouzi nasledujici véta.

Véta 1.10 (Descartova véta). Pocet kladnych kofeni polynomu (1.1) (algebraické rovnice (1.2)) je
roven poctu znaménkovych zmén v posloupnosti koeficientt ag, a1, as, ..., an, nebo o sudé Cislo mensi.
Pripadné koeficienty, které jsou rovny nule, pfitom neuvaZujeme.

Poznamka 1.9 (jeden z dusledkd pfedchozi véty). Okamzitym disledkem této véty je ndsledujici tvrzeni:
Polynom, jehoz vSechny koeficienty jsou nezaporna Cisla nemize mit kladné koreny.

Priklad 1.4 (pocet kladnych kofenti). Polynom P(z) = 2® — 2° + 2® + 2% — x + 1 m4 bud 4 nebo 2
nebo zadny realny kladny koten.

Priklad 1.5 (pocet kladnych kotenil). Polynom P(x) = 22 — 2 + 42% + 2 — 6 ma 3 nebo 1 kladny
redlny kofen. Tyto kofeny lezi v intervalu (0,4) — viz Pfiklad 1.3.



Ptiklad 1.6 (hledani celoiselnych kofenl a rozklad na soucin). Naleznéme v oboru celych &isel viechna
fedeni rovnice
5, 4 3 2 _
z° + 2" —5x° — 9x° — 24z — 36 = 0.

Celociselnymi kofeny mohou byt pouze Cisla, kterad déli ¢islo 36, tj. +1, £2, £3, +4, +6, £9, £12, £18
a £36. Tato &isla postupné vyzkousime (i jejich nasobnosti, pokud se bude jednat o kofeny) Hornerovym
schematem.

1 1 -5 -9 —24 —36

1 1 -3 —12 —36 —72
-1 1 0 -5 —4 —20 —16

2 1 3 1 -7 —38 #£0
-2 |1 -1 =3 -3 18 || of
-2 [ 1 -3 3 -9 || 07
-2 | 1 -5 13 -35°

31 0o 3 o
-3 1 -3 12
Poznamky:
Dg=-2 je kofenem ndsobnosti alespon jedna. Musime ovérit ndsobnost tohoto korene. Navic ma dale
smysl| testovat pouze délitele ¢isla 18.
2) x = —2 je kofenem nasobnost alespoii dva. Zkusime ovéfit, zda se nejednd o kofen nasobnosti t¥i nebo

vice.



3= -2 tedy je koren ndsobnosti pouze dva. Piln€jsi Ctendri si jisté vSimli, Ze tento Fadek nebylo

nutné psat. Dvojka totiz neni délitelem Cisla —9, které je absolutnim ¢lenem polynomu, ktery odpovida
poslednimu podtrzenému radku.

Yzr=3 je kofenem nasobnosti alespon jedna. navic ma smysl testovat dale jenom délitele Cisla 3 a
jenom zdapornd Cisla, protoze dale uvazujeme polynom, ktery ma pouze kladné koeficienty. Z tohoto
dlivodu nemfize byt ¢islo x = 3 nasobnym korenem a zbyva pouze Cislo —3.

Vysledky: Nasli jsme tfi celociselné kofeny 1 2 = —2 a x3 = 3. Rozklad levé strany rovnice na soucin je

(z +2)*(z — 3)(2* + 3) = 0.

Odsud lze vidét, Ze zbylé dva kofeny nejsou redlnd &isla, tj. z45 € R (rovnice z? +3 =0 nema v oboru
redlnych Eisel fesent).

2. Priblizné fesSeni rovnic
Budeme se zabyvat Gkolem najit pFiblizné feSeni rovnice

f(‘T) =0, (21)

kde f(z) je spojita funkce. Je-li funkce f polynom, jednd se, jak jsme vidéli v pfedchozim, o algebraickou
rovnici.

Pt¥i priblizném fteSeni rovnic zpravidla mame k dipozici jisty pocatecni odhad, ktery ndm udava pribliz-
nou polohu kofene, a nasim Gkolem je tento pocatecni odhad zpresnit na pozadovanou presnost. Tento
pocatecni odhad ziskdme napriklad grafickym FeSenim rovnice, pouZzitim specializovanych metod v p¥i-
padé nékterych rovnic (napfiklad u algebraickych rovnic) nebo v nouzi hrubou vypoéetni silou stfelbou
naslepo.



Umluva. Rekneme, e &islo ¢ je kofenem funkce (2.1) s presnosti alespori € (s chybou nejvyse €), jestlize
se od skutecného korene polynomu lisi nejvySe o hodnotu ¢, tj. pokud skutecny korfen lezi v intervalu
(c—¢e,c+¢€). S presnosti alespon ¢ tedy kofen nalezneme, pokud najdeme interval délky nejvyse 2¢, ve
kterém je tento koren obsaZen.

Je-li napfiklad [a, b] interval, na kterém spojitd funkce f(a) méni znaménko, je podle Bolzanovy véty stfed
tohoto intervalu kofenem funkce f(x) s pfesnosti alespon poloviny délky tohoto intervalu. Vypoéteme-li

a+b b—a

tedy ¢ = ae= — je kofen funkce roven ¢ 4+ €. V praxi zpravidla chybu ¢ uddvdme na jednu

platnou Cislici (zaokrouhlujeme pouze nahoru!) a pfibliznou hodnotu kofene zaokrouhlujeme na stejny
pocet desetinnych mist. Zaokrouhlujeme-li meze intervalu [a, ], je nutno zaokrouhlovat tak, aby zadné
Cislo z tohoto intervalu po zaokrouhleni nevypadlo, tj. dolni mez zaokrouhlujeme pouze doll a horni mez
pouze nahoru.

2.1. Metoda puleni intervalu

Metoda pileni intervalu nam umoziuje hledat kofeny rovnice, které souvisi se znaménkovou zménou.
Tuto metodu je tedy mozno pouZit napriklad pro hledani koren(li algebraické rovnice, které maji lichou
nasobnost?. P¥edpokladejme, Ze funkce f(z) nabyva v bodech = = a a 2 = b funkénich hodnot s opaénym
znaménkem. Metoda pdleni intervalu spociva v tom, Ze vypocteme funkéni hodnotu v bodé = = ¢, ktery

N . . , , b , e
leZi v poloviné intervalu (a,b), tj. v bod&, pro ktery plati ¢ = i. Pokud plati f(c) = 0, ziskali jsme

kofen. Pokud plati f(c) # 0, potom na jednom z intervald (a,c¢) a (¢,b) funkce f(x) méni znaménko.
Tento interval bude novou (lepsi) lokalizaci kofene. Od intervalu (a,b) jsme takto presli k intervalu
polovi¢ni délky, tj. snizili jsme maximalni chybu na polovinu. DalSim provedenim tohoto postupu snizime

2V praxi je rozumné pouiti této metody pouze pro hledani kofenli nisobnosti jedna a jsou vypracovany metody jak
snadno nahradit polynom s nasobnymi kofeny polynomem, ktery ma stejné koreny, ale jednoduché.
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maximalni velikost chyby opét na polovinu a toto opakujeme tak dlouho, dokud neni chyba dostatec¢né
mala.

Priklad 2.1 (metoda pleni intervalu). Naleznéte kladné redlné koreny polynomu P(x) = z* + 2 — 1
s presnosti alespon 0, 03.

Reseni. Koteny polynomu lezi v intervalu (—2,2) (viz nerovnost (1.6)). Polynom ma jeden kladny koten
(Véta 1.10). Vypoctem funkénich hodnot v bodech = = 0 a « = 1 zjistime, Ze jediny realny kofen rovnice
lezi v intervalu (0, 1). Metodu pdleni intervali zapiSeme do nasledujici tabulky.

a c:a‘;b b | P P | Po) g:bQC‘
0 0.5 1 — —0.37 |+
0.5 0.75 1 — +0.17 |+
0.5 0.625 0.75 — —0.13 |+
0.625 |0.6875 0.75 — +0.01 | + 0.62
0.625 |0.6563 0.6875 || — —0.06 | + 0.0312
0.6563 | 0.6719 0.6875 0.0156

Kofenem je tedy = = 0.67 & 0.02, tj. kofen lezi v intervalu (0.65;0.69).




2.2. Banachova véta o pevném bodu a metoda prosté iterace
Nékdy je vyhodné rovnici f(x) = 0 prepsat do tvaru

9(2) = (22)
a hledat tedy bod, ktery se pfi zobrazeni funkci g(x) zobrazi sdm na sebe. Napfiklad rovnici

cos(z) —x =0
muzeme prepsat do tvaru
cos(z) = x.

Problém najit bod, ve kterém funkce f(z) = cos(z) —x protind osu x se tim modifikuje na problém najit
bod, ktery se po aplikaci funkce g(x) = cos(x) zobrazi sdm na sebe.

Definice 2.1 (pevny bod). Cislo . se nazyva pevny bod funkce g(x), jestlize plati g(x.) = ., t]. jestlize
toto Cislo je FeSenim rovnice (2.2).

Poznamka 2.1 (pevny bod). Z definice ihned vidime, Ze pevny bod funkce y = g(z) je prise¢ikem grafu
této funkce s grafem funkce y = z.
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Véta 2.1 (Banachova véta o pevném bodu). Necht g(x) je funkce spojitd na uzavieném intervalu [a, b],
kterd

(i) zobrazuje interval [a,b] do sebe

(i) je diferencovatelnd na intervalu (a,b) a splriuje zde pro néjakou redlnou konstantu L € (0,1)
nerovnost

lg'(z)| < L (2.3)

Pak mad funkce g(x) na intervalu [a,b] jediny pevny bod x.. Je-li xo libovolny bod intervalu [a,b] a
definujeme-Ii posloupnost {x}7>, vztahem x;1 = g(xy), pak tato posloupnost konverguje k pevnému
bodu x.. Odhad chyby pfi aproximaci bodu x, pomoci ¢leni posloupnosti je

L
w1 = 2| < T—F lekn — @il

Poznamka 2.2 (iterace). Aplikujeme-li na dany vzor k-krat funkci g, nazyva se vysledek k-t3 iterace
funkce g. Napfiklad slozend funkce g(g(g(z))) je t¥eti iteraci funkce g. Posloupnost, kterd podle pred-
chozi véty slouZi k aproximaci pevného bodu je tedy posloupnosti jednotlivych iteraci funkce g(x). k-ta
iterace funkce se nékdy oznacuje g (z). Protoze stejnym zpiisobem oznalujeme i k-tou mocninu funkce
g(z), je nutno v pfipadé pouziti tohoto zapisu dbat na to, abychom jednotlivé vyznamy tohoto oznaceni
nezaménili. Metoda popsana v Banachové vété se nazyvd metoda prosté iterace.



Priklad 2.2 (metoda prosté iterace). Re$me rovnici 2° +x — 1 = 0.
Reseni. Uvedeme jenom hlavni myslenku postupu. Graficky nebo vypoctem funkénich hodnot (viz. pfiklad
2.1) se snadno presvéd¢ime, ze funkce ma kofen na intervalu [0, 1]. PfepiSeme-li rovnici do tvaru

r=1-—23
a sestavujeme-li iteraéni posloupnost dostdvame: ¢(0.5) = 0.875, ¢(0.875) = 0.330, ¢(0.330) = 0.964,
9(0.964) = 0.104, .... (Ovétte si dopotitanim dalsich &lenti sami, Ze posloupnost nekonverguje®.)

Prepiseme-li vSak rovnici do tvaru
r=+v1—x
dostdvame

z |05 0.793710.5908 | 0.7423 | 0.6363
g(x) | 0.7937{0.5908 | 0.7423 | 0.6363 | 0.7138

a tato posloupnost konverguje k feSeni rovnice. 14-t4 iterace funkce je 0.6807, coz souhlasi s vysledkem
prikladu 2.1. Konvergence metody je patrna i z Obrazku 4.2. Pfi kresleni tohoto obrazku jsme vSak
v pripadé konvergence volili zamérné horsi pocatecni odhad, aby byla konvergence lépe patrna. U obou
obrazk( je pocatecni odhad znazornén Ctvereckem a vysledek po Sesti iteracich hvézdickou.

3Divergence je patrnd i z Obrazku 4.2. Selhani metody je zptlisobeno tim, Ze jsme nebyli disledni a neovéfili pfedpoklady
Véty 2.1. Absolutni hodnota derivace funkce ve skuteénosti neni ohrani¢ena konstantou mensi nez 1.
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Obrézek 4.2: Divergence a konvergence metody prosté iterace pro rovnici > +x — 1 = 0.



Poznamka 2.3. Chyba pfi vypoltu metodou nejmensich Ctverchi se zmenSuje geometrickou fadou s

: 1 L . . . e N
kvocientem —. Rychlost konvergence vypocltu zaloZzeného na vété o pevném bodu zavisi na velikosti
konstanty L a |ze ukazat, Ze pfi pouziti této metody se chyba zmensuje geometrickou Fadou s kvocientem
L. Konstantu L je mozno do jisté miry ménit pfevodem rovnice na jiny tvar, ktery je vhodnéjsi pro iterace,
jak jsme vidéli v Prikladu 2.2.

Priklad 2.3 (jednoduchd demonstrace Banachovy véty a metody prosté iterace). PouZijte b&Znou vé-
deckou kalkulacku. Ovérte, ze je prepnuta na radidny, navolte libovolné Cislo a vypoctéte jeho kosinus.
Z vysledku vypoctéte opét kosinus a toto opakujte dostate¢né dlouho (cca Sedesétkrat). Zpozorujete, ze
Cislo na displeji se ustali (pfiblizné na hodnoté z* = 0.73908513321516). Toto ¢islo v rdmci presnosti
dosazené kalkulackou spliiuje vztah cos(z*) = «* a je tedy pfibliznym FeSenim rovnice

cos(xz) —x = 0.

2.3. Newtonova—Raphsonova metoda

Dalsi metoda numerického odhadu kofenti (Newtonova—Raphsonova) spocivé v aproximaci funkce te¢nou
a hledani korene této tecny. Je-li pocatecni odhad kofene x = x(, mlzeme funkci v okoli bodu dotyku
aproximovat te¢nou

f(@) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) (2.4)

a oznacime-li z1 novou aproximaci korene, uréime x; z podminky

0= f(xo) + f'(z0)(z1 — 7o)



£,
f'(@o) (21 — 20) = —f(20)

. f(zo)
T, — T~ _f/(xo)
N f(zo)
e f'(xo)

Tento postup mizeme opakovat a odhad x; mizeme déle zpresnit. Za jistych podminek se takto budeme
priblizovat k feSeni rovnice f(x). Stanoveni podminek konvergence metody vychdzi z Banachovy véty
o pevném bodu (¥eSeni rovnice f(x) = 0 Newtonovou—Raphsonovou metodou je vlastné ekvivalentni
f(x)
f'(x)
f(x), musi byt dostatecné hladkad, polateéni odhad musi byt dostatecné blizko kofene a derivace zde
nesmi byt rovna nule.

hledani pevného bodu funkce g(z) = =z —

) a je obsazeno v nasledujici vété. Zhruba Feceno, funkce

Véta 2.2 (Newtonova—Raphsonova metoda). Necht f(x) je funkce, kterd md na [a,b] spojitou druhou
derivaci a necht existuje &islo ¢ € [a,b] takové, Ze f(c) = 0. Jestlize f'(c) # 0, potom existuje § > 0
takové, Ze posloupnost

f(zk)

)

konverguje k Cislu ¢ pro libovolné po&dteéni xg spliujici |xo — c| < §.

T+l = Tk (2.5)

Konvergence metody je velmi rychld — kazdym krokem se pocet presnych cifer prakticky zdvojnasobi.



Priklad 2.4 (Newtonova—Raphsonova metoda). Pro funkci f(xz) = cos(x) — x ma itera¢ni schéma

cos(xy) — Tp

tvar z,41 = x, + a volime-li xg = 0.5, vypada posloupnost iteraci nasledovné: z; =

1+ sin(zy,
0.75522241710563, 2o = 0.73914166614987, x5 = 0.73908513392080, x4 = 0.73908513321516 (srov-
nejte s Pfikladem 2.3)

2.4. Halleyova metoda

Halleyova metoda je zaloZena na podobné myslence jako Newtonova—Raphsonova metoda, pouziva vsak
namisto teény presnéjsi aproximaci zalozenou na Taylorové polynomu druhého fadu. Jeji konvergence je
proto rychlej$i. Nebudeme jiz pfesné rozebirat podminky konvergence (jsou podobné jako u Newtonovy—
Raphsonovy metody), ale pouze si odvodime iteralni vzorec. Misto aproximace 2.4 pouzijeme presnéjsi
aproximaci funkce f(x) Taylorovym polynomem druhého fadu

£@) & o) + 7' Gao) (o — o) + T 2 (26)
Dalsi aproximaci tedy uréime z podminky
0 ~ f(:L'O) + f’(l’o)(fl — Zo) + ’ /(on) (zl - JJO)2, (27)

Postupné obdrzime

(o1 = an) £ + L5 01— a0)) = =),

(1’1 - CEO) (f/(l"o) - f/l(;O) JJ;((CI;Z))) ~ —f(l‘o)7




(o)
f"(wo) f(zo) '
f/(CEo) _ ( 0) /( )
2 f'(zo)
pfi¢emZ v druhém kroku jsme pouZili aproximaci rozdilu (21 — x¢) z Newtonovy—Raphsonovy metody.
Pouzivame tedy iteraéni schema

T =Ty —

o f(zy)
T iy - L) T (28)
: 2 f(an)

Poznamka 2.4 (srovnani Halleyovy a Newtonovy—Raphsonovy metody). Porovndme-li Halleyovu metodu
s Newtonovou—Raphsonovou, vidime Ze jsou podobné, pouze smérince teény f’(x)) pouzita v Newtonové—
[ (k) k)

2 f(an)

Raphsonové metodé je v Halleyové metod& zpfesnéna na f'(z) —

a nejednd se tedy jiz

o teénu. Viz téz srovnani obou metod na Obrazku 4.3.

Priklad 2.5. Pro funkci y = cos(z) — = z Pfikladu 2.3 a pocateéni odhad z¢y = 0.5 dostdvame: z; =
0.7372621743920, x5 = 0.7390851325126, tj. po dvou iteracich je dokonce uz prvnich 8 cifer spravné.



Halley ,I,Newton
1

T Lo

presny korfen: z*

, Hall
Halleyova aproximace: ;"""

Newtonova aproximace: z)/®"*"

Obrazek 4.3: Jeden krok Newtonovou—Raphsonovou a Halleyovou metodou.

2.5. Separace korent

Vsechny uvedené metody hledani priblizného feSeni rovnic predpokladdji existenci pocatec¢niho odhadu
intervalu, ve kterém koren lezi. S hledanim tohoto intervalu je spojen problém separace korenti.

Poznamka 2.5 (separace kofen(l). Separaci kofend rozumime nalezeni systému intervald, které obsahuji
pravé jeden kofen. Separaci kofenl provadime zpravidla takto:

e Stanovime interval, ve kterém vsechny kofeny lezi, napfiklad graficky, nebo v pfipadé algebraickych
rovnic s pouzitim Véty 1.9.

e Vypocteme funkéni hodnoty ve vhodnych bodech — obvykle volime celd Cisla z uvazovaného
intervalu a lokalni extrémy. V kazdém intervalu typu (m,n), kde funkce méni znaménko (tj.
f(m)f(n) < 0) lezi alespori jeden kofen funkce f(x) (viz Bolzanova véta).



V jednoduchych pfipadech (napfiklad u algebraickych rovnic tfetiho fadu) dokdZeme nalézt lokalni extrémy
funkce, vysSetfit pribéh pomoci prvni derivace a odtud usuzovat na presnéjsi odhady poctu a lokalizace
korend.

V nékterych pripadech, obzvlasté tehdy, kdyz funkce neobsahuje mnoho clend, Ize kofeny odseparovat
graficky. Prevedeme vhodné cleny z levé strany rovnice na pravou, tak abychom dostali rovnici tvaru
p(z) = q(z), kde p(z) a q(x) jsou funkce, jejichz grafy umime zakreslit. Po nakresleni obrazku vidime
ihned, kolik maji grafy téchto krivek priseciki a v kterych intervalech leZi. Tyto praseciky jsou koreny
plvodni funkce.

Ve slozitéjSich pripadech asto nezbyva jina alternativa, nez odseparovat hrubou silou (vypo¢tem dosta-
te¢ného poctu funkénich hodnot na poditadi)

3. Metoda nejmensich ctvercu

Motivace. V této Uloze plijde o néco jiného, nez priblizny vypocet kofenl rovnice. Mé&me n prvkovy
soubor bodii [z;, y;] (i = 1..n) v roviné zadany tabulkou. Jde ndm o to nalézt polynom (co nejjednodussi,
zpravidla linedrni polynom) y = f(x) pfedem zadaného stupné, ktery co nejlépe vystihuje chovani téchto
bodi. Kriterium optimalnosti pfitom volime tak, aby byl soucet kvadrat( odchylek y-ovych souradnic

bodii ; (t]. &isel y;) od funkéni hodnoty f(a;) byl co nejmensi, tj. » [y; — f(x:)]> — min.
=1
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X Xy, X3 X4 Xs

Obrazek 4.4: Pfimka prolozend metodou nejmensich Ctverci



Véta 3.1 (prokladédni souboru bodt pfimkou). Pfimka y = ax + b je pfimka, proloZzend metodou nejme-
nsich &tvercti souborem bodii [x1,y1], [x2,y2], - - ., [Tn, yn], jestliZe pro koeficienty a, b plati

aZx?—i—wai :inyi
aZmi—&—bn:Zyi

(3.1)

Poznamka 3.1 (technickd). PFedchozi véta udavd pfimo i metodu, jak proloZit p¥imku (tj. linedrni
funkci) souborem bodil. Tato metoda spocivd v tom, Ze sestavime soustavu rovnic z pfedchozi véty a
nalezneme jeji (jediné) feSeni. Podobné, avsak s pouzitim vétsiho poctu rovnic, Ize prolozit souborem
bodi libovolnou polynomickou zavislost.

Priklad 3.1. Prolozte pfimku nésledujicim souborem bodd.

z 011135
v [53[3]2]1

Reseni: Body v souboru jsou [0,5], [1,3], [3,3], [5,2] a [6, 1]. Celkem tedy mdme pét bodt, tj. n = 5.
Vypocty potrebné pro nalezeni koeficientli v soustavé (3.1) provedeme v nésledujici tabulce.



1 0 5 0 0
2 1 3 1 3
3 3 3 9 9
4 5 2 25 10
5 6 1 36 6

e

Podle (3.1) sestavime soustavu linedrnich rovnic

Tla + 15b = 28,
15a + 5b = 14.
Sy . (A 287 . S .
ReSenim této soustavy je a = 13- —0.538 a b= YT 4.415. Nejlepsi linedrni aproximace souboru

bod( je tedy pfimka
y = —0.538z + 4.415.
Graf souboru bodl a vyslednd pfimka jsou zachyceny na Obrazku 4.5.



C{‘QE

/

»—Amc.wq;

O+
o+
8

i

—t
o+
oot

Obréazek 4.5: Metoda nejmensich ¢tverci

4. Shrnuti

Jednémi z nejjednodussich nelinearnich funkci jsou polynomy. | pti studiu téchto funkci vSak narazime na
fadu netrividlnich problémi. Jednim z téchto problémi je nalezeni nulovych bodi (kofend) polynomu,
tj. reSeni algebraické rovnice. Tento problém je beze zbytku FeSitelny, pokud hleddme celociselné koreny
polynomu s celoCiselnymi koeficienty. V ostatnich pfipadech pro nalezeni kofen( pouzivame odhady polohy
a poctu korenii, separaci korenii a priblizné metody vypoctu korent, z nichZ jsme se seznamili s metodou
plleni intervalu, metodou prosté iterace, Newtonovou—Raphsonovou metodou a Halleyovou metodou.
Tyto metody jsou pouzitelné nejen pfi hledani kofeni polynomi, ale i pfi hledani kofenil obecnéjSich
funkci.

KaZdy kofen polynomu nemusi nutné souviset se znaménkovou zménou v okoli tohoto kofene. Pro po-
chopeni souvislosti mezi korenem polynomu a touto znaménkovou zménou je nezbytny pojem ndsobnosti
korene.

vvvvvv

vvvvvv
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pouzivdme Tayloriv polynom, jehoZ specialnim pfipadem je te¢nd primka (Tayloriv polynom stupné 1)
a jedna se o jednu z dalSich aplikaci diferencidlniho poctu a derivaci.



Kapitola 5
Vzorce pro derivovani a integrovani

Vzorce pro derivovani.

1 ) =0 o1 in )’ 1
(D) (¢) | B (6) (Inz) = p (11) (arcsinz)’ = V-2
@) (") =na (7) (sinz)’ = cos z (12) (arccosz) = — !
(3) (a”) =a"Ina (8) (cosz) = —sinz iz
4) (") =e" ©9)  (tez) = & (13) (arctgz) = 1 —5—1x2
1

(5)  (log,z) =

Tna (10) (cotg ) = 7sir112 - (14) (arccotgx)’ = _14-%

Pravidla pro poéitani. 3. (u(x)v(z)) = v (2)v(z) + u(x)v'(z)
u,v:R—= R, c eR,

1. (u(z) £o(2)) =o' (x) £0'(z)
2 (cu(@)) = eu(z) 5. (u(v(x))) = o (v(@))v/(x)



Vzorce pro integrovani.

/dxzac—&—c

/sinxd:c = —cosz+c

/cosxdx =sinz +c¢

1
(8) /Cos2xdx—tgx+c

1
(9) /_2 dz = —cotgz + ¢
sin” z

(10) da = arcsin = + ¢

1
/\/A2—12 A

de=Inlz+ a2+ B|+¢
== v

1 1 x
(12) /mdxzzarctngrc

+c

1 1 A+x
1 = de=—1
(13) /AQ—x2 Y H‘A—x
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