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KAPITOLA 1
Diferencialni pocet

V této kapitole se budeme zabyvat funkcemi. Pomoci funkci v praxi popisujeme vztahy mezi veli¢inami.
Nejprve se zaméfime na nejjednodussi vlastnosti funkci.

1. Funkce, vlastnosti funkci

Definice (funkce). Budte A a B neprazdné podmnoziny mnoZziny reanych Cisel.

Pravidlo f, které kaZzdému prvku mnoziny A pfifadi jediny prvek mnoziny B se nazyvafunkce (presngji:
redlné funkce jedné realné proménné). Zapisujeme f : A — B. SkuteCnost, Ze prvku a € A je pfifazen
prvek b € B zapisujemetakto: f(a) = b. Pfitom Fikéme, ze b je obrazem prvku a pfi zobrazeni f, resp.
Ze a je vzorem prvku b pfi zobrazeni f.

Definice (pojmy spojené s funkcemi). Mnozina A z definice funkce se nazyva definicni obor funkce f.
Oznatujeme D (f) (resp. Dom(f)). MnoZinavdechb € B, prokteréexistujea € A svlastnosti f(a) = b
se nazyvéa obor hodnot funkce f. Oznatujeme H (f) (resp. Im(f)).

Jeli y = f(x) nazyvame proménnou « téZ nezavislou proménnou a proménnou y zavislou promeénnoul.
Grafem funkce rozumime mnozinu viech usporadanych dvajic [z, y] € R? svlastnosti y = f(z).

Poznamka 1.1. Funkce je tedy pravidlo, které jednomu redlnému €islu prifadi jeding, pfesné definované
jinéreanécido. Je-li toto pravidlo tvaru ,,y = vzorec s proménnou x*, nazyvametento predpisexplicitnim
tvarem funkce, napf. y = 2% + In .

Je-li toto pravidlo ve tvaru ,vzorec s proménnymi x, y = 0“, nazyvame tento predpis implicitnim tvarem
funkce.,, napf. z — y — Iny = 0. ZjednoduSené fe¢eno se tedy jedna o pravidlo, které je bud , efektivni*
(explicitni tvar) nebo ,méalo efektivni* (implicitni tvar) pro vypocCet funkénich hodnot.

Definice (periodi¢nost funkce). Rekneme, Ze funkce f je periodicka, existuje-li kladné &islo p s vlast-
nostmi: je-li @ € D(f), jei x+p € D(f) a f(x) = f(xr + p). NgjmenSi ¢islo p s touto vlastnosti
nazyvame (nejmensi) periodoul.

V nasledujici definici se budeme zajimat o to, jestli existuje ngjaky vztah mezi funkéni hodnotou v bodé
z definiéniho oboru a v bodé opacném.

Definice (paritafunkce). Necht funkce f splfiuje nasledujici podminku: € D(x) = (—x) € D(f).
(i) Rekneme, Ze funkce f je suda pokud plati f(—z) = f(x).
(ii) Rekneme, 7efunkce f jelicha pokud plati f(—z) = —f(x).
(iii) Rekneme, Ze funkce f ma paritu, je-li sudanebo licha

Poznamka 1.2 (graf funkce majici paritu). Graf sudé funkce je osové soumérny podle osy y. Graf liché
funkce je stfedove soumérny podle bodu [0, 0].

Poznamka 1.3 (k parité). Parita funkce nas informuje o tom, Ze funkéni hodnoty f(z) a f(—x) u funkce
nejsou nezavid g, ale jsou definované obé soucasné ajsou bud stejné, nebo se lisi znaménkem. V obecném
pfipadé zkoumame sudost Ci lichost funkce pfimo z definice. Sudost &i lichost polynomu a racionalni
funkce' pozname primo ze zépisu této funkce pouzitim nasledujici véty.

lPfedpoklédé\me, Ze ¢tendl je s pojmem polynom jiz obeznamen. Pokud ne, uvadime definici v kapitole vénované nelinearnim
rovnicim. Racionalni funkce je podil dvou polynomd.
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Véta 1.1. Paritu polynoml a racionalnich funkci | ze urcit nasledovné:
(i) Polynom je suda (lich&) funkce prave tehdy, kdyz obsahuje prave cleny se sudym (s lichym)
exponentem.
(ii) Racionalni funkce, ktera je podilem sudého a lichého polynomu (v libovolnémporadi), jeliché.
(iii) Racionalni funkce, ktera je podilem dvou sudych nebo dvou lichych polynomtl, je suda.

Poznamka 1.4. Poznamengjme, Ze &islo nula je také sudé. Sudy polynom tedy miize obsahovat i abso-
lutni €len. To ze polynom je sudy (lichy) prave tehdy, kdyz obsahuje pouze mocniny se sudym (lichym)
exponentem slouZi jako ,, vysvétleni“ toho, proc se pouziva pojem suda alichafunkce.

PFiklad 1.1 (parite). Nasledujici funkcejsou sudes: f(z) = a* — 6, g(x) = — = h(a) = L —0
-+ (parita). J . )=t =6g(@) = g M) =
Nésledujici funkcejsou liche: (z) = 2° — 627, g(x) = 2 () = & =3
| J () = x,gm—2z473, x_:zz33—:1:'
Nasledujici funkce nejsou ani sudé ani liché: f(z) = 2% + 22 — z, g(z) = % y = e”.
rs — o

Definice (ohrani€enost). Necht f jefunkcea M C D(f) podmnozinadefini¢niho oboru funkce f.

(i) Rekneme, Zefunkce f jenamnoZiné M zdola ohranitena, existuje-li redlné&islo a svlastnosti
a < f(x) provsechnaz € M.
(ii) Rekneme, Zefunkce f je namnozing M shora ohraniena, existuje-li redlné&islo b svlastnosti
f(z) < bproviechnaz € M.
(iii) Rekneme, Ze funkce f je namnoZingé M ohranitena, je-li na M ohranienazdolai shora.
Nespecifikujeme-li mnoZinu M, mame na mydli, Zze uvedena viastnost plati na celém definiénim oboru
funkce f.

Poznamka 1.5 (graficky diisledek). Funkce je shoraohranicen, jestlize existuje vodorovna pfimka, ktera
lezi celanad grafem funkce. Podobné poznavame na grafu ohranicenost zdola.

M otivace. Pro libovolnou dobfe definovanou funkci f plati implikace
11 =1x2 = f(21) = f(22).

nyni se budeme zajimat o to, za jakych podminek Ize tuto implikaci obréatit. Obraceni implikace by totiz
mohlo byt uzitené pfi feSeni nékterych nelinearnich rovnic.

Definice (prostost). Necht' f jefunkcea M C D(f) podmnozinadefini¢niho oboru funkce f.
Rekneme, Ze funkce f je prosta, jestlize kazdy obraz majen jediny vzor, tj. pro kazdey € f (M) existuje
jedinéz € M svlastnosti f(z) = y.

Nespecifikujeme-li mnozinu M, mame na mydli, Ze uvedena vlastnost plati na celém defini¢nim oboru
funkce f.

Poznamka 1.6 (graficky diisledek). Funkceje prosta, jestlize kazdavodorovnaprimkaprotinagraf nejvyse
jednou.

Poznamka 1.7 (k prostym funkcim). Ekvivalentnélze fici, Ze funkce f je prosta na mnoziné M, jestlize
stejné obrazy maji nutné i stejny vzor, neboli rliznym vzorim jsou pfifazeny rlizné obrazy. Matematicky
formulovano: plati implikace

(1.1) f(z1) = f(x2) = 71 = 22,

tj. je-li funkce f prosta, mizeme tuto funkci , odstranit* z obou stran rovnice amisto f(x1) = f(z2) psat
ekvivaentnéz; = .

Definice (inverzni funkce). Necht funkce f : A — B je prosta. Pravidlo, které kazdému x z mnoziny
f(A) pfitfadi to (jeding) y, pro které plati f(y) = = se nazyvainverzni funkce k funkci f, oznaCujeme

f.
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Poznamka 1.8. Symbol f~*(z) Ize tedy chéapat bud jako hodnotu inverzni funkce k funkci f v bodé
= L. Nebude-li z kontextu zfgjmeé,

x, nebo jako prevracenou hodnotu k €islu f(z), tj jako [f(x)]~ @)
X

o kterou variantu se jedné, musime toto upresnit.

Poznamka 1.9 (geometricky vyznam inverzni funkce). Thned z definice plyne, Ze graf funkce f a graf
funkcek ni inverzni f~! jsou soumérné podie pfimky 3 = z, tj. podle osy prvniho atietino kvadrantu.

Poznamka 1.10 (vypocet inverzni funkce). Inverzni funkci k funkci y = f(x) ur€ime takto: zaménime
formélnév zadani funkce proménné x ay, mametedy « = f(y). Tato rovnice definuje implicitn&inverzni
funkci y = f~'(x). Z této rovnice vyjadiime proménnou y (pokud toto nelze provést, ponechameinverzni
funkci v implicitnim tvaru). Toto vyjadreni je jednoznatné (jinak by to znamenal o, ze funkce f neni prosta
ainverzni funkce neexistuje) a definuje explicitn@inverzni funkci f~1. U zakladnich elementarnich funkci
(viz déle) je zpravidla inverzni funkce jednoduse jina z&kladni elementarni funkce, napfiklad inverzni
funkce k logaritmické funkci je exponenciani funkce a podobné (viz Tabulka 1). Protoze vlastnost ,, byt
inverzni funkci” je vlastnost vzgjemna, je také logaritmickafunkce inverzni k funkci exponencialni.

[Funkeey = /(2) | Funkceinverzniy = f~'(z) |

y=+z y=2",2>0
y=a’2>0 y= Ve
y=e" y=Inzx
y=1Inx y=e"
y=a" y=log, =
y=sinz,x € [-7/2,7/2] | y = arcsinz
y=cosz, z € [0, 7] Y = arccos T
y=tgx,x €[-nw/2,7/2] |y=arctgx

TABULKA 1. Inverzni funkce k zakladnim elementarnim funkcim.

. . . . . . 2 1 _,
Priklad 1.2 (vypocCet inverzni funkce). Naezneme inverzni funkci k funkci y = ’ . Zameénnou

promeénnych ziskavame implicitni tvar inverzni funkce

2y —1
p=Y—= odsud
Y
zy =2y —1
1=(2-x)y ainverzni funkce ma predpis
1
v= 2—x

Priklad 1.3 (vypocCet inverzni funkce). Nalezneme inverzni funkci k funkci y = x + e”. Tato funkce je
zfejmeé prosta, protoze je rostouci. Zaménnou promeénnych obdrzime implicitni tvar inverzni funkce

r=1y+eY.
Odsud jiz proménnou y neumime vyjadfit. Ponechame proto inverzni funkci v implicitnim tvaru.

Poznamka 1.11 (zapis Gisa jako vysledku predem zadané operace). Je zigimé, ze f(f'(z)) = = a
f~Y(f(x)) = = pro viechna, pro ktera ma tento zapis smysl. Toto nam umoziuje zapsat dané ¢islo jako
vysledek ngjaké operace. Napr. €islo 1 1ze zapsat libovolnou z nasledujicich moznosti

1 =1Ine' =logs 5! = 6'°% ! = sin(arcsin 1) = arctg(tg1) = (v/1)?

Poznamka 1.12 (vyuziti inverzni funkce — nelinearni rovnice). Mé&li funkce f inverzni funkci f~! aje-li
tato inverzni funkce definovanav bodé z, potom méa nelineérni rovnice s neznamou y

fly) =z

pravéjedno feSeni dané vzorcem

y=/f""(z)
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Priklad 1.4 (nelinearni rovnice). Re3me rovnici
2
er—1 = 2.
Protoze k exponenciani funkci je inverzni logaritmickéafunkce, plyne odsud
2
z—1
odkud jiz snadno vyjadiime
2

= — +1.
v 1112Jr

Jinou moznosti je prepsat rovnici do tvaru, ktery obsahuje exponenciélni funkci naobou stranach rovnice
2
ex—1 = ¢

=1n2,

In2

aodstranit tuto exponencial ni funkci z obou stran rovnice (exponenciélni funkce je totiz prosta alze pouzit
(1.1) apfipojenou poznamku). Obdrzime samozfejmeé stejny vysledek.

vvvvvv

to funkce které zachovéavaji (rostouci) nebo obraceji (klesgjici) smér nerovnosti pfi aplikaci funkce na obé
strany nerovnice.

Definice (monotoniefunkce). Necht f jefunkcea M C D(f) podmnoZzinadefini¢niho oboru funkce f.
(i) Rekneme, e funkce f je namnozingé M rostouci jestlize pro kazdé z1, z, € M s vlastnosti
%1 < T2, pIaIi f(acl) < f(mg)
(ii) Rekneme, ze funkce f je namnoziné M klesajici jestlize pro kazdé x1,z2 € M svlastnosti
%1 < T2, pIaIi f(acl) > f(mg)
(iii) Rekneme, zefunkce f jenamnoziné M (ryze) monotonni je-li bud rostouci, nebo klesgjici na
M.

Nespecifikujeme-li mnozZinu M, mame na mydli, Zze uvedena viastnost plati na celém definiénim oboru
funkce f.

Poznamka 1.13 (k monotonnosti). U vlastnosti monotonie nas zgjima nejCastgji pripad, kdy mnoZinou M
je interval. Potom méa monotonie a ryzi monotonie nazornou geometrickou interpretaci na grafu funkce

(obrézek!). Pozor: funkce y = 1/2 neni klesgjici na celém svém definicnim oboru, ale pouze na kazdem
zintervalll (—o0,0) a(0, co).

Poznamka 1.14 (vyuZziti monotonie— nelineérni nerovnice). To, Zejefunkcerostouci ndzornéznamena, ze
jsou-li vzory funkce (hodnoty z) usporadany podle velikosti, plati pro jejich obrazy (hodnoty f(x)) stejné
usporadani. Je-li f(x) tedy rostouci funkce, jsou nerovnosti a < b a f(a) < f(b) ekvivaentni. Totéz plati
i pro neostré nerovnice.

MUzeme tedy libovolnou (ostrou nebo neostrou) nerovnici napf. ,logaritmovat“, nebo , odlogaritmovat*
logaritmem o z&kladu vétSim nez 1. Pozor! Je-li funkce f(z) klesgjici, obraci se pfi aplikaci funkce (nebo
pri vynechani funkce) na obé strany nerovnice znaménko nerovnosti.

Priklad 1.5 (nelinearni nerovnice). Nerovnici
In(z? — 4z —4) >0
Ize FeSit napriklad tak, ze ji pfepiseme do tvaru slogaritmy naobou stranach nerovnice
In(z* — 4z —4) > Inl
a odlogaritmujeme:
2?2 —dr—4>1
Odsud poté dostavame postupné:
2?2 — 4z —5>0
(x=5)(z+1)>0
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z € (—oo,—1) U (5, 00),
pricemz kvadratickou nerovnici vyfeSime napriklad graficky.
Okamzité z definice vyplyvanasedujici véta.
Véta 1.2. Je-li funkce f na mnozné M ryze monotonni, je na té&to mnozinéi prosta.
Nasledujici véta ukazuje, Ze pri pfechodu k inverzni funkci se zachovavaryzi monotonie alichost.

Véta 1.3. Je-li funkce f () rostouci (klesajici, lichd), ma tutéz viastnost i funkce inverzni f = (x).

Poznamka 1.15. Sudafunkce neni prostd, nemaproto inverzni funkci.

Poznamka 1.16 (shrnujici poznamka). Shriime si, jak nam znalost vlastnosti funkci umoZzhuje pracovat y
srovnicemi a nerovnostmi.

_p fleprosa f(a) = f(b)
a<b T pa) < £0) a<b EE f0) < 1)
a<b M fa) > ) a<b "EF fa) 2 £0)
Je-li funkce f prosta, pak pro kazdéy € H (f) marovnice
flx) =y

sneznamou = pravé jedno feSeni a toto FeSeni je mozno vyjadfit vztahem = = f~1(y).
2. Limita, spojitost

Motivace. Nyni budeme hledat vhodnou veli€inu, ktera ndm umozni popsat, jak rychle se méni jedna
veliCina pfi zménach veliciny druhé. U primky je takovouto vhodnou veliinou smérnice (zpravidla ozna-
Cujeme symbolem k): Je-li smérnice kladn4, pfimka roste, je-li zapornatak naopak. Je-li smérnice blizka
k nule, pfimkaroste pozvolna, je-li mnohem vétsi néz jedna, pfimkarychle roste, je-li mnohem mensi nez
minus jedna, pfimkarychle klesa.

flx+h)

VL z+h
OBRAZEK 1. Te€najako limitni poloha sefen (geometricky vyznam derivace)

Pri studiu funkci se ukazuje, Ze vhodnou mirou rychlosti riistu funkce v daném bodg je smérnice tetny
v tomto bodg (tato smérnice se pochopitelné miize ménit podié kfivky, kfivka miize ngjprve rychle rlist,
potom napriklad rlist zpomalit a opét klesat). Jak ale ngjit smérnici tetny ke kfivce v bodé [z, f(x)]?
Pouzijeme nasledujici Gvahu: Uvazujme setnu na grafu funkce, kterd prochézi body [z, f(x)] a [« +
h, f(xz + h)]. Smérnice této seCny je
o _fath) = f@) _ fath) - f)
Sey (x+h)—=x h '

PribliZime-li bod [z + h, f(z + h)] k bodu [z, f(x)], pfibliZi se sefna k tefné a ze smérnice setny
dostaneme smérnici teny (sledujte naobrazku 1). Timto procesem vaak veli€ina h, kteraje ve jmenovateli
a udava vodorovnou vzalenost prlisetikll na setng, klesne na nulu a nemiize se objevit ve jmenovateli
(nulou nemtizeme délit). Proto je nutno podrobné prozkoumat, co se d&je s funk&nimi hodnotami funci pfi
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zménéch nezévidé proménné (z). Budeme se pfitom nejvice zajimat o pripady, kdy se blizime k ngaké
“problematick&” hodnoté, napf. k nule ve jmenovateli, k nule uvnitf logaritmu, nebo “k nekonetnu” (viz
dale).

M otivace. Definicev této podkapitolemaji nasledujici smysl: Budemesledovat, jak souvisi funkéni hodnota
v daném bodé (pokud je definovana) s funkénimi hodnotami v nejbliZSich okolnich bodech. Dale, pokud
funkeni hodnotav daném bodeé neni definovana, budeme se zajimat o to, jestli funkéni hodnoty v nejbliZSich
okolnich bodech jsou ustdleny okolo ngaké vyznatné hodnoty, ¢i nikoliv. Nejprve je vhodné rozsifit s
mnozinu redlnych Cisel o dvadalSi body, plus a minus nekonecno.

Definice (rozSifenamnozinaredlnych Cisel). Rozsifenou mnoZnou redlnych €isel R* rozumime mnozinu
reélnych Cisel R rozSifenou o body +oo nésledovné R* = RU{oo, —oo}, pfiemzproa € R definujeme:

a+ 00 = 00, a— 00 = —00, 00 + 00 = 00, —00 — 00 = —00
00.00 = —00.(—00) = 00, 00.(—00) = —o0, 22 -9

oo —00
—00 < a < 00, | + oo| = o0,

je-li a > 0 definujeme

@.00 = 00 a.(—00) = —o0,
aje-li a < 0 definujeme

a.00 = —00 a.(—o0) = o0o.

DalSi operace definujeme pomoci komutativnosti operaci ,+“ a,,.“. Body 0o hazyvame nevlastni body,
body mnoZiny R nazyvame viastni body.

. . o + . .
Poznamka 2.1. Nejsou tedy definovany operace ,, 0o — o0, ,+00.0" a,, iﬁ Poznamengjme, Ze sa-
(0.]
mozi'ejmé neni definovéano déleni nulou.

Definice (okali). Okolim bodu ¢ € R nazyvame libovolny otevieny interval, ktery ve svém vnitfku
obsahuje bod a, znatime O (a). RyZim (téZ prstencovym) okolim bodu a rozumime mnozinu O(a) \ {a},
znatime O(a). Okolimbodu oo rozumimelibovolny interval tvaru (A, oo), kde A je redlné &iso aokolim
bodu —oc interval (—oo, A). Ryzim okolim nevlastnich bodl rozumime totéz, co okolim téchto bodd.

Definice (limitafunkce). Necht a, L € R* a f : R — R. Necht je funkce f definovanav négakém ryzim

okoli bodu a.
Rekneme, Ze funkce f mav bodé a limitu rovnu &islu L, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L existuje

ryzi okoli O(a) bodu a takové, Ze pro libovolnéz € O(a) je f(z) € O(L). Piseme
(2.1) lim f(xz) =L,
r—ra

nebo f(x) — L prox — a.

Definice (vlastni a nevlastni limita). Je-li v pfedchozi definici L € R, nazyva se limita vlastni, je-li
L € {00, —o0}, nazyvase limita neviastni.

Vlastni limitu ve vlastnim bodeé je nékdy vhodné ekvivalentné definovat nasledovné:

Definice (¢5-definice limity). Necht o, € Ra f : R — R. Rekneme, Ze funkce f mav bodé a limitu rovnu
Cislu L, jestlize ke kazdemu ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro libovolné z € (a — d,a + J), * # a plati
f(@) € (L—eL+e).

Poznamka 2.2. Misto xz € (a — d,a + J), x # a lze ekvivalentné psat 0 < |z — a| < 4. Podobné misto f(x) €
(L—¢e,L+e)lzepsit |f(z) — L| <€

Poznamka 2.3. Definice limity je naprosto nevhodné pro vypocet. Jednodussi je ukazat pomoci definice,
zeCido L neni limitou funkce v bodé a.
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Definice (jednostranné okoli). Pravym (resp. levym) okolim bodu ¢ € R nazyvame libovolny interval
tvaru [a, b),(resp. tvaru (b, a], pro levé okoli), kde b je re@lné €islo splfjici b > a (resp. b < a). Znatime
O™ (a) (O™ (a)). RyzZim pravym (resp. levym) okolim bodu a rozumime odpovidajici jednostranné okoli,
ze kterého vyjmeme bod a. Znatime O~ (a), (O~ (a)).

Definice (jednostrannalimita). Nechta € R, L € R* a f : R — R. Déle necht je funkce f definovana
v ngakém pravém (levém) ryzim okoli bodu a.

Rekneme, Ze funkce f mav bodé a limitu zprava (limitu Zeva) rovnu &islu L, jestlize ke kazdému okol
O(L) bodu L existuje pravé ryzi okoli O+ (a) (levé ryzi okoli O—(a)) bodu a takové, Ze pro libovolné
z € OF(a) (x € O~ (a)) plati f(z) € O(L). Piéemegﬁlir{rll+ f(z)=1L (113217 f(z) = L).

Poznamka 2.4 (zkracena forma zpisu). Jiné forma zapisu jednostranné limity je f(a+) = L pro limitu
zpravaa f(a—) = L pro limitu zleva. Fakt, Ze za argumentem funkce je znaménko pfitom signalizuje, ze
se ngjedna o funkeni hodnotu v bodé « (tj. nejde o f(a)), ae o limitu v bodé a zprava nebo zleva. Pro
oboustranné limity se symbolikatohoto typu pouziva zfidka, piseme potom f(a=).

—*— okoli bodu a
O — ——  1YZ] 0Ol bodU a
p——  pravé okoli bodu a

S praveé ryzi okoli bodu a

a

OBRAZEK 2. Okoli ajednostranné okoli bodu a.

Poznamka 2.5. Vidime, Ze nedefinujeme ani jednostranna okoli nevlastnich bodi ani jednostranné limity
v téchto bodech.

Poznamka 2.6. Aby existovalalimitav bodé a € R, nemusi byt funkce f v bodé a definovana, protoze
f(a) v definici limity nikde nevystupuje. Napriklad limitafunkce lin% i existuje, i kdyz tato funkceneni

definovanav bod&0. Funkce naopak musi byt definovanav né ake:ﬁ? ryzi:r% okoli (nebo ryzim jednostranném
okoli, v pripadéjednostrannélimity) bodu a. Nedefinujemetedy napfiklad lim1 v/ 1 — 322, nebo ling In(x).
— x—0—

Poznamka 2.7 (, vulgarni“ vyjadreni pojmu limita). Nepresnéfeteno, predpis lim f(z) = L znamen, ze
r—a
je-li hodnota x blizkak €islu a, je funkéni hodnota f(x) blizkak €islu L.

Véta 2.1 (jednoznatnost limity). Funkce ma v kazdém bodé nejvySe jednu limitu (limitu zprava, limitu
Zeva).

Véta 2.2 (souvidost limity s jednostrannymi limitami). Funkce ma v bodé a € R limitu pravé tehdy,
ma-li v tomto bodé obé jednostranné limity a tyto limity jsou shodné.

Poznamka 2.8 (technicka— grafické nalezeni limity). Existenci a hodnotu limity pozname pékné z grafu
funkce (umime-li ho nakredlit). Pfedstavme s graf funkcey = f () ahledegjme hodnotu limity lim+ f(x)
r—a

¢ Uvazujme nagrafu funkce testovaci bod. z-ovéa soufadnice tohoto bodu necht' je vétsi nez a
e Posunujme testovaci bod po grafu funkce zprava doleva tak, aby se x-ovéa soufadnice bliZila
k bodu a.
e Pokud pfi tomto procesu dochézi k tomu, Ze y-ova soufadnice se ustéli kolem n&akého Cida L,
jecido L limitou funkce v bodé a zprava.
Obréazek 3 ilustruje tuto mySenku. Funkce na obrézku méa obé jednostranné limity v bodé a, jsou vak
rlizné. Proces nalezeni limity zpravaje zachycen na obrazku, limita zleva se najde analogicky.
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testovaci bod

- T

OBRAZEK 3. Limitni proces hm+ f(z) = L.

r—a

Poznamka 2.9 (, experimentalni stanoveni limity*). Chceme-li odhadnout, zda jista limita existuje Ci
nikoliv, 1ze pouzit nasledujici postup: zvolime n&jakou posloupnost Cisel, kterase bliZi k €islu a a postupné
pocitame funkéni hodnoty funkce f v téchto ¢islech. Mé&aby vychézet posloupnost €isel, které se pfiblizuji
k jistému Cislu L. Pokud toto skutecné vychézi, je pravdépodobng, Ze toto Cislo L je limitou funkce f
v bodé a ve smydu vySe uvedené definice. Toto priblizovani mlize byt poruseno v bodech, které jsou jiz
»Znatné blizko* bodu a, coZ byva zplisobeno omezenou piesnosti pocitacich strojll a naslednym selhanim
algoritm{, které jsou v téchto strojich zabudovany.

Priklad 2.1 (numericky experiment). Odhadneme hodnotu limity lim+ S pomoci numerického expe-
X

z—0
rimentu. Budeme hledat hodnoty funkce Y e posloupnosti hodnot z, které konverguji k nule zprava.
xz
Dostavame

T 0.5 0.2 0.1 0.01 0.005 0.00001
Si;m 0.95885 | 0.99334 | 0.99833 | 0.999983 | 0.9999958 1
Odsud se zda byt rozumné se domnivat, Ze
xli%h Sizx =1

Nicméng, tato domnénkamiize byti zavadgici.
o Kakulétor zaokrouhluje. Z tabulky se zd4, Ze hodnotafunkce je pfesné jedna, pro x dost blizké
nule. Bohuzel, neni tomu tak. Ve skuteCnosti hodnota funkce sin(z)/x neni rovnajedné nikde.

Rovnice 227 — 1 nemaregeni.
X
e Z tabulky je pravdépodobng, ze sin(x)/x se pfivbliiuje Cidu 1 pokud se x pFiblizuje k €islu 0.

Av&ak timto faktem si nemlize byt zcela jisti. Zadné mnoZstvi konkrétnich dat neukazuje, Ze

hodnoty nemohou byt zcela jing, pokud jsou hodnoty « jeSté blize k nule, nez je zachyceno

v tabulce.
Numericky experiment dava dobrou predstavu, jaka by mohla hodnotalimity byt, nemlize vak byt pouZit
pro diikaz existence limity. Je nutno odvodit presnou teorii pro vypodet limit, jak bude provedeno niZe.
Nasledujici vlastnost nam dava informaci o vztahu limity v bodé a funkéni hodnoty v tomto bodé. Tyto

mohou byt zcela nezavisé — miizou existovat obé soucasné a byt rlizné, nebo kterakoliv z nich existovat
nemusi. Pokud vak obg existuji ajsou stejng, je funkce urcitym zplisobem ,, pgkna‘ — spojita.

Definice (spojitost v bodg). Rekneme, Zzefunkce f : R — R je spojitav bodéa, jestlize a je v definiénim
oboru funkce f a lim f(z) = f(a).
r—a
Rekneme, Zefunkce f : R — R je spojita zprava (spojita Zeva) v bodé a, jestlize a je v defini&nim oboru
funkce f a lim+ f(x) = f(a) (lim f(z) = f(a)).
r—a r—a—
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Definice (spojitost naintervalu). Rekneme, Ze funkceje spojita na otevienémintervalu (a, b), je-li spojita
v kazdém jeho vnitfnim bodé. Rekneme, ze funkce je spojita na uzavieném intervalu [a, b], je-li spojita
v kazdém jeho vnitfnim bodé, v bodé a je spojitazpravaav bodé b je spojitazleva.

Oznateni. MnoZinu viech funkci spojitych? na intervalu I oznatujeme C(I). Je-li I = (a,b) nebo
I = [a, b], piSeme C((a, b)), nebo C([a, b]).

Poznamka 2.10 (filozofickd). VE&mnéte s, Ze definice spojitosti je zcela odlisna od ,,bézng* predstavy
spojité funkce jakozto funkce, jeiz graf Ize nakredlit jednim tahem. Tato skuteCnost je vSak prirozena,
protoZe nedokonalost, ktera nutné provazi jakoukoliv vizualizaci grafu funkce, ném nedovoluje zavést
presné jakykoliv pojem, tedy ani spojitost, pokud se odvolavame pouze na geometricky nézor. Definice
vlastnévyjadrujefakt, ze naintervalu, nakterém jefunkce spojita, sejeji funkéni hodnoty méni ,, pozvol na'
— malazména proménné x vyvolarelativné malou zménu proméenné y.

Nasledujici definice se tyka naprosté vétsiny funkci, se kterymi budeme pracovat.

Definice (z&kladni elementarni funkce). V3echny mnohotleny, goniometrické, cyklometrické, exponen-
cialni alogaritmické funkce a obecna mocnina se nazyvaji zakladni elementéarni funkce.

Definice (elementarni funkce). V3echny funkce, které ze zakladnich elementarnich funkci ziskame
koneCnym poctem operaci sCitani, odecitani, nasobeni, déleni a skladani téchto funkci navzgem se
nazyvaji elementarni funkce.

Poznamka 2.11. Elementarni funkce jsou tedy v3echny funkce, které umime v konecném tvaru vyjadfit
explicitnim vzorcem za pouziti funkci znamych ze stfedni koly a cyklometrickych funkci.

Véta 2.3 (spojitost elementarnich funkci). Elementarni funkce jsou spojité v kazdém vnitfnim bodé svého
defini¢niho oboru.

Poznamka 2.12 (technickd). Pfedchozi véta nam fika, Ze u elementarnich funkci je limita a funkeni
hodnota v bodech patficich do defini¢niho oboru totéz. Limitu v bodé a proto zkusime pocitat tak, ze
nejprve dosadime = = a. Pouze pokud , nelze dosadit”, tj. pokud a ¢ D(f), musime limitu po€itat jinak.
Diky této vété je pro néas pojem limita u elementarnich funkci zajimavy jiZ jen v bodech, které nepatfi do
defini¢niho oboru funkce.

Priklad 2.2 (vypocet limity dosazenim). Funkcey = £ QH(? je spojita naintervalech (0,1) a (1, c0).
22 —
Proto napf.
T 2
lim & In(x) _e 1n2_
z—2 12 —1 3

Ctenar ma ze stredni 8koly pravdépodobngintuitivni predstavu o asymptotach ke grafu funkce. Nasledujic
definice velenuji asymptoty do konceptu limit.

Definice (asymptota bez smérnice, svisla asymptota). Bud f funkce az, € R vlastni bod. Rekneme,
ze pfimkaz = x je asymptotou bez smérnice (té€z svisla nebo vertikalni asymptota) ke grafu funkce f,
jestlize alespon jedna z jednostrannych limit funkce f v bodé x( existuje aje nevlastni.

Definice (vodorovnaasymptota). Bud ¢ € R. Pfimkay = ¢ je vodorovnou (horizontalni) asymptotou ke
grafu funkcey = f(x) v bodé +oo pravé tehdy, kdyz plati

lim f(z) =q.

Podobné definujeme horizontél ni asymptotu v bodé —oo.

2anglicky continuous
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ptota

m

|
|
i d

vodorovnaasymptota v-+oo

\/

svida

OBRAZEK 4. Vodorovnaasvisa asymptota.

Poznamka 2.13 (souvislost mezi limitou a vodorovnou asymptotou). Pfedchozi véta a definice Fikaji, ze
vodorovna (horizontalni) asymptota v nevlastnim bodg je totéz, co limitav tomto bodé. Vskutku, blizi-li
se graf funkcey = f(z) k pfimcey = ¢ (pfimkaje asymptotou), znamenéato, ze funkéni hodnoty f(x) se
bliZi k €idu ¢ (€ido ¢ je limitou), a naopak.

Definice (asymptotase smérnici). Bud f funkce definovanav néakém okoli bodu co. Piimkay = kx + ¢
se nazyvaasymptota se smérnici ke grafu funkcey = f(x) v bodé +oo, jestlize plati

lim |kx+q— f(z)|=0

Tr—r 00
Podobngé, zaménime-li bod oo za bod —oo, obdrZime definici asymptoty se smérnici ke grafu funkce f
v bodé —co.

Poznamka 2.14 (geometricky vyznam predchozi definice). Asymptota se smérnici je tedy pfimka, ke
které se graf priblizuje v nékterém z nevlastnich bodl. VEmnéte si, Ze definice nevyluuje pripad, kdy
kx +q— f(z) =0,tj. kdy jefunkce f linearni. V tomto pfipadé je grafem funkce pfimka, ktera je sama
svoji asymptotou.

Dale podotknéme, Ze vodorovnaasymptota je pouze speciani pripad asymptoty se smérnici, jejiz smérnice
je nulova

Véta 2.4 (asymptotasesmérnici). Bud f funkce definovana v ngjakém okoli bodu co. PFimkay = kx +q jeasymptota
se smérnici ke grafu funkce y = f(z) v bodé +oo préavé tehdy, kdyz existuji kone€né limity

(2.2 k:= lim f=) a q:= zlirr;o(f(m) — kx).

T — 00 €T

Podobné, zaménime-li bod oo za bod —oo, obdrZime asymptotu se smérnici ke grafu funkce f v bodé —oo.

OBRAZEK 5. Asymptota se smérnici v +oo.
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Poznamka2.15. Graf funkcemlize ale nemusi mit asymptotu. U asymptot se smérnici mohou, alei nemus,
byt ob& asymptoty v nevlastnich bodech 400 stejné. Dokonce miiZe existovat pouze jedna (viz napf funkce
y = €%). U asymptot ke graftim racionalnich funkci je situace jednodussi (viz nasledujici véta).

Véta 2.5 (asymptoty racionani funkce). Asymptoty se smérnici ke grafu racionélni funkce v bodech +oo
existuji souCasné a jsou stejné.

Poznamka 2.16. Polynom stupné alespon 2 nema asymptoty. Asymptoty racionanich funkci ur€ime
snadno pomoci dé&eni polynoml se zbytkem.
V nadledujicim textu s ukézeme nékteré techniky umoznujici prakticky vypocet limit.

Véta 2.6 (pravidlapro pocitani slimitami). Bud'a € R*, f, ¢ : R — R. Plati

(23)  lim(f(2) % g(x)) = lim f(2) + lim g(2)

(4  lim(f(z) g(x)) = lim f(2)- lim g(2)

. T limg,_,, f(x
Y CR =T
(26) lim [£(z)| = | lim f()],

kdelimita vievo existuje, jestlize existuji limity vpravo (vlastni nebo nevliastni) a viraz vpravo je definovan.
Totéz plati i pro jednotlivé jednostranné limity.

Priklad 2.3 (aplikace pfedchozi véty). SvyuZitim véty Ize poCitat nasledujici limity
@ 1Lm (arctg z + arccotgx) = Tyo==C

) 2 2
(i) lim —cosz =—00.1 = -0
z—0— T 1 1
(iii) lim =——=—=0

z—oo re’ 00.00 o0

Priklad 2.4 (selhani pfedchozi véty). VE&u nelze pouZit pro vypocet limity g,-l_iffﬁ(é + Inz), protoze
bychom obdrzeli nedefinovany vyraz ,,oo — oo*. Stgjné tak vétu nelze pouzit napf. pro vypocet limit
hm (sm x + cos? ) nebo hm %cos x, protoze limity hm sin? allgr;o cos? & neexistuji. Toto viak
n|c nevypowdao tom, zda puvodn| limita existuje nebo neeX|stu1 el

Néasledujici véta je aplikovatelna v pfipadech, kdy hledame limitu sou€inu dvou funkci, z nichz jedna limitu nema a
druha malimitu nulovou.

Véta 2.7. Necht @ € R, lim f(z) = 0 a necht’ existuje ryz okoli bodu a, kde je funkce g(z) ohrani¢ena. Pak

ilir}l f(@)g(x) =0, 1. Iimit%%e?(istujeajerovna nule.

Priklad 2.5 (aplikace pfedchozi véty). S pomoci této véty jiz |ze vypocitat limitu z pfedchozi poznamky:
lim L cos® = ,0.(chranigena funkce)* = 0

r—00 T

Nad edujici vétaméa pouziti napriklad pfi vypoctu limity racioné@lni funkce v bodech, ve kterych tato funkce
neni definovana, tj. v bodech, pro které po dosazeni vychazi nulave jmenovateli a nenulové islo v Citateli
(vyché&zi-li nulai v Citateli, Ize ve zZlomku provést kraceni, €imz se situace prevede na néktery z ostatnich
pripadd).

- L -

Véta 2.8 (limitatypu "6“)' Necht a € R*, li_r>n glx) =0a li_r>n f(z) = L € R*\ {0}. Necht existuje
ryzi okoli bodu a, ve kterém je funkce g(x) nemeéni znaménko. Potom

z—a g(z) —oco  pokud g(z) a L maji rlizna maménka.

TotéZ plati i pro jednostranna okoli a prislusné jednostranné limity.

. f(x) {+oo pokud g(x) a L maji stejné znaménko,
1m =
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- L L . i
Poznamka 2.17 (symboly ,,+0“, ,—0). Limitatypu,—", pokud existuje, je vzdy nevlastni. Znaménko

urime pomoci b&znych pravidel pro urCeni znaménka podilu — podil dvou kladnych nebo dvou zapornych
Cisal je kladny, podil kladného a zaporného Cida (v libovolném pofadi) je z&porny. Vyjédfime-li tedy
symbolem ,,+0“ skuteCnogt, Ze funkce ve jmenovateli ma limitu (jedno- nebo oboustrannou) rovnu nule,

v ngakém ryzim okoli (jedno- nebo oboustranném) je vSak nenulovéa a kladng, |ze podle predchozi véty
2 — e o« .
pocitat napr. takto: 0= 00, +—OOO = —oo. Podobné symbolem , —0“ vyjadfime skutecnost, Ze funkce ve

, - - el . o s . ! . —2
jmenovateli ma nulovou limitu av ngakém ryzim okoli je nenulova a zporna alze psat napr. —g =

Poznamka 2.18 (technickd). V praxi jepfi aplikaci pfedchozi véty obvyklévysetfovat nejprvejednostranné
limity a z jejich vzgemného vztahu poté usoudit na existenci nebo neexistenci oboustranné limity.

Priklad 2.6 (limitalomené funkce ve vliastnim bodé nepatficim do defini€niho oboru).

(I) li 1—z ”,1”
im —— ="—"= -
r—21 1171274 +(1)
.. — T —
II 1' :77 b —
i) o =" =

(iii) il—% —

"1 neexistuje, protoZe jednostranné limity nejsou stejné.
Nas edujici véta ukazuje, ze pfi vypoctu limity slozené funkce lze postupovat tak, ze uréime ngjprve limitu
vnitfni sloZky a poté na vysledek aplikujeme slozku vngsi.
Véta 2.9 (limita sloZené funkce se spojitou vngsi slozkou). Je-li lim f(z) = b a g(z) je funkce spojita
r—ra
v bodé b, plati lim g(f(z)) = g(b), t.
r—ra
lim g(f(2)) = g(lim f(z)).
Totéz plati i pro jednotlivé jednostranné limity.
Priklad 2.7 (limita sloZené funkce se spojitou vngjsi slozkou).
(i) lim cos(e™) =cos0=1
Tr—r 00
(”) lim earctgw _ 6—7r/2
T——00
Pfedchozi vétu nelze aplikovat v pfipadg, Ze limita vnitfni slozky je nevlastni, nebo pokud uvedenym
postupem obdrzime nedefinovany vyraz, napt. ,In 0“. V tomto pripadé [ze vyuZit nasledujici vétu.
Véta 2.10 (limitaslozenéfunkce). Necht' lim f(x) = b, hmb g(y) = L aexistujeryz okoli O(a) takové,
r—a y—
zeprox € O(a) je f(z) # b. Potom lim g(f(x)) = L.

p . Lo . - T Lo . . . 1
Poznamka 2.19 (substituce v limité). Vé&a je vlastné vétou o substituci v limité. Napf. v limité L = hm+ In —
xz—0 x

. 1 . . - 1 .
substituce y = — vede nalimitu L = lim Iny (protoze hm+ — = oo) aodsud dostavame L = oo
x Y—>0 r—0t T

I . . 1
Priklad 2.8 (limita dlozené funkce). 0] hm+ In(=) ="1Inoco” = 00
r—0 €T
(i) lim arctg(e™™) =" arctgoo” = T
T——00 2
(iii) lim In(sinz) =7 In(04)” = —o0
z—0+t

Nasledujici véta umozni snadné pocitani limity polynomu a racionalni funkce v nevlastnich bodech.
Véta 2.11 (limita polynomu a racionani funkce v nevlastnich bodech). Plati

lim (apz™ + az” P+ a1z + ap) = lim apa”
r—+o0 z—too

. apr"+ax" '+ ta,z+a, ao
lim T = lim —=z
r—+oo boSCm +bixm—l 4+ -+ b1+ by r—*+oo bO

n—m
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Poznamka 2.20 (technickd). Limita polynomu stupné alespon jedna v nevlastnich bodech je tedy vzdy
nevlastni, pfitemzZ o jejim znaménku rozhoduje pouze vedouci ¢len. O hodnoté limity podilu dvou polynom
rozhoduje pouze podil vedouciho ¢lene Citatele a vedouciho Clenejmenovatele.

Priklad 2.9 (limita polynomu alomené funkce v nevlastnich bodech).
(i) lim (62° — 22 +1) = lim 62° = 6.(00)® = 0
Tr—r00 xr—r0o0

(i) lim (32° —22% +2) =3.(—0)® = —c0
Tr——00

T 23 —2 , 1
TS R R

. -2

(iv) lim . A lim -z = oo

zo—00 2x3 — 422 +1 a5-00 2
3. Derivacefunkce

Nyni miizeme ve smérnici setny na grafu funkce (viz strana 7) pouZit limitni pfechod h — 0, ¢&imz
dostaneme smérnici teCny. Tuto velicinu predstavujeme v nasledujici definici.

Definice (derivacefunkce v bodg). Necht = € D(f). Rekneme, Ze funkce f mav bodé x derivaci rovnu
¢idu oznatenému f’ (), jestlize existuje konetnalimita

(31  f(z)=lim fat+h) - 1)

h—0 h

Poznamka 3.1 (jednostranné derivace). Podobné definujemei derivaci zpravaa derivaci zleva. PoZivame
pfi tom limitu zprava a zleva misto oboustranné limity (3.1).

Definice (derivacefunkce). Necht mafunkce f derivaci v kazdém bodé otevienéhointervalu I. Predpisem,
ktery kazdému bodu = z intervalu I prifadi derivaci funkce f v bodé x je definovana funkce, kterou
nazyvame derivaci funkce f naintervalu I a oznatujeme f”.

Definice (vySSi derivace). Bud f(z) funkce a f'(z) jeii derivace. Existuje-li derivace (f’(x))" funkce
f'(z), nazyvame ji druhou derivaci funkce f(x) a oznatujeme f” (x). n-nasobnym opakovanim tohoto
postupu dospivame k n-té derivaci funkce f(z:), kterou oznaéujeme f (™ ().

Poznamka 3.2 (geometricky vyznam derivace). Z definicederivace plyne, Ze sejednapresnéo tu velicinu,
udavajici rychlost rlistu funkce, kterou jsme zatali hledat v motivaci na strané 7. Geometricky vyznam
derivacejenas edujici: nakreslime-li setnu ke grafu funkce f prochazejici body [z, f(z)] alz+h, f(z+h)]

(viz obrézek 1, strana 7), je smérnice této secny w Fixujeme-li bod [z, f(x)] a s bodem

(x4 h) sek bodu  blizime (tj. provadime-li limitni pfechod ,, }llin%“), prejde seCnav teCnu v bodeé [z, f(x)].
—

Limitni hodnota, tj. smérnicetecny, je potom rovnaderivaci f(x).

Graf funkce matedy v pevném bodé a tecnu praveé tehdy, kdyz funkce f mav bodé a derivaci. Body, kde

funkce nema derivaci, mohou byt body, kde je limita (3.1) nevlastni (funkce ma svislou tecnu), body kde

existuji jednostranné derivace (te€ny zlevai zprava existuji) ale tyto jsou rtizné (napf. funkce y = |z|) a
konecné body, kde neexistuje néktera z jednostrannych derivaci.

Poznamka 3.3 (rovnicetecny). M&li funkce f v bodéa derivaci, je rovnicetecny ke grafu funkcev tomto
bodé

y = f'(a)(@ —a) + f(a).
Rovnici tetny miizeme pouZit k linearni aproximaci funkce. V okoli bodu a plati priblizny vzorec
f(@) = f(a) + f'(a)(z — a),

ktery umoznuje v okoli bodu a nahradit (obecné nelineérni) funkci f () funkci lineérni.

’

’



3. DERIVACE FUNKCE 16

Poznamka 3.4 (prakticky vyznam derivace). Necht veliCina x oznaCuje Cas, mé&eny ve vhodnych jed-
notkach, a necht veli¢inay se méni v prlibéhu Casuy, tj. y = y(z). Derivace y'(z) poté znati okamzitou
rychlost, s niz dochézi ke zméné velikosti veli€iny y v €ase x. ZnaCi-li napf. y(«) polohu pohybujiciho
se télesa v Case z, je derivace y'(z) rovna okamZité rychlosti tohoto télesa (pojem rychlost uzivame ve
fyzik@nim smyslu tohoto slova). Znati-li veliinay velikost populace ur€itého zivocisného druhu v Case z,
znati derivacey’ () rychlost narlistu této populace, tj. pocet Zivocichd, ktery se v daném okamziku narodil
(za Gasovou jednotku), zmengeny o podet Zivotichl, ktery v daném okamziku uhynul.

Véta 3.1 (souvislost derivace a spojitosti). Ma-li funkce v bodé (na intervalu I) derivaci, je v tomto bodé
(na tomto intervalu) spojita.

Poznamka 3.5. Opatna véta neplati, ze spojitosti funkce obecné neplyne existence derivace. Prikladem
budiz funkcey = |z| v bod&éx = 0.

Oznateni. Mnozinu viech funkci které maji na intervalu I spojitou derivaci oznatujeme C*(I). Tyto
funkce zpravidlanazyvame hladké funkce. MnoZinu vech funkci které maji naintervalu I spojité vsechny
derivace az do Fadu k veetné oznatujeme C*(1).

Poznamka 3.6 (filozofickd). Dlouho pretrvaval néazor, Ze spojita funkce je funkce, jeiz graf 1ze nakredlit
»jednim tahem”. Kredlime-li graf takovéto funkce, znamenato, Ze kdyZ pfi kredleni posunujeme,, pisatko*
néjakym smérem. Takto kredime graf funkce, kteramatetnu (atedy i derivaci), pripadnécaru ,,zalomime".
Téchto zalomeni miiZze byt konetné mnoho, proto se vé&ilo, Ze spojité funkce maji derivaci vaude, s pri-
padnou vyjimkou konetného pottu bodil. To, Ze takova predstava je nespravna, ukazal B. Bolzano, ktery
zkonstruoval funkci spojitou na R, ktera nema v zadném bodé derivaci. Graf takovéto funkce podle vyse
uvedeného nelze nakredlit. Tento priklad ukazuje, Ze pfedstava spojité funkce pouze jako funkce, jejiz graf
Ize nakredlit jednim tahem je nespravna.

Poznamka 3.7 (k oznateni). Je-li funkce f vetvaru y = f(x), piseme misto f'(x) také (), nebo
struéngji . V prirodnich a technickych védach se Casto setkavame je&té s nasedujicim ekvivalentnim
_ d : , , . oo . .
znalenim derivace y' = <Y Pritom vyrazy dxz a dy (které jsou v derivaci formané ,v podilu*) se
X
nazyvaji diferencialy. Je-li nezavislou proménnou Cas, oznacujeme jeg zpravidla ¢ namisto = a derivaci
v tomto pFipadé znaCime teCkou takto: y

Poznamka 3.8 (vzorce pro derivovani z&kladnich elementarnich funkci). Z&kladni elementarni funkce
derivujeme pomoci nas edujicich vzorci.

(c) =0 (log, x)

[

~zlna
(") = na" "t 1
(m/im (lnx)/:_
a®) =a"lna x
- 1
(") =e" (arcsinx)’ =
(sinz)’ = cosx v1-— 1$2
(cosz) = —sinz (arccosz) = —
V1—a?
1
(tg w)l = 2 ’ 1
t = —
, cos :171 (arctg x) 522
tgx) = — 1
(cotg ) sin? (arccotgzw)’ =
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Véta 3.2 (pravidlapro pocitani s derivacemi). Necht' f, g jsou funkce a ¢ € R konstanta. Plati

(32) ef @) = ef' @)

33 @) @) = ') £4'@)

(34) F@e@)] = f@)g @) + F (@)e(x)
f@)1 @) — g @)f(@)

(39 @) - () ’

pficemz derivace vievo existuji, existuji-li derivace vpravo, a je-li vyraz vpravo definovan (tj. neni nula
ve jmenovateli Zlomku).

Priklad 3.1 (aplikace predchozi véty).
{ xe® }/ ~ (xe”)(x41) = (x + 1) we”

x+1 (x +1)2
("t ae”)(x4+1) —lze”  e(ax® +a+1)
- (z+1)2 ICEE

Poznamka 3.9 (technickd). Protoze derivace souttu je jednodusSsi nez derivace soucinu a podilu, snazime
se soutin nebo podil rozdélit (pokud to 1ze) na soutet jednodusSich vyrazl.

M) [(z4+1D)(z—-2)=@*-2-2) =221

(i) (%) = i(mQ —1+az ) = 3(230 —z7?)

Véta 3.3 (derivace slozené funkce, fetézové pravidlo). Plati

36  [flg@)] = f'(9(x))g' (),

kde existence derivace vievo plyne z existence derivaci vpravo.

Poznamka 3.10. Vyraz f'(g(x)) v pfedchozi vété znamena derivaci funkce f vypoctenou v bodé g(z).

. . . 1
Priklad 3.2 (derivace slozené funkce). (i) (In(sinx))" = g 057
S1IN T

(i) (In(zsinx))’

(sinz + x cosx)

@sinm

(i) (In(wsin®(20))) =

M [1.sin?(2x) + 2.2 sin(2z) cos(2z)2]

z r 7 > z ~ 7 M v > ~ o 7’ > . . 0
Nad edujici véta nam umozni ve vétsiné pripadu vypocet limit typu ,, 6“ a, X,
o0

Véta 3.4 (I'Hospitalovo pravidlio). Necht' a € R*a necht’ funkce fa g jsou definovany v ngakém ryzZim
okoli bodu a a maji zde derivaci. Necht'daleplati bud lim f(z) = lim g(z) = 0, nebo| lim g(z)| = oo.
r—a T—a T—a
Plati
!/
(37) P (O 4 C)

ra g(@)  ea g'(a)
pokud limita na pravé strané rovnosti (3.7) existuje. Totéz plati i pro obé jednostranné limity.

Y

Poznamka 3.11 (k pouziti I'Hospitalova pravidla). Pokud limita vpravo ve vzorci (3.7) neexistuje,

nemlzeme je&té nic fici o limité lim f(z)/g(x). Tato limita miize nebo nemusi existovat. Pokud li-
r—ra

mita vpravo neexistuje, pfipadné pokud pokus o pouziti I'Hospitalova pravidla nevede ke zjednoduSent,

musime hledat pro vypocCet limity jinou cestu. Poznamenejme je&té, ze I’ Hospitalovo pravidlo Ize pouZzit

libovolné-krét za sebou. Potom z existence posledni limity vyplyvaexistence viech limit pfedchozich.

T — arctgx

Piiklad 3.3. Vypottételimity lim ——, lim ol T T2 +2

Tr—00 xr x=—0 :173 x—0 £173
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Regeni.
1
1 -
lim =2 = 2 = lim 1 =2 lim =0,
z—00 /1 00 T—00 T—00 \/a
2\/x
1 1
. x—arctgx 0 . 1442 1 1
lim ———— = - = lim = lim =—c,
z—0 3 0 z—0 3z2 z—0 3(1 + .I'Q) 3
. oxet 4+ x—2e¥+2 0 et xet +1—2e”*
lim = — = lim
x—0 :C?’ 0 x—0 31’2
0 . et + et +xe® — 2e”
= — = lim
0 x—0 6x
0 . xe” et 1
=—=lim — = lim — = —
0 z—0 6x z—0 6

4. Taylordv polynom

Motivace. Predpokladejme Ze je dana funkce f s nadedujicimi viastnostmi:

e Dokazeme vypocitat funkéni hodnotu a hodnotu derivaci (az do fadu n) v jistém bodé z.
o Nemame dostateCné efektivni algoritmus na vypocet funkenich hodnot v ostatnich bodech = #
Q-
Pro vypocet funk&nich hodnot v bodech v okoli bodu z¢ se budeme snazit funkci aproximovat jednodussi
funkci, v nasem pripadé polynomem stupnén. Negjlepsi polynom, ktery funkci f v okoli bodu zy aproximuje
je takovy polynom, ktery ma s danou funkci totozné v bodé x derivace az do fadu n. Takovy polynom se
nazyva Taylorliv polynom a nalezneme ho pomoci nasledujici definice.

Definice (Taylorliv polynom). Necht n € N je pfirozené ¢islo a f funkce, ktera je definovana v bodé
xo € R amazde vSechny derivace do Fadu n vEetné. Polynom
! 1
T(@) = f(a0) + T80 0 g 4 L0 gy g L) e

se nazyva Taylorliv polynom stupné n. funkce f v bodé z. Bod z se nazyvastied Taylorova polynomu.

f(n) (o)

Poznamka 4.1. Taylorliv polynom je jediny polynom stupné n, ktery mas funkci f v bodé z, spoletnou
funk&ni hodnotu a hodnotu prvnich n derivaci. V pfipadé Ze stfedem polynomu je 2o = 0 pouZivame pro
Taylorliv polynom nazev Maclaurintiv polynom.

Véta 4.1 (Taylorovavéta). Necht funkce f ma v bodé z, a néakémjeho okoli O(z() spojité derivace do
fadu n + 1, v€etné. Pak pro viechna z € O(x) plati
f(:E) = Tn(x) + Rn+1($)a

kde T;,(z) je Taylorlv polynomfunkce f stupnén se sttedemv bodézo a R,,+1(z) je zbytek. Tento zbytek
spliuje

F ()

(n+1)! (
kde c je vhodné €islo |eZici mezi = a zo.

n+1

(4.2) Ruti1(z) = T — o) ,

Poznamka 4.2 (aproximaceaj€ji presnost). Z vyjadreni zbytku (4.1) plyne, Zetento zbytek jemaly, jestlize
e z jeblizko xy, tj. absolutni hodnotarozdilu (z — zo) je mala
e n jeveké
o "1 (z) jemalav uvazovaném okoli bodu zo

Jsou-li tyto podminky splnény, miizeme psat v okoli bodu zg

f(@) = Ta(x)
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achyba, které se pfi tom dopustime bude mala. (Z (4.1) jsme schopni urcit maximalni hodnotu chyby, které
se pritom dopustime.)

Poznamka 4.3 (aplikani). Taylorfiv polynom tedy slouZi k tomu, abychom jistou funkéni zavislost apro-
ximovali zavidosti polynomickou. Tim se zavislost podstatné zjednodusi, protoze polynomy jsou jedny
z nejjednodusSich funkci. M&me v&ak na paméti, Ze polynomicka aproximace miize byt vynikajici, ale i
dostatetna pouze pro néktera z, nebo dokonce tak Spatna, Ze jeji pouZiti nevede k rozumnym vysledkiim.

5. Véty o spojitych funkcich

Jak jsem vidéli vySe, spojitost neni definovana, tak, jak si spojitou funkci bézné predstavujeme—jako funkci,
kde nejsou skoky Ci n&aké podobnédrastické zmeény funk&nich hodnot, alejako funkci, kde veSkeré zmény
funkenich hodnot probihaji relativné pozvolna. Presna definice v&ak byla zcela odli$na od této predstavy.
Je tedy definice spojitosti pomoci limity pfesnéto, co s “ b&Zn&” predstavujeme pod pojmem “ spojita cara
vroving (funkce, kde nejsou zadné“ dramatické zmeny” )?

Odpovéd je ponékud prekvapiva: Ne zcela. Cesky matematik B. Bolzano nadel priklad funkce, ktera je
spojitanaRR, ale jgi graf se vilbec neda nakreslit a proto se pfi studiu spojitych funkci nelze v dilkazech
odvolavat na “zfgimé vlastnosti rovinnych kFivek”. Nadtésti, i kdyZ definujeme spojitost na prvni pohled
slozité pomoci limity, ty nejpekngj&i vlastnosti zlistanou zachovany, jak ukazuji nasledujici dilezite véty.

Véta 5.1 (Welerstrassovavéta). Necht funkce f () je spojité na uzavienémintervalu [a, b]. Potomje na
tomto intervalu ohraniena a nabyva zde své nejvétsi a nejmensi hodnoty, tj. existuji ¢idla 1, 25 € [a, ]
svliastnosti f(x1) < f(z) < f(z2) provechnaz € [a, b].

Véta 5.2 (prvni Bolzanova véta). Necht funkce f(x) je spojitd na uzavieném intervalu [a, b] a plati
f(a)- f(b) <0 (. f(a) a f(b) maji opatna znaménka). Pak funkce f(x) ma naintervalu (a, b) nulovy
bod, tj. existuje €islo ¢ € (a, b) sviastnosti f(c) = 0.

Véta 5.3 (druha Bolzanova véta). Necht' funkce f(x) je spojith na uzavieném intervalu [a, b]. Potom
nabyva vsech hodnot mezi svou nejmensi a nejvétsi hodnotoul.

Poznamka 5.1. Prededé véty maji jednoduchou grafickou interpretaci, jak je ukazano na Obrazku 6.

e Funkce naobrazku je ohranienana [a, b], jei graf leZi mezi Cerchovanymi Carami.

e Funkce méa absolutni minimum naintervalu [a, b] v krajnim bodé x = a a absolutni maximum
v bodé x = M. Prislusné funk&ni hodnoty jsou naose y.

e Funkce méni znaménko naintervalu [a, b], plati f(a) < 0a f(b) > 0. Jeden z kofend), o kterych
mluvi prvni Bolzanovavéta, je na obrazku oznaten symbolem c.

e Hodnota i, lezi mezi maximéani a minimalni funkeni hodnotou. Existuje tedy, podle druhé
Bolzanovy véty, x, € [a, b] takové, Ze f(x) = yo. Jeden z bodl s touto vlastnosti je vyznaten
na obrazku.

Tvrzeni vét jsou tedy zcela prirozena. Obrovskou zas uhou vySe uvedenych matematikll je mimo jine fakt,
Ze s uvédomili, Ze tyto véty nejsou Zadnymi snadnymi diid edky definice spojitosti aje potieba podat jejich
presny diikaz.

Poznamka 5.2 (nelinearni nerovnice). Bolzanovavétaumoziujefesit v&tSinu nelinedrnich nerovnic. Podle
Véty 5.2 totiZ funkce miize zmeénit znaménko jediné v bodg, kde je porudenajeji spojitost (= skokem), nebo
v nulovém bodé (= graf protina osu z). Re&ime-li tedy nerovnici f (z) > 0, nalezneme nejprve body
nespojitosti funkce f anulové body této funkce, tj. FeSeni rovnice f(z) = 0. Obé skupiny bodll vyneseme
narealnou osu adefiniéni obor setimto rozpadne nanékolik podinterval il. Uvnitf kazdého z téchto interval i
plati bud f(z) > 0 nebo f(z) < 0. Kteraz téchto variant plati ve kterém z intervalli Ize Zjitit napfiklad
postupnym dosazovanim reprezentantl z jednotlivych interval U,
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Yo|l——————

a |l‘o
I
I

— absolutni minimum

OBRAZEK 6. Funkce spojitanaa, b].

6. Lokalni extrémy, prbéh funkce

Definice (Iokalni extrém). Bud f funkceaxy € D(f).

o Rekneme, Ze funkce mav bodg z lokalni maximum, jestliZe existuje ryzi okoli O(z), takové,
ze f(xo) > f(z) proviechnaz € O(xy). Je-li nerovnost ostra, Fikame, Ze funkce f mav bodé
2o 0stré lokalni maximum.

o Plati-li opatné nerovnosti, Fikame, Ze funkce ma v bodé xq lokalni minimum a ostré lokalni
minimum.

e Lok&8lni maximum a minimum nazyvame spolenym nézvem lok&lni extrémy. Ostré lokalni
maximum a ostré lokalni minimum nazyvame spoleCnym nazvem ostré lokalni extrémy.

Poznamka 6.1 (k predchozi definici). Funkce mav bodé z ostré lokani maximum (minimum), jestlize
v ngjakém ryzim okoli bodu =, nabyvéa pouze nizSich (vySSich) funkénich hodnot, nez f(x(). Hodnota
f(zo) jetedy jedinanejvyssi (nejnizsi) funkeni hodnotav ngakém okoli bodu . Okoli bodu z z pfedchozi
definice musi nutné celé lezet v definiénim oboru funkce f. (V nékteré literatufe je tato podminkaponékud
oslabena. Napf. u funkce y = v/ nemluvime o lokalnim minimum v bodg 0, protoZe nalevo od bodu 0
vlibec neni definovana. Jini autofi tento bod v3ak zalokalni extrém povazuji.)

Lokalni extrémy (zce souvisi s monotonii, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 6.1 (postatujici podminky pro existenci a neexistenci lokanich extrémil). Bud' f funkce definovana
a spojita v ngjakém okoli bodu .
o Jestlize existuje levé okoli bodu ¢, ve kterém je funkce rostouci a pravé okoli bodu zq, ve
kterém je funkce klesajici, je bod zy bodem ostrého |okalniho maxima funkce f.
o Jestlize existuje levé okoli bodu z, ve kterém je funkce klesajici a pravé okoli bodu zq, ve
kterém je funkce rostouct, je bod 2y bodem ostrého lokalniho minima funkce f.
o Jestlize existuje okoli bodu z( ve kterém je funkce ryze monotonni, lokalni extrém v bodé x

nenastava.
Poznamka 6.2. Graficky miizeme predchozi vétu ilustrovat nasledovné.
S MAXN min 2 S MAXN
a b c d

Poznamka 6.3 (absolutni extrémy funkce). Uvazujme funkci, ktera je spojita na uzavieném intervalu
[a, b]. Podle Welerstrassovy véty tato funkce nabyva na intervalu [a, b] své nejmensi a nejvétsi hodnoty.
Tyto hodnoty nazyvame absol utni maximum a absolutni minimum funkce f naintervalu [a, b]. Je zfejmé
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(odkud?), Ze téchto extremalnich hodnot miize funkce nabyvat pouze v bodech, ve kterych ma lokani
extrémy, nebo v nékterém z krajnich bodd intervalu [a, b].

Definice (konvexnost, konkavnost). Bud f funkce majici derivaci v bodé z. Rekneme, Ze funkee f je
v bodé z konvexni (konkavni), jestliZe existuje ryzi okoli bodu z takové, ze pro véechnax € O(zo) leZi
body grafu funkce nad tenou (pod tecnou) ke grafu funkce f sestrojenou v bodé x, tj. plati

(61 (@) > fwo)+ f'(w)(w—z0)  (F(@) < flwo) + f'(wo)(w — o) )

Rekneme, Ze funkce je konvexni (konkavni) na otevienémintervalu |, mé-i tuto vlastnost v kazdem bodé
intervalu 1.

Definice (inflexni bod). Bod ve kterém se méni charakter funkce z konvexni na konkavni nebo naopak
nazyvame inflexnim bodem funkce f.

V nédedujicich vétach si ukazeme, Zze monotonie a lokalni extrémy (zce souvisi s prvni derivaci funkce,
zatimco konvexnost/konkévnost ainflexni body souvisi s druhou derivaci.

Definice (stacionarni bod). Rekneme, Ze bod z je stacionarnim bodem funkce f, jestlize funkce f ma
v bodé zy nulovou derivaci, tj. f'(zo) = 0.

Poznamka 6.4 (geometricky vyznam). Geometricky jsou stacionarni body body, ve kterych magraf funkce
vodorovnou te¢nu (proc?).

Véta 6.2 (souvis ost derivace alokalnich extrémil). Necht ma funkcev bodé z lokalni extrém. Pak funkce
f v bodé z bud nemé derivaci, nebo je tato derivace nulova, tj. plati f/(x¢) = 0 a z je stacionarnim
bodem funkce f.

Poznamka 6.5 (strategie hledani lokalnich extrémii). Podle predchozi véty jsou body kde derivace nee-
xistuje a stacionarni body jedinymi ,, podezielymi“ kandidaty na body, v nichz by funkce mohla nabyvat
lokalniho extrému. Nikde jinde (a takovych bodll byva naprosta vétdina) lokalni extrém nemlize nastat.
Pri hledani loka nich extrémll postupujeme tak, Ze nejprve nalezneme vechny tyto , podeziel & body (1.
funkci f zderivujeme a zjistime, kde je tato derivace nulovéa a kde neni definovand) a poté v kazdém bodé
samostatné rozhodneme, je-li v ném lokalni extrém a pripadnéjaky. K tomu nam mdize poslouzit Véta 6.1
ve spojeni s nasledujici Vétou 6.3.

Véta 6.3 (souvislost derivace amonotonie). Necht funkce f méa derivaci na otevienémintervalu I.

e Je-li f/(z) > 0 naintervalu I, je funkce f rostouci na I.
e Jeli f'(x) < 0 naintervalu I, je funkce f klesajici na I.

Poznamka 6.6. Pfi stanoveni intervalll, kde je derivace kladna a kde zaporna, nejCastgji pouZzivame
Poznamku 5.2. Situace je obzvl&8té jednoducha u racionénich funkci — viz. Poznamka 1.5 na strané 49.

Nasledujici dvé véty jsou jednoduchym diisledkem definice lokalnich extrémil a definice rostouci aklesgjici
funkce. Pfesto mohou tyto véty znaéné zjednodu&it hledani lokalnich extréml funkce.

Véta 6.4 (lokani extrémy slozené funkce s monotonni vnéjSi slozkou). Necht' funkce g(z) je definovana
nal af(x)jeryzemonotonninag (7). Potomfunkceg(x) a f(g(z)) nabyvajina I svych lokalnichextréml
ve stejnych bodech. Tyto lokalni extrémy jsou stejného typu pokud je funkce f rostouci a opacného typu,
pokud je funkce f klesajici.

Véta 6.5 (lokalni extrémy sloZené funkce s monotonni vnitfni slozkou). Necht funkce g(x) je spojita a
ryze monotonni na I a necht'funkce f(x) je definovanana g(I). Potomslozena funkce f (g(x)) malokalni
v bodé z = a pravé tehdy, kdyz funkce f(t) mé lokélni extrémv bodé¢ = g(a). Tyto lokalni extrémy jsou
stejného typu pokud je funkce g rostouct a opac¢ného typu, pokud je funkce g klesajici.

Priklad 6.1 (lokalni extrem slozené funkce). Naintervalu (0, 1) hledejme lokalni extrémy funkce y =
/1 — 22, Podle V&y 6.4 stai ngjit extrémy druhé mocniny této funkce, tj. funkce y = 2?(1 — 2?).
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Studovanafunkcejetotiz naintervalu I kladnaadruhamocninatedy roste. Podle Véty 6.5 miizeme zavést
substituci 2 = t a studovat funkci y = ¢(1 — t). Porad totiz pracujeme s kladnymi hodnotami = a druha
mocninaje tedy rostouci funkce. Grafem funkcey = (1 — ¢) je parabolaslok&lnim maximem ve vrcholu,

. " 1 o . : - .
tj. vbodét = 3 ktery lezi uprostfed mezi nulovymi body t = 0 at = 1. Zadanafunkcey = z+v/1 — 2

1 1
ma tedy lokalni extrém v bodg, ktery spliuje 2* = 5 tj. v bodé x = 7 Protoze jsme poutzili rostouci
funkce, jedna se o lokélni extrémy stejného typu, tj. je zde lokani maximum. Vidime, Ze lokani extrém
jsme nadli pouze pouzitim zcela elementarnich prostredkl. Postup zaloZeny na vypottu derivace a jejich
nulovych bodl by byl nepomérné narotngjdi.

Véta 6.6 (souvislost druhé derivace s konvexnosti a konkavnosti). Bud' f funkce majici druhou derivaci
na otevienémintervalu I.

e Jeli f”(x) > 0 naintervalu I, je funkce f konvexni na I.

e Jeli f”(x) < 0 naintervalu I, je funkce f konkavni na I.

Definice (kriticky bod). Bod, ve kterem mafunkce f nulovou druhou derivaci nazyvamekeritickym bodem
funkce f.

Véta 6.7 (souvisost inflexnich bodll a druhé derivace). Necht ma funkce v bodé zq inflexni bod. Pak
funkce f v bodé x, bud nemé druhou derivaci, nebo je tato druha derivace nulova, tj. plati f”(z¢) = 0
a x je kritickym bodem funkce f.

Véta 6.8 (souvislost druhé derivace s lokalnimi extremy). Bud' f funkce a z stacionarni bod funkce f.
Jeli f"(zo) > 0, nabyva funkce v bodé x( lokalniho minima, je-li f”(xo) < 0, nabyva funkce v bodé z
lokalniho maxima.

Poznamka 6.7 (technicka). Predchozi vétanedavaodpovéd naotazku zdaajaky lokalni extrém nastavave
stacionarnim bodg, ktery je sou€asné i kritickym bodem. V tomto pfipadé totiz nelze o existenci a kvalité
lokalniho extrému pomoci druhé derivace rozhodnout. Proto je lepdi pri hledani lokalnich extrémi vyuZivat
Véty 6.1 a6.3.

Jak je patrné z predchoziho, pomoci prvni a druhé derivace dok&Zzeme ziskat urcité informace o chovani
funkce v bodech, patficich do defini¢niho oboru. Naopak o chovani funkce v okoli bodu, které nepatfi do
defini€niho oboru funkce néas informuji asymptoty.

6.1. Sestrojeni grafu funkce. Diferencialni potet milizeme pouZit pro sestrojovani grafu funkce po-
moci charakteristickych bodll. Mezi tyto charakteristické body potitame predevdim priiseciky s osami,
lokalni extrémy ainflexni body. Déle vy3etfujeme asymptoty ke grafu funkce. Postup miiZe byt napriklad
nasledujici.

(i) Nalezneme defini¢ni obor funkce, zZjistime paritu funkce a jeji priiseciky s osami. Pomoci prii-
setikl sosou x apomaoci definiéniho oboru uréimeintervaly, kdeje funkcekladnaakde zaporna.

(if) Podle toho jak vypada definicni obor zjistime, jaké by funkce mohla mit asymptoty. Tyto
asymptoty ur€ime. M&lIi funkce body nespojitosti, vySetfime chovani funkce v okoli téchto
bod.

(iii) Pomoci prvni derivace uréime stacionarni body, intervaly rlistu a klesani a lokalni extrémy.
Pritom kontrolujeme, jestli vypocty souhlasi s tim co uz zname — z asymptot bez smérnice
nebo z priisetikll s osou = a ze znaménkanapravo a nalevo od téchto priisetikl zname charakter
monotonie v okoli bodl nespojitosti av priiseticich s osou x.

(iv) Pomoci druhé derivace urcime kritické body, intervaly konvexnosti a konkavnosti a inflexni
body. Pfitom kontrolujeme, zda vypotty souhlasi stim, co jiZ zname — v&imame si okoli bodd
nespojitosti alokalnich extrémii (v lok. minimu je funkce konvexni av lok. maximu konkavni).

(v) Vyneseme asymptoty a charakteristické body (extrémy ainflexni body) do kartézské soustavy
soufadnic anacrtnemegraf. Aby byly z grafu patrnévechny ,, charakteristické body* , nemusime
pfitom vzdy trvat na stejném mé¥itku na obou osach.
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V nékterych pripadech je provedeni nékteré z popsanych ¢asti obtizné, pripadné analyticky nefeSitelné.
V téchto pfipadech se snazime graf naCrtnout jenom podle téch informaci, které dokazeme ziskat. Vzdy
se snaZime alespon o nalezeni intervalli rlistu a klesani funkce a o vy3etfeni limit v bodech nespojitosti a
v nevlastnich bodech.
7. Zavéretné poznamky
Jiz pfi budovani diferencialniho poctu s matematici (apredevSim prirodovédci) vaimli, ze definice spojitosti
funkce pomoci limity se ocitla velmi daleko od nazorné predstavy spojité funkce jako kfivky, jgjiz graf [ze
nakreslit jednim tahem. Nyni nam jde o to ujasnit s, jaky je mezi témito dvéma pristupy rozdil a co maji
spolecného.
V technické praxi zpravidlastudujeme tzv. po ¢astech hladké funkce — funkce, jejichz definicnim oborem
je interval a tyto funkce maji derivaci ve vSech bodech svého defini€niho oboru, s pfipadnou vyjimkou
konegného pottu bodil. Toto vyplyvaz faktu, Ze vétSinu piirodnich zakonitosti popisujeme diferencialnimi
rovnicemi afeSeni téchto rovnic (tj. funkce které dél e studujeme) zcela pfirozené maji derivaci nainterva-
lech, kde jsou definovany. Grafy takovychto funkci maji v kazdém svém bodé teCnu (tudiz jsou , hladké")
alze je snadno nakredlit. Potom |ze vydovit nésledujici
e Mame-li nakresleny graf po Castech hladkéfunkce f, Ize pfi nazorném pfibliZeni a studiu pojmu
limita pouZit predstavu bodu pohybujiciho se po grafu funkce — pfedstavu, ktera matematiky
vedlak zavedeni limit.
e Funkce je spojita v bodé, kde ma derivaci. ProtoZze po Castech hladké funkce maji derivaci

v kazdém bodg, s pripadnou vyjimkou koneéného pottu bodt, znamenato, Ze body nespojitosti

abody, kde funkce nemaderivaci budou spiSe vyjimetnymi body defini¢niho oboru. V naprosté

v&t&iné bodll bude funkce spojita a diferencovatelna.

JestliZze si uvédomime tyto souvidosti, 1ze body nespojitosti klasifikovat do nékolikamélo skupin
(i) Funkce ma v bodé a konetnou limitu lim f(x) = L, neni vk v bodé a definovana, nebo
r—a

je funkéni hodnota f(a) rtzna od L. Tento typ nespojitosti je neméné neprijemny. Casto jej
nazyvame odstraniteln& nespojitost, protoze malou zmeénou funkce f (pouze predefinovanim
jediné funkeni hodnoty f(a)) Ize z funkce f u€init funkci spojitou.

(il) Funkce f mav bodé a limitu, taje v&ak nevlastni.

(ili) Funkce neméa v bodé a limitu, ma zde vsak aespon obé jednostranné limity (vlastni nebo
nevlastni). V tomto pripadé mafunkcev bodé a tzv. skok (konetny nebo nekonecny). V pripadg,
Zenékteraz jednostrannych limit je vlastni, mtize byt funkcev tomto bodé nanejvysjednostranné
spojitéa (zlevanebo zprava).

(iv) Funkce neméav bodé a ani nékterou z jednostrannych limit. Znamenato, ze pohybujeme-li se
s bodem po grafu funkce f tak, aby se z-ova soufadnice bodu blizila k hodnoté a, hodnoty
y-ovych soufadnic se Zadnym zplisobem neustali. Znamena to, Ze funkce ma v okoli bodu a
velice komplikovany prlibéh, zpravidlaje velice rozkmitana.

S vyjimkou prvniho typu, Zadny z dalich vyjmenovanych typll nespojitosti nelze odstranit vhodnym
predefinovanim f(a), proto se nazyvaji podstatné nespojitosti. Podobné u funkci které jsou po Castech
hladké|ze charakterizovat body kde neexistuje derivace do nékolikamalo typll. NejdFive viak pripomeiime,
Ze mé-li funkce v ngjakém bodeé derivaci, pak je v tomto bodé spojita. V bodé kde funkce neni spojitatedy
derivace byt nemlize. Budeme si tedy v&mat bodu, kde funkce nema v nékterém bodé derivaci, ale je
v tomto bodé spojita. Funkce mav bodé = derivaci, jestlize existuje koneCnalimita

. fle+h)— f(x)
(7.1 }1113%) —
Pripady, kdy tato derivace neexistuje jsou tedy nasledujici:
(i) limita(7.1) je nevlastni, graf matedy v tomto bodé svislou tetnu
(i) limita (7.1) neexistuje, existuji v&ak jednostranné limity. Graf ma teCnu zleva a te€nu zprava,
tyto jsou v&ak rlizné — graf ma hrot.
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(iii) limita (7.1) neexistuje, neexistuje ani jednostranna limita, graf nemé ani jednostrannou tecnu.
Podobné jako v pripadé neexistence jednostranné limity to znamena ze graf je v okoli bodu a
rozkmitany a velice komplikovany.

Timto je klasifikace jednotlivych moznosti ukontena. Z predchozich prikladll vidime, Ze body, kde funkce
nemabud limitu, nebo neni spojita, nebo nemaderivaci, jsou body, kdejefunkcejistym zplisobem, Skareda’
— zfetelné se odchyluje od predstavy grafu hladké kFivky spojité nakreslené jednim tahem.

hrot

svisdatecna

nevlastni limita

odstranitelna nespojitost
/v

- —— — g —— — — —

OBRAZEK 7. Typy bodil nespojitosti a bodll bez derivace.

Poznamengjme, Ze situace je mnohem komplikovangjsi v pripadech, kdy nestudujeme po Castech hladké
funkce, ale obecné libovolné funkce. V tomto pfipadé |ze podat priklady funkci, které se zcela vymykaji
b&znému chépani spojitosti funkce, napr je mozné nalézt
(i) funkci f definovanou na R, kterd nemé limitu v Z&dném bodg, dokonce ani jednostrannou
(Dirichletovafunkce)
(i) funkci f definovanounaR, kteréje spojitav bodech siracioné ni hodnotou z: anespojitav bodech
sracionani hodnotou = (Riemannovafunkce)
(i) funkci f definovanou na R, ktera vsak ma jediny bod, ve kterém je spojita (pfipadné konetné
mnoho bodi kde je spojitd), nebo jediny bod, kde ma derivaci.
(iv) funkci f definovanou a spojitou na R, ktera vsak nema derivaci v Zadném bodé, tj. v kazdém

bodé ma hrot (Weierstrassova funkce yy = Z (g)n| sin(4"x)|, Bolzanovafunkce)
1=0
(v) funkci f definovanou a spojitou na R, ktera vSak neméa derivaci v Z&dném bodg, a to ani
jednostrannou. Ma tedy v kazdem bodé rozkmitanou tecnu (podobné jako napf. funkce y =

xsin 1 v bodé x = 0).

x
U téchto typll funkci jakakoliv geometricka predstava selhava, jsou ,8karedé* ve vdech bodech svého
defini¢niho oboru, grafy téchto funkci nelze zachytit grafickymi prostfedky. Protoze vSak tyto funkce
zcelanezpochybnitel nétaké patfi do matematickée analyzy (nékteré z nich maji dokonce pouziti v nékterych
specialnich aplikacich, napf. tzv. , bily Sum*), jezfejmé, Ze pfi studiu funkci senel ze opirat pouze o predstavu
studia spojité nakreslenych kfivek, ae je nutno pouZit néktery ze zplisobtl, ktery nezavisi na konkrétni
predstave funkce. Proto jsme pouZili definice zaloZzené na pojmech okoli alimita.

8. Shrnuti

Funkce jsou matematickym vyjadienim vztahll mezi veliinami. Pfi studiu funkci se opirame
e 0 elementarni matematiku, ktera nam umozni vypocet funkénich hodnot, nalézt defini¢ni obor
funkce, ovéfit jgji sudost nebolichost av nékterych pfipadech fesit nelinearni rovniceanerovnice
(logaritmickeé, exponencialni, goniometrickéa pod.) adée
o odiferencialni pocet, ktery nam davapomaoci derivace informaci o chovani funkce nadefinicnim
oboru (rist, klesani, spojitost, lok. extrémy, konvexnost, konkavnost atd.) a pomoci asymptot
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informaci o chovani funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru. Z&kladnim pojmem, ktery
umoznuje tento aparét vybudovat, je pojem limita funkce. Prakticky vypocet limity provadime
u spojitych funkci dosazenim, u nespojitych je mozné pouzit Vétu 2.6 pro pocitani s limitami
av nékterych pripadech I’ Hospitalovo pravidlio (Vétu 3.4). Limity u polynomi a racionalnich
funkci v bodech nespojitosti av nevlastnich bodech |ze potitat pomoci V&t 2.8a2.11. V pfipadech
jednoduchych funkci pozname limitu (ve vlastnim i nevlastnim bodg) z obrazku.

Abychom mohli vySe uvedené informace z funkce ngjit a pouZzit, ukazali jsme s, které jednotlivé pojmy
spolu souvisi ajak, napf. z existence derivace plyne spojitost, nikoliv viak naopak.

Podstatné v aplikacich jsou zejména spojité funkce. Pri studiu spojitych funkci maji velky vyznam Bol-
zanovy a Weierstrassovy véty (tj. Véty 5.1, 5.2, 5.3), které jsou geometricky velice nézorné a ukazuji, ze
i kdyZ je spojitost funkci definovana podstatné méné nazorng, nez jako funkce nakreslitelnajednim tahem,
zachovévaji se pro tyto funkce vlastnosti ,,bézné&* pro hladké rovinné kfivky.

vlastnost téch funkci, u nichz mala zména nezavid &€ proménné vyvola relativné malou zménu proménné
zévidé. Derivace je (ponékud jemngji) veliCina, ktera se vyjadfuje pomér téchto zmén — udava kolikréat
funkce, zejména pak nalezeni lokalnich extrémll funkce.

Nékdy maji studenti potize rozpoznat, kterou metodu je tfeba pouzit pro vypoCet limit. Nasledujici roz-
hodovaci strom umoZiuje vybrat tu spravnou metodu i tu spavnou vétou, kterou je nejvhodngsi pouZit.
Tento diagram pokryva pouze typy limit, které jsme probirali na pfednasce. Setkate-li se s limitou, kterou
nelze do tohoto schematu zafadit, miizete se pokusit odhadnout hodnotu limity numerickym experimentem,
vypoctem funkEénich hodnot v okoli zkoumaného bodu.

Vypoctéte lim f(x).
r—a
1]
Dosadte x = a do f(x). Ano —
Je hodnota f (a) definovana? Mate vysledek.

Ne}
Jea = +oco aje f bud polynom, Ano
nebo racionalni funkce?

Pouzijte V&tu 2.11.
Pocitejte tedy jen s vedoucimi

Cleny.
Ne 0 oo — - -
Substitutce dava... 0" o0 | Pouitel F:F’S‘F’t'ta'o"o prév 'déo al |
(vyberte s spravnou cesticku). Snovoufimitou pracujte o
zacatku.
nenulovahodnota
_ 0-00
0
Studujte nejdfive jednostranné
limity, pomoci Veéty 2.8. Ze vztahu Prevedte, pouzitim algebraickych

jednostrannych limit vyctéte
pfipadnou existenci a hodnotu
limity oboustranné.

, 0
Uprav, na —, nebo iy
0 o0

OBRAZEK 8. Limity elementarnich funkci.



KAPITOLA 2
I ntegralni pocet

V kapitole vénovanédiferencia nimu poctu jsme k funkci nadli jeji derivaci —veli€inu udavgjici rychlost, se
kterou se méni funk&ni hodnoty. Nyni problém otoCime: ke znamé derivaci (tj. ke zndmé rychlosti zmény)

budeme hledat plivodni funkci.
1. Neurcity integral

Definice (neurcity integral, primitivni funkce). Bud I otevieny interval, f a F' funkce definovanéna I.
Jestlize plati

(1.1 F'(z) = f(z) proviechnaz € I,

nazyva se funkce F' primitivni funkci k funkci f, nebo téz neurCity integral funkce f naintervalu I.

Zapisujeme
/f(m) dx = F(x).

Existuje-li k funkci f neurcity integrél naintervalu I, nazyvase funkce f integrovatelnana I.

Poznamka 1.1 (spojitost primitivni funkce). Primitivni funkce F'(z) je vzdy spojitana I, plyneto z exis-
tence derivace.
Véta 1.1 (postatujici podminkaexistence neurcitého integralu). Ke kazdé spojité funkci existuje neurCity
integral.
Véta 1.2 (jednoznagnost primitivni funkce). Primitivni funkceje na danémintervalu k danéfunkci uréena
jednoznacné, az na libovolnou aditivni konstantu. Presngji, plati nasledujici:
(i) Jeli F primitivni funkci k funkci f naintervalu I, plati totézi pro funkci G(z) = F(x) + ¢, kdec € R

je libovolna konstanta nezavisla na .
(i) Jsou-li F' a G primitivni funkce k téze funkci f naintervalu I, liSi se obé funkce na intervalu I nejvyse

o aditivni konstantu, tj. existuje ¢ € R takové, ze
F(z)=G(z)+ ¢ provsechnaz € 1.
Poznamka 1.2 (filozofickd). Bohuzel, nevzdy neurcity integrél dok&Zzemeefektivnénajit. Zatimco problém
nalezeni derivace funkce sloZzené z funkci, které umime derivovat, spocCiva pouze ve spréavné aplikaci
vzorcll pro derivovani, problém nalézt neurdity integral i k funkci tak jednoduchg, jako je napfiklad e
je nefesitelny ve tfidé elementarnich funkci (viz téz Véta 2.7)
Véta 1.3 (linearita neurCitého integralu). Necht' f, g jsou funkce integrovatelné na I, ¢ necht je realné
Cido. Pak naiintervalu I plati

[1@+9@te= [ f@)d+ [ g@)ds,
/cf(x) dz — c/f(x) da.

Poznamka 1.3 (technickd). Vzhledem k souctu a nasobeni konstantou se tedy integral chova , pékng",
tak jak jsmeto vidéli i u derivace. BohuZel vSak neexistuji podobné vzorecky pro integral slozené funkce,
podilu nebo soucinu. Integrél ze dozZené funkce dokazeme vypocitat obecné pouze v pfipadg, ze vnitfni
dozka je linearni funkci, jak ukazuje nasledujici véta. Podobné integrél z podilu |ze obecné vypocitat
v pfipadé Ze v Citateli zlomku je derivace jmenovatele.

26
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Poznamka 1.4 (z&kladni vzorce pro integrovani). Nasledujici vzorcejsou opakem (av nékterych pripadech
mirnym zobecng&nim) vzorctl pro derivaci zakladnich elementarnich funkci.

dr=z+c 1
! / cos? dr =tgz +c
xdx = +c 1
n+1 / ——da = —cotga + ¢
1 sin” x
—dz=Inlz|+¢ / 1 -
z . ————dzr =arcsin— +c
N a® /A2 — 2 A

a”dx = +c

Ina

1
7dx:1n}x+\/m2i3‘+c
/\/zQ:I:B
1 1 T
mdmzzarctgz—l—c

/ L L |Ate
A2 T oA A,

Véta 1.4 (speciélni pripad sloZzenéfunkce). Necht' f je funkce integrovatelna na 7. Pak

efder=e"+e¢

sinzdr = —cosx + ¢

+c

cosxdx =sinx +¢

S S

1
/f(aerb) dz = —F(axz 4+ b),
a
kde F' je funkce primitivni k funkci f naintervalu I. Plati prota z, prokterajeax +b € I.

Priklad 1.1 (aplikace pfedchozi véty).

1 1
/4x2+6$+3 . /(2 3)2 3 v
"1

Véta 1.5 (speciani pfipad zlomku). Necht funkce f méa derivaci a neméa nulovy bod naintervalu 7. Potom
na tomto intervalu plati

@) 40 i
[ 5 ar=nis@l

Priklad 1.2 (aplikace pfedchozi véty).

x4+ 2 1 20 +4 1
T qe= [ =T qe = lnfe? 4 4o+ 8
/x2+4x+8 . 2/x2+4x+8 . 2n|x +dz+8+e

M otivace. Pokud vyjdeme ze vztahu pro derivaci sou€inu
(uwv) = u'v +uv’

azintegrujemejeg natvar

uv:/u’vdqu/uv/d:E,

nabizi se nam moznost, vypocitat jeden z integralll na pravé strané pomoci druhého. To je zakladni
my3 enkou nasledujici metody.
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Véta 1.6 (metoda per-partés, speciani pripad soucinu). Necht funkcew a v maji derivace naintervalu 1.
Pak plati

(1.2 /u(m)v’(m) dz = u(z)v(z) — /u’(w)v(m) dx,
pokud integrél na praveé strané existuje.

Poznamka 1.5 (integraly typické pro vypotet metodou per-partés). Bud P(x) polynom. Metodou per-
partés integrujeme napriklad integraly nasledujicich typll

/P(z)eo‘x dz, / P(z) sin(ax) dz, / P(z) cos(ax) dz,

/P(:z:) arctgxdz,/P(x) In™ x dx.

U prvni skupiny integral &1 postupujemetak, Ze polynom derivujeme, ¢imz snizime jeho stupei, av pripadé
potieby tento postup opakujeme. U druhé skupiny integral&i naopak derivujeme funkce arctg x aln x. Ve
v&ech téchto piipadech je integral figurujici na pravé strané vzorce (1.2) jednodussi nez integral plivodni.

Priklad 1.3 (integrace per-partés).

1
u=arctgr U = ——i
/xarctg:z:dx per-partés: ;2+ 2+1
V=2 V==
2

x? 1 z?
:?arctng— 1+$2d

2 ¢ 1 1 1 1 2 ¢ 1 +1 ¢ "
= — arcC r — — — —— dxr = — arcC Xr — =X — arc X C
g MTBT TG 1+ 22 g ATCIBT T T T arcts

Véta 1.7 (prvni substituéni metoda, speciélni pfipad slozené funkce). Necht' f(¢) je funkce spojita na
intervalu I, necht funkce ¢(x) mé derivaci naintervalu J a plati ¢(J) = I. Potomna intervalu J plati

(1.3) / Flo(@)¢' (z) dz = / (1) dt,

dosadime-li napravo t = (x)

Poznamka 1.6 (technick&). Formalné substituci provadimetak, Ze piSeme v integralu vpravo t misto ¢(x)
a dt misto ¢’ (z) da.

Priklad 1.4 (substitucni metoda).

-3 -2
sin® x sin“z |
tgd rdr = s de = 5 sinzde =
cos3 x cos3

) cosx =t
1 — cos . .
= / 7317 sin x dx | substituce; { —sinxzdx = dt
cos3 x .
sinzdr = —dt

11—t 1
:/— dt = /——t—3dt=
t3 t

1
=1Inlt| + t_2 In | cos x| +

+c
2cos? x

V jistém smyslu opatnym postupemje druhé& substituéni metoda.
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Véta 1.8 (druha substitucni metoda). Necht' f(x) je funkce spojité naintervalu I, necht funkce () ma
nenulovou derivaci naintervalu J a plati ¢(J) = I. Potomnaintervalu I plati

(1.4) /f dx—/f

dosadime-li napravot = ¢~ (z), kde p~ 1( ) jefunkceinverzni k funkci ¢(z).

Poznamka 1.7. Existence inverzni funkce ¢! plyne z nenulovosti derivace funkce . Vyraz napravo

v (1.4) sice vypada komplikovangji, v praxi vsak substituci volime vzdy tak, aby po Upravé vpravo vysel

integrél jednodussi, ktery umime vypocitat.

Poznamka 1.8 (technickd). Formalné substituci provadimetak, ze piseme v integralu vpravo ¢(t) misto «
¢'(t) dt misto dz.

Poznamka 1.9. Vidime, Ze u druhé substitutni metody se vlastné jedna o pouziti vzorce (1.3) zprava
doleva

2. Riemannlv integral

Definice (d&eni intervalu). Bud [a, b] uzavieny interval —co < a < b < co. D&8enim intervalu [a, b]
rozumime kone€nou posloupnost D = {x¢, x1,. .., x, } bodl z intervalu [a, b] s vlastnosti
a=20<T1 <To<x3< < Tp_1 <Tp=>b.

Cisla z; nazyvame délici body. Normou d&eni D rozumime maximalni &islo, které udava vzdaenost
sousednich délicich bodli. Normu déleni D oznatujemev (D). Jetedy v(D) = max{x; — x;—1,1 <i <

Definice (integrélni soucet). Bud [a, b] uzavieny interval a f funkce definované a ohrani€enana [a, b].
Bud D déeni intervalu [a, b]. Bud R = {£1, ..., &, } posloupnost Cisel z intervalu [a, b] splfujici z;—1 <
& < x; proi = 1..n. Potom soucet

o(f,D,R) = Z F(&) (x5 — ®ima)

se nazyvaintegralni soucet funkce f prislusny déleni D avybéru reprezentantll 1.

Poznamka 2.1 (geometricky vyznam integralniho souctu). Predpokladejme pro jednoduchost, Ze funkce
f jenaintervalu (a, b) nezaporna. Geometricky je integralni soucet roven souctu obsahti obdélnikd, jejichz
zakladny (vodorovné hrany) maji délku rovnu délce jednotlivych podintervalli v déleni a vy3ka je rovna
funk&ni hodnoté v bodg, ktery je reprezentantem prislusného podintervalu.

Definice (Riemannliv integral). Bud [a, b] uzavieny interval a f funkce definovanaaohrani¢enanala, b].
Bud D,, posloupnost déeni intervalu [a, b] a R,, posloupnost reprezentantl. Rekneme, Ze funkce f je
Riemannovsky integrovatelna naintervalu [a, b], jestlize existuje €islo I € R svlastnosti

lim o(f,Dp,Rn) =1

n—oo
pro libovolnou posloupnost déleni D,,, splfujici nan;o v(D,,) = 0 pfi libovolné volbé reprezentantli R,,,

kdeo(f, D,,, R») jeodpovidajici integralni soutet funkce f. Cislo I nazyvameRiemanniivintegral funkce
f naintervalu [a, b] aoznaCujeme

/ b f (@) da.

Poznamka 2.2 (dovni formulace pfedchozi definice). Predpokladejme pro jednoduchost ze funkce f je
spojitana[a, b]. V definici Riemannovaintegrélu je obsazeno nasledujici:
(i) Rozdélimeinterval (a, b) napodintervaly pomoci déleni, zvolime libovolné reprezentantav ka-
zdém podintervalu a sestrojime integralni soucet.

’

4
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OBRAZEK 1. Grafické znazornéni integralniho souctu

(ii) D&eni zjemnime (tj. uvazujeme nové déleni, jehoZz norma je mensi) a postup opakujeme —
integralni soucet se obecné miize ménit.
(iii) Postupné uvazujeme jemn&s a jemngsi déleni intervalu (a,b) a pokud se integralni soutty
postupné ,,ustali“ na ngaké hodnoté, je tato hodnota Riemannovym integrdlem funkce f na
intervalu (a, b).
(Nezavidlost na vybéru reprezentantll a na posloupnosti déleni je v tomto pfipadé zarucena spojitosti
funkce. V pripadé nespojitych funkci je potfeba tuto nezavislost dokézat, coz znatné prevysuje naplh
tohoto pfedmétu.)

Definice (horni adolni mez). Cislo a v definici Riemannovaintegralu se nazyvadolni mezaéisio b horni
mez Riemannovaintegralu.

Nasledujici definice doplfuje definici Riemannova integralu v pripadg, Ze dolni mez neni mensi nez mez
horni.

b a
Definice (vyménamezi v urcitem integralu). Proa > b definujeme/ flz)dx = —/ f(z) dz. Dde
a b

definujeme/ f(z)dx = 0.

Véta 2.1 (postacujici podminky pro integrovatelnost funkce).
(i) Funkce spojita naintervalu [a, b] je na tomto intervalu Riemannovsky integrovatelna.
(ii) Funkceohrani¢enanaa, b], kteramanatomtointervalu konetny pocet bodl nespojitosti je Riemannovsky
integrovatelné.
(iii) Funkce monotonni na [a, b] je na tomto intervalu Riemannovsky integrovatelna.

Véta 2.2 (linearitaurcitého integralu vzhledem k funkci). Necht' f, ¢ jsou funkceintegrovatelnéna [a, b],
¢ necht' je realné cislo. Pak plati
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Funkce Stfedni hodnota

stf. hodnota:

G b
OBRAZEK 2. Ur€ity integral aintegralni stfedni hodnotafunkce

Véta 2.3 (aditivitaurcitého integrélu vzhledem k mezim). Necht' f je funkceintegrovatelnana [a, b]. Bud'
¢ € (a,b) libovolné. Pak je f integrovatelné na intervalech [a, c] a [c, b] a plati

/f M_/f M+/f

Véta 2.4 (monotonie vzhledem k funkci). Budte f a g funkce integrovatelné na [a, b] takove, Zze f(z) <

g(z) proz € (a,b). Pak plati /bf(ac) dz < /bg(x) dz.

Poznamka 2.3 (integrél z nezaporné funkce). Pro f = 0 dostavame z predchozi véty tvrzeni, ze integrél

z funkce nezéaporné na celém integratnim oboru je nezaporny.

Véta 2.5 (vétao stfedni hodnot€). Necht' f je funkce spojita na uzavienémintervalu [a, b]. Existuje €islo
€ [a,b] sviastnosti f(u)(b — a) / f(z)da.

Definice (stfedni hodnota). Cislo f (1) z predchozi véty se nazyva stiedni hodnota funkce f na intervalu
[a, b].

V praxi se urCity integrél pocita uZitim nasledujici véty.

Véta 2.6 (Newtonova—Le| bnizovavéta). Necht funkce f(z) je Riemannovsky integrovatelna na [a, b].
Necht’ F'(z) je funkce spojita na [a, b], ktera je intervalu (a, b) primitivni k funkci f(x). Pak plati

/f F(z), = F(b) - F(a).

4
Priklad 2.1 (pouziti Newtonovy—L eibnizovy véty). ProtoZe primitivni funkci k funkci z* je funkce %

plati
1 471 4 4
3 _J:] 1 0t 1
rdr=|—| =— - — =-.
/0 [4 s 4 11

Poznamka 2.4 (geometricky vyznam urcitého integralu). Jak je vidno z definice urcitého integralu, je-li
b

funkce f nezdpornanaintervalu [a, b], udavaintegrdl | f(z)dx obsah obrazce {[z,y] e R xR : a <
x <bal <y < f(x)},tj. obsah obrazce pod kfivkou ya: f(z) naintervalu [a, b]. Je-li funkce f linearni,
je obrazcem pod kfivkou lichob&znik, v ostatnich pripadech nazyvame mnozinu pod kfivkou kfivocarym
lichob&mikem. Dal&i geometrické aplikace jsou nasledujici.
e Obsah S mnoZiny ohrani€ené shorakfivkou y = f(x) azdolakfivkouy = g(z) (tj. pfedpokla
dame f(x) > g(z) naintervalu [a, b]) vypoCteme ze vzorce

b
s:/fﬂm—gumn.

’

’
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D Yi m my;

1| 0.00 | 0.000000| 1 | 0.000000
210.25| 0.015625 | 2 | 0.031250
31 0.50 | 0.125000 | 2 | 0.250000
41075 0421875 | 2 | 0.843750
51 1.00 | 1.000000 | 1 | 1.000000

Soucet: 2.125000
TABULKA 1. Lichobéznikové pravidio

Zde nic nemusime predpoklédat o kladnosti funkci f nebo g.
e Objem V rotafniho t&lesa, které vznikne rotaci obrazce ohrani¢eného shora nezdpornou funkci
f(z), zdolaosou x a ze stran pfimkami = = a, x = b vypoCteme ze vzorce

V:ﬂ'/be(x)dac

e Objem V rotacniho télesa, které vznikne rotaci obrazce ohraniceného shora nezdpornou funkci
f(x), zdolanezépornou funkci g(x) a ze stran pfimkami « = a, x = b vypocteme ze vzorce

Ver [ 1) - @) de

V nadedujici poznamce si uvedeme metodu, jak priblizné urcit hodnotu urcitého integralu v pripadg, ze
neni snadné pouzit Newtonovu—L eibnizovu vétu, napf. kdyz nedokazeme nalézt primitivni funkci.

Poznamka 2.5 (lichobéznikoveé pravidlo, pfiblizny vypocet urcitého integralu). Necht je funkce f spojita

naintervalu [a, b]. Rozdéimeinterval [a, b] nan intervalll stejné délky h, tj. plati h = b—a. Krajni body
téchto intervall oznaéme pofadé xg, =1, . . ., z,, ajim odpovidajici funkéni hodnoty o, y? .o, Yn. Hlavni
my3enkaaproximaceintegralu funkce f naintervalu [a, b] spogivav tom, Ze natomto intervalu nahradime
funkci f(x) lomenou €arou s vrcholy v bodech [a = xo, yo], [21,91], - - . [zn = b,ys] @integrél z takto
upravenéfunkce vypoétemejako souet obsahtl jednotlivych lichob&zniki, z nichZ je obrazec pod lomenou
carou sestaven. (Toto Ize provést i kdyz funkce f nezachovavaznaménko naintervalu [a, b].) Potom plati:

b
h
/ f(@dx%5(904—291+2y2+---+29n—1+yn)-

Pfitom chybav tomto vzorci je tim mensi, ¢im je
o V&S n,
e mensi rozdil b — a,
o mensi |f”(x)| na(a,b).
Priklad 2.2 (lichob&Znikové pravidlo). Pokusime se pomoci lichob&Znikového pravidla aproximovat in-

1
tegral / 2% dz z Pfikladu 2.1. Rozd&lime interval [0, 1] na4 dilky o délce 0.25 a pro pohodiny vypotet
0

1
. . , . . 0.25 , .
pouzijeme Tabulku 1. Vyslednaaproximacetedy je [ 2% dx ~ 72.125000 = 0.265526. Porovname-li

Q
tuto hodnotu s presnym vysledkem z Prikladu 2.1 vidime, Ze pfes pomérné primitivni aproximaci, je chyba
mensi nez 7%. JemngjSim délenim ziskame hodnotu jesté presngi.
Pomoci integralu mlizeme definovat uzitecné neel ementarni funkce—napfiklad primitivni funkcek funkcim,
které jsme doposud neumédli integrovat. Umozni nam to nasledujici véta.

Véta 2.7 (integré jako funkce horni meze). Necht funkce f(z) je spojita naintervalu I anecht a € 1.
Potom funkce F'(z) definovana na I vztahem

0= [ s

ma naintervalu I derivaci a plati F'(x) = f(x).



3. NEVLASTNI INTEGRAL 33

x 371 3
Priklad 2.3. Pro funkci f(z) = 2 plati / t2dt = [%} = ‘% o7 je skutetné jedna z primitivnich
0 0

funkci k funkci 22, jak jiz vime z kapitoly o neur&itém integralu (viz téZ vzorce nakonci tohoto textu).

Poznamka 2.6. Jiz dfivejsme uvedli, Ze k funkci e existuje primitivni funkce, ae tuto funkci neumime

najit. Nyni vidime, Ze tuto primitivni funkci |ze zapsat napfiklad ve tvaru / e~ dt. Pokud nés zgjima

0
1

napriklad funkZni hodnota v bodé x = 1, sta€i urcit hodnotu integrélu / e~ dz. Tuto hodnotu sice
0
neumime vypoCitat presng, miizeme ji v3ak priblizné vypocitat pomoci lichob&znikového pravidla

3. Nevlastni integrél

Nevlastni integra je rozsifenim pojmu Riemannllv integrau. Riemannlv integrél je definovany pouze pro
ohranicené funkce a konetné obory integrace.

Body, ve kterych funkce neni ohranicena a nevlastni body +oco budeme souhrnné nazyvat singulérnimi
body.

Integral/ f(z) d nazyvame nevlastni, pokud alespon jedno z Cisel a, b je rovno oo, nebo funkce f(x)

neni ohranicena na uzavieném intervalu [a, b] (tj. alespon v jednom bodé intervalu funkce méa singularni
bod - nemusi jit vZdy o body a nebo b, ale singularni bod miize byt i uvnitt intervalu).

Nasledujici definice je souCasné i navodem, jak nevlastni integral vypoCitat, je-li singularnim bodem horni
mez:

Definice (nevlastni integrél se singularitou v horni mezi). Necht b € R U {+oo} anecht funkce f(x) je
integrovatelna na kazdém intervalu [a, ¢], kde a < ¢ < b. Dae necht bud plati b = oo nebo necht f(z)

neni ohranicena v okoli bodu b. Existuje-li vlastni limita lim / f(z)dz = B, fikame Ze neviastni
u—b~ Jq

b
integrél konverguje a piéeme/ f(z)dz = B. Pokud limita neexistuje, nebo je nevlastni, fikame, ze

a

b
integral / f(z) dz diverguje.

o0 2 “ 2 Yy
e ¥ dzr= lim e dr

/ > T

1 U

OBRAZEK 3. Nevlastniintegréll/ e~ dz
—1

Podobna situace nastava, je-li singularnim bodem dolni mez:
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Definice (nevlastni integré se singularitou v dolni mezi). Necht a € R U {—oo} anecht funkce f(z) je

integrovatelnd nakazdém intervalu [c, b], kde a < ¢ < b. D&8le necht bud plati « = —co nebo necht’ f(x)
b

neni ohranicena v okoli bodu a. Existuje-li vlastni limita lim+ f(z)dz = A, fikdme Ze nevlastni

u—a u

b
integrél konverguje a piseme / f(z)dx = A. Pokud limita neexistuje, nebo je nevlastni, fikame, ze

b
integral / f(z) dx diverguje.

Poznamka 3.1. Pokud je v predchozich definicich b = oo nebo a = —oo, nahradime odpovidajici
jednostrannou limitu oby€ejnou limitou, tak jak jsmeji definovali v nevlastnich bodech.

Poznamka 3.2. Pokud singulérni bod lezi uvnitf intervalu (a,b), a,b € R U {zoco}, nebo pokud jsou
singularnimi body ob&meze, rozdéimeinterval presktery integrujeme nanékolik podinterval & opakovanym
vyuzitim aditivity Riemannovaintegralu vzhledem k mezim (Véta 2.3) aintegrujeme na kazdém intervalu
samostatné.

4. Obycenédiferencialni rovnice ((vod)

Obycejna diferenciani rovnice je matematicky vztah mezi neznamou funkci a jgjimi derivacemi

Definice (obyCeina diferenciélni rovnice). ObyCeinou diferencidlni rovnici prvniho Fadu rozfeSenou
vzhledem k derivaci (strucné - diferenciani rovnici (ODR)) s nezndmou y rozumimerovnici tvaru

@41 ¥y =f(zy)

kde f je funkce dvou proménnych. ReZenim (t&Z integralem) rovnice na intervalu I rozumime kazdou
funkci y = y(z), kteraspliujeidenticky (4.1) na .

Uloha ngjit FeSeni rovnice (4.1), které spliuje zadanou pocatecni podminku

(4.2) y(zo) = Yo

se nazyva pocatecni Uloha nebo téz Cauchyova Gloha. Jejim FeSenim rozumime funkci, ktera spliuje
podminku (4.2) aje nanéakém intervalu obsahujicim bod z, feSenim rovnice (4.1).

ReSeni Cauchyovy (lohy nazyvame téz partikularnim FeSenim rovnice (4.1). Graf partikularniho feSeni
se hazyvaintegralni kfivka.

V souvidosti sdiferencianimi rovnicemi nas zajima predevsim otazka, zda danarovnice (pocatetni loha)
mafeSeni, najakém intervalu je toto feSeni definovano a zda je ureno jednoznacné. My se budeme navic
zabyvat pouze rovnicemi, u nichz | ze feSeni nal ézt analytickou cestou pomoci integralniho poctu.

4.1. Rovnicetypuy’ = f(x). Nejjednodussim prikladem diferencialni rovnice je rovnice tvaru
(4.3) y' = f()

Z integralniho poctu vime, Ze tuto rovnici splfiuje kazdaprimitivni funkcek funkci f, tj. ZefeSenimrovnice
(4.3) jefunkce

y:/f(x)dHC,

kde C je libovolna konstanta. Takovéto feSeni, které obsahuje konstantu, nazyvame obecné FeSeni rovnice.
Toto FeSeni tedy reprezentuje vdechny funkce, vyhovujici dané rovnici (je jich zfejmé nekonetné mnoho)
Libovolné partikularni feSeni ziskame z obecného FeSeni vhodnou volbou konstanty.

Poznamka 4.1 (obecné a partikularni feSeni). Podobny princip plati i u dalSich diferenciélnich rovnic.
Funkci které vyhovuji diferencialni rovnici prvniho fadu je nekonetné mnoho, zapiseme-li vsechny jed-
nim vzorcem, bude tento vzorec obsahovat jistou konstantu C'. Takovy vzorec se hazyva obecné Feseni
diferencialni rovnice. Kazdeé jednotlive (partikularni) feSeni Ize z tohoto vzorce obdrzet! vhodnou volbou
konstanty C'.

1i z tohoto pravidia vaak existuji v¥jimky, 2)
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5. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi

V tomto odstavci s uvedeme postup feSeni jedné z nejjednodusSich diferencianich rovnic.

Definice (ODR se separovanymi proménnymi). ODR tvaru

(5.1 y' = f(x)g(y),

kde f a g jsou spojité funkce na otevienych intervalech nazyvame obyCejnou diferencialni rovnici se
separovanymi promennymi.

Pocatetni Glohapro rovnici se separovanymi proménnymi nemusi mit vzdy jediné feSeni. Existuji dokonce
FeSeni, které maji poruSenu jednoznatnost v kazdém bodé svého defini€niho oboru. Tato FeSeni se nazyvaji
singularni.
Tuto rovnici feSime separaci proménnych nasledovné:
(i) M&lIi rovnice g(y) = 0 feSeni kq, ko, ..., ky, jSOu konstantni funkce y = k1, y = ko, ...
y = ky,, feSenimi rovnice. Ostatni FeSeni jsou nekonstantni a nalezneme je v dalSich krocich.
(ii) Dae pracujme jenom naintervalech, kde g(y) # 0. Formangé nahradime derivaci y' podilem

diferencialli %:
dzx
dy
Frie f(z)g(y)
(iii) Se zlomkem % pracujeme ,normané" jako s podilem dvou vyrazll. Nasobenim a délenim
x
pfevedeme rovnici natvar, ktery obsahuje na kazdé strané pouze jednu proménnou:

dy_ xT)dx
oy =@

(iv) Ziskanou rovnost zintegrujeme:

/%:/f(x)dm—i-c

Vlevo jetedy integrd v proménné y, vpravo integral v proménné z a najednu ze stran rovnice
pfidame integratni konstantu. Tim obdrZime rovnici, ktera implicitné zadava obecné feseni
rovnice.
(v) Pokudjezadanapocatetni podminka, dosadimeji do obecného feSeni aurCimehodnotu konstanty

C'. Tuto dosadime do obecného FeSeni a obdrzime feSeni partikul arni.

(vi) Pokud je to mozné, pfevedeme FeSeni (obecné nebo partikularni) do explicitniho tvaru (,vyja
drime* odsud ).

(vii) Pokud je mozné nékteré z konstantnich feSeni obdrzet vhodnou volbou konstanty ve vzorci pro
obecné Fegeni, zahrneme toto konstantni FeSeni do obecného. ReSeni, ktera neni takto mozno
zahrnout do obecného FeSeni jsou Casto singularnimi.

Priklad 5.1 (aplikace diferencidnich rovnic v praxi — rlist populace). Udavéali funkce y(z) velikost jisté
populacev Case x, udavaderivace 3’ (z) rychlost zmény velikosti této populace v Case x.
(i) Uvazujmepopulaci y Castic zneCistujicichjezero. Dojezerao objemuV, vekterémjey, zneCistu-
jicich Castic, pritéka Cista voda rychlosti » a stejnou rychlosti z jezera odtéka voda znecisténa.
Ubytek znegiZtujicich &astic souvisi s koncentraci znetigténi aje popisovan diferenciani rovnici
J:*%y
Tato rovnice se nazyva rovnice samocisténi jezer. Vzhledem k tomu, Ze je znama velikost

pocatecniho zneCiSténi, FeSime tuto rovnici spolu s pocatecni podminkou
y(0) = wo.

Po vyfeSeni rovnice obdrzimefunkci, kteraumozni pfimo vypocitat mnozstvi zne€isténi v jezefe
v libovolném Case.
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(i) Uvazujme populaci Zivogichli nebo rostlin urcitého druhu v urcité lokalité. Predpokladeime,
Ze diky vzgjemné konkurenci mezi jednotlivci miize dana lokalita uZivit pouze omezeny potet
Zivogichll. Maximalni poCet téchto Zivogichll se nazyvanosna kapacita prostiedi, oznatmeji M.
Vyraz (M — y) poté udavavolnou kapacitu prostiedi, tj. kolik se v prostfedi je&té mlize uchytit
jedincli. Derivace ¢’ udava rychlost, s jakou se méni podet jedincli v populaci. Je pfirozené
predpokladat, Ze tato rychlost je imérnapottu jedincli y aZze klesa, je-li velikost populaceblizka
hodnoté M . Zpravidla pouZivame pro model ovani vyvoje takové popul ace logistickou rovnici

y' = ky(M —y).
6. Shrnuti

Integralni pocet je dopinék poCtu diferencidniho — integrovani je opatny proces k derivovani. Potfeba
vyvinout takovy pocet je danapredevdim aplikacemi, zeménatim, ZevétSinu pfirodnich zakonl je pfirozené
a jednoduché formulovat pomoci diferenciélnich rovnic. V poslednich letech masivné pronika integralni
pocet i do mnoha dalSich obortl. Napriklad matematicka biologie se stala jiZ samostatnou a podstatnou
Casti celé biologie. S diferencidnimi rovnicemi se setkéavame zejménatam, kde vime, jak souvisi rychlost,
kterou se systém vyviji, se stavem tohoto systému a potfebujemenajit funkci, popisujici stav tohoto systému
v urcitém Casovém intervalu.

Urcity integrél zpravidla pocitame pomoci Newtonovy—Leibnizovy véty a pomoci integradlu neurcitého.
V pfipadech, kdy tento postup je prakticky neproveditelny, nebo se setkava s velkymi obtiZzemi, je mozné
pouZzit nékterou z pfibliznych metod vypoctu, napr. lichobé&znikovépravidlo. Ur€ity integral matadu aplikaci
v technickych védach, my jsme se v tomto textu zabyvali z&kladnimi geometrickymi aplikacemi.

Nalezeni neuritého integralu miize byt velice obtizné. Bylo vyvinuto nékolik integraénich metod a pro
dany integrél Casto vede k cili pouze jedina z nich. Ktera z metod to bude Ize zpravidla (v jednodusSich
pripadech bez vyjimky) odhadnout z tvaru integrovanéfunkce. V textu jsme se vénovali metodé per-partés
a substitucni metodé.



KAPITOLA 3
Linearni algebra

V této kapitole se budeme zabyvat mnohorozmérnymi veli¢inami — velicinami, k jejichZ jednoznatnému
zadani je nutno udat vice Cisel (napfiklad soufadnice bodu v prostoru je nutno zadat tfemi ¢isly, soufadnice
v prostoroCase Ctyfmi Cisly a podobné).

1. Algebraicky vektorovy prostor

Definice (algebraicky vektorovy prostor). MnozinuR™ uspofadanychn-ticredlnych €isdl (ay, as, . . ., ay,)
soperacemi sCitani a nasobeni redlnym cislem definovanymi

(11) (al,ag, .. .,an) + (bl,bQ, - ,bn) = (a1 4+ bl,(IQ + b2, RN 7% 4+ bn)

(1.2) c- (a1 a2,...,an) = (c-a1,c-as,...,c-ay)

provéechnac € Ra(ay,as,...,ay), (by,ba,...,b,) € R™ nazyvamereadlnymalgebraickymvektorovym
prostorem. Prvky tohoto prostoru, tj. usporadané n-tice reanych Cisel nazyvame algebraickymi vektory.
Cidaay,...,a, nazyvame slozy vektoru (a1, as, . . . , a,). Cislo n nazyvame dimenze prostoru R™.

Poznamka 1.1 (k oznaeni). Skutetnost, Ze néjaka promeénnaje vektorem budeme zvyraziovat Sipkou nad
oznaCenim této proménné.

Poznamka 1.2. SkuteCnosti, Ze operace stitani nebo odEitani se provadi pro viechny slozky vektoru
odd& enésetika, ze operace je definovanapo slozkach. Protoze takto provadime stitani jednotlivych slozek
vektoru navzgem, komutativita a asociativita stitani reanych Cisel se prfenasi i na stitani algebraickych
vektord.

Priklad 1.1 (operace s vektory). Vektory @ = (1,2,3,4) ab = (—2,3,1,0) jsou prvky vektorového
prostoru R*. Vektor & = (0,1, 3, 4, —1) je prvkem vektorového prostoru R®. Plati 5¢ = (0, 5,15, 20, —5)
ad+b=(-1,5,4,4). SouCet @ + ¢ neni definovan.

Poznamka 1.3 (nulovy vektor). Vektor (0,0,...,0) nazyvame nulovy vektor a oznacujeme ¢. lhned
z definice operaci sCitani a néasobeni plyne, ze to' = 0, 6+ 4 = 4 a 04 = o pro libovolny vektor @ a
libovolné ¢islo ¢. Nulovy vektor tedy pfi pocitani s vektory hraje stejnou roli, jako ¢islo 0 pfi pocitani
sreanymi Cidly.
Poznamka 1.4 (sloupcovy vektor). Stejné jako Ize jednotlivé slozky vektoru uspofadat do radka, Ize je
usporadat i do sloupctl. Potom mluvime o sloupcovych vektorech, napr. vektor

1

vT=1 2
—4
je 3-dimenzionani sloupcovy vektor.

Definice (linearni kombinace). Necht i, i, ... je konetna posoupnost vektorll z vektorového
prostoru R™. Vektor i, pro ktery plati

(L3) @ =tyily +todls + - + tiil,

kdety, to, . .., t), jsou ngakareanatisa, se nazyvalinearni kombinace vektor{l @y, @s, . . . , iy. Cidaty,
ta, ..., tx NAzyvame koeficienty linearni kombinace.

37
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Poznamka 1.5. V&ude, kde v nasledujicim textu mluvime o konetné posloupnosti vektorli, mame na
mysli vektory, které jsou prvky téhoz vektorového prostoru (tj. jsou stejné dimenze). V tomto pripadé je
definovana prava strana rovnosti (1.3) amasmys mluvit o linearni kombinaci téchto vektor.
Priklad 1.2 (linearni kombinace). M&me vektory z vektorového prostoruR?: @ = (1, 4, 2), b= (—2,0,1)
ac=(1,—2,1). Vektor

d=2i+b—37=(-3,14,2)
jelinearni kombinaci vektord @, b a . Existuji véak i jiné linearni kombinace téchto vektortl. Jejich zigjmé
nekonetn& mnoho.

Definice (trivialni lineérni kombinace). Linearni kombinace, kdtera méa vSechny koeficienty nulové, se
nazyvatrivialni linearni kombinace

Poznamka 1.6 (nulovy vektor jako vysledek linearni kombinace). Vysledkem triviani linearni kombinace
je vzdy nulovy vektor. Nulovy vektor je tedy moZné zapsat jako linearni kombinaci libovolnych vektord.
Nabizi se otazka, zdajetato moznost jeding, nebo je to pouzejednaz vice moznosti, jak tvorenim linearnich
kombinaci obdrzet ze zadané skupiny vektort vektor nulovy. Odpoveéd natuto otazku je u nékterych skupin
vektorll pozitivni a u jinych negativni a ukazuje se, Ze je dlleZité oba pfipady rozlisovat. K tomu slouZi
nasledujici pojem.

Definice (linearni zavislost vektortl). Rekneme, 7e vektory i@, @s, . . ., i), jSou linearné zavislg, jestlize
existuje alespon jedna netrivialni linearni kombinace téchto vektor(, jejimz vydedkem je nulovy vektor,
tj. existuji-li redlnacgidat,, to, . . ., tx, Z nichz alespoi jedno je rlizné od nuly, takova, Ze plati

(14) 0=ty + totlg + - - - + tpii.
V opacném pripadé fikame, Ze vektory jsou linearné nezavislé.

Poznamka 1.7 (slovni vyjadreni pfedchozi definice). Vektory jsou tedy linearné zavideé, jestlize pomoci
jejich lineéarni kombinace | ze nulovy vektor zapsat alespoin dvéma zplisoby: jednou jako trivialni lingarni
kombinaci alespon jednou jesté ngjak jinak. Podobna situace plati i pro ostatni vektory, jak je obsazeno
v nasledujici vété.
Véta 1.1. M&me konecnou posloupnost vektorli i1, iz, . . ., i. Nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:
(i) Vektory jsou linearné zavislé.
(i) Alespoi jeden z vektorli iy, . . ., iy 1ze vyjadrit jako linearni kombinaci ostatnich vektor.
(iii) Je-li vektor , linearni kombinaci vektorll @, ..., 4, existuji alespon dvé rtizna vyjadreni
vektoru  ve tvaru (1.3).

Poznamka 1.8 (k testovani lineérni zévidosti). V nékterych pripadech je Gkol rozhodnout o linearni
(ne-)zavidogti vektori snadny. Plati totiZ nasledujic:

e Je-li v podoupnosti vektori néktery vektor nasobkemjiného vektoru, jednase o linearnézéavisiou

posloupnost vektordl.

e Dva vektory jsou linearné zavislé pravé tehdy, kdyz jeden z vektorl je nasobkem druhého.

o Je-li vektorli v&tSi pocet, neZ je dimenze prostoru, jsou tyto vektory linearné zavislé.
V ostatnich pripadech nel ze naotazku o pripadnélinearni zavis osti nebo nezévis ogti vektorll dat okamzitou
odpovéd, ale je potieba odpovidajicim zplisobem rozhodnout, napf. pomoci pojmu hodnost matice, ktery
uvedeme pozdgji.

P¥iklad 1.3 (aplikace predchozi poznamky). Vektory @ = (1,2,5),b = (0,1,0)ac= (-2, —4, —10) jsou
linearné zavisé.

Vektory d = (1,3) aé& = (—1,3) jsou linearn& nezavislé.

O linearni (ne-)zavislosti vektortii = (1,2,3,1), 7 = (2,1,0,1) ak = (1,1, —3,2) nelze podle predchozi
poznamky rozhodnout, metodu na ovéfeni linearni (ne-)zavidosti si uvedeme pozdgji.
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Poznamka 1.9. Pokud k posloupnosti linearné zavislych vektorll pfidame libovolny potet vektort, vektory jisté
zlistanou linearné zavislé. Naopak, pokud z posioupnosti linearné nezavislych vektorli vynechame libovolny potet
vektorll, obdrZime opét linearné nezavislé vektory. Pokud k posl oupnosti linearné nezavislych vektorl pridanim jednoho
vektoru linearni nezévislost porusime, znamena to, Ze jsme pridali vektor, ktery |ze vyjéadfit jako linearni kombinaci
plivodnich vektord.

2. Matice

Definice (matice). Matici Fadu m x n rozumime schema

a11 ai2 aiz -+ Qln

a21 Q22 A23 -+ Q2n
A =

aml am2 cee ... amn

kdea;; proi = 1..maj = 1..njsoureélnacisla MnoZzinu vsech maticfadu m x n oznatujemesymbolem
R™*™, Zkréacené zapisujemetéz A = (a;j)i=1..n, j=1..n N€bo pouze A = (a;;). Je-li m = n nazyvase
matice A Ctvercova matice, jinak obdélnikova matice. Je-li A Ctvercova matice, nazyvame prvky tvaru
aii, tj. prvky, jejichz fadkovy a sloupcovy index jsou stejné, prvky hlavni diagonaly.

Definice (matice transponovand). Bud A = (a;;) € R™*™ matice. Matice, kteravznikne zaménou fadkd
matice A za sloupce se nazyva matice transponovana k matici A. Matici transponovanou oznacujeme
symbolem AT, Plati tedy A7 € R"*™ a

AT = (az),
kde a;; jsou prvky matice A.

Priklad 2.1 (transponovanamatice). Je-li

(1) *12 g 1 02 0

A= plaiAT=1-2 11 1
219 3 39 -2
0 1 =2

Poznamka 2.1 (souvislost matice s vektory). Radky matice miizeme chapat i jako vektory z prostoru R™.
Potom ma smysl mluvit o nasobeni nebo stitani Fadku, o linearni kombinaci fadki a o linearni zavislosti
anezavidosti Fadkil. Podobna situace plati i pro doupce. Matici, ktera obsahuje jediny fadek, 1ze chapat
soucasnéi jako vektor. Podobné matici, které obsahuje jediny sloupec, 1ze chapat soucasné jako sloupcovy
vektor.

Definice (operace s maticemi). Budte A = (a;;), B = (b;;) matice fadu m x n. SouCtemmatic A a B
rozumimematici C' = (¢;;) Fadum x n, kdec;; = a;; + b;; provsechnasi, j. ZapisuiemeC = A + B.
Bud A = (a;;) matice Fadu m x n at € R redné €iso. Sou€inem isla ¢t a matice A rozumime matici
D = (d;;) fadum x n, kded;; = t.a;; pro vdechnai, j. Zapisujeme D = tA.

Budte A = (a;;) maticefadu m x n a B = (b;;) matice fadu n x p. Sou€inem matic A a B (v tomto
poradi) rozumimematici G = (g;;) Fadum x p, kde

Gij = ai1bij + aiaba; + -+ -+ ainbn;

provdechnai = 1..m, j = 1..p. Zapisujeme G = AB (v tomto poradi).

Poznamka 2.2 (k definici operaci s maticemi). SEitani matic a nasobeni realnym cislem je tedy (podobné
jako pro vektory) definovano po slozkach. Zachovavas proto béznévlastnosti pro pocitani s redlnymi cisly
—je komutativni a asociativni, také distributivni vzhledem k nasobeni realnym ¢islem. U sou€inu tomu tak
neni. Obratem ,v tomto pofadi“ proto zdlraziujeme, Ze pofadi matic v soucinu nelze vymeénit, protoZe
soucin matic (narozdil od souctu) neni komutativni operace.
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2 -1 2 1 -2 1 2 4
Priklad 2.2. PromaticeA= |3 1 -2],B=(0 1 3]aC=|[-1 2] plai:A+B=
2 0 1 2 4 1 3 1
3 -3 3 11 8
3 2 1|, zatimco napf. souCet A + C neni definovan. Dale plati AC = [ —1 12| zatimco
4 4 2 7 9

maticovy soucin C' A neni definovan.

Poznamka 2.3. Maticovy soutin (izce souvisi s linearnimi kombinacemi vektorl. Vskutku, porovnejte
nasledujici dvavypocty:

1 2 0 1 1 1 -3
-1 1 1 0 -2]=1(0 -1
2 1 3 1 2 5 6
1 2 0 -3
1-1-1]1-2-11]+2 11=1{-1
2 1 3 6

Véta 2.1 (vlastnosti maticového soucinu). Soucin matic je asociativni a distributivni zprava i Zeva
vzhledem ke sCitanti, tj. plati

A(BC) = (AB)C (asociativita)
A(B+C)=AB+ AC (levy distributivni zakon)
(B+C)A=BA+CA (pravy distributivni zakon)

vzdy, kdyZz tyto operace maji smysl.

Definice (jednotkovamatice). Jednotkovou matici fadu . rozumime Etvercovou matici typu R™*", ktera
mav hlavni diagona e jednitky a mimo hlavni diagon@u nuly. Oznatujemeji I,,.

Priklad 2.3. Jednotkova maticefadu 3 matvar
1 00
L=|0 10
0 0 1

Poznamka 2.4. Jak ukéze nasledujici véta, jednotkova matice je pfi nasobeni matic neutranim prvkem
(hraje stejnou roli jako jednicka pfi nésobeni redlnych Cisel). Navic maticovy soucin Al, je definovany
jenom pro jediny index n. Index u jednotkové matice proto miizeme vynechavat a symbolem I budeme
rozumét tu jedinou jednotkovou matici, pro kterou je tento soucin definovan. Podobnéi pro soucin I,,, A.

Véta 2.2 (vlastnost jednotkové matice). Bud' A matice. Pak plati TA = A a AT = A, vzdy, kdyz je tento
mati covy soucin definovany.

Poznamka 2.5 (k vytykani umatic). Z toho, Ze operace soucin matic neni komutativni plyne napf. Zzevyraz AB — BA
nelzedale zjednodusit, nebo Zez vyrazu A B + C A nel ze vytknout (neodpovidaani levému ani pravému distributivnimu
zakonu). Z vyrazu AB + A |ze vytknout pouZitim jednotkové matice nésledovn& AB + A = AB+ Al = A(B+1).
Podobné |ze vytknout z virazu AB + B = AB+ IB = (A+1)B.

3. Hodnost matice

Matice Fadu m x n obsahuje celkem m.n Cisel. Jedna setedy o relativné komplikovany objekt. V matema-
— napf. pomoci &isal. Ukazuje se, Ze matici |ze jistym zplisobem prifadit ¢ido nesouci ¢ast informace
0 matici. Jednim z téchto Cisel je hodnost matice, kterou si nadefinujeme nyni. Dal3i pouzivanou €iselnou
charakteristikou matice je determinant, se kterym se seznémime pozdéji.
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Definice (hodnost matice). Bud A matice. Hodnosti matice rozumime maximalni pocet linearné nezavis-
lych Fadkd matice. Hodnost matice A oznatujeme h(A).

Poznamka 3.1. Predchozi definice je korektni v tomto smyslu: jsou-li fadky matice linearné nezavislé,
je hodnost matice rovna pottu jejich fadkil. Jsou-li linearné nezévislé, existuje islo h takove, Ze matice
obsahuje h linearné nezavidych fadki a libovolna skupina Fadk, jejichZ pocet je Vétsi nez h, je linearné
zavisia. Cislo h je potom hodnost matice.

Poznamka 3.2 (linearni zavislost a nezavislost algebraickych vektorll). Bud A matice o m Fadcich an
sloupcich. Ihned z definice plyne, ze fadky matice jsou tvoreny m linearné nezavislymi vektory z prostoru
R™ pravé tehdy, kdyz h(A) = m. Podobné sloupce matice jsou tvofeny n linearné nezavidymi vektory
z prostoru R™ préavétehdy, kdyz h(A) = n. Nau€ime-li se tedy efektivné zjistovat hodnost matice, méme
i néstroj pro zjistovani linearni zavidosti a nezavislosti vektord.

Definice (schodovity tvar). Rekneme, Ze matice A je ve schodovitém tvaru, jestlize pFipadné nulové
Fadky jsou usporadany nakonci matice a nenulovéjsou usporadany tak, Zze kazdy nasledujici Fadek zatina
VE&Sim poctem nul nez fadek predchozi.

Véta 3.1 (hodnost matice ve schodovitém tvaru). Hodnost matice, ktera je ve schodovitémtvaru je rovna
pottu jejich nenulovych Fadki.

2 2 2 3 -1 5
o . 0 01 O 0 3. s .
Priklad 3.1. Matice A = 00 0 -1 2 1]|ieve schodovitém tvaru a h(A) = 3. Matice
000 0O 0 O
2 2 2 3 -1 5
B= (0 01 0 O 3) neni ve schodovitém tvaru ajeji hodnost na prvni pohled nepozname.
0 03 -1 2 1

Véta 3.2 (operace zachovéavajici hodnost matice). Nasledujici operace neméni hodnost matice:
(i) vynechani Fadku slozeného ze samych nul, nebo vynechani fadku, kteryjetozny sjinymradkem,
nebo vynechani Fadku, ktery je nasobkem jiného fadku
(i) vynechani fadku, ktery je linearni kombinaci ostatnich Fadki
(i) vynasobeni nebo vydéleni libovolného Fadku nenulovym €islem
(iv) zaména poradi libovol ného pottu Fadka
(v) pricteni linearni kombinace ostatnich Fadkt k nenul ovému nasobku jednoho Fadku
(vi) ponechani jednoho Fadku beze zmény a opakované pricteni libovolnych nasobkt tohoto Fadku
k nenul ovym nasobklim ostatnich Fadkt matice

Poznamka 3.3 (strategie vypoctu hodnosti matice). Pfedchozi Véta 3.2 je minéna takto: matici A, jgjiz
hodnost pocitame, nahradime jinou matici, B, ktera vznikne z matice A provedenim nékteré z vyse
uvedenych operaci. Skutecnost, Ze matice A a B maji stejnou hodnost je potom zajiSténa predchozi vétou.
Tuto skutecnost budemeznazoriovat symbolem ~, tj. piSeme A ~ B. Ddeméasmysd pfi zjisfovani hodnosti
matice A pracovat snovou matici B. Tuto matici |ze opét nahradit jinou matici, C, kteravznikne z pfedchozi
provedenim operace zachovéavajici hodnost. Tento postup stél e opakujeme. Toto masmysl provadét, pokud
na konci dospgeme k matici ve schodovitém tvaru, jejiz hodnost umime urit.

Véta 3.3. Libovolnou matici |ze koneCnym poctem Gprav z ety 3.2 prevést do schodovitého tvaru.
Véta 3.4. Transponovani nemeéni hodnost matice.

Poznamka 3.4. Z faktu, Ze transponovéani matice neméni hodnost plyne, Ze vSe, co bylo feCeno pro fadky
plati i pro sloupce.
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4. Inverzni matice

Poznamka 4.1 (motivacni). U re@lnych Cisel mame doplikové operace ke stitani a nasobeni — jsou to
odetitani adéleni. Odegitani matic miizemeimplementovat jako stitani matice s matici vynasobenou minus
jednickou: A— B = A+ (—B). Oproti tomu operace déleni matic viibec neni implementovana. U redlnych
Cisel Ize d&leni nahradit nasobenim prevracenou hodnotou: % = ab~ L. Tuto proceduru Castetné rozsifime
pro matice.

Definice (inverzni matice). Bud A € R™*"™ €tvercova matice fadu n. Jestlize existuje ¢tvercova matice
A~ ¥adu n, spliujici vztahy

(4.2) ATPA=T= 447",
nazyvame matici A~ inverzni matici k matici A.

Poznamka 4.2 (k existenci inverzni matice). Pfedchozi definice nezaruCuje existenci inverzni matice.
K nékterym Ctvercovym maticim inverzni matice existuje, k nékterym ne. Pozd§ji (ve Vété 5.1) uvidime,
Ze existuje jednoducha charakterizace matic, ke kterym inverzni matice existuje, pomoci determinantu.

Poznamka 4.3. Budte A a B Ctvercové matice fadu n. | kdyZ nasobeni matic neni obecné komutativni, |ze ukazat, ze
pro ové&eni toho, zda matice B je inverzni matice k matici A stati ovéit pouze jeden z maticovych soutinll AB nebo
BA, protoze je-li jeden roven jednotkové matici, plati totéZ i pro soucin druhy.

Poznamka 4.4 (metodavypoctu inverzni matice). Metodavypoctu inverzni matice spocivav nasledujicim:
kazdou Ctvercovou matici A fadu n, ke které existuje inverzni matice, 1ze koneCnym poctem nasledujicich
Fadkovych Uprav prevést najednotkovou matici, jsou to:
(i) libovolnazaména pofadi fadkl matice
(if) vynasobeni nebo vydéleni libovolného Fadku matice libovolnym nenulovym Cislem
(iii) ponechani jednoho Fadku beze zmény a opakované pficteni libovolnych nasobkil tohoto Fadku
k nenulovym nasobkiim ostatnich fadk{ matice

Provedeme-li steiné Upravy ve stejném pofadi na jednotkové matici Fadu n, obdrzime matici inverzni
k matici A, tj. matici A=,
Povdmnéte si, Ze neprovadime vilbec Zadné sloupcové operace! Také nema smyd uvaZovat nulové nebo
linearné zaviglé fadky, protoze tyto se ve vypoCtu neobjevi (proc, to se dozvime z nasledujiciho ¢lanku
o determinantech az Véty 5.1).

5. Determinant

Definice (determinant). Bud A € R™*" €tvercova matice fadu n. Determinant matice A je redlné €isdo
det A prifazené matici A nasledujicim zplisobem:

(i) Je-li Amaticefadul,tj. A = (a11),jedet A = aq;.

(i) Mame-li definovan determinant z matice fadu (n — 1) oznatme symbolem M;; determinant
matice fadu (n — 1), ktera vznikne z matice A vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce.
Definujme algebraicky doplnék A;; prvku a;; jako soutin A;; = (—1)"t M;;.

(iii) Konetné, definujme determinant Fadu n nésledovné: zvolimelibovolny index : € {1,2,...n}
a definujeme

(5.1 det A = ajnAit + apAio + -+ + ainAin

Poznamka 5.1 (k oznaeni). Determinant matice A oznaCujemetéz |A|. Je-li A = (a;;) piSeme zkrécené
lai;| misto|(a;;)|. K zaméné s absolutni hodnotou miize dojit jediné v pfipadé, Ze matice A je Fadu jedna
V praxi se v&ak obvykle s maticemi fadu jedna nepracuje.

Poznamka 5.2 (k definici determinantu). Vztah (5.1) senazyvarozvoj podle podlei-tého Fadku aumoziuje
zapsat determinant fadu n jako soucet determinantti fadu (n — 1). Determinant je vy3e uvedenou definici
dobre definovan, |ze ukazat, Ze nezélezi na vybéru indexu . V literatufe se Casto determinant definuje
ponékud odlidnym (avsak ekvivalentnim) zplisobem a vztah (5.1) ma poté postaveni matematické véty —
nazyva se Laplaceova véta, nebo Laplacellv rozvoj determinantu pode i-tého Fadku.
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Poznamka 5.3. Aplikaci definice determinantu dostavame pro determinanty druhého atfetiho Fadu nasle-
dujici (volimevzdy i = 1):

Ccl Z = ald| — b|c| = ad — be
a
a b c . : .
i ] kl=al’ k—bl k+cl ‘7‘ajz+bkx+ciy(cj:z:+biz+aky)
vy y oz T oz Ty

Tyto vztahy je vhodné si zapamatovat. Prvni z téchto vztahil se nazyva kiizové pravidlo, druhy Sarusovo
pravidlo. Pro determinanty vySSich Fadll se pogitani primo z definice nehodi, protoZeje zdlouhavé avyzaduje
znatné mnoZzstvi operaci nasobeni. Proto si nize odvodime jinou metodu pro vypocet determinantu.

Definice (regularni a singularni matice). Bud A ¢tvercovamatice. Je-li det A = 0, fikame, Ze matice A
je singularni, v opatném pripadé fikame, ze je regularni.

Poznamka5.4. Misto o fadcich matice, ze které pocitame determinant, mluvime nékdy zkracené o Fadcich
determinantu. Podobné mluvime o sloupcich determinantu.

Véta 5.1 (souvislost determinantu s hodnosti a s existenci inverzni matice). Bud' A Ctvercova maticefadu
n Nasledujici vyroky jsou ekvival entni:
(i) Radky matice jsou linearné nezavislé.
(i) h(A) =n
(iii) Existuje maticeinverzni A~! k matici A.
(iv) Matice A jeregulérni, tj. det A # 0.

Poznamka 5.5. Odsud plyne, Ze determinant matice A je nulovy prave tehdy, kdyz matice A malinearné
zavidé fadky (sloupce). Zejména tedy determinant, jehoz jeden Ffadek nebo sloupec je bud nulovy, nebo
nasobkem jiného Ffadku (sloupce), je zcelajisté nulovy.

Véta 5.2 (determinant matice ve schodovitém tvaru). Determinant matice, ktera je ve schodovitém tvaru je roven
soutinu prvkd v hlavni diagonale.
Véta 5.3 (determinant maticového soucinu, Cauchyova véta). Budte A, B Ctvercové matice Fadu n. Plati

det(AB) = (det A)(det B)

Poznamka 5.6. Nasledujici véty o Upravach determinantu bereme ve smyslu poznamky za Vétou 3.2. Tyto

operace se li& od operaci zachovavajicich hodnost matice. Ctéte je proto pozorné a uvédomte si rozdily
mezi nasledujicimi vétami a Vétou 3.2

Véta 5.4 (operace zachovéavajici hodnotou determinantu). Nasledujici operace nemeéni hodnotu determi-
nantu matice:
(i) pricteni linearni kombinace ostatnich Fadki (sloupch) k jinému Fadku (sloupci)
(ii) ponechani jednoho Fadku (sloupce) beze zmény a opakované pricteni libovolnych nasobki
tohoto Fadku (sloupce) k ostatnim Fadktim (sloupctim) matice
(iii) transponovani matice
Véta 5.5 (dalSi operace s determinantem). Nasledujici operace méni hodnotu determinantu popsanym
zplisobem:
(i) prehozenim dvou Fadkl (sloupcll) determinant méni znaménko
(i) vydélime-li jeden Fadek (sloupec) nenulovym €islem a, zmenSi se hodnota determinantu a-krét

Poznamka 5.7 (vytykani pred determinant). Podle bodu (ii) pfedchozi véty, vydélime-li jeden Fadek deter-
minantu nenulovym ¢islem, musime timto ¢islem determinant opét vynéasobit, aby se hodnotadeterminantu
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nezménila. Této operaci nékdy Fikame vytykéani pred determinant. Napr.

2 4 8 1 2 4 1 2 1
-1 2 4|=2|-1 2 4|=24.|-1 2 1j.
0 1 12 0 1 12 0 1 3

Poznamka 5.8 (Laplaceova véta pro sloupce). Protoze transponovanim matice se hodnota determinantu
nemeni, jemoznévyslovit Laplaceovu vétui prosloupce matice, tj. jeli j € {1,2, ..., n} index libovolného
sloupce matice A, plati

det A = a1;A15 + agjAzj + -+ + anjAnj,

kde A;; oznaCuje agebraicky doplnék prvku a;; v matici A. Slovné lze rozvoj podle fadku nebo sloupce
vyjadfit konstatovanim, Ze hodnota determinantu je rovna souctu prvki v libovolnem fadku nebo sloupci
determinantu, vynéasobenych jejich algebraickymi dopliiky.

Poznamka 5.9 (technickd). Radek nebo sloupec, podie kterého provadimerozvoj, je vhodnévolit tak, aby
obsahoval co nejvice nulovych prvki. V pFipadg, Ze takovy Fadek ani sloupec v determinantu neni, miizeme
j€ vytvorit pomoci Uprav z Véty 5.4.
6. Soustavy linearnich rovnic
Jedna z ngjvyznamngSich aplikaci maticového poctu je FfeSeni soustav linearnich rovnic. Historicky byl
vznik maticové algebry motivovan predevdim pracemi tykajicimi se feSeni soustav linernich rovnic.
Poznamka 6.1 (Rlizné formulace problému se soustavou dvou linarnich rovnic o dvou neznamych.).
Uvazujme nadedujici tfi problémy:
Uloha 1: Najdéte véechnaredlnagislaz, 2, splAujici dvojici rovnic
4:171 + 5!172 =7
xr, — 2:172 =4

Uloha 2: Najdéte véechnaredlna&islaz, x, splAujici vektorovou rovnici

4 5 7
(1) 2+ (%)== ()
Uloha 3: Najdéte véechnaredlnagislazy, 2, spliujici maticovou rovnici
4 5 X1 . 7
1 -2 xTo o 4
VSechny problémy jsou ekvivalentni ajednase o jiny zapistéhoz. Jednou vak pouzivame soustavu rovnic,
vektory ajgjich linearni kombinaci ajednou matice a maticovy soucin!

Definice (soustavalineérnich rovnic). Soustavoum lineérnich rovnic o n nezndmych nazyvame soustavu
rovnic

a1171 + a12%2 + a1373 + - -+ + A1 Ty = by
a21%1 + A22%2 + A23T3 + - -+ + ATy = b2

(6.1) a3171 + aza®2 + az3w3 + - -+ azpTy = b3

Am1T1 + Gm2X2 + Am3T3 + - - - + GmnTp = bm

Proménnézy, xo, .. ., z, Nazyvame neznamé. Reédlnacislaa;; nazyvame koeficienty levych stran, reélna
Cidab; koeficienty pravych stran soustavy rovnic. ReSenim soustavy rovnic rozumime usporéadanou n-tici
reélnych €isel [t1, o, . .., t,] poj€ichz dosazeni za neznamé (v tomto pofadi) do soustavy dostaneme ve

vSech rovnicich identity.
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ProtoZe pro FeSeni soustavy rovnic jsou podstatné pouze jednotlivé koeficienty?, zavadime nasledujici
definici.
Definice (matice soustavy). Matici

a1 ai2 aiz - A1n

a21 a2 a3 - A2n
(6.2) A=

Am1 Am?2 am3 Tt Amn

nazyvame matici soustavy (6.1). Matici

a1 a2 a1z - Qi | b

az1 @22 @23 -+ G2y | b2
63 A —

am1 Am2 Am3 e Amn bm

nazyvame rozsifenou matici soustavy (6.1).

Poznamka 6.2 (vektorovy zapis soustavy linearnich rovnic). Soustavu (6.1) Ize ekvivalentné pfepsat do
vektorového tvaru

ail a12 ais A1n b1

a1 a22 a3 az2n bo
(6.4 . T+ . To + . 3+ -+ . Tp =

Am1 Am2 am3 Amn bm

Vidime tedy, Ze se vlastné jedna o problém, vyjadfit vektor sloZzeny z Cisel na pravé strané soustavy rovnic
jako linearni kombinaci vektorl, které tvori sloupce matice soustavy. (Fakt, zda pracujeme s fadkovymi
nebo se sloupcovymi vektory evidentné neni podstatny.)

Poznamka 6.3 (maticovy zapis soustavy linearnich rovnic). Soustavu (6.1) Ize ekvivalentné pfepsat do maticového
tvaru pomoci maticového soucinu

ain a2 -+ Qin z1 b1
as a2 -+ a2n T2 b2
am1 Qam2 - Amn Tn bm

Tento tvar se pouZivacasto v inZzenyrskych vypoctech pro Gspornost. Symbolicky zpravidla piseme soustavu linearnich
rovnic vetvaru
AZ = b,
kde A je matice soustavy ab je vektor pravych stran.
O fesitelnosti soustavy rovnic nam davainformaci nasledujici véta.

Véta 6.1 (Frobeniovavéta, Kronecker—Capelliho véta). Soustava (6.1) je FeSitelna préave tehdy, kdyz jeii
matice soustavy (6.2) a rozsifena matice soustavy (6.3) maji stejnou hodnost, tj. h(A) = h(A4,).

Jedna z nejjednodusSich metod pro nal ezeni feSeni soustavy linearnich rovnic je Gaussova metoda neliplné
eliminace. Tato metoda spocivav tom, Ze soustavu rovnic nahrazujeme postupné jinymi soustavami, které
maji stejnou mnozinu feSeni. Toto provadime tak dlouho, dokud nedojdeme k soustavé, kterou umime
vyfesit. V praxi veskeré operace provadime primo na rozSifené matici soustavy a to tak, ze tuto matici
prevedeme na schodovity tvar pomoci libovolnych Fadkovych operaci, které jsme pouzivali pfi zjiStovani
hodnosti matice ve Vété 3.2. Je treba dbat na to, abychom pouZzivali diisledné pouze Fadkové operace a je
tfeba se vyvarovat manipulace se sloupci matice! Je-li roz8ifena matice soustavy ve schodovitém tvaru,
vidime okamZité, zda je soustava feSitelna (viz. Frobeniova véta) a pokud ano, jsme schopni odspodu
dopoditat jednotlivé neznamé. Pfitom nastane jeden z nasledujicich pripadi:

M Ieky predpokladame, Ze alespoi jeden kosficient u kazdé neznameé je nenulovy, tj. Ze kazda neznama se v soustavé skutetné
aespon jednou vyskytuje.
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(i) Soustavanemareseni, pokud h(A) # h(A,). (V tomto pfipadéje h(A,) = h(A4) +1.)
(i) Soustavama pravéjedno feSeni, pokud h(A) = h(A,) = n.
(iii) Soustava ma nekonetné mnoho fe%eni, pokud h(A) = h(A,) < n. Tato feSeni |ze vyjadrit
pomoci (n — h(A)) nezavislych parametrd.

Definice (homogenni soustava linearnich rovnic). Plati-li v soustavé (6.1)
by =by=---=b, =0,
nazyvéa se soustava (6.1) homogenni.

Poznamka 6.4 (trividni feSeni). Homogenni soustava linearnich rovnic je vzdy feSitelnd. Vskutku —
matice soustavy a rozsifena matice soustavy se lisi pouze sloupcem slozenym ze samych nul a maji tedy
stejné hodnosti. Navic po dosazeni okamzité vidime, ze n-ticex; = 0, 22 =0, ..., 2, = 0 je FeSenim.
Toto feSeni nazyvametrivialni. U homogennich soustav linearnich rovnic tedy bud existuje pouze trivialni
FeSeni, nebo existuje nekonetné mnoho feSeni.

Poznamka 6.5 (vektorovy zapis homogenni soustavy linearnich rovnic). ZapiSeme-li homogenni soustavu
linearnich vektorovg, vidime, Ze se vlastné jedna o problém nalézt linearni kombinaci sloupcli matice
soustavy, ktera je rovna nulovému vektoru. Takova linearni kombinace vZdy existuje — napfiklad triviani
linearni kombinace. Pokud ma problém jesté jiné FeSeni, znamena to, ze sloupce matice soustavy jsou
linearné zavislé — viz. str. 38.

V&echny pojmy, které jsme si v souvislosti s linearni algebrou uvadéli spolu Gzce souvisi. Nejlépe je tato
souvislost vidét u Etvercovych matic, zZformulujme si tedy nasledujici vétu, kterarozsifuje Vétu 5.1.
Véta 6.2. Bud A Ctvercova matice Fadu n. Nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:
(i) Radky matice jsou tvofeny linearné nezavislymi vektory z R™.
(il) Soupce matice jsou tvoreny linearné nezavislymi vektory z R".
(iii) Hodnost matice A jerovnan, tj. h(A) =n
(iv) Matice A jeinvertibilni, tj. existuje matice A~ k ni inverzni.
(v) Matice A jeregulérni, tj. det A # 0.
(vi) Soustava linearnich rovnic, jejiz matice soustavy je matice A, ma pro libovolnou volbu koefi-
cienttl na pravych stranach rovnic jediné reseni.
(vii) Homogenni soustava linearnich rovnic, j&jiz matice soustavy je matice A, ma pouze trivialni
feSeni.
(viii) Kazdy algebraicky vektor z R™ Ize vyjadrit jako linearni kombinaci vektorti tvofenych Fadky
(dloupci) matice A, a to jednoznacné, az na poradi.
Nas edujici véta ukazuje jednu z aplikaci inverzni matice.

Véta 6.3. Uvazujme soustavu linearnich rovnic, jejiz matice soustavy je ctvercova matice A a vektor
pravych stran je sloupcovy vektor B. Pfedpokladejme, Ze k matici A existuje inverzni matice A~1. Potom
ma soustava jediné FeSeni, jehoZ jednotlivé slozky jsou prvky sloupcového vektoru A=! - B, kde tento
uvedeny soucin chapeme v maticovém smyslu.

7. Shrnuti

Linearni algebrase zabyvavektory amaticemi, kteréje mozné chapat jako jakési zobecnéni redlnych €isel do
vy&ich dimenzi. Hlavni motivaci provznik takovéhoto aparétu bylapotfebapodat I€innémetody pro FeSeni
soustav linearnich rovnic. Aplikace se vSak neomezuji pouze na soustavy linearnich rovnic alei namnohé
dalSi inzenyrské problémy. Jazyk linearni algebry je napriklad zékladnim jazykem i v analytické geometrii
obecnych n-rozmérnych prostorll a také jistym startovnim bodem pfi studiu nekoneénédimenzionalnich
prostor{.

nezavis ost vektord.

Matice je objekt, obsahujici jiz vétSi pocet Cisal (veli€in) nez vektor, a proto se pfi studiu matic opirame
0 tzv. Ciselné charakteristiky matic — matici je pfifazené ¢islo, které ,cosi“ o matici vypovida. Z téchto

4
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race déleni u matic Ize v nékterych pripadech obejit pomoci pojmu inverzni matice, ktery je , cos jako*
prevracena hodnota matice vzhledem k operaci nasobeni.

vvvvvv



KAPITOLA 4

Nelinear ni rovnice, numericka matematika

V této kapitole si uvedeme nékteré standardni postupy pfi feSeni Gloh tzv. numerické matematiky

1. Algebraickérovnice

Nejprve budme studovat rovnice obsahujici nejjednodussi funkce — polynomy.

Definice (algebraickarovnice). Bud n pfirozené€ido a
(1.2) Po(x) = agx™ + a12" "t + agx" % 4 - an_02® + an_12 + ay

polynom stupné n s redinymi koeficienty ao, a1, . .. an, kdeag # 0. Koeficient ao se nazyvame vedouci
koeficient polynomu P, (x) akoeficient a,, absolutni €len polynomu P, (). Clen agz™ nazyvame vedouci
¢len polynomu P, (x). Algebraickou rovnici stupnén rozumime rovnici tvaru P, (z) = 0, tj.

(1.2 aor™ + a1z 1+ axx™ %+ - +an-ox:tan_1x+a,=0

Poznamka 1.1 (nejjednodussi polynomy). Polynom nultého stupnéje konstantni funkce. Polynom prvniho
stupné nazyvamelinearni polynomajeho grafem je pfimka (k sestrojeni grafu nam tedy sta€i znat dvabody,
které na grafu leZi). Polynom druhého stupné nazyvame kvadraticky polynom, jeho grafem je parabola.
Polynom tfetiho stupné nazyvame kubicky polynom, jeho grafem je kubicka parabola.

Definice (kofen polynomu, FeZeni algebraické rovnice). Regenim (kofenem) algebraicke rovnice (1.2)
(kofenem polynomu (1.1)) rozumime Cislo ¢, splfujici P, (c) = 0, tj. spliujici po dosazeni za = rovnost
(1.2).

Priklad 1.1. Cislaz = 1 az = —2 jsou kofeny polynomu

(1.3) P(z) = 2% 4+ 222 — 2 — 2.

Vskutku, pfimym vypoctem |ze ové&it, ze P(1) = 0 a P(—2) = 0. Ciso z = 3 naopak neni kofenem
tohoto polynomu, protoze P(3) = 40 # 0.

O fesitelnosti algebraickych rovnic vypovidanasedujici véta.

Véta 1.1 (z&ladni vétaagebry). V oboru komplexnich €isel mé kazdy nekonstantni polynom kofen.
Nasledujici definice a véta udavaji jednu z ekviva entnich formulaci definice kofene polynomu.

Definice (kofenovy Cinitel). Je-li ¢ kofenem polynomu (1.1), pak linearni polynom (z — ¢) s proménnou
x nazyvame kofenovy Cinitel prislusny ke kofeni c.

Véta 1.2 (vétao déleni polynomti kofenovym &initelem). Cislo ¢ je kofenem polynomu (1.1) pravétehdy, p;
kdyz existuje polynom Q,,—1 (z) stupné (n — 1) svlastnosti

(14) Pn(x) = (JE - C)anl(x)'
Priklad 1.2. Polynom (1.3) miize byt zapsan v nasledujicich ekvivalentnich tvarech
y=(z-1)(*+32+2), y=(+2)@*-1), y=(@-1@+1)(z+2).

CtenaFf mbize snadno zkontrolovat ekvivalentnost téchto vyjadreni roznasobenim zavorek a settenim odpo-
vidajicich mocnin.
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Poznamka 1.2 (déleni kofenovym Cinitelem). Véta 1.2 tedy Fik4, Ze polynom |ze beze zbytku vydélit
kofenovym Cinitelem. Toto déleni polynomu je vhodné provadét pomoci Hornerova schematu. Toto schema
nam poslouzi soucasnéi pfi vypoctu funkénich hodnot polynomu, protoze vyzaduje mensi pocet operaci
nasobeni, nez jaky bychom museli provadét, kdybychom pocitali funkéni hodnoty pfimo z vyjadreni (1.1).
Je mozné dokonce ukazat nasledujici zobecnéni Véty 1.2.

Véta 1.3 (véta o zbytku pri déleni polynomdi). Zbytek po déleni polynomu P(z) poylnomem (z — c) je
pravé P(c).
Je-li €ido ¢ kofenem polynomu (1.2), miize byt i kofenem polynomu @,,—1 (x) z Véty 1.2. Proto masmysl
nasledujici definice.

Definice (nasobnost kofene). Necht ¢ je kofenem polynomu (1.1). Rekneme Ze tento koFen je k-nasobny,
jestlize existuje polynom @Q,,— (x) stupnén — k takovy, Ze plati

(19  Pu@)=(@—0"Qui®) a  Qui(c)#0

Véta 1.4. Polynomy P, (x) a Q,,—x(x) z pfedchozi definice maji stejné koreny vcetné nasobnosti, s vy-
jimkou kofene c.

Poznamka 1.3 (technickd). Z predchozi véty plyne, ze hledame-li kofeny polynomu P, (z), je vhodné
po naezeni jednoho z nich vyddit polynom P, (z) kofenovym Cinitelem pfislusnym tomuto kofeni
»maximanémozné-kréat"“. Tim zjistime nasobnost kofene (je to €islo, udavajici, kolikrat se nam poda-
filo provést déleni beze zbytku) a obdrzime polynom @, —« (x) z pfedchozi definice (je to posledni podil,
ktery vysel beze zbytku). Déle budeme hledat kofeny polynomu @,,—x(x). Ten je totiz niz&iho stupné a
tedy jednodusSsi.

Pojem nasobnosti kofene Ize ekvivalentné zavést pomoci derivaci polynomu P(z). Tuto ekvivalentni
formulaci si uvedeme v nadedujici veté.

Véta 1.5 (souvislost nasobnosti kofene s derivaci). Cislo ¢ je k-nasobnym kofenem polynomu (1.1)
(rovnice (1.2)) prave tedy, kdyz plati

Pa(0) = Pa(0) = P(e) = - = PY=D(e) =0

PP (c) #0,
tj. Cido ¢ je kofenem polynomu P, (x) a vSech jeho derivaci do fadu (k — 1) v€etné a neni kofenem
derivacefadu k.

Poznamka 1.4 (souvislost nasobnosti kofene se zménou znaménka). V bodg, ktery je kofenem nasobnosti
alespon 2 ma polynom vzdy vodorovnou teCnu. Dalsi vlastnosti se fidi tim, jedn&li se o kofen sudé nebo
liché nasobnosti (viz Obréazek 1).
e V okoli korfene liché nasobnosti polynom méni znaménko, je monotonni a jednéa-li se o kofen
nasobnosti aespon 3, méa zde funkce inflexni bod.
¢ V okoli kofene sudé nasobnosti polynom neméni znaménko ama zde lokalni extrém.

Poznamka 1.5 (uréovani znaménkaracionalni lomené funkce). Predes ou poznamku miizeme spolu s Po-
znamkou 5.2 na strané 19 vyuzit pfi zjistovani, na kterych intervalech je racionani funkce (tj. podil dvou
polynoml) kladna a na kterych je zaporna. Predpokladejme, Ze Citatel i jmenovatel maji riizné koreny.
Vyneseme-li na osu = vsechny nulové body funkce (tj. kofeny polynomu figurujiciho v Citateli) a vsechny
body nepgjitosti (tj. kofeny polynomu figurujiciho ve jmenovateli), rozpadne se osa x na systém podinter-
valll. Bolzanovavéta zaruGuije, Ze uvnitf zadného ziskaného podintervalu nemiize vyraz zménit znaménko.
Véta 1.5 ukazuje, jak spolu souvisi znaménka funkce v sousednich intervalech — jsou stejna, pokud jsou
intervaly odd& eny kofenem sudé nasobnosti ariizna, pokud jsou oddé eny kofenem nasobnosti liché. Stadi
tedy znaménko funkce urcit jenom v jednom libovolném podintervalu a ostatni znaménka ziskame jiz
snadno.

Ipokud tomu tak neni, stai zlomek zkrétit prisludnym kofenovym Ginitelem.
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nésobnostl/—\ Wst 2
/c 3

nasobnost 3 nasobnost 4

OBRAZEK 1. Souvidost znaménkové zmény a nasobnosti kofene

Opakovanym aplikovanim Véty 1.2 azakladni véty algebry dostavame nasledujici tvrzeni.
Véta 1.6 (pocet komplexnich kofentl). V oboru komplexnich Gisel ma kazdy polynom (kazda algebraicka rovnice)
stupné n pravé n kofentl. Pritom kazdy kofen potitamei s jeho nasobnosti.

V praxi nas Casto zajimaji pouze redlné kofeny. Modifikace pfedchozi véty pro reélné kofeny je nasledujici.

Véta 1.7 (pocet realnych korenl). V oboru realnych &isel ma kazdy polynom (kazda algebraicka rovnice)
stupnén celkem bud'» kofentl, nebo o sudy potet méné. Pitom kazdy kofen pocitamei s jeho nasobnosti.

Poznamka 1.6 (filozofickd). Umime vyfeSit libovolnou linearni a kvadratickou rovnici. Lze vyfeSit i libovolnou
algebraickou rovnici fadu 3 a 4. Neni viak mozné sestrojit algoritmus pro nalezeni kofenll rovnice fadu 5 a vice!
Rovnice vy&ich Fadll umime vytesit jenom v nékterych specianich pripadech. Jsou-li napriklad vechny koeficienty
v rovnici cela €isla, umime (jak si uvedeme nize) nalézt alespon vSechny celotiselné koreny.

Poznamka 1.7 (technickd). Pro fadu (loh v matematice je vhodné umét rozloZit polynom na sougin polynomil
jednodusSich. Lze ukazat, ze kazdy polynom lze rozlozit na soucin, kde jsou jenom kofenové Cinitele (tj. linearni
polynomy tvaru (z — ¢) u jednoduchych kofenli atvaru (z — ¢)* u k-nasobnych kofentl) a pfipadné kvadraticke vyrazy,
které nemaji redné kofeny, nebo mocniny téchto kvadratickych vyrazli — toto v&ak neni mozné provést bez znalosti
korenl tohoto polynomu. V praxi tedy dokazeme zpravidlarozlozit na soucin pouze kvadratické polynomy, polynomy
které maji celoCiselné koreny, pfipadné polynomy, kde rozklad na sou€in |ze provést postupnym vytykanim.

1.1. Odhady korenll algebraickych rovnic.

Véta 1.8 (nutna podminka pro celoCiselné koreny). Necht' viechny koeficienty polynomu (1.1) jsou cela
¢ida. Je-li ¢ € Z korenem tohoto polynomu, pak je €islo a,, délitelnéCislem, tj. c|a,, .

Poznamka 1.8 (prakticky vyznam predchozi véty). Predchozi vétasetykapouze polynomiiscelotisel nymi
koeficienty afika, Ze celotiselnym koFenem takového polynomu miize byt pouze délitel absolutniho ¢lene.
Jetedy moznési vdechny délitelevypsat (je-li a,, # 0, jejich kone¢né mnoho!) a po fadeé je otestovat, napr.
Hornerovym schematem. Navic, najdeme-li takovy kofen, zjistime opakovanym délenim soucasnéi jeho
nasobnost. Je-li dale algebraicka rovnice normovana, tj. ag = 1, jsou j€ji reédlné kofeny pouze celoCiselné
nebo iracionalni.

Kofeny, které nejsou celoCiselng, neumime obecné u polynomu nalézt. Proto si ukaZzeme nékteré priblizné
metody pro jejich nalezeni. Nadim Ukolem je zjistit (odhadnout) potet redlnych kofenll, ngjit interval ve
kterém tyto kofeny leZi a kofeny odseparovat, tj. nalézt systém intervalll s takovou vlastnosti, Ze kazdy
interval obsahuje prave jeden kofen polynomu (viz dale).

Véta 1.9 (ohranitenost kofenll). Budtez; (proi = 1..n) kofeny (i komplexni) polynomu (1.1) (algebraicke
rovnice (1.2)). Plati

A
(16) |z <1+ -2,
|aol

kde A = max{|a;|,i = 1..n}.

4
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Priklad 1.3 (odhad velikosti kofentl). Pro kofeny z; polynomu P(z) = 2% — 2 + 42% + 2 — 6 plati
6

Pro odhad pottu realnych kladnych kofenll slouZi nasledujici véta
Véta 1.10 (Descartovavéta). Pocet kladnych kofenti polynomu (1.1) (algebraické rovnice (1.2)) je roven
poctu znaménkowvych zmeén v posl oupnosti koeficientliag, a1, as, . . ., a,, Nebo o sudé&islo mensi. Pripadné
koeficienty, které jsou rovny nule, pritom neuvazujeme.

Poznamka 1.9 (jeden z diisledkil predchozi véty). Okamzitym diisledkem této véty je nasledujici tvrzeni:
Polynom, jehoZ v&echny koeficienty jsou nezaporna &isla nemiize mit kladné kofeny.
Priklad 1.4 (potet kladnych kofenl). Polynom P(z) = 2% — 2® + 2% 4 22 — 2 + 1 mabud 4 nebo 2 nebo
Zéadny redlny kladny kofen.
Priklad 1.5 (poCet kladnych kofentl). Polynom P(z) = 225 — 23 + 42% + = — 6 ma 3 nebo 1 kladny
reélny koren. Tyto kofeny leZi v intervalu (0, 4) — viz Priklad 1.3.
Priklad 1.6 (hledani celoCiselnych kofenll arozklad na soucin). Naleznéme v oboru celych Cisel véechna
FeSeni rovnice

2® + 2" — 52° — 92 — 242 — 36 = 0.

CeloCiselnymi kofeny mohou byt pouze Cidla, ktera déli ¢ido 36, tj. +1, +2, +3, +4, +6, +9, £12, +18
a +36. Tato Cisla postupné vyzkousime (i jejich nasobnosti, pokud se bude jednat o kofeny) Hornerovym
schematem.

1 1 -5 -9 —-24 36

1 1 2 -3 —12 —36 —72
-1 1 0 -5 —4 —20 —16

211 3 1 —7 =38 40
-2 |1 -1 =3 -3 18 || o!
-2 [ 1 -3 3 -9 || 0?
-2 | 1 -5 13 -35°

311 0 3| o
-3 1 -3 12
Poznamky:
1) 2 = —2 je koFenem nasobnosti alespon jedna. Musime ov&it nasobnost tohoto kofene. Navic ma dale
smysl testovat pouze délitele Cisla 18.
2) 2 = —2 je koFenem nasobnost alespon dva. Zkusime ovéit, zda se nejedna o kofen nasobnosti tfi nebo
vice.
3) x = —2 tedy je kofen nasobnosti pouze dva. Pilngs &tenafi s jisté vamli, e tento fadek nebylo

nutné psat. Dvojka totiz neni délitelem Cisla —9, které je absolutnim ¢lenem polynomu, ktery odpovida
poslednimu podtrzenému fadku.
4) 2 = 3 je kofenem nasobnosti alespoii jedna. navic masmysl testovat dale jenom délitele &isla 3 ajenom
zaporna ¢isa, protoze dale uvazujeme polynom, ktery ma pouze kladné koeficienty. Z tohoto diivodu
nemlize byt islo » = 3 nasobnym kofenem a zbyva pouze €islo —3.
Vysledky: Nasli jsme tfi celoCiselné kofeny z1 » = —2 axs = 3. Rozklad levé strany rovnice na soutin je

(z +2)*(z — 3)(2* + 3) = 0.
Odsud Ize vidé&t, Ze zbylé dvakofeny nejsou redlnatida, tj. x4 5 ¢ R (rovnice z* + 3 = 0 nemav oboru
redlnych Cisel feSeni).

2. PribliznéeSeni rovnic

Budeme se zabyvat Ukolem ngjit pfibliznéfeSeni rovnice

(21) f(z) =0,
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kde f(x) je spojitafunkce. Je-li funkce f polynom, jednase, jak jsme vidéli v pfedchozim, o algebraickou
rovnici.

P¥i priblizném feSeni rovnic zpravidlamame k dipozici jisty pocatecni odhad, ktery nam udéava pribliznou
polohu kofene, anaSim Ukolem je tento pocatecni odhad zpresnit napozadovanou pfesnost. Tento pocatecni
odhad ziskame napfiklad grafickym feSenim rovnice, pouZitim specializovanych metod v pripadé nékterych
rovnic (napfiklad u algebraickych rovnic) nebo v nouzi hrubou vypotetni silou stfelbou naslepo.

Umluva. Rekneme, e &islo c je kofenem funkce (2.1) s pfesnosti alespoii e (s chybou nejvyse ), jestlize
se od skutecného kofene polynomu li8i nejvySe o hodnotu ¢, tj. pokud skute€ny kofen lezi v intervalu
(c —e,c+ ¢). S presnosti alespon e tedy kofen nalezneme, pokud najdeme interval délky nejvyse 2¢, ve
kterém je tento kofen obsazen.

Je-li napfiklad [a, b] interval, nakterém spojitafunkce f (x) méni znaménko, je podle Bolzanovy véty stfed
tohoto intervalu kofenem funkce f(x) s pfesnosti alespon poloviny délky tohoto intervalu. Vypotteme-li

tedy ¢ = ath ac = b a, je kofen funkce roven ¢ & . V praxi zpravidla chybu ¢ udavame na jednu

platnou Cislici (zaokrouhlujeme pouze nahoru!) a pfibliznou hodnotu kofene zaokrouhlujeme na stejny
pocet desetinnych mist. Zaokrouhlujeme-li meze intervalu [a, b], je nutno zaokrouhlovat tak, aby zadné
¢islo z tohoto intervalu po zaokrouhleni nevypadlo, tj. dolni mez zaokrouhlujeme pouze dol a horni mez
pouze nahoru.

2.1. Metoda puleni intervalu. Metoda plleni intervalu nam umoziuje hledat kofeny rovnice, které
souvisi se znaménkovou zménou. Tuto metodu je tedy mozno pouZit napfiklad pro hledani kofenll alge-
braické rovnice, které maji lichou nasobnost?. Predpokladejme, Ze funkce f(x) nabyvav bodech z = a
ax = b funkénich hodnot s opatnym znaménkem. Metoda plileni intervalu spogiva v tom, Ze vypotteme

funk&ni hodnotu v bodé « = ¢, ktery leZi v polovinéintervalu (a, b), tj. v bodé, pro ktery plati ¢ = aTer.

Pokud plati f(c) = 0, Ziskai jsme kofen. Pokud plati f(c) # 0, potom najednom z intervall (a, c¢) a(c, b)
funkce f () méni znaménko. Tento interval bude novou (lepdi) lokalizaci kofene. Od intervalu (a, b) jsme
takto predli k intervalu polovicni délky, tj. sniZili jsme maximélni chybu na polovinu. DalSim provedenim
tohoto postupu snizime maximalni velikost chyby opét na polovinu a toto opakujeme tak dlouho, dokud
neni chyba dostateCné mala.

Priklad 2.1 (metoda plileni intervalu). Naleznéte kladné redlné kofeny polynomu P(z) = 2 + = — 1
s presnosti alespon 0, 03.

Regeni. K ofeny polynomu leZi v intervalu (—2, 2) (viz nerovnost (1.6)). Polynom ma jeden kladny kofen
(Véta 1.10). Vypoctem funk&nich hodnot v bodech z = 0 ax = 1 Zjistime, Ze jediny redlny kofen rovnice
leZi v intervalu (0, 1). Metodu plileni interval i zapiSeme do nasledujici tabulky.

a c:a;b b ||P(a)| P(c) | P(b) €:b2a
0 0.5 1 — —0.37 |+
0.5 0.75 1 - +0.17|+
0.5 0.625 0.75 — —=0.13 |+
0.625 |0.6875 0.75 - +0.01 |+ 0.62
0.625 |0.6563 0.6875 || — —0.06 |+ 0.0312
0.6563|0.6719 0.6875 0.0156

Kofenemjetedy « = 0.67 + 0.02, tj. kofen leZi v intervalu (0.65; 0.69).

2.2. Banachova véta o pevném bodu a metoda prostéiterace. Nékdy je vyhodnérovnici f(x) =0
prepsat do tvaru

220 g(@)=2

2y praxi je rozumné pouZiti této metody pouze pro hledani kofenli nasobnosti jedna a jsou vypracovany metody jak snadno
nahradit polynom s nasobnymi kofeny polynomem, ktery ma stejné koreny, ale jednoduché.
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ahledat tedy bod, ktery se pfi zobrazeni funkci g(x) zobrazi sam na sebe. NapFiklad rovnici
cos(z) —x =0

miizeme piepsat do tvaru
cos(z) = x.

Problém ngjit bod, ve kterém funkce f(x) = cos(z) — « protinaosu « se tim modifikuje na problém najit
bod, ktery se po aplikaci funkce g(x) = cos(x) zobrazi sim na sebe.

Definice (pevny bod). Cislo ., senazyvapevny bod funkce g(x), jestlize plati g(x,) = ., tj. jestliZze toto
Cido jefeSenim rovnice (2.2).

Poznamka 2.1 (pevny bod). Z definice ihned vidime, Ze pevny bod funkcey = g(z) je prlsetikem grafu
této funkce s grafem funkcey = x.

Véta 2.1 (Banachova véta o pevném bodu). Necht' g(z) je funkce spojita na uzavieném intervalu [a, b],
ktera
(i) zobrazujeinterval [a, b] do sebe
(ii) jediferencovatelna naintervalu (a, b) a splhuje zde pro néakou redlnou konstantu L € (0,1)
nerovnost

(2.3) lg'(z)| < L
Pak ma funkce g(z) na intervalu [a, b] jediny pevny bod z.. Je-li z, libovolny bod intervalu [a,b] a

definujeme-li posloupnost {z } 2>, vatahem zy11 = g(x), pak tato posloupnost konverguje k pevnému
bodu z.,. Odhad chyby pfi aproximaci bodu ., pomoci ¢lenli posloupnosti je

|Zpr1 — 2| < |Zk+1 — Tkl

L
1-L
Poznamka 2.2 (iterace). Aplikujeme-li na dany vzor k-kréat funkci g, nazyva se vysedek k-ta iterace
funkce g. Napriklad slozenafunkce g(g(g(x))) jetreti iteraci funkce g. Posloupnost, kter& podle pfedchozi
véty slouzi k aproximaci pevného bodu je tedy posloupnosti jednotlivych iteraci funkce g(x). k-taiterace
funkce se nékdy oznatuje ¢* (z). ProtoZe stejnym zplisobem oznatujemei k-tou mocninu funkee g(z), je
nutno v pfipadé pouziti tohoto zapisu dbét nato, abychom jednotlivé vyznamy tohoto oznateni nezaménili.
Metoda popsana v Banachové vété se nazyva metoda prosté iterace.

Priklad 2.2 (metoda prosté iterace). Redmerovnici z° + 2 — 1 = 0.
ReSeni. Uvedeme jenom hlavni my3enku postupu. Graficky nebo vypoctem funkénich hodnot (viz. pFiklad
2.1) se snadno presvédcime, ze funkce ma kofen naintervalu [0, 1]. PfepiSeme-li rovnici do tvaru

r=1-2°

a sestavujeme-li iterani posloupnost dostavame: ¢(0.5) = 0.875, g(0.875) = 0.330, ¢(0.330) = 0.964,
9(0.964) = 0.104, .... (Ové&fte s dopotitanim dalSich ¢lenll sami, Ze posloupnost nekonverguje®)
PrepiSeme-li v&ak rovnici do tvaru
r=+v1—2x
dostavame
z ||0.5 0.7937(0.5908|0.7423|0.6363 | . . .
g(2)(]0.7937{0.5908|0.7423|0.6363|0.7138 ...

a tato posloupnost konverguje k feSeni rovnice. 14-ta iterace funkce je 0.6807, coz souhlasi s vysledkem
prikladu 2.1. Konvergence metody je patrnai z Obrazku 2. Pfi kresleni tohoto obrazku jsme vSak v pFipadé
konvergence volili zamérné hordi potatetni odhad, aby byla konvergence |épe patrna. U obou obrazki je
pocatetni odhad zndzornén CtvereCkem avysledek po Sesti iteracich hvézdickou.

3Divergence je patrnai z Obrazku 2. Selhani metody je zplisobeno tim, Ze jsme nebyli diisledni a neové&ili predpoklady Véty
2.1. Absolutni hodnota derivace funkce ve skutetnosti neni ohraniéena konstantou mensi nez 1.



2. PRIBLIZNE RESENi ROVNIC 54

3 s 3 s
r=1—=x , r=+vV1—=x ,
7/ 7/
7/ 7/
7/ 7/
7/ 7/
7/ 7/
ﬁ:
/
7/ Z
/7
7/
7/
7/
7/ 7/
7/
7/
7/ 7/
> » >

OBRAZEK 2. Divergence a konvergence metody prosté iterace pro rovnici z® + = — 1 = 0.

Poznamka 2.3. Chyba pfi vypottu metodou nejmensich &tvercli se zmenduje geometrickou fadou s kvoci-

entem % Rychlost konvergencevypottu zal ozeného na vété o pevném bodu zavisi navelikosti konstanty L
alze ukazat, Ze pfi pouziti této metody se chyba zmen3uje geometrickou fadou s kvocientem L. Konstantu
L jemozno do jisté miry ménit pfevodem rovnicenajiny tvar, ktery je vhodng i pro iterace, jak jsme vidéli
v Prikladu 2.2.

Priklad 2.3 (jednoduchademonstrace Banachovy véty ametody prostéiterace). PouZzijte b&znou védeckou
kalkulatku. Ovérte, Ze je pfepnutanaradiany, navolte libovolné ¢islo a vypottéte jeho kosinus. Z vysledku
vypoctéte opét kosinus atoto opakujte dostatecné diouho (cca Sedesatkrat). Zpozorujete, ze €islo nadisplgji
seustédli (pfibliznénahodnotéx™ = 0.73908513321516). Toto €islo v ramci presnosti dosazenékalkulackou
splfivje vztah cos(z*) = x* aje tedy pribliznym FeSenim rovnice

cos(x) —x =0.

2.3. Newtonova—Raphsonova metoda. Dal$ metoda numerického odhadu kofendi (Newtonova—
Raphsonova) spocivav aproximaci funkce teCnou a hledani kofenetéto tecny. Je-li pocatecni odhad kofene
x = o, mzeme funkci v okoli bodu dotyku aproximovat teénou
24)  f(z) = f(=zo) + f'(z0)(z — @0)
aoznalime-li z; novou aproximaci kofene, ur€ime z; z podminky

0~ f(xo) + f'(z0) (21 — o)
tj.
f'(@o)(z1 — x0) = — f(0)

o f(=o)
o I (x0)
Tl = To— f(z())
f(@o)

Tento postup miizeme opakovat a odhad =; miizeme déle zpfesnit. Za jistych podminek se takto budeme
priblizovat k feSeni rovnice f(x). Stanoveni podminek konvergence metody vychéazi z Banachovy véty
0 pevném bodu (feSeni rovnice f(xz) = 0 Newtonovou—Raphsonovou metodou je vlastné ekvivalentni
f(z)
f'(x)
f(x), musi byt dostatecné hladka, pocatecni odhad musi byt dostatecné blizko kofene a derivace zde nesmi
byt rovna nule.

hledani pevného bodu funkce g(z) = © —

) aje obsazeno v nasledujici vété. Zhrubafeteno, funkce
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Véta 2.2 (Newtonova—Raphsonova metoda). Necht' f(x) je funkce, kter& mé na [a, b] spojitou druhou
derivaci a necht existuje €islo ¢ € [a, b] takové, Ze f(c) = 0. Jestlize f'(c) # 0, potom existuje § > 0
takové, Ze posl oupnost
_ f(zk)

f'(@r)

konverguje k €islu ¢ pro libovolné pocatetni z( spliujici |xg — ¢| < 4.

(25) T+1 = Tk

Konvergence metody je velmi rychla— kazdym krokem se pocet presnych cifer prakticky zdvojnasobi.

Priklad 2.4 (Newtonova—Raphsonova metoda). Pro funkci f(z) = cos(z) — x mé iteratni schéma

tvar xp41 = o, + W avolimeli 2o = 0.5, vypada posloupnost iteraci nasledovné: x; =
sin(xy,

0.75522241710563, x2 = 0.73914166614987, x3 = 0.73908513392080, x4 = 0.73908513321516 (srov-

nejte s Prikladem 2.3)

2.4. Halleyova metoda. Halleyova metoda je zalozena na podobné my3Sence jako Newtonova—
Raphsonova metoda, pouzivavsak namisto tecny presngjsi aproximaci zaloZzenou na Taylorove polynomu
druhého fadu. Jeji konvergence je proto rychlej8i. Nebudeme jiZ presné rozebirat podminky konvergence
(jsou podobné jako u Newtonovy—Raphsonovy metody), ale pouze si odvodime iteracni vzorec. Misto
aproximace 2.4 pouZzijeme presn&si aproximaci funkce f(z) Taylorovym polynomem druhé&ho fadu

@8) (@)~ flzo) + o) —20) + L (@ a2
DalSi aproximaci tedy uréime z podminky
@7 0= o) + o) — o) + T oy ).

Postupné obdrZime

(z1 — 20) (f’(l’o) - fﬁ(;O) (z1 — 550)) ~ — f(x0),
/ f"(xo) flzo) \ —f(
(21 — z0) (f (wo) — 5 f’(xo)) ~ —f(wo),
Tl =Ty — f(xO)
o Pt

pricemz v druhém kroku jsme pouzili aproximaci rozdilu (z; — xo) z Newtonovy—Raphsonovy metody.
PouZivame tedy iterani schema

L fzy)
@O = ) TG
k 2 f(xn)

Poznamka 2.4 (srovnani Halleyovy a Newtonovy—Raphsonovy metody). Porovname-li Halleyovu metodu
sNewtonovou—Raphsonovou, vidime Ze jsou podobné, pouze smérinceteény f'(zy) pouzitav Newtonové—
M) f(a)

2 f'=k)

Raphsonové metodé je v Halleyové metodé zpfesnéna na f'(zy,) anejedna se tedy jiz

o teénu. Viz téz srovnani obou metod na Obrazku 3.

Priklad 2.5. Pro funkci y = cos(x) — = z Pfikladu 2.3 a pocétecni odhad zy = 0.5 dostavame: z; =
0.7372621743920, z» = 0.7390851325126, tj. po dvou iteracich je dokonce uz prvnich 8 cifer spravné.

2.5. Separace korendl. V3echny uvedené metody hledani priblizného feSeni rovnic predpokladsji
existenci pocatecniho odhaduintervalu, vekterém kofenlezi. Shledanimtohoto intervalu je spojen problém
separace korendl.

Poznamka 2.5 (separace kofentll). Separaci korentl rozumime nalezeni systému intervalll, které obsahuiji
pravé jeden kofen. Separaci korentl provadime zpravidlatakto:
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Halley  Newton
Ty Ty x‘o

pfesny koren: =*

; . Halley
Halleyova aproximace: =,

Newtonova aproximace: :1&?‘%0”

OBRAZEK 3. Jeden krok Newtonovou—Raphsonovou a Halleyovou metodou.

e Stanovimeinterval, ve kterém vSechny kofeny leZi, napriklad graficky, nebo v pripadéa gebraic-
kych rovnic s pouzitim Véty 1.9.
¢ Vypocteme funkéni hodnoty ve vhodnych bodech — obvykle volime cela €ida z uvazovaného
intervalu a lokani extrémy. V kazdém intervalu typu (m,n), kde funkce méni znaménko (1.
f(m)f(n) < 0) leZi aespon jeden kofen funkce f(z) (viz Bolzanova véta).
V jednoduchych pfipadech (napfiklad u algebrai ckychrovnic tfetiho fadu) dok&zeme nal ézt |ok& ni extrémy
funkce, vy&etiit prlibéh pomaoci prvni derivace a odtud usuzovat na presngsi odhady pottu a lokalizace
kofent.
V nékterych pripadech, obzvla&té tehdy, kdyZ funkce neobsahuje mnoho &lentl, Ize kofeny odseparovat
graficky. Pfevedeme vhodné Cleny z levé strany rovnice na pravou, tak abychom dostali rovnici tvaru
p(z) = q(z), kde p(z) a g(z) jsou funkce, jejichz grafy umime zakreslit. Po nakresleni obrézku vidime
ihned, kolik maji grafy téchto k¥ivek prlisetikli a v kterych intervalech lezi. Tyto priiseciky jsou kofeny
plvodni funkce.

vvvvvv

ného poctu funkénich hodnot na pocitaci)

3. Metoda ngfmenSich Ctvercl

Motivace. V této Uloze plijde o néco jiného, neZ priblizny vypotet kofenll rovnice. M&me n prvkovy
soubor bodli [x;, y;] (i = 1..n) v roviné zadany tabulkou. Jde nam o to nalézt polynom (co nejjednodussi,
zpravidlalinearni polynom) y = f(x) pfedem zadaného stupné, ktery co nejlépe vystihuje chovani téchto
bodt. Kriterium optimalnosti pfitom volimetak, aby byl soucet kvadratt odchylek y-ovych soufadnic bodi

x; (4. Cisel y;) od funkeéni hodnoty f(x;) byl co nggmensi, tj. Z[yi — f(z)]? — min.

i=1

$7

(51 + 83 + s3 + 55 + s2) — minimum

T Io T3 T4 Is5

OBRAZEK 4. Pfimka prolozena metodou nejmengich ¢tvercl
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Véta 3.1 (prokladani souboru bodl pfimkou). Pfimkay = ax + b je pfimka, prolozena metodou nejme-
n&ich ¢tvercli souborembodti [z1, 1], [T2,Y2], - - -, [Tn, yn], jetliZe pro koeficienty a, b plati

aZx? +bei = inyi
oY eitin=3u
Poznamka 3.1 (technickd). Predchozi vétaudavapfimo i metodu, jak prolozit primku (tj. linearni funkci)
souborem bodU. Tato metoda spociva v tom, Ze sestavime soustavu rovnic z predchozi véty a nalezneme

j€ji (jeding) feSeni. Podobng, aviak s pouzitim vétsiho pottu rovnic, 1ze proloZit souborem bodti libovol nou
polynomickou zavislost.

(3.1)

Priklad 3.1. Prolozte pfimku nasledujicim souborem bodd.

z; ||0]1]3]5]6
v [5]313]2]1
Reeni: Body v souborujsou [0, 5, [1, 3], [3, 3], [5, 2] a[6, 1]. Celkem tedy mame pét bodl, tj. n = 5.
Vypotty potiebné pro nalezeni koeficientll v soustavé (3.1) provedeme v nasledujici tabulce.

1 0 5 0 0
2 1 3 1 3
3 3 3 9 9
4 5 2 25 10
5 6 1 36 6
S |15 | 14| 71 | 28

Podle (3.1) sestavime soustavu linearnich rovnic
7la + 15b = 28,
15a + 5b = 14.

Reenim této soustavy je a = —1—73 = —0.538ab = 2(%7 = 4.415. N¢jlepsi linearni aproximace souboru
bodU je tedy pfimka

y = —0.538x + 4.415.
Graf souboru bodtl a vysledna pfimkajsou zachyceny na Obrazku 5.

y=ax—+b

= w0 e fors

OBRAZEK 5. Metoda nejmengich ctvercll

4. Shrnuti

Jednémi z nejjednodusSich nelineérnich funkci jsou polynomy. | pfi studiu téchto funkci vSak narazime
nafadu netrivianich problémi. Jednim z téchto problémd je nalezeni nulovych bodl (kofentl) polynomu,
tj. FeSeni algebraické rovnice. Tento problém je beze zbytku FeSitelny, pokud hledame cel oCiselné koreny
polynomu s celogisel nymi koeficienty. V ostatnich pripadech pro nalezeni kofentl pouZivameodhady pol ohy
a pottu kofenll, separaci kofenll a pFiblizné metody vypottu kofentl, z nichZ jsme se seznamili s metodou
paileni intervalu, metodou prosté iterace, Newtonovou—Raphsonovou metodou a Halleyovou metodou. Tyto
metody jsou pouZitelné nejen pri hledani kofent polynomdl, alei pfi hledani kofenti obecnéjSich funkci.
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Kazdy kofen polynomu nemusi nutné souviset se znaménkovou zménou v okoli tohoto kofene. Pro po-
chopeni souvislosti mezi kofenem polynomu a touto znaménkovou zménou je nezbytny pojem nasobnosti
korene.

vvvvvv

pouZivame Taylorlv polynom, jehoZ specialnim pFipadem je teéna pfimka (Taylortiv polynom stupné 1) a
jednase o jednu z dalSich aplikaci diferencianiho poctu a derivaci.



Vzorce pro derivovani a integrovani

\zorce pro derivovani.

@ (=0

@ @)=

(3) (@) =a"Ina

@ (") =e¢"

®  (og,a) = ——

© (nz) =1

(7 (sinz) = cosz

(8) (cosz) = —sinz

©)  (tg2) = ——

(10) (cotgz) = — 511112 -
o\ 1

(12) (arcsinz)’ = Vi

(12) (arccosz) = 7\/11,—2

(13) (arctgx)’ = . Jr15172

(14) (arccotgx) = _Tle

Pravidla pro pocitani.

u,v: R =R, ceR,

L (u(z) £v(z)) =/ (z) £ (2)

. w(@)\' _ u(@)v(z) — u(z)v'(z)
4 (v(x)) B v2(x)
5. (u(v(x)))l =u/(v(z))v'(z)

59

Vzor ce pro integrovani.
(D) / dr=x+c

n+1

@)

©)

(4)

/-
/3
for
. / "
/
/
/&

(6) sinxdr = —cosx + ¢
@) cosxdr =sinz + ¢
(8 7, der =tgz+c
cos
9 / 5—dz = —cotgx + ¢
sin” x
1
(10) /\/mdzfarcsmAJrc
1
11 ———dr=In|lz+ V22 £ B|+c¢
W [ parem |
(12 /A2+ 5 dz = arctgA—i-c
1 1 A+z
1 o dr=—m |22
(13) /A2—z2d$ oA Az "¢




