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Základnı́ elementárnı́ funkce

Robert Mařı́k

27. června 2006

Abstrakt

V tomto dokumentu jsou uvedeny základnı́ vlastnosti nejdůleži-
tějšı́ch základnı́ch elementárnı́ch funkcı́. (Triviálnı́ funkce, jako
druhá odmocnina a pod. jsou vynechány. Také je vynechán např.
kotangens, protože se nejdná o nic jiného než převrácené hodnota
tangensu.)
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1. Převrácená hodnota y =
1

x
Dom(

1

x
) = R \ {0},

Im(
1

x
) = R \ {0},

průsečı́k s osou x ani y nenı́

1

x
je funkce, která je prostá, nenı́

ohraničená ani monotonnı́, skládá
se však ze dvou větvı́, z nichž
každá je (sama o sobě) klesajı́cı́.
Funkce má svislou asymptotu x =
0 a vodorovnou asymptotu y = 0.

(

1

x

)′

= −x−2 = − 1

x2
∫

1

x
dx = ln |x| + C

lim
x→0+

1

x
= ∞

lim
x→0−

1

x
= −∞

lim
x→∞

1

x
= 0

lim
x→−∞

1

x
= 0

Tato funkce je inverznı́ sama k
sobě, tj. platı́

y =
1

x
⇐⇒ x =

1

y
.
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2. Přirozený logaritmus y = ln x

Dom(ln) = (0,∞),
Im(ln) = R,
průsečı́k s osou x: x = 1

1

ln je funkce, která je rostoucı́,
konkávnı́ a prostá, má svislou
asymptotu x = 0

(ln x)′ =
1

x

∫

ln x dx = x ln x − x + C

ln 1 = 0,
ln e = 1,
ln ex = x pro všechna x ∈ R

ln(0+) = lim
x→0+

ln(x) = −∞
ln∞ = lim

x→∞

ln(x) = ∞

Inverznı́ funkcı́ je exponenciálnı́
funkce y = ex. Tedy

y = ln x ⇐⇒ ey = x.
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3. Exponenciálnı́ funkce y = ex

Dom(exp) = R,
Im(exp) = (0,∞),
nemá průsečı́k s osou x,
průsečı́k s osou y je y = 1

1

exp je funkce, která je rostoucı́,
ohraničená zdola a konvexnı́. Má
vodorovnou asymptotu y = 0 v
−∞

(ex)′ = ex

∫

ex dx = ex + C

e0 = 1,
eln x = x pro všechna x > 0
e−∞ = lim

x→−∞

ex = 0

e∞ = lim
x→∞

ex = ∞

Inverznı́ funkcı́ je funkce y = ln x.
Tedy

y = ex ⇐⇒ ln(y) = x.
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4. Sinus y = sinx

π
2π

Dom(sin) = R,
Im(sin) = [−1, 1],
sin je ohraničená, lichá, 2π-
periodická funkce
průsečı́ky s osou x jsou čı́sla tvaru
x = kπ, kde k je libovolné celé
čı́slo.

(sin x)′ = cos x
∫

sin x dx = − cos x + C

lim
x→±∞

sin x neexistuje

Funkce sin nenı́ prostá, je však
prostá napřı́klad na intervalu
[

−π

2
,
π

2

]

a na tomto intervalu má

inverznı́ funkci y = arcsin x. Tedy

y = sin x ⇐⇒ arcsin y = x.

x 0
π

6

π

4

π

3

π

2

2π

3

3π

4

5π

6
π

sin x 0
1

2

√
2

2

√
3

2
1

√
3

2

√
2

2

1

2
0

http://www.mendelu.cz/user/marik


1

x

ln x

e
x

sin x

arcsin x

cos x

arccos x

tg x

arctg x
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5. Arkussinus y = arcsin x

Dom(arcsin) = [−1, 1],

Im(arcsin) =
[

−π

2
,
π

2

]

−1
1

arcsin je lichá, rostoucı́ a ohra-
ničená funkce

arcsin x =
π

2
− arccos x

(arcsin x)′ =
1√

1 − x2

Inverznı́ funkcı́ k fucnki arcsin je
funkce sin. Tedy

y = arcsin x ⇐⇒ sin y = x.

x 0
1

2

√
2

2

√
3

2
1

arcsin x 0
π

6

π

4

π

3

π

2
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6. Kosinus y = cos x

π
2π

Dom(cos) = R,
Im(cos) = [−1, 1]
Průsečı́ky s osou x jsou čı́sla tvaru

x =
π

2
+ kπ, kde k je celé čı́slo.

cos je ohraničená, sudá, 2π-
periodická funkce.

(cos x)′ = − sin x
∫

cos x dx = sin x + C

lim
x→±∞

cos x neexistuje

Funkce cos je prostá pouze napřı́-
klad na intervalu [0, π] a má zde in-
verznı́ funkci y = arccos x. Tedy

y = cos x ⇐⇒ arccos y = x.

x 0
π

6

π

4

π

3

π

2

2π

3

3π

4

5π

6
π

cos x 1

√
3

2

√
2

2

1

2
0 −1

2
−
√

2

2
−
√

3

2
−1
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7. Arkuskosinus y = arccos x

Dom(arccos) = [−1, 1],
Im(arccos) = [0, π]

−1

π

2

1

arccos je klesajı́cı́ a ohraničená
funkce

arccos x =
π

2
− arcsin x

(arccos x)′ = − 1√
1 − x2

Funkce arccos je prostá a jejı́ in-
verze je y = cos x. Tedy

y = arccos x ⇐⇒ cos y = x.

x 0
1

2

√
2

2

√
3

2
1

arccos x
π

2

π

3

π

2

π

6
0
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8. Tangens y = tg x

Dom(tg) = R\{π

2
+k

π

2
; k ∈ Z},

Im(tg) = R

π

π

2
−π

2

tg x =
sin x

cos x
průsečı́ky s osou x jsou stejné jako
u funkce sinus.

tg je lichá, π-periodická funkce

(tg x)′ = − 1

cos2 x
∫

tg x dx = − ln | cosx| + C

Funkce tg je prostá pouze napřı́-

klad na intervalu
[

−π

2
,
π

2

]

a má

zde inverznı́ funkci y = arctg x.
Tedy

y = tg x ⇐⇒ arctg y = x.

x 0
π

6

π

4

π

3

π

2

tg x 0

√
3

3
1

√
3 undef.
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9. Arkustangens y = arctg x

π

2

Dom(arctg) = R,

Im(arctg) =
[

−π

2
,
π

2

]

průsečı́kem s osou x je bod x = 0,
protože arctg 0 = 0

arctg je rostoucı́, prostá a ohra-
ničená funkce

arctg∞ = lim
x→∞

arctg x =
π

2

arctg(−∞) = −π

2
Funkce má vodorovnou asymptotu

y =
π

2
v +∞ a y = −π

2
v −∞.

(arctg x)′ =
1

1 + x2

Funkce arctg je prostá a jejı́ in-
verznı́ funkcı́ je funkce y = tg x.
Tedy

y = arctg x ⇐⇒ tg y = x.

x 0

√
3

3
1

√
3

arctg x 0
π

6

π

2

π

3
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10. Důležité vzorce

ln x + ln y = ln(xy)

ln x − ln y = ln
x

y
r ln x = ln xr

exey = ex+y

ex

ey
= ex−y

(ex)r = erx

sin(x + 2π) = sin x

sin(−x) = − sin(x)

sin(2x) = 2 sin x cos x

sin2 x = 1 − cos2 x

sin2 x =
1 − cos(2x)

2
sin(x) = sin(π − x)

cos(x + 2π) = cos x

cos(−x) = cos(x)
cos(2x) = cos2 x − sin2 x

cos2 x = 1 − sin2 x

cos2 x =
1 + cos(2x)

2
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