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Tento text je screen-friendly verzi ucebniho textu k volitelnému predmétu
Dynamické modely v biologii. Na rozdil od prace v hodinach je zde latka uspora-
déna tak, Ze jsou uvedeny nejprve teoretické vysledky tykajici se diferencidlnich
a diferenc¢nich rovnic poté uvadim aplikace.

Dokument nejde vytisknout. Studenti ktefi maji predmét zapsany najdou
tisknutelnou verzi v Dokumentovém serveru na UISu po zacatku semestru.
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Nejlepsim modelem kocky je zase kocka, pokud mozno ta samd.
Rosenblueth & Wiener (1945)

O vyznamu matematiky v takove presné vede jako je fyzika nikdo nepo-
chybuje, avsak vyznam pouziti matematiky v méne presnych védach jako je
ekologie, biologie a medicina, jsou velmi casto zpochybriovdny.

N. T. J. Bailey

Predmluva

Text obsahuje materiadly pro vyuku volitelného predmétu Dynamické modely v
biologii a slouzi jako podplirny materidl pro praci na seminafi. Nejedna se tedy v
zadném pripadé o samostatny text na drovni ucebnice a nepredpokladam, ze by
si student znalosti osvojoval pouze samostatnym ¢tenim tohoto textu.

Prvni cast textu obsahuje nékteré poznatky z teorie diferencidlnich a dife-
renc¢nich rovnic. Cést této tematiky je opakovanim latky probirané v predmétu
Zaklady vyssi matematiky, vetsi ¢ast je vSak nova. Vzhledem k cilové skupiné stu-
denti, pro néz je tento text urcen, je vétsina matematickych formulaci uvedena
v co nejjednodussi podobé coz zpravidla muze profesiondlni matematik, ¢i hlubsi
zajemce o danou problematiku, povazovat za ijmu. V tomto pripadé odkazuji
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Ctenafe na podrobné ucebnice diferencidlnich a diferenc¢nich rovnic, kde je mozné
nalézt presny vyklad uvedenych vysledkti. Zejména se nikde v textu nezabyvame
problematikou jednoznacnosti feSeni, ale naopak: predpokladame, ze jednoznac-
nost je zajiSténa formulaci ulohy. Dale vétsinou mlcky predpokladame spojitost
¢i dostatecnou hladkost funkci v mistech, kde je to potfebné. Ukazeme, ze mnoho
kvalitativnich aspektu feseni diferencidlnich rovnic lze prozkoumat i bez znalosti
analytického tvaru feseni, a to pouzitim pomérné jednoduchych metod, patticich
mezi samé zaklady diferencidlniho poctu.

Hlavni c¢ast textu obsahuje matematické modely rtznych biologickych spole-
censtev. Tyto modely jsou zpravidla jistym zjednoduSenim modelt prevzatych
z publikaci ze seznamu literatury. V téchto publikacich lze nalézt také odkazy na
nékterd pozorovani a experimenty, kterd jsou v (kvalitativnim ¢i kvantitativnim)
souladu s dosazenymi vysledky.

Vzhledem k tomu, Ze v textu modelujeme tutéz situaci i nékolika rtznymi
zpusoby, nabizi se zdanlivé prirozena otazka, ktery z modeld je ten pravy, sku-
tecné korektné popisujici danou situaci. Odpovéd je nasnadé — vsechny a Zddny.
Kazdy z modeltt ma své misto, zadny vSak neni univerzalni, zddny nevysvétluje
beze zbytku vSechny vlastnosti uvazované populace ¢i systému populaci. Vzdy
je nutno kriticky porovnat vysledky modelu s experimentem ¢i s redlnym sta-
vem véci. Navic, kazdy model lze vylepsit a zahrnout do néj dalsi vlivy, dosud
opomijené. Pti vytvareni komplexnich modelt vsak je nutno davat pozor na tzv.
prokleti mnohotvdrnosti — obsahuje-li matematicky model dostate¢né mnozstvi
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parametri a stupni volnosti, nemusi byt obtizné ziskat shodu s experimentem i
v pripadech modelu zalozeného na nespravnych predpokladech.

Biologie, jako velice komplexni disciplina tizce spolupracujici s fyzikou, chemii,
matematikou a jinymi védami paradoxné nedisponuje, na rozdil od téchto uvede-
nych véd, tak silnymi zabranami, které by zatarasily vstup ”vetfelcim” z jinych
védnich oblasti®. Zatimco biolog se jen s vynalozeni velkého usili miiZe stat chemi-
kem, chemik se mtize nepomérné snadnéji stat odbornikem v jisté, izce vymezené
oblasti biologie, ktera je blizka jeho oboru. Odsud nékdy mohou plynout rtzné
problémy, zpusobené neuvazenou ¢i zaslepenou aplikaci teoretickych vysledku v
praxi. Autofi vétsiny ucebnic tykajicich se modelovani biologickych spolecenstev
(a j& nebudu vyjimkou) zpravidla povazuji za nutné pred timto ¢tendfe dirazné
varovat. PTi snaze o korektni aplikaci teoretickych vysledkil je nutno pamatovat
na evidentni skutecnost, ze kazdé biologické spolecenstvo je sestaveno z velikého
mnozstvi mnohdy komplikovanych vzajemnych vztaht, a bylo by jisté chybou
domnivat se, ze vSechny tyto interakce lze beze zbytku matematicky popsat,
kvantifikovat a predpovédét budouci vyvoj systému ryze teoretickou cestou.

Zcela namisté je vSak domnénka, ze pokud neopomeneme néktery z dulezitych
aspektt, fesenim modelu je nejpravdépodobnéjsi pribéh modelovaného procesu.
Prosttedky matematické biologie umoznuji po sestaveni scénaie, podle kterého
druhy na sebe navzajem reaguji, a po zadani pocatec¢nich podminek predpovédét

Lviz. Roland Glaser: Biologie trochu jinak, nakl. Panorama, Praha (1979)
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dalsi vyvoj a zejména stabilitu ¢i nestabilitu daného spolecenstva a také posoudit
vliv jednotlivych parametrii na tuto stabilitu ¢i nestabilitu. Lze tak 1épe pochopit
mnoho mechanismi, které ridi rovnovahu druhit v pfirodé a lze ukazat, ze tyto
na prvni pohled casto komplikované mechanismy mohou byt pouhymi dasledky
pomérné prirozenych principi, fidicich vyvoj populace.

Jako dalsi zajimavy pfiklad aplikace matematickych metod v biologii miize
poslouzit pasaz z knihy [4], v niZ je detailné diskutovan mechanismus vzniku vzori
na srsti saveid. I kdyz zde, pochopitelné, hlavni roli hraji geny, genetika nerika nic
o procesu, kterym jsou informace ulozené v genech prepsany do procesu tvorby
barevnych skvrn, resp. pruhi na srsti leopardd, resp. tygri. Pokud je pro nas
znalost takového procesu podstatnd, matematicky model hraje roli mechanismu,
ktery na zakladé pocate¢nich hodnot jistych parametrt (geny) vytvori pfislusnou
barevnou kresbu na srsti.

Jako priklad méné bézné aplikace matematické biologie uvadime v textu i
model chovani jedinca téhoz druhu pfi boji o spoleénou potravu, ktery do jisté
miry vysvétluje, kdy je evoluéné nejvyhodnéjsi strategii boj jednotlivet o potravu
a kdy je nejvyhodnéjsi teritorialni chovani jednotlivei.

Aby byla napln predmétu udrzena v pozadovanych mezich ¢asové dotace i ma-
tematickych znalosti posluchaéti, nejsou uvazovany stochastické modely (modely
obsahujici ndhodné veli¢iny) a modely, matematicky formulované pomoci parci-
alnich diferencialnich rovnic, naptiklad modely dravce a kotisti, které zohlednuji
prostorové rozlozeni jednotlivych druhti v dané lokalité.
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Odkazy na nékteré volné dostupné nastroje pro zkoumani a grafické reSeni
diferencialnich a diferen¢nich rovnic je mozné najit na www-strankach autora.

1. Uvodni poznamky

1.1. Smeérnicovy tvar primky v roviné

Uvazujme kartézskou soustavu souradnic s osami x, y. Pro kazdou pfimku p,
ktera neni rovnobé&zna’ s osou y existuji jednoznaéné urcéend realna ¢isla k, g
s nasledujici vlastnosti:

Bod o soutadnicich (z,y) leZi na piimce p prdvé tehdy, kdyZ plati
y=kx+q.

Rovnice
y=kxr+q (1.1)

se naz§va smérnicovd rovnice primky a ¢islo k se nazyva smérnice piimky p. Cislo
q udava y-souradnici bodu, ve kterém primka protina osu y, protoze dosazenim
2 =0 do (1.1) dostdvame y = q.

2Rovnice pfimky rovnobézné s osou y je = a, a € R.
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Sérnice je pomér zmény veli¢iny y a odpovidajici zmény veli¢iny x. Vskutku,
dosadme 2 + 1 namisto  do pravé strany (1.1). Dostavame

k(z+1)+q=kzx+k+qg=(kx+q) +k

a vidime, ze prava strana rovnice se pfi zvétseni x o jednicku zvétSuje praveé
o ¢islo k. Podobné, zménime-li hodnotu = o Az, zméni se hodnota y o kAzx.
Odsud plyne:

e Je-li smérnice k nulova, primka p je konstantni, tj. pfi zménach se z se velicina
1 neméni.

e Je-li smérnice k kladné, veli¢ina y se pti zvétSovani = také zvétsSuje a primka
je rostouci.

e Je-li smérnice k zdporna, veli¢ina y se pri zvétSovani x zmensuje a primka je
klesajici.

e Je-li smérnice k blizka nule, ptfimka klesd nebo roste ”pomalu”. Je-li smérnice
k mnohem vétsi nez jedna (mnohem mensi nez minus jedna), pfimka roste
(klesa) velice rychle.

Z definice funkce tangens v trigonometrii vyplyvéa, ze smérnice teny je rovna
tangenté thlu, ktery svird pfimka s kladnou &asti osy z. (S vyjimkou p¥ipadu
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kdy je pfimka rovnobézna s osou y. V tomto piipadé neexistuje smérnicovy tvar
primky, ani tangens prislusného ﬁh1u3.)

1.2. Obecny tvar primky v roviné

Pro kazdou pfimku p v roviné z, y existuji ¢isla a, b, ¢ s vlastnosti:

Bod o soutadnicich (x,y) leZi na primce p prdvé tehdy kdyZ plati
axr +by+c=0.

Naopak, zapisu tvaru
ar+by+c=0 (1.2)

geometricky odpovidd mnozina bodu v roving, které lezi na primce p.

Pokud je a = 0, velicina x se v rovnici nevyskytuje a primka je proto rovno-
bézna s osou x. Podobné, je-li b = 0, veli¢ina y se v rovnici nevyskytuje a primka
je rovnobéznd s osou y. Zabyvejme se nyni zbylymi piipady, tj. kdy a # 0 a b # 0.

e Priisecik této primky s osou x urcime tak, ze v rovnici polozime y = 0 a fesime
c

vzniklou rovnici vzhledem k z. Obdrzime z = ——.
a

3Tangens pravého thlu neni definovan
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e Priisecik s osou y obdrzime dosazenim x = 0 a vypoctem hodnoty y. Takto
ziskdme bod [0, f%] Je-li b # 0, je mozno z (1.2) explicitné vyjadrit y, ¢imz

obdrzime smérnicovy tvar

a
= == =
=%

¢
s

1.3. Geometricky vyznam derivace

Necht z(t) je funkce proménné ¢. Zména veli¢iny x po uplynuti ¢asu At je
x(t + At) — z(t). Pramérna rychlost zmény funkce z v bodé ¢ je ddna podilem

x(t + At) — z(t)
At '

OkamZitou rychlost ziskdme zkracovanim c¢asového intervalu At, az dospéjeme
limitnim procesem At — 0 k limité

lim x(t + At) — x(t)

1.
At—0 At ’ ( 3)

ktera, pokud existuje a je konecné, je definici derivace funkce x v ¢ase t. Derivaci

dx(t
funkce z(t) v bodé t oznacujeme zapisem z’(¢) nebo % Pouzivame-li zapis

@ Zacatek e Predchozi eDalsi ePosledni eZpatky ePIna obrazovka e Zavfit soubor e Konec




z’, je nutné, aby z kontextu bylo ziejmé, kterd proménna je nezavisla. Pokud
toto ziejmé neni, musime specifikovat, podle které proménné derivujeme. PiSeme

napiiklad symbolicky ' =

ETe ¢imz vyjadiime, Ze ¢arka znaci derivaci podle
proménné t )

Funkce, kterda ma derivaci v kazdém bodé svého definiéniho oboru se nazyva
hladkd a jejim grafem je spojita kiivka bez hrot nebo zlomi.

Geometricky derivace udava smérnici teény ke grafu funkce v tomto bodé.
S prihlédnutim ke geometrické interpretaci smérnice primky lze situaci graficky
znazornit tak, jak je uvedeno na obrazku.

tecna se¢na,

Obrazek 1: Geometricky vyznam derivace

Poznamka 1.1 (derivace jako smérnice pfimky). Z geometrického vyznamu
derivace, z odstavce vénovaného smérnicovému tvaru primky a z trividlniho

@ Zacatek e Predchozi eDalsi ePosledni eZpatky ePIna obrazovka e Zavfit soubor e Konec



faktu, ze funkce majici rostouci te¢nu je také rostouci a naopak, plyne:

e Je-li derivace funkce z(t) v bodé ¢y kladnd, funkce v bodé ¢, roste. Je-li tato
derivace blizka nule, funkce roste pomalu, je-li tato derivace mnohem vétsi
nez jedna, funkce roste rychle.

Je-1i derivace funkce x(t) v bodé ¢y zdpornd, funkce v bodé ty klesa. Je-li tato
derivace blizka nule, funkce klesd pomalu, je-li tato derivace mnohem mensi
nez minus jedna, funkce klesa rychle.

Je-li derivace funkce x(t) v bodé to nulovéa, neni pouze na zakladé tohoto faktu
mozné rozhodnout, zda funkce roste nebo klesa nebo je konstantni. Obecné
je mozné Tici jen to, Ze pokud je derivace v bodé ty nulova, graf funkce ma
v tomto bodé vodorovnou teénu a funkce je bud konstantni, nebo se funkéni
hodnoty méni v okoli bodu ¢y relativné pomalu.

Poznamka 1.2 (derivace jako rychlost zmény). Z praktického hlediska se budeme
zabyvat pripadem, kdy veli¢ina ¢ oznacuje ¢as. V tomto pripadé derivace funkce
z(t) udava rychlost zmén velic¢iny x v ¢ase (Pokud veliéina x klesé s Casem, je tato
rychlost zdporna a velikost této rychlosti je ddna absolutni hodnotou derivace).
Udavame-li hodnoty veli¢iny x v jednotkach i a méfime-li ¢as v jednotkach j,

vychazi derivace v jednotkéch i/j. Naptiklad méfime-li veliéinu z v metrech a

¢as t v sekundach, derivace z” vychéazi v metrech za sekundu (ms™1).
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2. Uvod do diferencialnich a diferen¢nich rovnic

2.1. Diferencialni rovnice

Definice (diferencidlni rovnice). Obycejnou diferencidlni rovnici proniho
rddu rozresenou vzhledem k derivaci (struéné - diferencialni rovnici, DR) s ne-
zndmou x rozumime rovnici tvaru

a’ = o(t,z), (R)

kde ¢ je funkce dvou proménnych.

Z praktického hlediska je tedy diferencialni rovnice matematickym vyjadienim
vztahu mezi rychlosti zmény veli¢iny x a hodnotami této veli¢iny.
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Definice (feSeni diferencialni rovnice). Resenim (téz integrdlem) rovnice
na intervalu I rozumime kazdou funkci x = x(t), ktera je diferencovatelné na
I a spliiuje zde identicky rovnici (R).

Resenim diferencidlni rovnice je tedy funkce, udavajici hodnotu veli¢iny x v
Case t. Je-1i tedy diferencialni rovnice mechanismus, udavajici jak hodnoty veli¢iny
x ovliviiuji rychlost rastu této veli¢iny, je fesenim rovnice funkéni zavislost,
umoznujici dosazenim hodnot t zjistit aktudlni velikost veli¢iny x. Konecna
hodnota veli¢iny x vSak zavisi nejenom na rychlosti zmén, ale i na pocatecnim
stavu. Uvazujme proto jesté nasledujici definici.
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Definice (po&ateéni tiloha). Necht zg, to jsou realna ¢isla. Uloha najit
feSeni rovnice (R), které spliiuje zadanou pocdtecni podminku

se nazyva pocdtecni (téz Cauchyova) tloha, zkradcend PU. ReSenim pocatecni

ulohy rozumime funkci, kterd spliiuje podminku (PP) a je na néjakém intervalu
obsahujicim bod t¢ FeSenim rovnice (R).

Uvedeni pocatecni podminky je tedy postulovanim hodnoty z, od které
se zaCinaji odvijet zmény pozadované v diferencidlni rovnici. V ”rozumnych”
pripadech je vysledny stav urcen jednoznacné zadanim pocatecniho stavu a
mechanismu zmeén, tj. feSeni pocatecni tlohy je urceno jednoznacné.

Definice (partikularni FeSeni). ReSeni Cauchyovy tlohy nazyvdme téz
partikularnim tesenim rovnice (R).

Graf libovolného partikuldrniho feSeni se nazyva integralni kiivka (integrdlni
édra).
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Poznamka 2.1 (nékteré vlastnosti feseni DR a PU). Budeme ptedpoklddat, Ze
funkce (¢, x) je dostateéné hladka a Ze zaruéuje jednoznacnou resitelnost kazdé
pocétecni tlohy pro rovnici (R). Potom

e Resenim je funkce, kterd ma spojitou derivaci. Integralni ¢ary tedy budou
hladké kfivky v roviné.

e Reseni spojité zavisi na pocatecnich podminkéach. Dvé integralni krivky, které
se k sobé priblizi, mifi podobnym smérem.

Poznamka 2.2 (geometricka interpretace poc¢atecni ulohy). Poéateéni tlohu lze
geometricky chapat tak, ze ze vSech funkci, které vyhovuji diferencidlni rovnici
vybirdme tu funkci, jejiz graf prochazi bodem (¢, zo). Vzhledem k pfedpokladané
jednoznacné fesitelnosti se dvé rtzné integralni kiivky neprotinaji.

Poznamka 2.3 (geometricka interpretace diferencidlni rovnice). Diferencidlni
rovnici

z' = o(t, )

lze geometricky chapat tak, ze kazdému bodu (t*,2*) v roviné se soufadnymi
osami ¢ a = je pfedepsdna jistd hodnota derivace o(t*, x*).

e Tato hodnota udava derivaci funkce x(t), ktera je feSenim diferencialni rovnice
a spliiuje podminku z(t*) = ¥ v bodé t* a soucasné je tedy smérnici teény
v bodé t = t*.
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e Smeérnici je jednoznacné zadan smér teény. Tento smér je mozné graficky
zachytit naptiklad tak, Ze nakreslime kratic¢kou ¢arku (linearni element) v bodé
(t*,x™) se smérnici @(t*, z*).

e Vsimnéme si, Ze tento smér lze najit i kdyz nezndme prislusnou integralni
kiivku. Staél umét pocitat funkéni hodnoty funkce ¢(¢, z) a pro libovolny bod
(t, ) lze snadno urcit smér, kterym bude pfislusna integralni k¥ivka prochazet
pres tento bod.

V praxi tuto proceduru provadime tak, ze zvolime dostateény pocet bodu v roviné
a v kazdém z bodt o soutadnicich (¢, z) nakreslime linedrni element o smérnici
o(t, z). Ziskany systém linedrnich elementti se nazyva smérové pole diferencidlni
rovnice a ve vétSiné pripadi umoznuje udélat si velice dobrou predstavu o tom,
jak budou vypadat jednotlivé integralni kfivky. Tyto integralni kiivky totiz musi
byt teéné k linedrnim elementim, které protinaji a pfi dostatecné hustém vybéru
line4rnich elementt? je mozné tvar integralni kiivky s pomérné velkou piesnosti
odhadnout.

Nasledujici poznamka se snazi simulovat numericky myslenky, vylozené v
predeslém odstavci grafickou cestou.

4a pii jistych zkuSenostech se smérovym polem
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Poznamka 2.4 (numerické feSeni diferencidlni rovnice). Uvazujme pocéateéni

ulohu
!

' =p(t,x), x(ty) = xo.
Zvolme (zatim libovolné, ale pevné) krok At.

V bodé (to, zp) mé integralni k¥ivka teénu o smérnici ¢(tg, o).

Nahradme v okoli tohoto bodu integralni k¥ivku teénou. Zméni-li se na této
tecéné veli¢ina ¢ o hodnotu A¢, zméni se hodnota x 0 Ax = (tg, o) At.

Je-li krok At dostateéné maly (tj. blizky k nule) bude tato aproximace zpra-
vidla vyhovujici. V bodé ¢y + At tedy bude mit feSeni zadané poc¢ateéni tlohy
hodnotu

z(to + At) = z9 + Az = x¢ + @(to, 7o) AL.

Abychom feSeni prodlouzili jesté dale, ozna¢me t; = tg + At a x1 = z¢ + Ax
a provedme stejnou tivahu s poc¢ateéni podminkou z(t;) = 1. Dostavame

.’L’(tl + At) ~ T+ go(tl.,:z?l)At.
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Obecné, po n-nasobném opakovani tohoto postupu a oznacime-li t,, = tg +nAt a
x(tn) = x, dospéjeme k rekurentnimu vzorci

Tn+1 = Tn aF @(fn, Tn)Af

Zapisujeme-li tyto hodnoty do tabulky, vidime, ze v kazdém sloupci se opakuje
stale stejny vzorecek, pouze s jinymi vstupnimi parametry. Vskutku:

Hodnoty ¢y a ¢ jsou urceny pocatecni podminkou.

Hodnotu aktualni zmény veliciny x uréime jako soucin rychlosti zmény a délky
¢asového okamziku, tj. Az = ¢(tg, xo)At.

Za Cas At se Cas zméni na ty + At a hodnota veli¢iny x na z(t + At) ~
x(t) + ¢(to, xo)At. Tyto hodnoty zapiSeme do druhého faddku tabulky jako t;
a Ty.

Nyni podobné posuneme ¢as z t; na to = t; + At a vypocteme odpovidajici
zménu veli¢iny z. Protoze rychlost zmény obecné muze zaviset na case i na
velikosti veli¢iny x, nemusi byt tato zména totozna se zménou predeslou, i
kdyz casovy okamzik ziustava stejny.

Hodnoty ziskané posunutim ¢asového okamziku z t; na to zapiSeme do dalsiho
radku tabulky a postup porad opakujeme.
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Po uzivatele zvyklého pracovat s tabulkovymi procesory je snadné simulovat tento
vypocet v programu MS Excel, nebo v podobném tabulkovém editoru.

| t | z | Az |

to To Azo = p(to, z0) At
t1 = to + At = 5 Axy = go(tl .Ll)
to = t1 + At = 3 Axy = gO(tQ .LQ)
t3 :f2+Af x A.Ig = (p(tg,]‘g)

Tabulka 1: Tabulka pro Eulerovu metodu.

Volime-li At zaporna, prodluzujeme feSeni smérem doleva.

Praveé vylozena metoda se nazyva Fulerova metoda a jedna se o nejjedno-
dussi, ale i nejméné presnou metodu numerického feseni diferencialnich rovnic.
Cim mensi volime At, tim je naSe aproximace blizsi skute¢nému feseni. Je-li
vSak At velice malé, je potfeba provést veliké mnozstvi vypocti, protoze feSeni
prodluzujeme pouze po malych krocich a také roste vliv zaokrouhlovacich chyb,
takze pro velice malé At je metoda opét nepiesna.

Zpravidla postupujeme tak, Ze zvolime (tfeba na zdkladé predeslych zkuse-
nosti) hodnotu At a provedeme simulaci v tabulce. KdyZz mame tabulku vypl-
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nénou, porovname vysledek s tim, co na zakladé€ teoretickych tivah, obecnych
znalosti a (v pfipadé Ze rovnice slouzi jako model néjaké realné situace) selského
rozumu od modelu o¢ekavame. Pokud se nase ocekavani rozchéazi s vypoctem,
zkusime zmensovat krok At.

Muze se vSak stat, ze ani zmenSovani kroku nevede k tomu, Ze feseni se zacne
chovat tak, aby odpovidalo nasim teoretickym ocekavanim. V takovém pripadé
jsme pravdépodobné narazili na néktery z nasledujicich problémii.

e Rovnice muze byt citlivd na numerické feseni a nemusi byt tak snadné fesit ji
numericky s dostate¢nou pfresnosti.

e Nase teoretickd ocekdvani mohou byt mylna. Tim jsme ziskali podnét pro
presnéjsi prozkoumani matematického modelu a navrzeni experimenti ¢i
pozorovani, které nas matematicky model potvrdi®.

e Uvazovana rovnice nemusi byt dobrym matematickym modelem pro danou
situaci a nemusi dobfe popisovat déje, které chceme modelovat. Pak nelze
pochopitelné ocekavat shodu matematického modelu s redlnym vyvojem.

Casto nemusi byt na prvni pohled patrné, kterd z uvedenych moznosti v dané

5Tento krok, verifikovat model a prokazat jeho platnost, je dilezity, coz Ctenar jisté sam poci-
tuje. Pro pfirodovédce nema pochopitelné nejmensi smysl zabyvat se modely, které neodpovidaji
realit€.
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situaci nastala a je tedy nutno problém blize prozkoumat s prihlédnutim ke vSem
moznym aspektim.

Poznamenejme, ze Eulerova metoda je vhodnd spise jen z pedagogickych
divodu a diky snadné simulaci v tabulkovych procesorech. Jinak je tato metoda
velmi nestabilni, pomala a snadno se muze stat, ze dava nespravné vysledky.

Existuje fada matematickych programi (v akademickém svété casto volné
Sifitelnych), které pouzivaji mnohem pokroécilejsi metody FeSeni téchto rovnic.
Proto je Eulerova metoda uzivana pouze pro jednoduchou simulaci v pripadé, ze
neni k dispozici software s dokonalejsimi algoritmy.

V nasledujicich odstavcich se naucime fesit dva dutlezité typy diferencialnich
rovnic presné — budeme schopni nalézt analytickou formuli, matematicky popisu-
jici zavislost veliciny = na veli¢iné t. V pripadé studia ostatnich rovnic zstaneme
odkézani na smérové pole a numerickou simulaci.

Poznamka 2.5 (rovnice se separovanymi proménnymi). Diferencidlni rovnice
tvaru

' = f(t)g(x), (2.1)

kde f,g jsou spojité funkce, se nazyva diferencidlni rovnice se separovanymi
promeénnymi.

Tato rovnice mé konstantni feseni z(t) = =™, pokud je éislo 2* kofenem funkce
g, tj. pokud g(z*) = 0.
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Obecné feseni rovnice (2.1) 1ze obdrzet pro g(z) # 0 separaci proménnych

a integraci

kde kazdy z integralt vyjadiuje jednu libovolnou z primitivnich funkci a C je
integracni konstanta. Pokud hledame partikularni feSeni rovnice, které spliuje
pocateéni podminku z(ty) = wo, lze pouzit urdity integrdl a psat pfimo, bez
integracnich konstant,

/I: % - /S: f(s)ds.

Poznamka 2.6 (linedrni diferencidlni rovnice). Diferenciélni rovnice tvaru

' = a(t)z + b(t),

kde a,b jsou spojité funkce, se nazyva linedrni diferencidlni rovnice. Obecné
feseni této rovnice lze obdrzet ze vzorce

7 = oJ a®)dt (C + /b(t)efa(t)dtdt) ’
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kde kazdy z integralt vyjadiuje jednu libovolnou z primitivnich funkci a C je

integra¢ni konstanta. ReSeni rovnice, které v bodé to splituje pocateéni podminku
x(tp) = xo lze nalézt bud vhodnou volbou konstanty C' v obecném FeSeni, nebo
primo, uzitim urcitého integralu ze vzorce

t o s
g = el (s (Io +/ b(s)e Jio a(f)dgd,s) .
t

0

2.2. Autonomni diferencialni rovnice

Definice (autonomni diferencialni rovnice). Diferencidlni rovnice

(2.2)
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Autonomni diferencidlni rovnice je, podle definice, diferencidlni rovnice, v niz
explicitné nevystupuje ¢as. Rovnice tohoto typu se mize modelovat tedy pouze
ty situace, kdy na rychlost zmén veli¢iny x maji vliv jenom hodnoty veli¢iny x
samotné.

Naptiklad, je-li veli¢inou x(t) velikost populace v ¢ase t a pokud o populaci
predpokladame, Ze nachézi ve stabilnim prostiedi, lze jeji vyvoj popsat autonomni
rovnici. Pokud v prostfedi dochazi k sezénnim zméndm, je nutné zapocitat i
zévislost na case®

V textu budeme predpokladat, Ze funkce g vystupujici v rovnici zajistuje
jednoznacnou fesitelnost kazdé pocatecni tlohy pro rovnici (2.2).

Zakladni vlastnosti uvedené u diferencialni rovnic v predchozich odstavcich
se vztahuji i na autonomni rovnice. Kromé toho maji autonomni diferencialni
rovnice nékteré dalsi specifické vlastnosti. Nejdulezitéjsi vlastnosti autonomnich
rovnic si shrneme v nésledujicich bodech (nékteré jsou snadnym diisledkem toho,
Ze autonomni rovnice jsou i rovnicemi se separovanymi proménnymi, nékteré jsou
zcela nové).

e Necht g(z) je kladné pro = € (a,b). Je-li 2(t) € (a,b) pro vSechna ¢ z intervalu
I, je funkce x(t), kter je feSenim rovnice, na intervalu I rostouci. Naopak, je-li
g(x) zdporna, je funkce klesajici. Charakter monotonie tedy nezavisi explicitné

SPouze pokud jsou tyto sezénni zmény malo vyrazné, nebo pokud jsou relativné kratké
vzhledem k dobé Zivota jedinct a vzhledem k délce sledovaného obdobi, mizeme je zanedbat.
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na case t, ale pouze na tom, jakych hodnot pravé nabyva reseni x.
Plati-li g(z*) = 0, je feSenim pocateéni tlohy
33/ — 9(1)7 Qj(to) = 33*

konstantni funkce z(t) = ™. Tato feSeni se nazyvaji staciondrni reseni a bod
x* se nazyva stacionarni bod. VSechny stacionarni body tedy nalezneme jako
v8echna FeSeni rovnice g(z) = 0.

Na intervalu kde plati g(z) # 0 jsou nestaciondrni feSeni rovnice implicitné

uréena rovnici

kde c je libovolné realné cislo.

Necht ¢ je libovolné redlné ¢islo. Je-li funkce z(t) feSenim rovnice (2.2), je

funkce x(t + ¢) také feSenim této rovnice. Je tedy mozné volit pfi formulaci
pocatecni podminky hodnotu ¢g libovolné, zpravidla klademe ¢y = 0. Prakticky
to znamena, ze nezalezi na pocatku méreni casu.

Nema4-li funkce g(z) nulové body na uzavieném intervalu [x1, z2], pak systém
dospéje ze stavu x; do stavu x, za Cas

T /d_"”
Ju 9(2)
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Je-li integral vpravo zaporny, znamend to, ze pri vyvoji populace stav xs
predchazi stavu z;.

Pro nestacionarni feseni plati bud

nebo
*

)

lim z(t) ==
t—+oo
kde z* je nékteré ze stacionarnich feseni. VSechna feSeni tedy po prodlouzeni
do nekone¢na bud diverguji, nebo konverguji k nékterému ze staciondrnich
feSeni. Totéz plati pro zpétné prodlouzeni do minus nekonecna.

Obsahuje-li funkce g body nespojitosti, muze se stat, ze feseni konverguji, tfeba
i v konecném case, k tomuto bodu nespojitosti, kde je porusena jednoznac¢nost a
integralni kiivky nelze prodlouzit. S takovymi body vsak pracovat nebudeme.

Poznamka 2.7 (rychlost konvergence ke staciondrnimu stavu). Necht bod z* je
stabilnim staciondrnim bodem diferencidlni rovnice (2.2). Prozkoumame, jakou
rychlosti Teseni konverguji k tomuto staciondrnimu bodu. Abychom toto mohli
provést bez hledani analytického tvaru reseni, pouzijeme nésledujici myslenku:
rovnici (2.2) nahradime rovnici jednodussi, kterou je mozno snadno vyfesit a
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ktera mé tu vlastnost, Ze TfeSeni této nové rovnice se prilis neodlisuji od pivodni
rovnice (2.2). Tuto myslenku prakticky budeme realizovat tak, Ze pravou stranu
rovnice nahradime linearni funkci, ktera funkci g co nejlépe aproximuje v okoli
stacionarniho bodu, tj. tecnou v bodé€ zy. V okoli bodu z( plati

g9(x) ~ g(z") + ¢'(2")(z — 27)

Podle pfedpokladi je bod z* stacionarnim bodem a proto g(x*) = 0. Pfedpokla-
dejme dale Ze g’'(z*) # 0. Vzhledem k tomu, Ze bod x* je stabilnim staciondrnim
bodem, musi platit ¢’(z*) < 0. Rovnici (2.2) lze za téchto predpokladt aproxi-
movat rovnici

coz je linearni rovnice se separovanymi proménnymi a obecnym fesenim

z(t) = z* + Ked @t

kde K je realna konstanta (souvisejici s po¢ateéni podminkou). Reseni z(t) se
tedy ke stacionarnimu stavu pfiblizuje jako exponencialni funkce s exponentem
g'(z*)t (ze znaménka derivace plyne, Ze tento exponent je zdporny a jedna se tedy
o klesajici exponencialni funkci). Cim je tedy vétsi [¢'(z*)], tj. ¢im strmé&ji funkce
g(x) protind osu x, tim rychleji feSeni konverguji ke staciondrnimu stavu a tim
rychleji se také systém vyrovnava s ndhodnymi perturbacemi, které jej z tohoto
stacionarniho stavu vychyluji.
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2.3. Autonomni systémy

Definice (autonomni systém). Necht f a g jsou spojité funkce dvou pro-
ménnych. Soustava dvou diferencidlnich rovnic

I
9

( (2.3)

z,y),
‘/1‘)7 b

Y)

’

X
’

Y

kde ' = — se nazyva dvourozmérny autonomni systém. Jeho resenim rozu-

mime kaZzdou dvojici funkei z(t), y(t), které maji derivace na uvazovaném in-
tervalu a po jejich dosazeni do (2.3) pfejdou obé rovnice v identity. Proménnd
t se nazyva cas.
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Definice (pocdateéni tiloha). Necht tg, g a yo jsou libovolnd redlna disla.
Uloha najit feSeni soustavy (2.3), které v bodé to splituje pocdtecni podminky

(2.4)

se nazyva pocdtecni tuloha.

Poznamka 2.8. V dalsim se budeme zabyvat pfipady, kdy funkce f a g jsou
takové, Ze je zarucena jednoznac¢na resitelnost kazdé pocatecni tlohy.

Poznamka 2.9 (posun v case). Podobné jako pro rovnici (2.2) plati, Ze je-li
dvojice funkei z(t), y(t) feSenim soustavy (2.3) a je-li ¢ libovolné redlné &islo,
plati totéZ i pro dvojici funkei z(t + ¢), y(t + ¢). Cas to, ve kterém formulujeme
pocatecni podminky, lze tedy volit libovolné, Zpravidla klademe bez Gjmy na
obecnosti tg = 0.
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Definice (trajektorie autonomniho systému). Necht dvojice funkei x(¢),
y(t) je FeSenim systému (2.3). Mnozina T bodt v roviné (z, y) definovan4 relaci

T ={(z,9): z(t) =7 a y(t) = § pro ndjaké t € R}

se nazyva trajektorie systému (2.3). Rovinu, do které zakreslujeme trajektorie,
nazyvame fdzovou Tovinou.

Poznamka 2.10 (geometrické vlastnosti trajektorii). Zakreslime-li trajektorii
néjakého feSeni autonomniho systému, ztracime informaci o case. Mame pouze
informace, kterych hodnot (x,y) feSeni nabyvaji v tomtéz okamziku, ovSem
nemame informaci o tom, za jak dlouho Feseni do tohoto stavu dospéje. Abychom
alesponi méli zachycenu informaci o tom, ktery stav predchazi a ktery nasleduje,
zpravidla trajektorie orientujeme podle sméru toku casu.

Prochézi-li trajektorie bodem (z*,y*), jednd se o trajektorii odpovidajici

feseni pocatecni ulohy
z(0) = z*
y(0) =y".

Tato trajektorie ma v bodé (z*,y*) tednu danou smérovym vektorem
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(f(z*,y"),g(x*,y")). Podobné jako u smérového pole diferencidlni rovnice,
zakresleni smérovych vektorti teénych k trajektoriim lze uskutecnit jen ze znalosti
funkci f a g a odsud je zpravidla mozné si udélat zakladni predstavu o tvaru
trajektorii. Systém téchto vektort spolu se zakreslenymi vybranymi trajektoriemi
se nazyva fazovy portrét autonomniho systému. Jedna se a jakousi obdobu
smeérového pole diferencialni rovnice.

Vzhledem k jednoznacné fesitelnosti se dvé rtizné trajektorie nikde neprotinaji.
Maji-li proto dvé trajektorie spoleény alespon jeden bod, jsou zcela totozné!

Poznamka 2.11 (trajektorie jako integralni kiivky). Na éast trajektorie T,
kde kazdému z odpovida jediné y, lze pohlizet jako na graf funkce y = y(z).
Vzhledem k tomu, Zze podle pravidla pro derivaci slozené a inverzni funkce plati
v diferencialni symbolice

dy dy dt dy 1 ¥

- - dz dz ’
dzx d¢ dz de d—f d—‘f

vyhovuje uvazovand ¢ast trajektorie diferencialni rovnici

dy _ g(z,y)

dz  f(z,y)

Tato rovnice definuje jednoznacné trajektorie (az na smér toku ¢asu) podobné,
jako systém (2.3). Poznamenejme, ze v bodech a-nulklin (viz déle) je pravé strana
rovnice nespojita a v singularnich bodech miize byt porusena jednoznacnost feseni.
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Poznamka 2.12 (staciondrni feseni). Necht z* a y* jsou redlna ¢isla, ktera
splnuji

Pak dvojice konstantnich funkei () = z*, y(t) = y* je feSenim systému (2.3),
jak se lze snadno presvédcit dosazenim. Toto FeSeni se nazyva staciondrni resent.
Trajektorie staciondrniho feSeni je (jak plyne ihned z definice) tvofena jedinym
bodem (z*,y*) a nazyva se staciondrni bod.

Poznamka 2.13 (klasifikace trajektorii). Predpokladejme, Ze kazda trajekto-
rie systému (2.3) je prodlouzena maximalné obéma sméry, tj. pro t — =oo.
Rozeznavame pouze tii néasledujici typy trajektorii

(i) Stacionarni body. Tyto body odpovidaji staciondrnim feSenim.

(ii) Uzavtené trajektorie (cykly). Tyto trajektorie odpovidaji periodickym Fese-
nim. Uvniti kazdého cyklu lezi alespon jeden stacionarni bod.

(iii) Trajektorie, které samy sebe nikde neprotinaji a pro t — +o0o tyto trajektorie
maji jednu z nasledujicich vlastnosti.

(a) Trajektorie maji alesponi jednu slozku neohraniéenou.
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(b) Trajektorie konverguji k nékterému ze stacionarnich bodi.
(¢) Trajektorie konverguji k nékterému z cykla.

(d) Trajektorie konverguji k mnoziné tvofené koneénym poétem singuldrnich
bodt a jinymi trajektoriemi, které vedou z jednoho stacionarniho bodu do
druhého. S timto typem trajektorii se vSak v nasich modelech nesetkame.

Poznamka 2.14 (nulkliny). Kfivka slozend z bodu (z,y) v roviné, které spliiuji
f(z,y) = 0 se nazyva x-nulklina. V bodech této nulkliny plati 2’ = 0 a veli¢ina x
se tedy v okoli této nulkliny neméni (resp. méni velice pomalu). Z geometrického
hlediska ma tato kiivka vlastnost, ze kazda trajektorie ji protina ve svislém sméru
(zdola nahoru nebo shora dold).

Podobné, kiivka slozend z bodt (z,y) v roving, které spliuji g(x,y) = 0 se
nazyva y-nulklina. Tato kifivka méa tu vlastnost, ze kazda trajektorie ji protina ve
vodorovném sméru, protoze v bodech y-nulkliny plati ¢’ = 0.

Poznamka 2.15 (spojita zavislost na poéateénich podminkdch). Mald zména
pocatecnich podminek vyvolava relativné malou zménu vysledného feSeni au-
tonomniho systému. Z tohoto dtvodu dvé trajektorie, které prochazi dvéma
dostateéné blizkymi body, maji v okoli tohoto bodu pfiblizné stejny smér, s
vyjimkou okoli stacionarnich boda.

Poznamka 2.16 (klasifikace staciondrnich bodt). Podle chovéni trajektorii
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v okoli stacionarnich bodi rozdélujeme tyto stacionarni body do nékolika navza-
jem disjunktnich skupin. Necht (z*,y") je singuldrnim bodem systému (2.3).

Uzel Staciondrni bod (x*,y") se nazyva uzel, jestlize vSechny trajektorie
(2(t),y(t)) z néjakého okoli tohoto bodu konverguji pro t — oo nebo t — —o0
k (z*,y") tak, ze nedochézi k oscilacim kolem limitni hodnoty.

Ohnisko Staciondrni bod (z*,y*) se nazyva ohnisko, jestlize vSechny trajektorie
z n&jakého okoli tohoto staciondrni bodu do tohoto bodu konverguji bud pro
t — oo nebo pro t — —oo a to tak, ze kolem tohoto bodu osciluji se zmensujici
se amplitudou.

Sedlo Stacionarni bod (z*,y*) se nazyva sedlo, jestlize v kazdém jeho okoli
existuje pouze konecny pocet trajektorii, které pro ¢ — 4oo konverguji
k tomuto bodu.

Bod rotace Stacionarni bod (z*,y”) se nazyva bod rotace, jestlize kazdé jeho
okoli obsahuje nekone¢né mnoho trajektorii, které jsou cykly. Pokud v néjakém
okoli existuji pouze cykly, nazyva se tento bod navic stred. Bod rotace neni
stfedem, jestlize kromé cykli jesté obsahuje trajektorie, které se na tyto cykly
spiralovité navijeji. V modelech uvedenych v tomto textu bude bod rotace
vzdy soucasné i stredem, obecné to vSak platit nemusi.
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Uzel nebo ohnisko nazyvame stabilni, jestlize vSechny trajektorie do néj kon-
verguji pro t — 00, tj. vSechny trajektorie z néjakého okoli smétfuji do tohoto
bodu. V opa¢ném pripadé tento bod nazyvame nestabilni. Pro stabilni uzel a
ohnisko existuji oblasti ve fazové roviné které maji tu vlastnost, ze vSechny tra-
jektorie prochézejici nékterou z téchto oblasti konverguji pro ¢t — oo do tohoto
stacionarniho bodu. Takové oblasti se nazyvaji oblasti atraktivity stacionarniho

bodu.

Ve fazové roviné mohou existovat oblasti, které maji tu vlastnost, ze kazda

opustit. Tyto oblasti se nazyvaji pozitivné invariantni oblasti. Naopak, oblasti
které maji tu vlastnost, ze pokud se v nich trajektorie vyskytuje v jistém case,

Bud T trajektorie n&jakého feseni (z(t), y(t)). w-limitnim bodem trajektorie T
nazyvame kazdy bod (z',y"), pro ktery existuje posloupnost ¢asovych okamzikt

{tn} s vlastnostmi

lim ¢, = oo, (2.5)

n—oo

lim 2(t,) =z,
n—oo

lim y(t,) = y'.
n—oo
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Pokud podminku (2.5) nahradime podminkou

lim ¢, = —o0,

n—oo
nazjvé se bod (z',y") a-limitnim bodem. Mnozina viech w-limitnich bodd uva-
zované trajektorie se nazyva w-limitni mnozina této trajektorie. Podobné je
definovana a-limitni mnozina.

Poznamka 2.17 (parcidlni derivace, Jakobiho matice). V této pozndmce si

predstavime metodu, kterd umoznuje rozhodnout o typu stacionarnich bodt

soustavy (2.3). Nejprve si zobecnime pojem derivace pro funkce vice proménnych.
Necht f(z) = a + bz? + cx je funkce proménné = obsahujici realné parametry

a, b, c € R. Derivujme-li tuto funkci, jedna se o soucet tfi vyrazi a podle pravidla
pro derivaci souc¢tu budeme derivovat kazdy sc¢itanec samostatné. Derivace ¢lenu
a je podle pravidla pro derivaci konstanty rovna nule. Derivace ¢lenu bz? je podle
pravidla pro derivaci sou¢inu konstanty b a funkce z* rovna souc¢inu konstanty b
s derivaci funkce 22, coz je 2z. Celkem derivace druhého sé¢itance je 2bz. Podobné,
derivace ¢lenu cz je c. Celkem tedy

d
—f:2b.7:+c.

dx

Na vyraz a + bz? + cz je vSak mozno pohlizet napiiklad i jako na funkci ¢ty¥
proménnych a,b,c,z. V tomto pripadé se pravé vypoctena derivace nazyva
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parcialni derivace funkce f podle promeéenné x. Parcidlni derivaci podle = tedy
vypocteme jako obycejnou derivaci, pficemz na vSechny proménné, kromé z,
pohlizime jako na parametry. Parcialni derivaci funkce f podle proménné x

v bodé (a, b, ¢, ) ozna¢ujeme 6—((1., b,c,z). Pro f(a,b,c,x) = a+ bx? + cx tedy
x

plati
of

— =2bxr+c
ox
(neni-li to nutné, zpravidla vynechdvidme argumenty na levé strané) a podobné
0
of _ 2
b
(rozmyslete si sami).
Uvazujme funkci dvou proménnych f(z,y) danou vztahem

F(2,y) = (a—ba — ey)z = az — ba? — cay,

kde a, b, ¢ jsou realné parametry. Plati
of
ox
of
Ay

=a — 2bx — cy,

= —@@.
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Definice (Jakobiho matice). Matice

of
ox
dg

se nazyva Jakobiho matice soustavy (2.3).

Necht (x*,y") je staciondrni bod soustavy (2.3) a J(z*,y*) hodnota Jakobiho

matice v tomto bodé. Oznacme D determinant Jakobiho matice v bodé (z*,y"),
tj.

D =det J(z",y

P

ay Y or

a A stopu Jakobiho matice v tomto bodé, t;j.
of

)=La,
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Pomoci téchto ¢isel D a A lze rozhodnout o kvalité staciondrniho bodu (z*, y*)

podle nasledujici tabulky.

| determinant | stopa typ stac. bodu

‘ D <0 ‘ sedlo
D<0 A% > 4D nestabilni uzel
A% < 4D nestabilni ohnisko

A% > 4D stabilni uzel

stabilni ohnisko

A=0 ohnisko nebo bod rotace

2.4. Diferenc¢ni rovnice

V této casti si uvedeme teorii nezbytnou k vytvareni diskrétnich modela populaci,
kdy zmény jsou chapany nikoliv spojité ale ”skokove”.
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Definice (diferenéni rovnice). Diferencni rovnici prvniho fadu rozumime
rekurentni vzorec

Tnt1 = 90(5[371777/)3 (26)

nebo
Tpt1 = f(2n), (2.7)

kde ¢ je funkce dvou proménnych a f je funkce jedné proménné.

Resenim této diferen¢ni rovnice rozumime kazdou posloupnost = = {zy}52 4,

ktera spliluje po dosazeni rovnici (2.6) (nebo (2.7)) identicky.

S jednou diferencni rovnici jsme se v minulosti jiz setkali — jedna se o iteracni
vzorec pro Eulerovu metodu feseni diferencialnich rovnic. Vidime, ze tato metoda
v podstaté spociva v tom, ze diferencialni rovnici nahradime rovnici diferenc¢ni.
Vyhoda diferenénich rovnic spo¢ivé v tom, ze (alesponi teoreticky) lze po pro-
vedeni konec¢ného poctu krokt a matematickych operaci najit hodnotu feseni
v libovolném bodé.
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Definice (pevny bod). Reélné ¢islo * se nazyva pevny bod funkce f, jestlize
plati f(a™) = z*.

Definice. Bud f funkce. Definujme slozené funkce

f(@) = F(f" @)

Funkce f"(z) se nazyva n-té iterace funkce f. Tato iterace tedy vznikne tak,
ze funkci f slozime n-krat samu se sebou.
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Poznamka 2.18. Oznacdime-li ,, = f"(z¢), je posloupnost {x,} téchto iteraci
v bodé z( feSenim rovnice (2.7).

Poznamka 2.19 (stacionarni feseni). Konstantni posloupnost z = {z*}°°; je
feSenim rovnice (2.7) pravé tehdy, kdyz éislo 2 je pevnym bodem funkce f.

Definice. Pevny bod z* se nazyva atraktivni bod rovnice (2.7), jestlize existuje
okoli O tohoto bodu takové, Zze pro libovolné o € O posloupnost {f"(xo)}
feSeni rovnice (2.7) konverguje k x™.

Pevny bod z* se nazyva repulsivni bod rovnice (2.7), jestlize existuje okoli
O tohoto bodu takové, Ze pro libovolné xy € O posloupnost {f™(zo)} FeSeni
rovnice (2.7) obsahuje alespoii jeden ¢len nelezici v O.

Poznamka 2.20. Jestlize 2* je pevnym bodem funkce f a jestlize |f'(z*)| <
1, pak je tento pevny bod atraktiviim bodem rovnice (2.7). Jestlize naopak
|f'(z*)] > 1, je tento bod repulsivnim bodem rovnice (2.7).

Poznamka 2.21 (grafické feSeni rovnice (2.7)). Zakreslime-li do jednoho ob-
razku (viz. Obr. 2) grafy funkcl y = f(x) a y = x, odpovidaji priseciky téchto
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.7}() T1 TgTQ €L, Tn

Obrazek 2: Pavudinovy model rovnice (2.7).

ki¥ivek pevnym bodim funkce f a tedy i staciondrnim Fesenim rovnice (2.7).
Tento obrazek umoznuje pomérné snadno prozkoumat i charakter dalsich reseni
uvazované rovnice.

Vskutku, zacnéme s hodnotou xy danou pocatecni podminkou a vyznacme
tuto hodnotu na vodorovné ose. Hodnotu x; najdeme jako y-ovou souradnici
pruseciku grafu funkce f a svislé pfimky v bodé zy. Tuto hodnotu pfeneseme
na vodorovnou osu, coz lze realizovat pomoci pfimky y = z, jak je zachyceno
na obrazku. S bodem z; nyni pracujeme podobné jako s bodem x(; a nalezneme
hodnotu x5, kterou okamzité preneseme na vodorovnou osu. Takto pokracujeme
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a dostavame postupné Cleny posloupnosti, kteréd je feSenim uvazované diferenc¢ni
rovnice.

3. Matematické modely

3.1. Raust jednodruhové populace

Necht veli¢ina 2 udava velikost uréité populace v ¢ase t. Populaci zde rozumime
v Sirsim slova smyslu libovolny soubor objektt, které vykazuji urcéitou vlastnost,
jehoz velikost méfime ve vhodnych jednotkdch (milion jedincti, tuny biomasy
a podobné — nékolik piikladt uvedeme nize). Také ¢asovou jednotku volime
vhodné pro dany problém (vtefina, den, stoleti).

Derivace funkce x udava rychlost zmény této populace, tj. o kolik se velikost
populace zméni za ¢asovou jednotku. V praxi je obvyklé tuto zménu vyjadiovat
jako rozdil mnozstvi jedinct, které se v populaci nové objevi (napf. vlivem
narozeni nebo imigrace) a mnozstvi jedincii, které z populace vymizi (napt.
vlivem tmrti nebo emigrace).

Relativni zména populace za jednotku ¢asu, tj. podil zmény velikosti a velikosti
populace se nazyva specificka mira ristu populace a oznac¢uje symbolem p. Muze
se jednat o veli¢inu, kterd zavisi jak na velikosti populace x, tak na ¢ase t. V dalsim
se budeme zabyvat zpravidla populacemi, které ziji v prostfedi s neménnymi

@ Zacatek e Predchozi eDalsi ePosledni eZpatky ePIna obrazovka e Zavfit soubor e Konec



podminkami a zavislost na ¢ase uvazovat nebudeme. Specifickd mira riistu pu(x)
tedy udava zmeénu velikosti populace o velikosti z za ¢asovou jednotku, vztazenou
na jednotkové mnozstvi populace (u lidské populace vztahujeme veli¢iny napf. na
100 tis. obyvatel). Vyvoj populace v ¢ase je poté uréen diferencidlni rovnici

' = zu(z). (3.1)

Specifikace funkce p(z) se provadi v zavislosti na uvazovanych pomérech panuji-
cich v populaci a v prostfedi, ve kterém populace Zije a rozmnozuje se.

3.1.1. Model s konstantni specifickou rychlosti rastu

Uvazujme izolovanou populaci jednoho druhu jejiz velikost se méni pouze rozenim
a thynem jedinct. Pfijméme nasledujici predpoklady.

e Neuvazujeme vékové rozlozeni populace, nebo populace méa stabilni vékové
rozlozeni, kdy procento jedinct, ktefi jsou v reproduktivnim véku, je neménné.

e ”Ochota” jedinct reprodukovat se ani timrtnost jedinci nezavisi na case ani
na aktudlni velikosti, kterou populace dosahuje. Lze tedy fici, Ze existuji
konstanty a, b takové, ze v populaci se za ¢asovou jednotku narodi az jedinct
a zemte bx jedinct.
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Vyvoj populace je urcen diferencidlni rovnici
2 =ax —bx = pz, (3.2)

kde p = a — b je redlnd konstanta. Protoze prava strana rovnice ma pro kladna
x neménné znaménko, reseni jsou klesajici funkce pro p < 0 a rostouci funkce
pro u > 0. Predpokladejme, Ze populace nevymira, ale Zze porodnost prevysuje
amrtnost, tj. u > 0.

Jedingm staciondrnim feSenim rovnice (3.2) je konstantni funkce z(t) = 0,
které znac¢i stav bez populace. Sebemensi nartist populace (ke kterému mize
vzdycky dojit vlivem nejraznéjsich fluktuaci a ndhodnych jevil) zptisobi, ze prava
strana rovnice (3.2) je kladna, funkce x(t) je rostouci a populace se za¢ind mnozit.
Vzhledem k tomu, zZe velikost populace v case stale roste, nemize velikost klesnout
ke na nulu ke staciondrnimu reseni a feseni x = 0 je tedy nestabilni. Dalsi fesSeni
jsou dana implicitné vztahem

/ dx
=1 @
J px

Odsud nejprve integraci ziskavame

1
o

Inx=t+c¢
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a explicitnim vyjadfenim veli¢iny  obdrzime

Inx = p(t+ ),
x = ettt
x = etteke,
x = Kett,
kde K = e/¢ je nova konstanta. Je-li pocatecni stav populace uréen podminkou
2(0) = zg, dosazenim t = 0 a z = x¢ obdrzime

zo = Ke®

a tedy K = z. Velikost populace vyvijejici se podle modelu (3.2) v éase t je tedy
dana vztahem

z = zoet?,

kde zq je velikost populace v ¢ase t = 0 a u je specificka rychlost ristu.

Protoze feSenim je exponencidlni funkce, nazyva se rovnice (3.2) rovnici
exponencialniho rustu. Exponencialni funkce je ze vSech zakladnich elementéarnich
funkci nejrychleji rostouci, v dtsledku ¢ehoz vidime, ze populace po uplynuti
urcitého ¢asu roste pomérné velkou rychlosti a tento rist se navic dale zrychluje,
jak plyne z (3.2). Je evidentni, Ze takovy vyvoj je trvale neudrzitelny a nemuze
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odpovidat realnym situacim. Pfemnozeni populace nade vSechny meze zptisobi
destrukci zivotniho prostredi, ve kterém se populace nachazi a populace poté
vyhyne.

Prestoze, jak vidime, model nemiize popisovat realnou situaci existence zivo-
¢isného druhu v pfirodé, neni nutné jej zatracovat. Model je vhodny pro kratké
casové okamziky a pro relativné nizké stavy populace — v takovém pripadé se
jedna o nejednodussi predstavitelny model populace. Déle je mozné tento model
pouzit pro modelovani ristu sktidct, kteri vlivem svého pfemnozeni zni¢i danou
lokalitu.

3.1.2. Model s vnitrodruhovou konkurenci

Uvazujme opét izolovanou populaci jedinci jednoho druhu jejiz velikost se méni
pouze rozenim a uhynem jedincti. Uvazujme, ze populace zije v lokalité s ome-
zenymi zdroji kysliku, potravy, zivotniho prostoru a dalsich zdroji nezbytnych
pro preziti (v dal$im se na tyto zdroje budeme odvolévat jako na zdroje energie).
V takové situaci existuje jista mezni hodnota, ktera charakterizuje maximalni
moznou velikost populace, kterd miize v lokalité stabilné piezivat. Cim blize je
velikost populace k této maximalni hodnoté, tim jsou mensi rezervy lokality pro
uziveni dalsich jedincti. V dtsledku toho ¢lenové populace investuji vice energie
do hledani zdroju pro vlastni preziti a méné pro vlastni reprodukci. I vyhledavani
potravy pro mlddata je v této situaci obtiznéjsi. Specifickd mira ristu se tedy
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bude s ptiblizovanim k této mezni hodnoté zpomalovat. Pfedpokladejme, Ze toto
zpomaleni je linedrni, tj. Ze specifickd mira riistu mé tvar u(x) = a — bz, kde
a, b jsou kladné realné konstanty. Vyvoj populace je potom popsan diferencialni
rovnici

2’ = z(a — bx). (3.3)

Tuto rovnici je mozno explicitné vyresit, my vSak nejprve pristoupime ke kvali-
tativnim metodam feSeni — budeme se snazit naji co nejvice informaci o feseni
rovnice aniz bychom rovnici skutecné tesili. To je dtlezité proto, ze v dalsim se
budeme setkavat i s rovnicemi, které nelze explicitné vytesit. Ozna¢me pravou
stranu rovnice jako g(z), tj.

g(x) = z(a — bx).
Stacionarnimi body jsou feSeni rovnice

tj. 0= 2x(a — bx)

o a o p o 12
coZ jsou x] = 0 a x5 = — =: K. Staciondrni bod 2] odpovid4 stavu bez populace,

staciondrni bod 3 odpovida stavu kdy populace pfeziva aniz by se ménila jeji
velikost, tj. pocet uhynulych jedinci je v rovnovaze s po¢tem jedinci narozenych.
Grafem funkce g(z) = z(a — bz) je parabola, kterd ma pruseciky s osou x ve
staciondrnich bodech z7 = 0 a 25 = K > 0 a je otoCena vrcholem vzhiru.
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Obrazek 3: Prava strana rovnice logistického ristu.

Z nécrtku této paraboly je zfejmé, Ze funkce g(z) je kladna pro z € (0, K).
Je-li velikost populace v téchto mezich, populace roste. Pro > K, je g(x) < 0

a velikost populace klesa. Diky tomuto efektu se populace nemtze neomezené
rozmnozovat a pro t — oo jeji velikost vzdy konverguje ke staciondrnimu stavu
x5 = K. Mald ndhodné odchylka od tohoto stavu smérem nahoru zptsobi pokles
do rovnovazného stavu a mald odchylka smérem dold zptisobi nardst do tohoto
stavu. Stacionarni feSeni x5 je tedy stabilni.

Staciondrni bod z7 je naopak nestabilni, protoze libovolné maléd odchylka od
tohoto rovnovazného stavu zptsobi nartist populace az na hodnotu x3.

7Z kvalitativniho hlediska je tedy mozno Tici, Ze vSechna kladné feseni budou
konvergovat pro t — oo ke staciondrnimu feSeni z(t) = x5 = K. Tato hodnota
soucasné oznacuje maximalni moznou velikost populace, ktera muze trvale osidlo-
vat uvazovanou lokalitu a nazyva se kapacita nebo uzivnost prostredi. Rovnici
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(3.3) je mozno prepsat do tvaru

neboli, s kapacitou prostfedi K a s preznacenim konstanty a na r, do tvaru

I/:T<1f%)l‘.

Jednotky v nichz métime velikost populace a ¢as jsou do jisté miry zavislé na na-
Sich potfebach. Mérime-li velikost populace ne v poctech jedinci, ale v nasobcich
(¢i spiSe procentech) kapacity prostfedi, bude zfejmé K = 1 a model ma poté

tvar
¥ =a(l —2)z, (3.4)

kde koeficient « je koeficient r prevedeny do novych jednotek.

Specifickd rychlost rastu pu(z) = «(1l — z) je maximalni pro = 0. Toto
odpovida stavu, kdy do neosidlené lokality pronikne nékolik mélo jedinct a ti se
zde za¢nou rozmnozovat rychlosti blizkou hodnoté 1(0). Z tohoto divodu se p(0)
nazyva invazni parametr (tento pojem nabyva na dulezitosti pfi studiu lokalit
osidlenych vicedruhovym spolecenstvem, jak uvidime nize).

a (3.4). Jak bylo feceno,
jednd se o paraboly otoéené vrcholem nahoru. Maximum (vrchol) kazdé takové
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paraboly lezi pfesné uprostied mezi pruseciky s osou z. Odsud tedy plyne, Ze prava

strana téchto rovnic bude nejvétsi v okamziku, kdy velikost populace dosahuje

hodnotu poloviny kapacity prostiedi. V tomto okamziku se zac¢ind dynamika

ristu zastavovat a stale zietelnéji se projevuje vnitrodruhova konkurence, ktera

nakonec rist zastavi. Integralni kivky budou mit v tomto bodé inflexi.
PfepiSme rovnici (3.3) do tvaru

2 = ax — bx?

a pokusme se najit jesté jinou interpretaci ¢lentl na pravé strané rovnice. Prvni ¢len
odpovida rastu populace s konstantni specifickou rychlosti réistu. Druhy ¢len, bz?,
je ¢len, ktery zpusobi zpomaleni a zastaveni ristu, je-li velikost populace blizka ke
kapacité prostfedi. Tento ¢len udava (az na pfipadné jednotky), jaka je frekvence
setkdni dvou jedincti na tomtéZ misté (napf. u hnizdisté nebo u zdroje potravy).
V rovnici (3.3) je tedy obsazen pfedpoklad, Ze rychlost riistu se zpomaluje Gmérné
s Cetnosti, s jakou se jedinci populace v dané lokalité setkavaji.

Poznamenejme, ze predchozi modely mély tu vlastnost, Ze i populace o velmi
nizkém poctu jedinca se v lokalité rozmnozi. Takové populace nazyvame pri-
kopnické populace a rozezname je podle toho, Ze maji kladny invazni parametr
1(0). Kromé toho existuji populace, které, pokud jejich velikost klesne pod néja-
kou mezni hranici, vymiraji. Matematicky formulovano, invazni parametr téchto
populaci je zaporny.

@ Zacatek e Predchozi eDalsi ePosledni eZpatky ePIna obrazovka e Zavfit soubor e Konec



3.1.3. Populace vystavena konstantnimu lovu

Predpokladejme, Ze populace vyvijejici se podle logistické rovnice je vystavena
lovu, odchytu ¢i tézbé. Nasim cilem je zjistit, jaké bude mit tento lov dusledky
na stav a vyvoj populace. Pfedpokladejme, Ze lov je provadén tak, ze rychlost,
s jakou odebirame jedince z populace, je konstantni. Ozna¢me tuto rychlost p.
Model vyvoje populace mé tedy tvar
, x

w =7 (1 K) T — P,
kde prvni ¢len na pravé strang, (1 — 2/K)x, je ¢len z logistické rovnice (3.3)
charakterizujici prirozenou rychlost rastu v lokalité s nosnou kapacitou K a
druhy ¢len, p, je ¢len charakterizujici zpomaleni vyvoje vlivem lovu. Prava strana
rovnice je, podobné jako u logistické rovnice, parabolicka. Geometricky clen p
zpisobi posun paraboly 7(1—2/K )z o p smérem dolt. Jsou mozné t¥i kvalitativné
odlisné pripady

(i) Vrchol paraboly lezi nad osou x a parabola mé dva priisec¢iky s osou z. Oba
tyto pruseciky budou lezet mezi priseciky ptivodni neposunuté paraboly, tj.
v intervalu (0, K), kde je kapacita prostiedi.

(ii) Parabola se osy x pouze dotyké, vrchol paraboly lezi pfesné na ose x.

(iii) Parabola (1 — 2/ K )z se posune celd pod osu z
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Vrchol této paraboly lezi v poloving mezi kofeny, tj. v bodé = K /2. Funkéni
hodnota v tomto bodé je

rK
Druhy pripad tedy nastane, jestlize p = v Ze statistického hlediska je prav-
dépodobnost toho, ze bude tato rovnost splnéna, nulova a nebudeme se timto
pripadem déle zabyvat. (Rozmyslete si pfipadné sami, jak by se populace v tako-
vém piipadé vyvijela.)
rK

Pfipad ¢islo (iii) nastane, pokud plati p > —. V tomto pfipadé nem4 prava
strana diferencidlni rovnice nulovy bod a je porad zaporna. VSechna feSeni tedy
klesaji a nejsou zdola ohrani¢end. (Integralni k¥ivky pro ¢ — oo klesaji k —oo,
pro zaporné hodnoty x vsak jiz nas model samoziejmé ztréci adekvatnost.)

K
Pfipad éislo (i) nastane, pokud p € (0., TT) V tomto pripadé mé rovnice

dva redlné riizné koteny, které odpovidaji dvéma stacionarnim bodim systému.
Oznaéme je x] a x5, priemz predpokladame x] < x5. Z nacrtku paraboly (viz
1 25 1 2
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Obrazek 4: Prava strana rovnice logistického ristu s konstantnim lovem.

Obr. 4) plyne:

(i) Proz € (0,27) je pravé strana diferencidlni rovnice zaporna a velikost populace
klesa. V tomto pripadé populace svym prirozenym rastem nemize vyrovnavat
ztraty zpusobené lovem.

Pro = € (z7, x3) velikost populace roste. Populace ma dostateéné kapacity aby
ubytek vlivem lovu vyrovnavala.

Pro x > x5 velikost populace klesa. Projevuje se zde kromé lovu i brzdici
mechanismus omezené kapacity prostiedi.

(iv) Staciondrni bod z] je nestabilni a staciondrni bod z7 je stabilni.

Jestlize je populace v ustaleném stavu charakterizovaném stacionarnim bodem
x5, muze vlivem nadhodnych fluktuaci dojit k nadhlému poklesu stavu populace.
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Pokud stav klesne pod hodnotu z7j, populace za¢ne vymirat. V tomto okamziku
je nutné zménit lovici strategii, tj. zménit parametr p, jinak populace vyhyne.

Klesne-li velikost populace na stav vétsi nez xj, neni nutné ménit strategii
lovu, populace ndhodné fluktuace vyrovna sama svymi pfirozenymi rustovymi
mechanismy. Rozdil =5 — z7 tedy predstavuje jistou odolnost populace viéi
nahodnym fluktuacim. Tento rozdil klesa s rostouci rychlosti lovu p, coz je patrno
z nécértku paraboly r(1 — 2/K)x — p.

V praxi je nutno bud uvazovat co nejvétsi p, abychom méli co nejvétsi
uzitek, sledovat, zda vlivem vykyvu velikost populace neklesd pod z] a pokud
ano tak okamzité ménit rychlost lovu nebo dalsi parametry systému (podpofit
rozmnozovani a pod.). Dalsi alternativou je lovit mensi rychlosti p, coZ nese
nizsi uzitek z lovu, ale ponechava populaci moznost, aby se sama vyrovnala
s pripadnymi vykyvy.

Poznamenejme, ze v uvedeném modelu ma smysl i predpoklad, ze koeficient
p je zaporny. V takovém pripadé nemluvime o zaporném lovu, ale pfislusny clen
interpretujeme jako rychlost imigrace, se kterou uvazovany druh pronika do dané
lokality.

3.1.4. Populace vystavena lovu umérnému velikosti populace

Uvazujme v populace vyvijejici se podle logistické rovnice, strategii lovu spo-
¢ivajici v tom, ze rychlost, s jakou lovime jedince populace, je timérna celkové
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velikosti populace. Matematicky vyjadfeno, populace se vyviji podle modelu
(3.5)

kde r, g, K jsou kladné konstanty. Rovnice ma stacionarni body dané rovnici

rm(l—%)—qazzo.

tj. ] =0azx; =K (1 — g) < K. Aby stacionarni bod z3 byl kladny, musi
platit ¢ < r. Prava strana potom je parabolickd se dvéma kladnymi kofeny a
otocend vrcholem nahoru. Stacionarni bod z7 je tedy nestabilni a staciondrni bod
x5 stabilni.

Za jakych podminek bude uzitek z lovu maximélni? Rychlost, se kterou odebi-
rdme jedince z populace je rovna gz, ve staciondrnim bodu z5 odebirdme jedince

rychlosti gz5 a pro nalezeni maximalniho uzitku hleddme tedy pro proménnou g
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feSeni optimalizac¢ni ilohy
x q
qrs = Kq 17; — max.

Pomoci diferencialniho poc¢tu, nebo tivahou zalozenou na faktu, Ze parabola ma
lokélni extrém uprostied mezi kofeny, dospéjeme k tomu, ze vyraz je maximalni

r . . %
pro q = 2" V tomto ptipadé x5 = 2 a populace je tedy udrzovana na hodnoté€,
Kr
R : o . 2 4.
Maximalni uzitek z lovu je tedy stejny, jako pfi strategii konstantni rychlosti
lovu, ovSem novéa strategie ma tu vyhodu, ze stacionarni bod je x5 je stabilni.
Derivace pravé strany rovnice je

T
kdy se nejrychleji rozmnozuje. Uzitek z lovu je v tomto ptfipadé —— =

K r
coz v bodé x5 = 5 odpovida hodnoté —3 Populace se tedy bude vyrovnavat

s vychylkami z rovnovazného stavu x; tak, ze se bude vracet do tohoto stavu
rychlosti jako funkce e~ 2.
Pro praktické provadéni této strategie je vSak nutno znat v kazdém okamziku

aktualni velikost populace, coz miize byt obtizné zjistitelné, nebo takika nemozné.
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V takovém pripadé je vhodnéjsi pouzit strategii konstantniho lovu. V pripadé,
kdy velikost tlovku je timérna intenzité lovu (napf. vynalozenému usili, kvalité
loveckych pomiticek a pod.), je naopak snadné realizovat strategii s proménnou
rychlosti, protoze staci lovit se stale stejnou intenzitou gq.

Kromé toho je pro ekonomicky nejvyhodnéjsi strategii lovu nutno uvazovat,
ze vétsiho tlovku dosdhneme jenom za pouziti vétsiho tsili. Na toto zvyseni usili
je nutno vynalozit vétsi ekonomické naklady, které snizuji celkovy zisk. Je tedy
nutno hledat urcitou rovnovahu — chceme odlovit co nejvice jedincii, abychom
méli co nejvétsi zisk, od urcité hranice je vsak jiz lov drahy a nevyplaci se. Tato
problematika, maximalizace ekonomického profitu, je podrobné rozpracovana v
odborné literatufe, zejména na prikladech z rybolovu.

3.2. Model dynamické rovnovahy poc¢tu druht na ostrové

Zivotni prostiedi podléhd neustalym zméndm, af uz vlivem éinnosti ¢lovéka
¢i vlivem jinych aspektii. V diasledku toho jsou nékteré zivocisné ¢i rostlinné
druhy ohrozeny, jiné vymiraji a jiné se naopak zacinaji vice a vice prosazovat.
K pochopeni tohoto procesu mize pomoci i ostrovni ekologie — studium vyvoje
druhd na ostrovech. Z hlediska pevniny jsou totiz ostrovy relativné nestala a
neustale se vyvijejici spolecenstva, vysoce citlivd na vnéjsi zasahy, na kterych je
mozno sledovat vyvoj jednotlivych druhii — jejich stability, rozmanitosti a pod.
Uvazujme ostrov, nachazejici se relativné nedaleko pevniny — takovy, Ze na néj
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mohou z pevniny migrovat nové druhy (vétrem, pfes mofe, v trusu ptékt a pod.),
které na ostrové dosud neziji. Tyto druhy se na ostrové bud uchyti nebo neuchyti.
V pripadé, ze se druh tispésné uchyti a kolonizuje ostrov, miize tato kolonizace
byt na tkor druhi jinych, které nasledkem tohoto vymfou. Protoze pevnina ma
mnohem vétsi nosnou kapacitu nez ostrov, slouzi jako jistd zasobarna novych
druhti pro uvazovany ostrov a ostrov je tedy neustale pod vlivem imigrace.
Protoze ostrov mé mensi nosnou kapacitu, nez mnohem rozlehlejsi a bohatsi
pevnina, mize na ném trvale zit méné druhii nez na pevniné.

R. H. Mac Arthur a E. O. Wilson pfedstavili v 60. letech 20. stol. nasledujici
teorii dynamické rovnovahy poc¢tu druhti na ostrove.

Predpokladejme, Ze rychlost kolonizace, tj. pocet druhu, které v ¢ase t pro-

niknou na ostrov a uspésné se zde zabydli, roste s poctem imigranti a klesa

s poc¢tem druhti, které na ostrové jiz ziji. Prvni pfedpoklad je zcela pfirozeny,

druhy vyjadfuje v ekologii obvyklé tvrzeni, ze komplexnéjsi spolecenstva orga-
nismd jsou stabilnéjsi a lépe odolavaji invazi novych druht. Pocet imigranti

klesa s rostouci vzdéalenosti ostrova od pevniny, coz je opét prirozeny predpoklad.
Rychlost pribyvani druht 1ze tedy vyjadrit ve tvaru

b

d(N + )’

kde N je pocet druht na ostrové v Case t, d je vzdalenost ostrova od pevniny, (3
je nezaporna a b kladna konstanta.
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Predpokladejme, Ze rychlost vymirani druhd, které v minulosti jiz tspésné
kolonizovaly ostrov, ale neobstaly v konkurenci pozdéjsich kolonizatort, roste
s klesajici rozlohou ostrova a s rostoucim poctem druhil na ostrové. Rychlost
vymirani druhi je tedy
N
S 3
kde S je rozloha ostrova a a kladna konstanta. Tento predpoklad je opét pfirozeny,
vzhledem k tomu, Ze ostrov mensi rozlohy ma mensi nosnou kapacitu. Kromé
toho, byl tento pfedpoklad provéfen i pokusy (viz dale).

Pocet druhi na ostrové rozlohy S ve vzdalenosti d od pevniny tedy vyhovuje
diferencialni rovnici

a

b N

N' = T (3.6)

Predpokladame-li, ze na pocatku byl ostrov neosidleny, pfipojime podminku
N(0) = 0.
Staciondrnim bodem je feSeni rovnice
b N

av+p ‘50

coz po vynasobeni faktorem N + (3 a po upravé vede na kvadratickou rovnici

N2+Nﬁ—%:o
ad
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Ny Ny

Obréazek 5: Parabola z ¢itatele zlomku v (3.7).

1 45b
s kladnym kofenem N; = 3 (—5 +14/6% + —d> a zapornym kofenem NJ =
ad
1 4Sb . Y10 v . 7 7’ *
3 —B—14/83%+ —7 Abychom rozhodli o stabilité stacionarniho bodu N7

bod N, nas nezajimé, protoze zaporné hodnoty N nemaji v nasem modelu
2 )
prakticky vyznam), pfevedeme rovnici na tvar

2 bS
a —N?-pgN+

T I (3.7)

N' =

odkud je zfejmé (nacrtnéte si parabolu v ¢itateli zlomku), Ze staciondrni bod Ny
je stabilni.

Vsimnéme si, ze velikost N;* roste s vétsi rozlohou ostrova S a s mensi
vzdélenosti od pevniny d.

Dale si vsimnéme, ze i kdyz se pocet druhti ustali na konstantni hodnoté,
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neni garantovano, ze druhové slozeni ztistane neménné. V praxi dojde k tomu,
ze druhové bohatstvi (podet druhil) bude konstantni, bude se vSak ménit slozeni
druhd.

Tyto poznatky byly potvrzeny pokusem s ostrivky pobliz Floridy. Ostravky
byly zbaveny chemickou cestou bezobratlych zivocichti. Za necely rok se druhové
bohatstvi diky invazi z pevniny obnovilo. Konkrétni druhové slozeni vsak bylo
jiné, nez pred zasahem, a toto druhové slozeni se neustale ménilo. Ostravky pobliz
pobtezi hostily vice druhii nez ty vzdalenéjsi a pri dodatecném umélém snizeni
velikosti nékterych ostruvku se jejich druhové bohatstvi zmensilo.

V roce 1883 byl opakovanymi sopecnymi vybuchy témér znicen zivot na
ostrové u sopky Krakatoa, ktery lezi cca 25km od Javy a mé rozlohu 20km?. Jiz
v roce 1921 byl tento ostrov osidlen 27 druhy ptakt. Tento pocet se v pozdéjsich
letech jiz neménil, ménila se pouze druhova skladba. Vzhledem k tomu, Ze ptéci
snadno pronikaji na ostrov, se pomérné rychle obnovila jejich rovnovaha. Hodnoty

b
koeficientu v tomto pripadé jsou 1= 22rok !, 3 =1a @ _ 0,03rok '. Rostlin

bylo na tomto ostrové v roce 1934 celkem 271 druhi, tento pocet vsak nadale
rostl. Ponékud paradoxné muze jevit fakt, Ze jako prvni se na ostrové aspésné
uchytili mrchozravi zZivocichové. Tento jev je vSak prirozeny, uvédomime-li si,
7e tito zivocichové méli nejhojnéjsi zdroje potravy v podobé mrsin zZivocichii
neaspésné invadujicich druhi.

Zaklady ostrovni ekologie nachazeji jisté uplatnéni i pfi zakladani a udrzovani
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rezervaci, za ucelem zachovani druhové pestrosti. Protoze, jak ukazuje ostrovni
ekologie, omezené kapacity ostrova a nizkd migrace zptiisobi, ze preziva pouze
omezeny pocet druhi, je nutno ”ostrovnim efektim” co nejvice zabranit. To
lze ¢init napriklad zakladanim rezervaci o velké rozloze. Dale je vhodné, aby
v rezervaci byl velky pocet ekologickych nik a remizkd, kde se jednotlivé druhy
mohou uchytit (zvétsi se b a zmensi a). Je-1i nutno zalozit rezervaci o malé rozloze,
je nutno ji podrobit velice pfisnému rezimu ochrany.

3.3. Populace pod preda¢nim tlakem

Uvazujme jednodruhovou populaci, vyvijejici se v prostiedi, kde se nachazi i jeji
prirozeny neptitel. Populaci miize byt naptiklad néjaky druh hmyzu, pfirozenym
neptitelem ptaci. Model, ktery si vylozime, byl zkonstruovan na modelovani
dynamiky vyvoje obalece smrkového v kanadskych lesich.

Predpokladejme, ze populace predatoru je stabilizovana a ze preziti predatort
neni zavislé na velikosti sledované populace. To nastane zejména v pripadech,
kdy mé predator v prostiedi i alternativni zdroje potravy.

Situaci budeme modelovat diferencialni rovnici

dN
de

kde prvni ¢len na pravé strané rovnice odpovida logistickému ristu populace a
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druhy ¢len na pravé strané charakterizuje, jak je vyvoj populace zpomalovan
pusobenim predatort. Plisobeni predatori je charakterizovano nésledujicimi
znaky

e Bez pritomnosti kofisti dravci nic neulovi, tj. V' (0) = 0.
Je-1i vice kotisti, predatori ji neulovi méné, tj. V je neklesajici funkce

Predatori nemohou ulovit neomezené mnoho koftisti, ale lovi pouze do jisté
hladiny nasyceni, funkce V' je proto ohranicena.

Je-li populace kotisti mala, dravci ji témér nelovi, ale davaji prednost dostup-
néjsim zdrojim potravy, funkce V tedy zpocatku roste pomalu.

Ludwig, Jones a Holling (1978) navrhli funkci V' ve tvaru

N2

V) =S

kde a,b jsou kladné konstanty. (Podrobnéjsi diskusi o trofickych funkcich je
mozno nalézt u modeld dravce a kofisti nize.) Uvazovanou populaci tedy budeme
modelovat rovnici

dN N N?
(12 N5 .
at T( K) ‘N (38)
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Abychom mohli kvalitativné prozkoumat vlastnosti feSeni, pokusime se ponékud
zjednodusit pravou stranu rovnice. Budeme se snazit predevsim snizit mnozstvi
parametru figurujicich v rovnici a eliminovat parametry z trofické funkce, protoze
tento Clen na pravé strané rovnice je slozité€jsi nez ¢len z rovnice logistického
rustu.

Zavedeme novou zavisle proménnou z substituci N = bx. Biologicky to
znamena, ze velikost populace budeme méfit v novych jednotkach, které jsou
b-nésobkem ptvodnich jednotek. Po této substituci mé rovnice (3.8) tvar

dx bx b2
= e (1 Z V=-S5 -
bE T( K)m S 12

bx z?
=rb(1-Z)p_5-2
T( K)T P TI

Tuto rovnici je mozno dale prepsat

Zménime-li dale jednotky méfeni ¢asu substituci 7 = > a zavedeme nové
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T 7 . I .
parametry « = , ma rovnice pro vyvoj populace tvar

dzx 1 T x?
— =« - lz— ————.
dr I} 2 +1

Jedna se tedy o klasickou rovnici pro vyvoj jednodruhové populace se specifickou

mirou rustu
a8 a8
v) = 1 _— _— =
) =@ ( [)’) T2+ 1

Stacionarnimi body rovnice jsou * = 0 a vSechna FeSeni rovnice

p(z) =0. (3.9)

Protoze 1(0) = a > 0, je stacionarni bod x* nestabilni. Protoze pu(z) < 0 pro
x > [, nemuze velikost populace trvale presahovat hodnotu 3. Upravime-li vy-
razy v p(z) na spoleény jmenovatel, obdrzime v ¢itateli polynom t¥etiho stupné
a ve jmenovateli polynom, ktery je kladny pro vSechna x € R. Odsud plyne,
Ze na intervalu (0, 3) mé rovnice (3.9) jeden nebo tfi redlné kofeny (pfipad
nasobnych kofenti neuvazujeme, protoze nastane jenom pro velice specialni hod-
noty parametrid «, 3 a pravdépodobnost jevu, Ze parametry budou mit pfesné
pozadované hodnoty je nulovd). Vyfesime rovnici (3.9) graficky. Oznacime-li

f@) =« (1 - %) ag(z) = ﬁ, je grafem funkce f pfimka prochézejici body
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[0,] a [B3,0] a graf funkce g je sice ponékud komplikovanéjsi, ale je nezavisly na
konkrétnich hodnotach parametrt a, 8 (pfesné k tomu sméfoval nds postup pii
eliminaci nadbyteénych parametri z rovnice (3.8)). Stacionarni body nalezneme
v prusecicich kiivek, které odpovidaji grafim funkci f, g. Vzhledem k tvaru grafu
funkce g vidime, ze jsou mozné dva kvalitativné rozdilné pripady.

(i) MA-li rovnice (3.9) jediné FeSeni z7, je u(z) > 0 pro x < zi a u(z) > 0 pro
x > x] a bod z7 je stabilnim staciondrnim bodem. Velikost populace se ustali
na hodnoté z7, kterd je nizsi, nez nosnd kapacita prostfedi bez pritomnosti
predatort.

M&-li rovnice (3.9) t¥i kladné kofeny na intervalu (0, 3), oznacme tyto kofeny
podle velikosti x7, 23, #5. Z grafu funkei je patrné, Ze u(z) > 0 pro 0 < z < zj
aprozy <z < xj ap(xr) <0 proz] << zsax > ;. Staciondrni body
x7, x5 jsou stabilni, stacionarni bod z3 je nestabilni. Velikost populace se tedy
ustéli bud na stavu 2] nebo z3. O tom, do kterého z téchto stavi velikost

populace dospéje, rozhoduje poc¢atecni podminka. Uvazujme nékolik scénait
vyvoje.

(a) Pronikne-li do prosttedi obsazeného predatorem nékolik jedincii sledované
populace, zacnou se zde mnozit (invazni parametr 1 (0) je kladny) a
velikost populace vzroste na hodnotu z7.
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(b) Pokud se populace ze stavu 2] pfemnozi (napiiklad po vyhubeni preda-
tora) na hodnotu vyssi, nez =3, pak ani umélé opétovné vysazeni pre-
datora a obnoveni zivotnich podminek v prostfedi na ptivodni hodnoty
nepovede k obnoveni pivodniho stavu populace, ale populace ztstane
trvale pfemnozena na hodnoté z5.

Pokud do prostredi, ve kterém se nachazi pouze sledovana populace
ustalena na velikosti ur¢ené nosnou kapacitou prostredi pronikne preda-
tor, bude velikost populace zredukovana pusobenim téchto predatori na
hodnotu z3.

Pokud nevhodnym vnéjsim zdsahem (napft. ¢lovéka) dojde k masovému

thynu populace a tento thyn zredukuje velikost populace na hodnotu

nizs$i nez x5, pak ani obnoveni puvodnich podminek nevede k obnové

puvodniho stavu, ale velikost populace se ustali na nizsi stabilni hodnoté
2

27

3.4. Vyvoj populace ve fragmentovaném prostredi

Uvazujme populaci Zijici ve fragmentovaném prostiedi. Tuto fragmentaci si mii-
zeme predstavit jako systém ostrtvki, ve kterych se populace nachazi. Tyto

ostriivky (fragmenty) jsou zfetelné oddéleny. (Napiiklad louky nebo lesni pa-

louky.)
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W)

Obrazek 6: Populace pod predacnim tlakem, t¥i stacionarni body.

Obrazek 7: Populace pod predacnim tlakem, jeden stacionarni bod.
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Nékteré z téchto podlokalit mohou byt nevhodné pro trvalé osidleni a populace
na nich mize prezivat jen diky pristéhovalctim.

Na nékterych podlokalitach zase miize vlivem ndhodnych jevi populace zcela
vymrit a za nékolik let se zde muze znovu objevit, diky pfeneseni nékolika jedincti
z jiné podlokality, kteri se zde rozmnozi.

Predpoklddejme, Ze mira migrace je tak mala, Ze neni mozné posuzovat
populaci jako jedinou populaci, kterd se tidi logistickou nebo jinou obdobnou
rovnici. Takova sit mistnich malych populaci, které jsou propojeny obcasnymi
nahodnymi migracemi, se nazyva metapopulace.

Budeme sledovat, jaké procento podlokalit (fragmentt) bude danou populaci
obsazeno.

Ozna¢me n(t) pocet fragmenti, které jsou v ¢ase ¢t obsazeny sledovanou
populaci, N celkovy podet fragmentt, d(n) rychlost vymirani lokalnich populaci,
tj. pocet lokalnich populaci které vyhynou za jednotku c¢asu v pripadé, ze je
obsazeno pravé n fragmenti a koneéné ozna¢me b(n) rychlost kolonizace novych
fragmentt, tj. pocet fragmenti prostredi, které jsou za jednotku casu nové
kolonizovany za predpokladu, Zze populace je rozdélena do n fragmenti Zivotniho
prostiedi.

Relativni ¢etnost obsazenych fragmentt v ¢ase ¢ ozna¢me xz(t), plati tedy

@ Zacatek e Predchozi eDalsi ePosledni eZpatky ePIna obrazovka e Zavfit soubor e Konec



Funkee b a d musi spliiovat pfirozené podminky b(0) = b(N) = 0, b(n) > 0 pro
n > 0,d(0) =0, d(n) > 0. Tyto podminky vyjadiuji, Ze pokud vSechny fragmenty
jsou prazdné nebo obsazené, nemiize dojit ke kolonizaci, protoze bud nejsou
zadni potencialni kolonizatori, nebo neni co kolonizovat a pokud neni zZadny
fragment kolonizovan, zadnd populace nevymira. Jednoduché funkce, spliujici
tyto podminky, jsou

b(n) = an®(N —n)?, d(n) = bn?,

kde a, b, o, 3,7 jsou kladné konstanty. Po dosazeni do rovnice pro z’ obdrzime
,  an®(N —n)? —bn?
——
N
= aNHP=1go(1 — )P — N1z

a po preznadeni konstant A = aN®T#~1 1 = N7~! obdrzime matematicky model

o =x®(1—2z)P — vz, (3.10)
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Jediné realistické hodnoty veliiny « jsou z intervalu [0, 1].

Rovnice (3.10) ma staciondrni bod z7 = 0. Pokusme se najit ostatni sta-
cionarni body. Nejprve rozlozime pravou stranu rovnice na soucin: vytkneme
nejvyssi moznou nezapornou mocninu proménné z. K tomu je vSak nutno uvazo-
vat oddélené o < v a a > ~y. (Pravdépodobnost splnéni rovnosti @ = ~y je nulova
a nebudeme se timto p¥ipadem zabyjvat. Ctenai si tento piipad miize rozmyslet
jako samostatné cviceni.)

Pfedpokladejme nejprve « < . Rovnice (3.10) m4 tvar

' = 2%(\(1 — z)P — vz,

Oznacme f(x) = A1 — z)° — v2?~“. Funkce f je kladna v bodé = = 0, zadporna
v bodé 2 = 1 a klesajici na intervalu (0, 1). Vskutku, pfimym vypoctem ovéfime,
Ze plati

f(0)=A>0,
f(l) =-v< 07
—a)z" "t <o.
Existuje tedy jediny bod x3 s vlastnosti f(z3) = 0 a prava strana rovnice je

kladnd pro z € (0,3) a zdporné pro « € (x5, 1).
Stacionarni bod z] = 0 je tedy nestabilni a stacionarni bod x5 stabilni.

@ Zacatek e Predchozi eDalsi ePosledni eZpatky ePIna obrazovka e Zavfit soubor e Konec



Relativni Cetnost obsazenych fragmentu zivotniho prostiedi se tedy ustali na
kone¢né hodnoté z3.
Nyni pfedpokladejme o > . Rovnice ma potom tvar

o =2 A\z*7(1—z)P — X)

Oznaéme g(z) = 2% V(1 — z)° — % Funkce g(x) je zapornd na koncich intervalu

(0,1) a m& uvnitf tohoto intervalu jedno lokalni maximum. Vskutku,

(0 = 7)2* L1 = ) + 2°B(1 — 2) (1)

(1 - )12 (@ — 9)(1 — a) — Ba]
— (-2 " Yo~y — a(a — 7 + B

@ =7
a—v+p’
a klesajici na (#,1). Pocet nulovych bodu funkce g zavisi na znaménku funkéni
hodnoty ¢(Z). Budeme tedy uvazovat dva piipady. Necht nejprve plati

9(2) < 0. (3.11)
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Za téchto pfedpokladi je funkce g(z) a tedy i prava strana diferencidlni rovnice
zdpornd pro vSechna x € (0,1) a vSechny integralni kiivky proto klesaji ke
staciondrnimu feSeni 7, které je stabilni. Pfi téchto hodnotéch parametrii tedy
populace v kazdém pripadé vyhyne a neziistane obsazeny ani jeden fragment
zivotniho prostiedi.
Nyni, necht naopak plati
g(#) > 0. (3.12)

Za téchto podminek existuji dva nulové body funkce g(z) na intervalu, které
ozna¢ime z3 a x5 tak, ze plati 25 < x%. Funkce g(z) a prava strana diferencidlni
rovnice jsou tedy zaporné pro x € (0,23) a pro « € (23,1) a kladné pro =z €
(23, x3). Staciondrni body rovnice 27 = 0 a x3 jsou stabilni a stacionarni bod

x5 je nestabilni. V zavislosti na tom, jaka je pocatecni podminka, integralni
kiivky konverguji bud k feseni z = 0, nebo = = z5. Metapopulace vyhyne, pokud
na pocatku je méné obsazenych fragmenti, nez odpovida hodnoté z5. Je-li na
pocatku obsazeno vice nez z; fragmentt, ustali se pocet obsazenych fragmentu
na hodnoté z3.

e 7 uvedeného rozboru plyne, Ze i kdyZ na jednotlivych fragmentech zivotniho
prostfedi maze populace vymizet, diky obcasné migraci mtuze populace jako
celek trvale prezivat.

e Za podminek vhodnych k prezivani populace se pomér obsazenych a neobsa-
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zenych fragmentu zivotniho prostiedi ustali na jisté konstantni hodnoté, dané
stabilnim staciondrnim stavem. Z tohoto diéivodu sniZeni poc¢tu neobsazenych
fragmentt vede ve svém dusledku k odpovidajicimu sniZeni poc¢tu fragmenti
obsazenych. Z toho plyne, ze pro zachovani optimalnich podminek pro vyvoj
populace je nutno chranit nejen fragmenty obsazené, ale i neobsazené, které
slouzi jako jista zéaloha, do které se miize populace pfenést pii vyhynuti na

jinych fragmentech. Zni¢eni volnych fragmenti vede k tomu, Ze tyto zalohy

nejsou k dispozici a v pripadé vyhynuti populace na nékterém z fragmentt

se zivot nema kam prenést a opét se nastoli rovnovazny pomér mezi poctem
fragment® obsazenych a neobsazenych. Pritom znic¢enim fragmentu v tomto

smyslu rozumime jakékoliv zabranéni populaci, aby se diky migraci mohla na
tento fragment presunout. Nemusi se tedy jednat pouze o fyzickou destrukci
dané lokality, ale i naptiklad o ”pouhé” uzavreni ptirozeného koridoru, ktery
migraci umoznuje a kterym muze byt dana lokalita kolonizovana.

Ve fragmentovaném prostfedi podle vysSe uvedeného modelu zustavaji vzdy
néjaké neobsazené lokality. To muze byt vyhodou pro jiné, konkurencéné slabsi
biologické druhy, které nemizou s nasim uvazovanym druhem koexistovat,
protoze pti vzajemné koexistenci podlehnou konkurenc¢nimu boji a vyhynou
(viz nékteré modely déle). Vzhledem k tomu, Ze nékteré fragmenty jsou
neobsazeny, staci, aby konkurenc¢né slabsi druh byl schopny rychlejsi migrace
nez konkurencné silnéjsi druh, a mutze dojit k tomu, ze oba druhy budou
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koexistovat (nikoliv vSak na téze lokalit€).

3.5. Model samodisténi jezer
3.5.1. Zakladni model samodisténi

Necht veli¢ina x udava hmotnost populace ¢astic, které znecistuji vodu v jezere
o objemu V. Predpokladejme, ze do jezera pritéka cista voda a stejnou rychlosti
odtékd voda s necistotami (hladina se neméni, je v ustdleném stavu). Necht
veli¢ina r udava, jaky objem vody se v jezefe takto vymeéni za jeden den. Pfedpo-
kladejme dale (ponékud nerealisticky), Zze rozdéleni znecistujicich éastic v jezete
je rovnomeérné.

Ubytek hmotnosti neéistot za ¢asovou jednotku je dan derivaci z’.

r r
Tento tbytek hmotnosti je mozno vyjadrit téz ve tvaru V.T, kde v je pro

dané jezero kladna konstanta udavajici, jak velka ¢ast z celkového mnozstvi vody
se v jezefe vyméni za ¢asovou jednotku. Oznacime-li tuto konstantu symbolem £k,
je proces ubytku necistot v jezefe popsan diferencialni rovnici

¥ = —kzx. (3.13)

Znaménko ”—" vyjadifuje, Ze intenzita zneciSténi v jezefe klesa. Je-li zndma

intenzita poc¢ateéniho zneéisténi (napf. je-li zndmo, ze v den ¢ = 0 obsahovalo
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jezero xo kg nedistot), vyjadiime tuto informaci poc¢ateéni podminkou
z(0) = xo. (3.14)

Rovnice (3.13) mé jediny staciondrni bod 27 = 0, ktery odpovida stavu, kdy
jsou z jezera vyplaveny viechny necistoty. Resenim rovnice (3.13) s pocateéni
podminkou (3.14) je klesajici exponencidlni funkce

T = zoe Ft. (3.15)

Vidime tedy, Ze vyplavovani necistot probiha tak, Ze za pevny Casovy At se
mnoZstvi neéistot v jezefe sniz e #At-krat.

Navic, zcela v souladu s prirozenym ocekavanim, proces samocisténi bude
tim rychlejsi, ¢im bude vétsi konstanta k, tj. ¢im bude jezero mensi a ¢im bude
rychlejsi pfitok 7 a tim i rychlej$i vyména vody v jezere.

Predpokladejme nyni, Ze do jezera neustale pritékaji dalsi necistoty rychlosti
¢(t). Rovnici (3.13) je potom nutno modifikovat na rovnici

x' = —kx + c(t). (3.16)

Pokud je ¢ konstantni, jednd se o autonomni rovnici se stabilnim stacionarnim

c
feSenim 2 = z Je-li ¢(t) nekonstantni, je rovnice (3.16) linedrni a je mozno ji
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vyfesit explicitné. Resenim spliiujicim po¢ateéni podminku z(tg) = o je funkce

it
x = e kt—to) [l‘o + / c(s)ek(sm)ds} .
Jto

3.5.2. Model soustavy dvou jezer

Uvazujme nyni soustavu dvou znecisténych jezer. Do prvniho jezera o objemu
V1 vtéka cista voda rychlosti r a vytéka stejnou rychlosti voda znecisténa. Tato
znecisténd voda vtéka (opét rychlosti r) do druhého jezera o objemu V5 a stejnou
rychlosti vytéka z celé soustavy jezer voda obsahujici necistoty z obou jezer.

Y 5 o Y 0 2 q T r
Oznac¢me konstanty v rovnici samocisténi jednotlivych jezer k; = A aky = A
1 2

déle ozna¢me z(t) mnoZstvi nedistot v ¢ase ¢ v prvnim jezefe a y(t) mnoZstvi
necistot v case t v druhém jezere a xg, yo pocatecni hodnoty znecisténi jezer

v Case ty = 0. Soustavu je mozno popsat matematickym modelem

= —kaz,

(3.17)

/

y = kix — koy.

Stacionarnim bodem systému je bod [0, 0], ktery odpovid4 stavu, kdy jsou z obou
jezer vyplaveny vSechny necistoty. Tento bod je w-limitnim bodem vsech trajek-
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Obrazek 8: Model soustavy dvou jezer.

torii, obsazenych v prvnim kvadrantu. Systém ma y-nulklinu
kl.’IJ — ka =0

a xz-nuklinu
rx=0

MnoZstvi necistot v prvnim jezefe je klesajici funkei ¢asu, protoze ' < 0. Lze

dokonce explicitng vyjadfit tuto zavislost funkei © = zge *17.

Mnozstvi necistot v druhém jezefe roste, pokud plati k1z — kay > 0 a klesa,
pokud plati nerovnost opacna. Je-li kijxg — koyo < 0, je funkce y klesajici pro
vSechna t. Je-li kizg — kayo > 0, je funkce y zpocatku rostouci. Protoze funkce x
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klesa k nule, nastane okamzik t*, ve kterém bude platit
kiz(t™) — key(t™) =0

a od toho okamziku bude funkce y(t) klesajici. V éase t* tedy dosdhne znedisténi
druhého jezera maximalni hodnoty.
Diferencialni rovnice trajektorii v roviné zy je

dy  kiz —kay 1
— == =1 —,
dzx —k1x +7“m/y,

kder = =2 = - je pro danou dvojici jezer konstanta. tato rovnice je linearni di-

ki Vs

ferencidlni rovnice prvniho fadu. Jejim feSenim y = y(x), které splituje podminku

y(x0) = yo je funkce
i 1 z \" 1
= Z — - x.
Y oy T L=

Lokélni maximum funkce y(z) nastava v bodé z*, kde je derivace nulové, tj. kde

plati
1 1 ! 1
(.UO+ 1_7‘.73()> 7’% (—) = 1_T.TJ o
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(B2

. =
& = 2, (T( Mo
Zo

Toto maximum je mozno uréit z rovnice y-nulkliny

YL

T Zo

Pokud na pocatku byly necistoty jenom v prvnim jezete, tj. pokud yo = 0, je
maximum necistot, které budou v druhém jezete

* -
y = ril-r 'TO-

Kromé tohoto je dokonce mozné explicitné analyticky vyjadrit i zavislost
veli¢iny y na c¢ase, protoze y spliiuje linearni diferencialni rovnici

k1

y' = kizoe M1t — kyy,

kterou lze tesit explicitné.
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3.5.3.

Oznac¢me indexy pét velkych kanadskych jezer, jak je uvedeno v tabulce.

P&t kanadskych jezer

index %

jezero

objem V;
[mile®]

pritok f;
[mile? /rok]

5

Horejsi
Michiganské
Huronké
Erijské
Onatrio

2900
1180
850
116
393

15
38
15
17
14

Ozna¢me p; koncentraci necistot v pritoku i-tého jezera. Déale oznac¢me f;;

ro¢ni tok mezi jezerem ¢ a jezerem j v kubickych milich za rok. Plati fi3 = 15,
faz = 38, f34 = 68, fi5 = 85 a fs6 = 99, kde f56 je rocni odtok ze soustavy jezer.
Oznac¢me z; miru znecisténi i-tého jezera. Soustava popisujici vyvoj systém

@ Zacatek e Predchozi eDalsi ePosledni eZpatky ePIna obrazovka e Zavfit soubor e Konec



ma tvar (porovnejte s mapkou jezerniho systému a s modelem dvou jezer)

/ f13
x =p1f1——$1

T/Q =pafo

fi3 fa3 f34
Th = +—x1+—x2——2x
3 =Dp3f3 P Tt e

Ty = Pafa

T = Dpsfs

pocitaci je nutno zadat mnozstvi necistot p; v pritocich jezer (nemusi se jednat o
konstanty) a pocateéni hodnoty znecisténi. Pochopiteln&, model nebere v tivahu
efekty, které byly vylouceny z tvah u jednoduchého modelu jednoho jezera.

3.6. Model chovani

Cilem této kapitoly je studovat typy chovani zivocicht a zjistit, zda né€ktery typ
chovéni ptinasi jeho nositelim evolu¢ni vyhodu. Nejprve uvedeme obecny model
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chovéni, ktery budeme pozdéji konkretizovat pro spolecenstvi se dvéma a se tfemi
typy chovani.

Uvazujme populaci o velikosti N (¢). Pfedpokladejme, Ze ¢lenové této populace
pri boji o zdroje nutné k preziti a k rozmnozovani pouzivaji néktery z celkem m
vzorcl chovani. Pfitom dany jedinec tento vzorec chovani zdédi po svych rodicich,
v pribéhu zivota jej vSak muize zménit podle toho, co je pro né€j nejvyhodnéjsi.

Ozna¢me pro ¢ = 1..m symbolem n;(t) pocet jedinct, ktefi v Case ¢ pouzivaji

m

i-ty vzorec chovéani. Plati zfejmé Z n;(t) = N(t).

Daéle ozna¢me x;(t) ¢etnost jeéﬁrllcﬁ, ktefi pouzivaji i-ty vzorec chovéni v po-
N(t) &
pravdépodobnost toho, ze néhodné_vybrany jedinec pouziva i-ty vzorec chovani.

Predmétem naseho studia bude rozlozeni jednotlivych vzorci chovani v popu-
laci. Rychlost, s jakou se méni ¢etnost jedinct s i-tym zpusobem chovéani je dana

derivaci
() = m—(t))’ _ RN - (N1
v N(t) N2(t) ’

Ozna¢me a;; "evoluéni zdatnost jedince” s i-tym vzorcem chovani, ktery se
u zdroje stfetl s jedincem pouzivajicim j-ty vzorec chovani. Evolu¢ni zdatnosti

pulace. Je tedy z;(t) = a Zrl(f) = 1. Tato veli¢ina soucasné udava
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pritom budeme rozumét praimérny pocet potomkt za ¢asovou jednotku. Proto

m
ZOUTJ —u n(t)

=il

ZGUTJ —u N(t)zi(t),

=il

kde u je timrtnost. Pfitom predpokladame, ze Gmrtnost je stejnd pro vsechny
jedince, nezavisle na jejich vzorci chovani. Dale plati

N'(t)

E gamrz T]

=1 j=1

Dosazenim do derivace ;(t) obdrzime (pro stru¢nost budeme vynechavat zavislost
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m
N E QT4 Tj — Nu xX;

Jj=1

N.Ll Niiaijibi .’L’j—uN /N2

i=1 j=1

Ea”TlTJ W d8y = a8y E E(IZ]TZT] u

=1 j=1

m m m

s E Qi Tj — E E Qi T4 Tj

j=1 i=1 j=1

Protoze ¢ = 1..m, jedna se o soustavu m diferencialnich rovnic. Relevantni feseni

této soustavy jsou pouze ta, ktera splnuji Z x;(t) = 1. Nyni budeme specifikovat
i=1

jednotlivé vzorce chovani.
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3.6.1. Model soupereni ”jestrabu” a ”holubic”

Necht se v populaci vyskytuji dva vzorce chovani — jedince pouzivajici prvni
z nich budeme nazyvat ”jestfabi” a druhy ”holubice”. Chovani se projevi, pokud
se dva jedinci setkaji u téhoz zdroje. Jestiab o zdroj bojuje a ustoupi pouze po
prohraném boji. Holubice o zdroje nebojuje a zkonzumuje zdroj pouze pokud
protivnik ustoupi bez boje. Pfedpokladejme, Ze kazdy jedinec v populace ma
evolu¢ni zdatnost c. Pri zkonzumovani zdroje si miize tuto zdatnost posilit
o hodnotu V, pokud je nucen a ochoten o zdroj bojovat, je jeho evoluéni zdatnost
naopak snizena o hodnotu D. Tato hodnota pritom miize byt vétsi nez V — tj.
naklady na boj mohou byt vétsi nez uzitek z vyhraného boje.

Setkaji-li se u zdroje dvé holubice, jedna z nich ustoupi bez boje a druha
zkonzumuje zdroj. Predpokladejme, Ze po c¢astych setkanich tohoto typu kazda

holubice zkonzumuje primérné polovinu zdroji, tj. ass = ¢+ —.

Setka-li se u zdroje holubice s jestiabem, zkonzumuje cely zdroj jestiab, tj.
aio=c+V aas =c.

Setkaji-li se u zdroje dva jestiabi, ani jeden z nich neustoupi a bojuji o zdroj.
Predpokladejme, ze vSichni jesttabi jsou stejné silni a po boji je pravdé‘%odognost

zkonzumovani zdroje polovicni pro kazdého jestraba. Proto a11 = ¢ + 7
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Vzorce chovani se vyvijeji podle modelu

T/l = 131(G11131 + @12T2 — 117171 — Q122122
— A2122T1 — a22«752172)-,

51"/2 = $2(a211’1 + a92T2 — 117171 — A12T1X2
— (217271 — 0/22132-732),

T1+T2:1

Jednd se o soustavu dvou diferencidlnich rovnic s jednou vazebni podminkou.
Vyjéddifme-li x5 = 1 — 21 a dosadime-li do rovnice pro x}, obdrzime

!
Ty =21 [(1111‘1 +aio(l—21) — a1z

—a1221(1 — 1) — a21(1 — z1)z1 — ag(l — '731)2}
=71 [am — Q22 + 331(@11 — 2a12 — az1 + 2(122)

+ 23 (—a11 + a12 + az1 — as)
=z1(1 —21) [0/12 —agz +z1(a11 — a12 — az; + (122)]

o

Vzhledem k vypoctenym hodnotdm parametrt a;; se cetnost vyskytu jestidbt
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v populaci ¥idi diferencialni rovnici
(3.18)

kde frekvenci vyskytu jestiabu jsme pro struc¢nost preznacili na x. Stacionarni

v
body této rovnice jsou z* = 0, z** = 1 a zf = D Jediné realistické hodnoty x

jsou z intervalu [0, 1].

Pokud plati V' > D, m4 systém na intervalu [0, 1] dva staciondrni body z* = 0
a ™" = 1. Prava strana rovnice (3.18) je kladnd na intervalu [0,1]. Bod z*
je tedy nestabilni a bod z** stabilni. Znamend to, Ze af je pocatecni rozlozeni
vzorcl chovani v populaci jakékoliv, evolu¢né stabilni je pouze populace slozena
ze samych jestfabd, tj. z jedincu, kteri bojuji o zdroje. Jsou-li tedy naklady na
boj o zdroje nizsi nez uzitek ze zdroji, nevyplati se ustupovat pii soupefreni
o zdroje. Tento model koresponduje naptiklad s chovanim stromt v lese. Zde
jsou naklady na boj obsazeny v rtistu delsiho kmene, vitézem je nejvyssi strom,
evoluéni vyhodou je dostatek svétla pro dalsi rast. Protoze se vSechny stromy
chovaji jako jestfabi, snazi se vSechny stromy byt co nejvyssi. Toto je patrné
zejména v tropickych oblastech, kde je uzitek z boje o slunecni svit nejvyssi.

Pokud jsou naklady na boj vétsi nez uzitek ze zdrojt, plati V' < D. V tomto
piipadé ma systém na intervalu [0, 1] tii stacionarni body 0 = 2* < 2 < 2** = 1.
Prava strana rovnice (3.18) je kladna pro = € (0,z') a zdporna pro x € (z',1).
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Obrazek 10: Model chovéni (3.18), V'
Obréazek 9: Model chovéani (3.18), V > D D

Jedinym stabilnim staciondrnim bodem je tedy z'. To znamena, ze populace vidy

dospéje do stavu, kdy je v populaci pfitomno z' = D jestfabtia 1 —af = —
holubic. V populaci tedy budou pfitomni i jestrabi i holubice.

Prave provedend analyza ukazuje, Ze at jsou podminky jakékoliv, vzdy budou
v populaci pritomni jesttabi. Pfitom pravé jestfabi paradoxné plytvaji zdroji
energie na boj, namisto, aby celou energii zamérili na rozmnozovani. Z hlediska
efektivity pfi vyuzivani zdroji prostiedi plati, ze populace slozena ze samych
holubic vyuziva zdroje prostfedi nejefektivnéjsim moznym zptsobem. Pfesto je
takova populace evolucné nestabilni! To potvrzuje znamou skutec¢nost, ze evoluce
probiha na trovni jedincd a nikoliv na trovni populace jako celku. Pronikne-li
do populace samych holubic jeden jestfab, ma znacnou evoluéni vyhodu, protoze
kazdy zdroj, u kterého se nachazi, zkonzumuje. Tim poroste jeho evolu¢ni zdatnost
a jeho geny se budou v populaci rychle §i¥it. Az s rostoucim zastoupenim dal$ich
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jestiabt roste pravdépodobnost, Ze na sebe narazi dva jesttabi. Jsou-li naklady
na boj vétsi nez uzitek ze zdroju a je-li v populaci mnoho jestiabti, je pro jestiaba
vhodnéjsi nebojovat, ale ustoupit a chovat se jako holubice.

3.6.2. Model soupefeni ”jestfab11”’, ”holubic” a ”mé&stakna”

V tomto modelu budeme uvazovat kromé predeslych vzori chovani jesté treti
vzorec chovéni, jehoZ nositele budeme nazyvat "méstaci”. Budeme se snazit
modelovat teritorialni chovani né€kterych zivocichi, kteri brani svoje tizemi ¢i své
druzky.

Predpokladejme nyni, ze je néjakym zptisobem pfifazeno vlastnictvi zdroju.
Jesttabi i holubice se budou chovat v souladu s pfedchozim modelem, tj. jestiab
vzdy bojuje o nalezené zdroje, holubice vzdy misto boje radé€ji ustoupi. Nositel
nového vzorce chovani, méstédk, brani zdroje ve svém vlastnictvi jako jestfab a
v ostatnich ptripadech se chovéa jako holubice. Necht 21, 25 a 23 oznacuje postupné
relativni detnost vyskytu jestfabti, holubic a méstakt v populaci.

Koeficienty a11, a2, a21, ass jsou stejné jako v predchozim modelu. Chovani
méstaka zalezi na tom, zda zdroj, u kterého se stietl s jinym jedincem, je ¢i neni
v jeho vlastnictvi. Pritom pro jednoduchost predpokladejme, Ze stretnou-li se dva
jedinci u téhoz zdroje, je pravdépodobnost, Ze kterykoliv z nich je vlastnikem

tohoto zdroje, stejna, tj. 2"
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Stietne-li se jesttab s méstakem a zdroj je ve vlastnictvi jestfaba, nedojde
k boji, méstak ustoupi a jeho evolucéni zdatnost se nezvysi, jestfab zkonzumuje
cely zdroj a jeho evolucéni zdatnost se zvétsi o V. Je-li vsak zdroj ve vlastnictvi
méstaka, dojde k boji a primérny uzitek obou jedinct bude
symbolice proto plati
1 1V —-D
az=c+ =V 4+ 5
13 + 3 + 5 3
o 1V —-D I 10
az1 =c+ = =0.
o 2 2 2
Stietne-li se holubice s méstakem u zdroje ve vlastnictvi méstaka, je prirtustek
zdatnosti V' pro méstdka a nulovy pro holubici. Je-li vSak zdroj ve vlastnictvi
holubice, zkonzumuje kazdy prumérné polovinu zdroje. Matematicky vyjadfeno,
plati
aF 10 aF LV
ags =c+ = ——
2 2" 22"
1 1V
=c+=-V+=-—.
G =ct3l oy

Pii stfetnuti dvou méstakt ma cely uzitek V' pouze majitel zdroje a proto

1 1
33=c+ =V + =0.
ass (’+2 +2
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Napiseme-li diferencidlni rovnice pro vyvoj vzorcu chovani xy, x2, T3,
pouZzijeme-li podminku z3 = 1 — x7; — z2 a preznacime-li frekvenci vyskytu
jestifabt symbolem z a frekvenci vyskytu holubic symbolem y, obdrzime
matematicky model

1
7 = Zw(V—D—(V—D);L*+(V+D)y—2D$y>a

(3.19)

1
y = Zy(—v +(2D = V)z + Vy — 2Day).

z-nulklinami systému jsou primka a hyperbola

z =0,
Nog: V—D—(V —D)x+ (V+D)y—2Dzxy=0.

y-nulklinami jsou primka a hyperbola

Ny - Y= 07
noy: —V+(2D—-V)x+Vy—2Dzy=0.

@ Zacatek e Predchozi eDalsi ePosledni eZpatky ePIna obrazovka e Zavfit soubor e Konec



Singuldrnimi body systému, které lezi v prvnim kvadrantu, jsou S; = [0, 0],

Sy = [1,0], S5 = [0,1] a pokud plati V' < D, paki Sy = [%7 %] O stabilité
téchto bodi mizeme rozhodnout pomoci tvaru smérového pole. Je-li V' > D, je
stabilni pouze bod S;. Stav populace se tedy (stejné jako u dvou vzorct chovani)
ustali na stavu, kdy v populaci jsou pritomni pouze jesttabi. Je-li V < D, nelze
rozhodnout pomoci Jakobiho matice o typu tohoto staciondrniho bodu Sy, protoze
determinant Jakobiho matice je nulovy. Lze vSak ukdzat (pocitacovou simulaci,
nebo uzitim jinych metod), ze Sy je sedlo a jedinym stabilnim bodem je bod S;.
Frekvence vyskytu holubic a jestfabt tedy klesne na nulu a v populaci se budou
vyskytovat pouze méstaci — jedinci s teritoridlnim chovanim.

Teritorialni chovani savci bylo detailné prozkouméano naptiklad u paviand a
jejich samic, viz [1].

3.7. Model konkurence dvou druhu

Predpokladejme, ze v jisté izolované oblasti jsou pfitomny dva zivocisné druhy,
které si vzajemné konkuruji. Predpokladejme dale, ze konkurence ovlivni rychlost
rastu daného druhu tak, ze zpomaleni rychlosti ristu je pfimo imérné cetnosti,
s niz se jedinci jednoho druhu setkavaji s jedinci druhého druhu. Nepiedpokladame
pritom nic blizsiho o typu této konkurence, tj. zda jedinci jednoho druhu fyzicky
brani jedinctim druhého druhu v pfistupu k potrave, ¢i zda je konkurence zalozena
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Obréazek 11: Tii vzorce chovéani, model Obrazek 12: T¥i vzorce chovani, model
(3.19), V> D (3.19), V<D
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Obrazek 15: Dominance druhu y. Obréazek 16: Siln konkurence.
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jenom na tom, ze "ujidaji ze spole¢ného krajice”. Nas model bude zahrnovat oba
typy konkurence, zména se projevi pouze ve velikosti konstanty imérnosti, ktera
vyjadiuje zpomaleni vyvoje populaci vlivem konkurence.

Je-li velikost prvni populace vyjadrena veli¢inou z a velikost druhé populace
veli¢inou y, je mozno systém popsat soustavou diferencialnich rovnic

2’ =(a — bx)x — czy,

3.20
y =(a — By)y — yzy, (3.20)

kde vSechno kromé z,y jsou kladné realné parametry.

Prozkoumejme strukturu tohoto systému. Prvni ¢leny na pravych stranach
soustavy (3.20) odpovidaji logistickému rtstu populace, pokud se tato populace
nachézi v prostfedi osamocena. Druhé ¢leny obsahuji velikosti obou populaci a
odpovidaji zpomaleni ristu vlivem mezidruhové konkurence.

Frekvence setkavani jedincti populace x s jedinci populace y je tmérné soucinu
velikosti téchto populaci xy a zpomaleni riastu populace x vlivem téchto setkani je
ameérné tomuto soucinu s konstantou timérnosti c¢. Parametr ¢ tedy reprezentuje
silu konkurence, tj. jaky vliv ma vzajemna konkurence na rist populace x. Vliv
populace x na riist populace y je ddn parametrem v, ktery obecné muize byt rizny
od c.

Prozkoumejme jesté mozna jednodruhova podspolecenstva. Pro y = 0 je
pritomna pouze populace z. Prvni rovnice v (3.20) pak predstavuje logistickou
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a
rovnici pro vyvoj populace z. Nosna kapacita prostredi je 7

Podobné, je-li x = 0, pfedstavuje druha rovnice v (3.20) logistickou rovnici

@
pro rtst populace y s nosnou kapacitou prostredi B

Pro nalezeni nulklin pfepiSeme soustavu (3.20) do tvaru
7 =(a — bx — cy)z,

=t v, (3.21)

Y =(a— By —yz)y.

a oznacime specifické miry ristu populaci m(z,y) = a — bx — cy a p(z,y) =
a — By — yx. Jakobiho matice systému (3.21) je

_ (a—2bx —cy i
J(CI?-, y) - ( —YY o — 2[7)7/ — ryT) .

Z (3.21) plyne, Ze systém ma dvé z-nulkliny
Nz : =0,
Nog : a—br—cy=0,
a dvé y-nulkliny
y=0,
a— fx—yy=0.
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V priisecicich z-nulklin a y-nulklinami nalezneme stacionarni body systému.

Nulklina ns, je primka prochéazejici body [0., ﬂ} a [%70] Nulklina ng, je

ptrimka prochézejici body [g, 0} a [0., %} . Podle vzajemné polohy téchto bodu
Y

ma osach x a y jsou mozné Ctyri kvalitativné odlisné pripady znazornéné na
obrazcich 13 az 16.

Pruse¢ikem nulklin ni, a ni, je staciondrni bod S; = [0,0]. Tento bod
odpovida stavu, kdy v prostfedi neni pritomna zadné z populaci x,y. Pronikne-
li do takového prostredi malé mnozstvi jedinci populace z, za¢nou se mnozit
rychlosti m(0,0) = a. Invazni parametr je tedy kladny a populace se uchyti.
Podobné invazni parametr populace y je ©(0,0) = o > 0 a i populace y se
v prostiedi uchyti a za¢ne mnozit. Jakobiho matice v bod€ S; je

J(0,0) = (g 2)

a protoze det J(0,0) = aa > 0 a Tr J(0,0) = a + «, je v bodé S nestabilni uzel
nebo nestabilni ohnisko. Vzhledem k tomu, Ze zadnéa trajektorie nemize vystoupit
z prvniho kvadrantu (vysvétlete proé!), jedné se o nestabilni uzel.

«
Prise¢ikem nulklin ni, a ng, je stacionarni bod Sy = [0, =]. Tento stav

3

odpovida tomu, Ze populace x se v prostredi nevyskytuje a velikost populace
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y je ustalena na hodnoté nosné kapacity prostiedi. Jakakoliv ndhodna zména
populace y vede k tomu, Ze se systém vrati opét do tohoto stacionarniho bodu,
jak vime ze studia logistické rovnice. Prozkoumejme, jak se systém chova pri
malych ndhodnjch zménach populace x. Invazni parametr této populace do stavu
@ @ a «
So jem (0., —) =a—c==c (— — —). Tento vyraz je kladny pokud
B 5 c B
a _  «
- > —, (3.27)
c
tj. pokud parametr ¢, charakterizujici silu mezidruhové konkurence, je dostatecné
maly. V tomto pfipadé se populace x uchyti a za¢ne mnozit. Plati-li v (3.27)
opacna nerovnost, bude invazni parametr populace x zaporny, populace bude
vymirat a systém bude dospivat zpét do stacionarniho stavu S;. Jakobiho matice

v bodé S5 je
«@

7B
a

a protoze det J(0, %) = qc(2-2 , je v bodé Sy sedlo, jestlize plati (3.27) a
c

uzel nebo ohnisko jinak. Vzhledem k tomu, zZe trajektorie nemtze protnout osu
y (proé?), nejedna se o ohnisko. Vzhledem k tvaru smérového pole se tedy jedna
sedlo nebo o stabilni uzel, podle toho, zda je splnéna podminka (3.27) ¢i nikoliv.
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a
Prtsecikem nulklin ng, a ni, je stacionarni bod S3 = [Z’O]' Situace je

analogicka jako u stacionarniho bodu S5, pouze jsou vyménény role populaci x
a y. Systém tedy v nepritomnosti populace y dospéje do stavu, kdy populace x
se ustali na hodnoté nosné kapacity prostfedi, invazni parametr populace y do

tohoto stavu je ,u(%, 0) =~ (% — %) a je kladny pokud

> (3.28)

a zaporny jinak. Bod Ss3 je sedlo, pokud plati (3.28) a stabilni uzel jinak.
Prisecik nulklin no, a no, ziskdme feSenim soustavy rovnic

a—bxr—cy=0,
(3.29)
a— By —~vyx =0.

Toto 1ze provést numericky, pfimym feSenim, nebo graficky. Zajimame se pfitom
pouze o TeSeni, které se nachézi v prvnim kvadrantu, tj. jehoz obé slozky jsou
nezaporné. Z nacrti je patrné, ze primky odpovidajici témto nulklindm se protnou
v prvnim kvadrantu pravé tehdy, kdyz bud plati obé z nerovnosti (3.27), (3.28),
nebo ani jedna. Ozna¢me prisecik nulklin Sy = (2, y*). I kdyZ hodnoty z*, y*
je mozno explicitné vypocitat, uvidime, ze jejich znalost nebude pro vysetfovani
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typu staciondrniho bodu dilezita. Jakobiho matice v bodé Sy je

v e [a—2bx" —cy” —cz*
Tt y") = ( —y* a—28y" — w)

Vzhledem k tomu, ze (z*,y™) jsou FeSenim (3.29), plati

a— bzr* = (0,
—By* —yx" =0

. % —bz* —cz*
J(z*,y*) = (W/* /31/*).

Stopa Jakobiho matice je vzdy zaporna. Determinant Jakobiho matice je

a proto

det J(z*,y*) = bz y* — cyz™y”* Y™ (b3 — ).

Pokud plati (3.27) a (3.28), pak

ac ay

bs > =,
«

determinant Jakobiho matice je kladny a bod S je ohnisko nebo uzel. Vzhledem
k tvaru smérového pole se nemuze jednat o ohnisko a bod je tedy stabilni uzel.
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Pokud neplati ani jedna z nerovnosti (3.27), (3.28), je determinant Jakobiho
matice naopak zaporny a v bodé Sy je sedlo.
Situace v jednotlivych pripadech je znazornéna na obréazcich. Jsou mozné ¢tyti

pripady.

e Plati-li obé& z nerovnosti (3.27), (3.28), lezi uvnitf prvniho kvadrantu singularni
bod, ktery je stabilnim uzlem. VSechny trajektorie lezici v prvnim kvadrantu
konverguji do tohoto bodu pro ¢t — oo. Systém tedy vzdy dospéje do stavu, kdy
prezivaji obé populace. Podminky (3.27) a (3.28) jsou splnény, pokud jsou
parametry c,y, které charakterizuji mezidruhovou konkurenci, dostatecné
malé. Proto tento stav budeme nazyvat slabou konkurenci.

Plati-li (3.27) a neplati-li (3.28) nema systém uvnitf prvniho kvadrantu
singularni bod a vSechny trajektorie lezici uvniti tohoto kvadrantu konverguji

pro t — oo do stacionarniho bodu [E,O]. V systému tedy dojde vlivem

mezidruhové konkurence k vylouceni druhu y a populace druhu x se ustali
na hodnoté, odpovidajici jeho nosné kapacité prostiedi. Tento stav budeme
nazyvat dominanci druhu x.

Plati-li (3.28) a neplati-li (3.27), je situace podobnd jako v pfedchozim bodé,
pouze dochazi ke konkuren¢nimu vylouceni druhu = a jedné se tedy o domi-
nanci druhu y.
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e Neplati-li ani jedna z nerovnosti (3.27), (3.28), ma systém uvnitf prvniho
kvadrantu singularni bod, ktery je sedlem a tedy pouze konecny pocet trajek-
torii konverguje k tomuto bodu. Tento bod vSak nebude odpovidat redlnému
stavu, ve kterém se mize populace trvale nachazet, protoze neni odolny vuéci
nahodnym perturbacim. Trajektorie, konvergujici do tohoto sedlového bodu,
rozdéli prvni kvadrant na dvé mnoziny, které tvori oblasti atraktivity jed-
notlivych stabilnich stacionarnich bodd. Vsechny trajektorie tedy smétuji pro

’ o B2 a &% . S
t — oo bud do stacionarniho bodu [E 0], nebo [0, =]. V systému tedy vzdy
dojde ke konkurencénimu vylouceni jednoho z druhii. Ktery z druhi bude
vyloucen, zalezi na poc¢atecnich podminkach. Pokud jsou pocatecni podminky
nastaveny tak, ze trajektorie za¢ind v oblasti atraktivity stacionarnitho bodu

[%, 0], dojde k eliminaci druhu y, pokud je tomu naopak, dojde k eliminaci

druhu z. Nesplnéni nerovnosti (3.27), (3.28) odpovida tomu, Ze parametry me-
zidruhové konkurence jsou dostatecné velké, proto tento stav budeme nazyvat
silnou konkurenct.

Vsechny typy konkurence (konkurenéni vyloudeni, slabé konkurence, silnd
konkurence) jsou v pifirodé pozorovany. V ekologii zpravidla nejvétsi pozor-
nost upoutava slaba konkurence, kdy dochazi ke stabilni koexistenci. Tento jev
nastava, pokud, feceno v biologickych terminech, jedinec daného druhu svou
existenci konkuruje jedinclim svého druhu vice, nez jedincim druhu jiného. V
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praxi to znamend, ze druhy musi mit ponékud odlisné ekologické naroky’. Napfi-
klad spole¢né hnizdici druhy ptakt si konkuruji v boji o hnizdisté. Tyto druhy
mohou koexistovat, pokud maji naptiklad rozdilné slozeni potravy. V tomto pii-
padé jedinec konkuruje svému druhu i v boji o prostor k hnizdéni i v boji o
potravu, jedincim druhého druhu vsak konkuruje méné — pouze v boji o hniz-
disté. Vsimnéme si jesté, ze pokud vedle sebe koexistuji dvé populace, soucet
velikosti je vétsi nez velikost rovnovaznych stava kterékoliv osamocené populace.
Dveé konkurujici-si populace tedy vyuzivaji zdroje efektivnéji nez populace jedina.

Lze ukazat, ze ke konkurenénimu vylouceni slabsiho druhu nemusi dojit,
pokud druhy ziji v komplikovanéjsich podminkach, nez jaké jsme dosud uvazovali:
napriklad v pfitomnosti tretiho konkurenta, v pritomnosti predatora, v periodicky
se ménicim zivotnim prostfedi, ¢i pokud na sebe druhy reaguji se zpozdénim,
ve fragmentovaném prostiedi, kdy silnéjsi druh neobsadi vSechny fragmenty a
zustane tak volny prostor pro slabsi druh. (Nékterymi z téchto fakt se budeme
zabyvat v nésledujicim textu.) Zavislost principu konkurenéniho vyloudeni na
vekové strukture populaci je dosud predmétem vyzkumu.

7Gauseho princip
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3.8. Model konkurence t¥i druhu.

Podobny model, jako pro konkurenci dvou druhti, je mozno sestavit i pro konku-

proto se omezime na formulaci systému diferencidlnich rovnic a na nékteré vy-
sledky.

Oznacime-li velikost populace jednotlivych druhu veli¢inami z, v, z, je mozno
model konkurence mezi témito druhy zapsat ve tvaru

' =(a —br — cy — dz)z,
Y =(a— Bz — vy — d2)y, (3.30)

2! =(m — nx — oy — pz)z,
kde vSechny veli¢iny kromé x, y, z jsou kladné parametry.

Je-li v lokalité pfitomen pouze jeden druh (napt. x), vyviji se podle logistické
rovnice a velikost populace se ustali na hodnoté dané uzivnosti prostiedi. O
tom, zda do takového stavu mohou proniknout druhy z nebo y a tspésné se
zacCit rozmnozovat rozhoduji znaménka invaznich parametri téchto populaci v
uvazovaném stacionarnim bodé. Napriklad populace y ma ve stacionarnim bodé

@

[%,0.,0] invazni parametr o — 5% —v0—-00 =0 (E - %) a populace z ma v

. L. p a
tomtéz bodé invazni parametr n (— — 5)
n
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Neni-li druh z ve skutecnosti v dané lokalité pritomen, je z = 0 a prvni
dvé rovnice zcela odpovidaji modelu konkurence mezi dvéma populacemi = a
y. Podobné je mozno studovat dalsi dvojdruhova spolecenstvi x,z a y,z. Pokud
invazni parametr kazdého druhu, ktery neni ve spolecenstvu pfitomen, do stavu
reprezentovaného stabilnimi stavy dalsich dvou druht, je kladny, systém je per-
manentni a velikost vSech populaci se udrzi na nenulové hodnoté. Tato podminka
kladnosti vSech invaznich parametrt je vSak pouze dostateénd, nikoliv nutna.

Numerickym fesenim tohoto systému je mozné ukazat, ze pii vhodném nasta-
veni parametri mezidruhové konkurence existuje situace, kdy libovolné dvojdru-
hové podspolecenstvi druhti x,y,z neni permanentni a dojde ke konkurenénimu
vylouceni nékterého druhu a k obsazeni dané lokality jedinym druhem, zatimco
v pritomnosti nenulového stavu vSech t¥i populaci existuje ustdleny stav, cha-
rakterizujici prezivani vSech tii populaci. V takovém pripadé se tedy, ponékud
paradoxné, kromé konkurence jedna i o jisty druh symbidzy. Je mozné, ze pokud
jeden z druhti ndhodnymi vlivy nebo neopatrnym zasahem c¢lovéka vymie, nemusi
toto vymfeni vést k posileni populaci jeho konkurentti, ale naopak k jejich thynu.

Na obrazku 17 je schematicky zachycena jedna z takovych situaci. V pru-
métnéach jsou zachyceny pomeéry pro jednotlivd dvojdruhova spolecenstvi. Odsud
plyne, ze v pripadé dvojdruhového spolecenstvi xy dominuje druh x, v ptripadé
spolecenstvi xz dominuje druh z a u spolecenstvi yz dominuje druh y. Na osach
jsou vyznaceny stacionarni body charakterizujici nosnou kapacitu prostiedi pro
kazdou z populaci, pokud je populace v prostfedi sama. Priiseciky zaznacenych
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Obréazek 17: Konkurence t¥i druht.

m
—, S osou ¥y

a
pfimek s osou z jsou (v pofadi od pocatku) —, 3 a

n
a m «

osou z body p E 3

Teto priklad ukazuje, ze v lokalité obsazené vétsim poctem druhi, je mozna
koexistence druhi, které jinak koexistovat nemohou. V ekologii se zpravidla dru-
hové rozmanitéjsi spolecenstvi povazuji za stabilnéjsi a odolnéjsi vici jakymkoliv
zménam.
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3.9. Symbidéza dvou druhu

Podobné jako jsme modelovali konkurenci dvou druhti, miizeme modelovat i sym-
biézu dvou druhii — situaci, kdy pritomnost jedné populace podporuje rust
populace druhé. tento stav lze popsat soustavou diferencidlnich rovnic obdobnou
soustavé pro konkurenci, pouze zménime znaménka u clenti charakterizujicich
vnitrodruhové pusobeni. Studujme tedy soustavu

(a — bx)x + cxy,

% 57l
=(a — By)y + vz, (3:31)

’

X
’

Y

kde z, y jsou velikosti jednotlivych populaci a ostatni veliciny jsou kladné realné
parametry. Podobné analyza jako u modelu konkurence dvou druht piinasi
nasledujici vysledky.

e Tiistacionarni body odpovidaji jednomu stavu bez pritomnosti obou populaci,
a dvéma staviim, kdy v prostredi je pfitomna pouze jedna z populaci, jejiz
velikost je ustalena na hodnoté kapacity prostiedi. Tyto stacionarni body jsou
nestabilni.

e Jestlize mira symbidzy je dostatecné silna; presnéji, pokud plati

cy > bp,
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pak systém nemd zadny dalsi stacionarni bod a vSechny trajektorie jsou
pro t — oo neohranicené. Tento stav odpovida situaci, kdy mira uzitku ze
symbidzy prevazi vliv vnitrodruhové konkurence, kterd jinak zastavuje rist.
Protoze rust obou populaci neni ohraniceny, obé populace po pfemnozeni znici
své zivotni prostfedi. V angl. literatute charakterizuje tento stav termin ”orgy
of mutual beneficion”, orgie vzdjemné dobrocinnosti.

Jestlize mira symbidzy je mald, tj. jestlize plati
cy < bp,

ma systém stabilni stacionarni bod v prvnim kvadrantu. Velikosti populaci
se ustali na hodnoté, odpovidajici tomuto bodu. Velikost obou populaci
bude prevysovat tizivnou hodnotu prostredi kazdé z populaci, populace tedy
bude mit vétsi velikost, nez jakou by meéla, kdyby se v prostfedi nachazela
osamocena.

3.10. Obecné modely dravec — korist

Predpokladejme, Ze v urcité ohranicené lokalité jsou pritomny dva zivocisné

druhy, z nichz jeden (kofist) slouzi jako potrava druhého druhu (dravce). Pfedpo-
klddejme, Ze spolecenstvo dravce nemé kromé kotisti zadné dalsi zdroje potravy
a bez kotisti tedy nemuze v dané lokalité dlouhodobé existovat. Nebudeme pro
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jednoduchost uvazovat prostorové rozlozeni kotisti ani dravce v dané lokalité a
budeme pfedpokladat, Ze jednotlivi dravci lovi kofist samostatné (ani si nekonku-
ruji, ani nespolupracuji napf¥. ve smeckach) a Ze jedinci kofisti unikaji dravci také
samostatné (nejedné se napiiklad o skupinovou obranu stdda). Tyto modely jsou
v Cinské literatute vzhledem k predpokladiim vystizné nazyvany panda — bambus.
Budeme dale predpokladat, ze zivotni cykly dravce a koristi jsou srovnatelné
dlouhé a ze tedy populace dravce reaguje na velikost populace kotisti a naopak.
Presnéji: pri dostatku potravy se dravec miize rozmnozit, tim vSak zacne vice
hubit kotfist a zptsobi, ze mnozstvi jeho potravy se bude snizovat. To zptisobi,
ze populace dravce bude trpét hlady a za¢ne vymirat. Snizeni populace dravce
umozni opétovny narust velikosti populace kofisti. Po nartstu populace kofisti je
umoznén dalsi vzriist populace dravce.

Zakladnim modelem uvazovaného spolecenstvi bude soustava diferencidlnich
rovnic

¥ = p(x)r — V(z)y,
y' =m(z)y,

(3.32)

kde z je velikost populace kofisti, y je velikost populace dravce a funkce u, V, m
jsou spojité diferencovatelné funkce. Vyznam jednotlivych funkci rozebereme
v nasledujicich odstavcich.

V nepfitomnosti dravce, tj. pro y = 0, plati V(z)y = 0 a populace kofisti se
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tedy vyviji podle rovnice

¥ = p(z)z,

coz je klasicka rovnice pro vyvoj jednodruhové populace se specifickou mirou ristu
w(x). Budeme predpokladat, Ze populace kofisti mtize kolonizovat prostiedi, ze
u kofisti se projevuje vnitrodruhova konkurence, a Ze prostfedi ma omezenou

nosnou kapacitu. Matematicky formulovéano, o funkci p(2) budeme pfedpokladat,
ze 11(0) = 0 a ze u(x) je klesajici a zadporna pro dostatecéné velks z.

Clen V(x)y charakterizuje vliv dravce na rychlost riistu populace kofisti.
Funkce V(z) se nazyva troficka funkce dravce a charakterizuje, o kolik zpomali
riist populace kofisti pfitomnost jednoho dravce (pfipadné jednotkového mnozstvi
dravce). Soudin V(z)y charakterizuje, jak je zpomalen rist dravce pfi nezavislé
pritomnosti y dravca. Prirozené predpoklady na funkci V' jsou takové, Ze neni-li
pritomna kofist, dravec nic neulovi, mé-li dravec vice kofisti, neulovi ji méné a
7e jeden dravec nemuze zkonzumovat neomezené mnozstvi potravy, ale lovi a
konzumuje kotist pouze do urcité miry, kterd odpovida hladiné jeho nasyceni.
Matematicky formulovéno, musi platit V' (0) = 0 a funkce V' je neklesajici a shora
ohranicena.

Funkce m(z) udavé specifickou miru ristu populace dravce. Tato veli¢ina
nezavisi na y, protoze podle predpokladu dravci lovi nezavisle na sobé. Prirozené
predpoklady na vyvoj populace dravce jsou, ze bez pritomnosti kotisti populace
dravce vyhyne a ¢im vice maji dravci potravy, tim lépe jejich populace preziva.
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Matematické pozadavky na funkci m jsou tedy m(0) < 0, m(x) je neklesajici
a kladnd pro dostatecéné velkd x. Zpravidla klademe m(z) = kV (z) — a, kde «
je umrtnost dravce a ¢len kV (z) vyjadiuje, Ze profit populace dravce je pfimo
tumeérny ulovenému mnozstvi koristi.

Podle predpokladi na funkci p(z) existuje 2™ s vlastnosti u(2*) = 0. Tento bod
odpovida stacionarnimu stavu koristi v prostiedi bez pritomnosti populace dravce
— nosné kapacité prosttedi. Vzhledem k tomu, Ze populace kofisti nemuze trvale
prevysSovat nosnou kapacitu prostiedi, pro vzajemné prezivani obou populaci ze
zda byt rozumny predpoklad, ze tento stav populace kofisti je schopen zajistit
preziti populace dravce, tj. ze m(z*) > 0.

Nejbéznéjsim konkrétnim tvarem funkce p(z) je klesajici pfimka

u(ﬂf)Za(l—%),

coz znamena, ze bez pritomnosti populace dravce se populace kotisti vyviji podle
logistické rovnice s invaznim parametrem a a nosnou kapacitou prostiedi K.
Nejcastejsi uvazované typy trofickych funkei jsou nasledujici.

(i) Trofickd funkce Lotkova—Volterrova typu predpoklada, Ze mnozstvi ulovené a
zkonzumované kofisti je pfimo timérné mnozstvi této koristi, tj.

Vi(z) = ax, a€RT.
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Tato troficka funkce sice nespliiuje podminku ohranicenosti pro velkd =,
nicméné uvadime ji zde pro jeji jednoduchost a historické postaveni.

Dalsim typem trofické funkce je funkce, kterd pro mala x je totozna s funkeci
Lotkova—Volterrova typu a konstantni pro velka z, tj.

S)
ar x € (0,— |,
Va(a) = “

S x>—,
a

kde S, a jsou realné konstanty. Konstanta S odpovida hladiné nasyceni dravce,
jeden dravec nezkonzumuje vice nez S koristi. Tento typ trofické funkce funkce
je typicky napiiklad pro organismy, které lovi kofist filtrovanim vody (néktefi
mékkysi) a pro bylozravce. V populacéni ekologii se tento typ funkce nazyva
Holling-I.

Hladkou aproximaci trofické funkce predchoziho typu jsou napfiklad funkce
T

Vs(z) = S$+p,

Via(z) =S (1 —e™*)

Cislo p je tzv. Michaelisova—Menterové konstanta a souvisi s rychlosti rfistu
trofické funkce. Presnéji: Je-li vétsi p, je rust trofické funkce pomalejsi, nebot

S
V'(0) = —). Tento typ trofické funkce se nazjva Holling-II.
p
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Podobny prubéh ma i funkce

Vap(z) = S (1 — ef‘wylib> .

U této funkce je navic parametr b, ktery charakterizuje vztahy mezi dravci.
Piipad b € (0,1) modeluje situaci, kdy si dravci pomdhaji v niceni kofisti,
pripad b > 1 situaci, kdy si dravci konkuruji.

Ma-li korist moznost tkrytu pfed dravcem, nebo pokud dravci ignoruji malé
mnozstvi koFisti (to je mozné pouze v pripadé, ze maji jesté dalsi alternativni
zdroje potravy, coz jsme zatim neuvazovali), 1ze trofickou funkci uvazovat
po castech linearni, kdy je funkce nejprve nulové, poté linearni rostouci a po
dosazeni hladiny nasyceni dravci linearni konstantni. Tato funkce je zachycena
na obrazku jako funkce Vj(x).

(v) Hladkou aproximaci pfedchoziho typu funkce jsou napiiklad esovité funkce

332

Vs (@) :Sp+x27 Vsa () 25(1—6*‘”2)

éznéjsim tvarem specifické miry ristu dravce je

m(z) = — + 4V (),
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Obrazek 18: Trofické funkce.

kde V je troficka funkce a e, jsou kladné konstanty. Tento typ trofické funkce se
nazyva Holling-II1.

Exponencialni funkci Vs, (z) je mozno opét modifikovat parametrem b, vyja-
dfujicim kooperaci nebo konkurenci dravcii, podobné jako jsme to vidéli u funkce
Vaa ().
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3.11. Model dravec—korist Lotkova—Volterova typu

Jednoduchy model predace jako vzajemného ptisobeni dvou zivocisnych druht
sestavil italsky matematik V. Voltera v roce 1926 pii snaze vysvétlit kolisani
populaci ryb v Jaderském moti. Podobny systém diferencialnich rovnic studoval jiz
dfive matematik A. Lotka, proto je tento model nazyvan Lotkovym—Volterovym
modelem. Oznacime-li x velikost populace kofisti a y velikost populace dravce,
model interakce podle Voltery ma tvar

2 = (a— cy)a,

y = (—a+yz)y, G5

kde a, a, ¢,y jsou kladné realné parametry.

a
z-nulklinami jsou pfimky z = 0 a y = —, y-nulklinami jsou pfimky y = 0
c

o Stacionarnimi body systému jsou S; = [0,0] a Sz = [g., e Bod S;
¢

je sedlof,y jak plyne z tvaru smérového pole. Bod S5 je bod rotace,,y 1ze dokonce
ukazat, ze se jedna o stfed, protoze kazda trajektorie systému v prvnim kvadrantu
je uzavrena. Kazda trajektorie je cyklem, ktery se ve fazové roviné otaci proti
sméru hodinovych ruc¢icek. Maximu kofisti tedy vzdy nasleduje maximum dravce,
které zredukuje mnozstvi kofisti k minimalni hodnoté. Diky tomuto minimalnimu
mnozstvi kofisti populace dravce vymira, coz umozni populaci kotisti jeji opétovné
rozmnozeni, které uzavie cely cyklus.
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Obréazek 19: Lotktiv—Votertuv model dravec-kofist

Velikou nevyhodou tohoto modelu je fakt, ze jakékoliv nahodné zmény v sys-
tému presunou vyvoj populace na jinou trajektorii, pficemz tato zmeéna je trvala.

N&ahodné fluktuace tedy v prostfedi nezaniknou, ale ztistanou zachovany. Diky
tomu je model ponékud nerealisticky. Presto se vSak pomoci tohoto modelu
podaftilo vysvétlit mnoho jevii, které byly skutecné pozorovany v prirodé.

Znamé jsou napriklad dlouhodobé a podrobné zaznamy Spolecnosti Hud-
sonova zalivu, tykajici se pravidelného kolisani mnozstvi vykoupenych kozesin
zajicli a ryst v letech 1845-1935.
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3.12. Modifikovany model Lotky—Volterry

Kromé pravidelnych cyklt ve velikosti populace dravce a kofisti byly pozoro-
vany i spolecenstva, ktera naopak vykazuji stabilni stavy populaci — napriklad
populace bylozravych veverek v Arktidé. Ukazeme, Ze modifikace klasického
Lotkova—Volterrova modelu spocivajici v tom, ze kotist budeme modelovat logis-
tickou rovnici s nosnou kapacitou prostredi, odstranuje nestabilitu a nezachovava
nahodné perturbace. Uvazujme model

(a — bz — cy)z,

(—a +2)y, (3.34)

/
xr =

I
Y =

kde vSechny parametry jsou kladné realna cisla.
V nepritomnosti dravce se populace kotisti vyviji podle logistické rovnice

a jeji velikost nemiize trvale presdhnout hodnotu tzivnosti prostredi K = %.
Predpokladejme, ze tato velikost populace mize zajistit preziti populace dravce,
tj. 7% —a>0.

V priseciku nulklin a — bx — cy = 0 a vy — a = 0 je stacionarni bod, ktery
je bud stabilnim ohniskem nebo stabilnim uzlem. Trajektorie se opét otacéi proti

smyslu hodinovych rucicek, tj. opé€t maximu kotisti nasleduje maximum dravce,
minimum kofisti a minimum dravce, coz je zcela prirozeny vysledek.
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3.13. Model dravec—korist Gauseho typu

Pokusme se prozkoumat podrobnéji model dravec—kofist se specifikovanymi funk-
cemi p, m, V. Presnéji, uvazujme soustavu diferencialnich rovnic

m’:a(l—i)m— ¢ xy,
K p+x

"= _ay+ Ty,
Y Y er.l’y/

kde x je velikost populace kotisti, y velikost populace dravce, a, K, ¢, p, v, a jsou
kladné konstanty.
z-nulklinami jsou pfimka a parabola

Nig -

Moy

y-nulklinami jsou primky

@ Zacatek e Predchozi eDalsi ePosledni eZpatky ePIna obrazovka e Zavfit soubor e Konec



V priseciku nulklin 71, a n1,y je stacionarni bod S; = [0,0]. V tomto stavu
ma populace kotisti kladny a populace dravce zaporny invazni parametr.

V priseciku nulklin ng, a ni, je staciondrni bod Sy = [K,0]. V tomto stavu je
tedy populace kotisti ve stabilnim stavu odpovidajicim hodnoté nosné kapacity
prostfedi. V dalsim budeme predpokladat, ze tato velikost populace koristi uzivi
populaci dravce, tj. budeme predpokladat, ze populace dravce méa v tomto stavu
kladny invazni parametr. Matematicky vyjadieno, plati

vK
> o
p+ K

Priiseéik nulklin no, a noy oznaéme [z, y*]. Jedna se o body, lezici v priseciku
paraboly

2+ (1-3)

a svislé primky
ap

yr=alp+z), tj. x= .
v—«

Nulkliny 71, a ng, jsou svislé primky, které se neprotnou.
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Obréazek 20: Gause%io model dravec-korist

Jakobiho matice systému je matice

J(z,y) =
ar (1 x ) 4%y cy
2 a1 = _
K K p+x)? p+x

ProtoZe matice
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cK

a
J(K,0) = ptEK
0 —a+

/

p+ K
maji obé zaporny determinant, je v bodech Si, S5 sedlo. V bodé S3 plati

ax® cx*y* @7F

" K +2%)2  p+at
saryy=| KRR
(p + z*)?

*

0

a protoze
cpyzty*

det J(@ ") = 53 o8

> 0,

@ Zacatek e Predchozi eDalsi ePosledni eZpatky ePIna obrazovka e Zavfit soubor e Konec



neni v bodé S3 sedlo. Stopa Jakobiho matice v bodé S3 je

a (1 = ﬁ)
Tr J(z*,y") =z s =/

K p+ x*

ax™

K@¥ﬁ)

axr™

- K(p+a¥)

(=(p+2") + (K —27))

(K —p—2z%)

K- K-
a bod S je tedy stabilni, pokud & > = P a nestabilni, pokud z* < &

Pokud je tento bod nestabilni, znamena to, ze v systému neni zadny stabilni
stacionarni bod. Protoze vSak z tvaru smérového pole plyne, Ze vSechny trajektorie
jsou ohranicené, musi v systému existovat alespon jeden cyklus, ke kterému
vSechny trajektorie konverguji. Lze dale ukazat, ze takovy cyklus je jediny.

3.14. Teorie epidemii — model SIR

Pokusime se sestrojit jednoduchy model procesi vzniku, Sifeni a odeznivani
epidemii. Budeme se pfitom zabyvat tzv. modely bez vitalni dynamiky, tj. budeme
uvazovat, ze celkovy pocet jedincti v populace se neméni v ¢ase. K tomu budeme
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uvazovat, ze choroba ma kratké inkubacni obdobi a doba mezi nakazou jedince a
jeho onemocnénim je zanedbatelnd. V tomto pripadé je mozno populaci rozdélit
do tri skupin.

Skupina S (angl. susceptible) obsahuje tu ¢ast populace, které je nachylnd
k onemocnéni. Tito jedinci netrpi chorobou, mohou vsak byt infikovani pfi
styku s nemocnymi.

Skupina I (angl. infected) obsahuje ¢ast populace tvofenou infikovanymi jedinci.

S.

Skupina R (angl. removed) obsahuje tu ¢ast populace, kterd je tvorena jedinci,
ktefi byli dfive infikovani, ale nyni jiz nemohou $ifit chorobu. Jsou zde obsazeni
jedinci, kteri se uzdravili a zistali trvale imunni, jedince, ktefi byli trvale
izolovani a dokonce, v pfipadé smrtelné nemoci, jedinci, kteri uhynuli.

Veli¢iny S, I, R jsou obecné funkcemi casu. V libovolném casovém okamziku ¢
plati
S(t)+ I(t) + R(t) = N.

Pro vyvoj epidemie pfijmeme nésledujici predpoklady.
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e Rychlost, s jakou nové infikovani jedinci prechéazeji ze skupiny S do skupiny I je
umeérna poctu setkani infikovanych jedinci s jedinci, ndchylnymi k onemocnéni.
Tato rychlost je tedy tmérna soucinu S1.

e Rychlost, s jakou jedinci ze skupiny [ prechéazeji do skupiny R je timérna
poctu infikovanych jedinct I.

e Jedinci, ktefi se ocitli ve skupiné R v této skupiné trvale zistavaji.

Uvedené pozadavky je mozno matematicky vyjadrit soustavou diferencialnich
rovnic (Kermack-McKendrik(1927))

ds
dt
dr
dt

dR
" _ 3]
dt b

S+I+R=N

=aSI,

=aSI — 31,

s pocateénimi podminkami S(0) = Sy > 0, I(0) = Ip >0, R(0) =0, So+Ip = N.
Protoze veli¢ina R se nevyskytuje v prvnich dvou rovnicich systému (3.35),
je mozno uvazovat tyto prvni dvé rovnice samostatné. Budeme tedy studovat
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ds
& _asI
O aST,

dr
S aSI-pl.
o aS 0

Realisticka jsou pritom pouze ta feseni, ktera spliuji S + I < N.
Singuldrnimi body soustavy (3.36) jsou vSechny body pfimky I = 0. Soustava
ma jednu [-nulklinu

(3.36)

ny: aS—p0=0,

coz je rovnice svislé primky v roviné S1.
Funkce S(t) je klesajici pro v8echna ¢ > 0. Funkce I(t) je klesajici, pokud

aS(t) — B < 0 a rostouci, pokud plati opa¢nd nerovnost. I tedy klesa s éasem
v bodech nalevo od nulkliny n; a roste napravo od této nulkliny.

Pokud plati aSy — 8 < 0, je funkce I stale klesajici a epidemie se tedy
nerozsiri, pocet infikovanych bude stale klesat. Tento jev, spocivajici v tom, ze
pri dostateéné nizkych hodnotach Sy se epidemie nerozsifi, se nazyva prahovy
efekt.

Pokud plati @Sy — 6 > 0, bude funkce I zpocatku rostouci a epidemie se

bude v populaci sifit. Toto Sifeni epidemie bude probihat az dokud prislusna
trajektorie neprotne nulklinu ny, tj az do ¢asu t*, ve kterém plati

aS(t*)— B =0.

@ Zacatek e Predchozi eDalsi ePosledni eZpatky ePIna obrazovka e Zavfit soubor e Konec



V tomto okamziku funkce I dosahuje maxima a od tohoto okamziku bude funkce
I klesajici.
Funkce S(t) je klesajici a nezdporna. Existuje tedy nezdporna konecéna limita

See = Llim S(t).

Diferencialni rovnice trajektorii systému (3.36) je

dl  aSI-pI  B—as

dS ~  —aSI ~  aS

coz je rovnice se separovanymi proménnymi. Separaci proménnych obdrzime

_[EL_
dI_.( S 1)dS

(0%

a po integraci
11— 1 ﬁlnﬁ—(S So)-
So

Protoze Sy + Iy = N, plyne z této rovnice

3. S
I="Ine~5+N.
5~ 5+
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Vzhledem k S+ I = N — R daéle plati

(3.37)

Maximum funkce I nastava v bodé, kde trajektorie protind I nulklinu, tj.

3
v bodé, kde plati S = [— Dosazenim obdrzime
«

Vzhledem k tomu, ze singularni body jsou body pfimky I = 0, epidemie skonci
tak, Ze vymizi infikovant jedinci, tj.

Io = lim I(t) =0.

o t—o0
Pocet jedinct, kteri se nakazili infekei, je

Icelkem - IO = (SO - Soo) =N — Soo — Roo
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Veli¢ina R, je tedy mirou rozsahu epidemie. Dosazenim S = N — I — R do (3.37)
a limitnim pfechodem ¢ — co obdrzime

aRoo

N — Roo = Spe” 7

a R je tedy feSenim rovnice

_az
x=N—Spe 7.

Grafické feSeni této rovnice je naznaceno na obrazku 21. Z obrazku je patrné, ze pii
pevném N a Sy je R tim vétsi (tj. tim blize N) éim rychleji exponencidlni funkce
N—ec % konverguje ke své asymptoté. R, je tedy rostouci funkci proménné o«
a klesajici funkci proménné (5. Aby byl rozsah epidemie co nejmensi, je tfeba aby
koeficient a byl co nejmensi (toho lze dosahnout napfiklad sniZovanim Getnosti
kontaktt jedincu ze skupiny I s jedinci ze skupiny S, nebo zvySovanim odolnosti
jedinct ze skupiny S) a aby koeficient 3 byl co nejvétsi (tj. aby proces izolace
nemocnych jedinct ze skupiny I probihal co nejrychleji).
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Obrazek 21: Grafické nalezeni rozsahu epidemie R,
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