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KAPITOLA 1
Diferencialni pocet

1. Funkce jedné proménné

Definice (funkce). Budte A a B neprazdné podmnoziny mnoziny redlnych ¢isel.

Pravidlo f, které kazdému prvku mnoziny A prifadi jediny prvek mnoziny B se nazyva funkce
(pFesnéji: redlnd funkce jedné redlné proménné). Zapisujeme f : A — B. Skute¢nost, Ze prvku
a € A je ptifazen prvek b € B zapisujeme takto: f(a) = b. Pfitom fikédme, Ze b je obrazem prvku
a pri zobrazeni f, resp. ze a je vzorem prvku b pri zobrazeni f.

Definice (pojmy spojené s funkcemi). MnozZina A z definice funkce se nazyva definiéni obor
funkce f. Oznacujeme D(f) (resp. Dom(f)). Mnozina vSech b € B, pro které existuje a € A
s vlastnosti f(a) = b se nazyvéa obor hodnot funkce f. Oznacujeme H (f) (resp. Im(f)).

Je-li y = f(x) nazyvadme proménnou z téZ nezdvislou proménnou a proménnou y zdvislou pro-
ménnou. Grafem funkce rozumime mnozinu viech uspofadanych dvojic [z,y] € R? s vlastnosti

y = f(x).

Poznamka 1.1. Funkce je tedy pravidlo, které jednomu redlnému ¢islu priradi jediné, presné
definované jiné realné cislo. Je-li toto pravidlo tvaru ,y = vzorec s proménnou z“, nazyvame
tento predpis explicitnim tvarem funkce, napi. y = x> 4+ Inx.

Je-li toto pravidlo ve tvaru ,vzorec s proménnymi z,y = 0“, nazyvame tento predpis implicitnim
tvarem funkce., napt. x —y — Iny = 0. Zjednodusené feceno se tedy jedné o pravidlo, které je bud
wefektivni® (explicitni tvar) nebo ,malo efektivni“ (implicitni tvar) pro vypocet funkénich hodnot.

Nasledujici definice se tyka naprosté vétsiny funkci, se kterymi budeme pracovat.

Definice (zakladni elementdrni funkce). VsSechny mnoho¢leny, goniometrické, cyklometrické,
exponencialni a logaritmické funkce a obecnd mocnina se nazyvaji zdkladni elementdrni funkce.

Definice (elementarni funkce). Vsechny funkce, které ze zakladnich elementarnich funkei zis-
kédme konefnym poctem operaci s¢itani, odec¢itani, nasobeni, déleni a skladani téchto funkci
navzajem se nazyvaji elementdrni funkce.

Poznamka 1.2. Elementarni funkce jsou tedy vSechny funkce, které umime v koneéném tvaru
vyjadrit explicitnim vzorcem za pouziti funkci znamych ze stfedni Skoly a cyklometrickych funkci.

Motivace. Pro libovolnou dobfe definovanou funkci f plati implikace
x1 =12 = f(21) = f(22).

nyni se budeme zajimat o to, za jakych podminek lze tuto implikaci obratit. Obraceni implikace
by totiz mohlo byt uzitecné pti reseni nékterych nelinearnich rovnic.

Definice (prostost). Necht f je funkce a M C D(f) podmnozina defini¢niho oboru funkce f.
Rekneme, ze funkce f je prostd, jestlize kazdy obraz m4 jen jediny vzor, tj. pro kazdé y € f(M)
existuje jediné x € M s vlastnosti f(z) = y.

Nespecifikujeme-li mnozinu M, mame na mysli, ze uvedena vlastnost plati na celém definicnim
oboru funkce f.




1. FUNKCE JEDNE PROMENNE 4

Poznamka 1.3 (graficky dusledek). Funkce je prostd, jestlize kazdd vodorovna pfimka protina
graf nejvyse jednou.

Poznamka 1.4 (k prostym funkcim). Ekvivalentné lze ¥ici, ze funkce f je prostda na mnoziné M,
jestlize stejné obrazy maji nutné i stejny vzor, neboli riznym vzorim jsou pfifazeny rtizné obrazy.
Matematicky formulovano: plati implikace

(1.1) f(z1) = f(z2) = 21 = 22,

tj. je-li funkce f prostd, mizeme tuto funkei ,,odstranit“ z obou stran rovnice a misto f(x1) = f(x2)
psat ekvivalentné x1 = xs.

Definice (inverzni funkce). Necht funkce f : A — B je prosta. Pravidlo, které kazdému x
z mnoziny f(A) pfitadi to (jediné) y, pro které plati f(y) = x se nazyva inverzni funkce k funkci
f, oznaéujeme f71.

Poznamka 1.5. Symbol f~'(z) lze tedy chapat bud jako hodnotu inverzni funkce k funkci f

1
v bodé x, nebo jako pievracenou hodnotu k é&islu f(z), tj jako [f(x)] ™! = T Nebude-li z kon-
T

textu zfejmé, o kterou variantu se jedna, musime toto upresnit.

Poznamka 1.6 (geometricky vyznam inverzni funkce). Thned z definice plyne, ze graf funkce f a
graf funkce k ni inverzni f~! jsou soumérné podle piimky y = z, tj. podle osy prvniho a tietiho
kvadrantu.

Poznamka 1.7 (vypocet inverzni funkce). Inverzni funkci k funkci y = f(z) uréime takto: za-
ménime formélné v zadani funkce proménné x a y, mame tedy = = f(y). Tato rovnice definuje
implicitné inverzni funkci y = f _l(x). Z této rovnice vyjadiime proménnou y (pokud toto nelze
provést, ponechdme inverzni funkci v implicitnim tvaru). Toto vyjadfeni je jednoznacéné (jinak by
to znamenalo, ze funkce f neni prostd a inverzni funkce neexistuje) a definuje explicitné inverzni
funkci f~'. U zékladnich elementérnich funkci je zpravidla inverzni funkce jednoduse jina za-
kladni elementarni funkce, napfiklad inverzni funkce k logaritmické funkeci je exponencialni funkce
a podobné (viz Tabulka[I]). Protoze vlastnost ,byt inverzni funkci“ je vlastnost vzajemna, je také
logaritmické funkce inverzni k funkci exponencialni.

| Funkce y = f(2) | Funkce inverzni y = f~'(z) |
y=r y=a>,2>0
y=a",x>0 Y=V
y=e" y=Inz
y=Inx y=e"
y=a" y =log,
y=sinz, z € [-7/2,7/2] | y = arcsinx
y=cosz, z € [0, 7] Y = arccosx
y=tgx, x € [-n/2,7/2] | y=arctgx

TABULKA 1. Inverzni funkce k zakladnim elementarnim funkcim.

Poznamka 1.8 (vyuziti inverzni funkce — nelinearni rovnice). Ma-li funkce f inverzni funkci f~!
a je-li tato inverzni funkce definovana v bodé x, potom méa nelinearni rovnice s neznamou y

fly) ==

pravé jedno feseni dané vzorcem

y=f""(z).
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Priklad 1.1 (nelinearni rovnice). Re$me rovnici

2
er—1 =2,

Protoze k exponencialni funkci je inverzni logaritmicka funkce, plyne odsud

=1n2,
z—1

odkud jiz snadno vyjadiime
2
r=—+41.
In2
Jinou moznosti je pfepsat rovnici do tvaru, ktery obsahuje exponencialni funkci na obou stranach

rovnice

2
er—1 = ean

a odstranit tuto exponencidlni funkci z obou stran rovnice (exponencialni funkce je totiz prosta a
lze pouzit (L)) a ptipojenou poznamku). Obdrzime samoziejmé stejny vysledek.

vvvvv

feceno, jsou to funkce které zachovavaji (rostouci) nebo obraceji (klesajici) smér nerovnosti pii
aplikaci funkce na obé strany nerovnice.

Definice (monotonie funkce). Necht f je funkce a M C D(f) podmnozina defini¢niho oboru
funkce f.
(i) Rekneme, ze funkce f je na mnoziné M rostouci jestlize pro kazdé x1, o € M s vlast-
nosti x1 < xe, plati f(x1) < f(z2).
(i) Rekneme, Ze funkce f je na mnoziné M klesagjici jestlize pro kazdé x1, 12 € M s vlast-
nosti z1 <@g, plati f(x1) > f(z2).
(iii) Rekneme, Ze funkce f je na mnoziné M (ryze) monotonni je-li bud rostouci, nebo
klesajici na M.
Nespecifikujeme-li mnozinu M, mame na mysli, Ze uvedena vlastnost plati na celém definicnim
oboru funkce f.

Poznamka 1.9 (vyuziti monotonie — nelinedrni nerovnice). To, Ze je funkce rostouci nidzorné
znamend, ze jsou-li vzory funkce (hodnoty x) usporddény podle velikosti, plati pro jejich obrazy
(hodnoty f(x)) stejné usporadani. Je-li f(z) tedy rostouci funkce, jsou nerovnosti a < b a f(a) <
f(b) ekvivalentni. Totéz plati i pro neostré nerovnice.

Mizeme tedy libovolnou (ostrou nebo neostrou) nerovnici napf. ,logaritmovat“, nebo ,odlogarit-
movat“ logaritmem o zakladu vétsim nez 1. Pozor! Je-li funkce f(z) klesajici, obraci se pfi aplikaci
funkce (nebo pfi vynechéni funkce) na obé strany nerovnice znaménko nerovnosti.

Okamzité z definice vyplyva nasledujici véta.

Véta 1.1. Je-li funkce f na mnozine M ryze monotonni, je na této mnoziné i prosta.

Nasledujici véta ukazuje, ze pii prechodu k inverzni funkci se zachovava ryzi monotonie.

Véta 1.2. Je-li funkce f(x) rostouct (klesajict), md tutéZ vlastnost i funkce inverzni f~*(z).

Poznamka 1.10. Sudé funkce neni prostd, nemé proto inverzni funkci.

Poznamka 1.11 (shrnujici pozndmka). Shriime si, jak ndm znalost vlastnosti funkci umoziiuje
pracovat s rovnicemi a nerovnostmi.

a=b TIESH ¢4) = F(b)
a < b Tiezsond f(a) < f(b) a<b 1 Je gostoui f(a)

a<b Tl fla) > f(b) a<b TR f(a)

IN

(b)

f
f(0)

Y
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Je-li funkce f prostd, pak pro kazdé y € H(f) mé rovnice
fx) =y

s neznamou x pravé jedno Feseni a toto feseni je mozno vyjadfit vztahem = = f~'(y).

2. Funkce vice proménnych

Symbol R" oznacuje usporadanou n-tici readlnych cisel.

Definice (funkce, defini¢ni obor, obor hodnot). Rekneme, Ze pravidlo f je funkci n proménnych
s definicnim oborem D(f) C R"™ a oborem hodnot Im(f) C R, jestlize toto pravidlo kazdému
X € D(f) ptifazuje jediné ¢islo Y € Im(f). Piseme Y = f(X).

Prvek X nazyvame vzor a ¢islo Y obraz. Je-li f funkce n proménnych, piseme f: R" — R

Definice (graf, vrstevnice). Uvazujme funkci dvou proménnych f : R* — R.

Grafem funkce f rozumime mnozinu bodt (x,y,2) € R® s vlastnosti z = f(z,y). Zpravidla touto
mnozinou bude néjaka plocha v prostoru.

Necht C' € Im(f) je pfedem dané ¢islo. Vrstevnici na drovni C' rozumime mnozinu vech bodt
(z,y) € R?, splaujici f(z,y) = C.

Poznamka 2.1 (geometrickd predstava). Geometricky lze graf funkce dvou proménnych chipat
jako plochu v trojrozmérném prostoru, popsaném soufradnicemi x, y a z. Vrstevnice na trovni C'
je potom kiivka, ktera je fezem grafu funkce rovinou z = C, tj. vodorovnou rovinou, prochéazejici
bodem [0, 0, C].

3. Spojitost

Nasledujici definice a véta se vztahuje na funkce jedné i vice proménnych.

Definice (spojitost). Bud funkce f funkci jedné nebo vice proménnych. Rekneme, Ze funkce f
je spojitd v bodé X jestlize ke kazdému okoli V' bodu f(X) existuje okoli U bodu X takové, ze
obrazy vsecho bodi z U lezi ve V.

Poznamka 3.1. Okolim bodu na reilné ose rozumime libovolny otevieny interval obsahujici
tento bod. Okolim bodu v roviné rozumime vnitfek libovolného kruhu, ktery tento bod obsahuje,
podobné v prostoru rozumime okolim bodu vnitifek libovolné koule, ktera tento bod obsahuje.

Véta 3.1 (spojitost elementarnich funkei). Elementarni funkce jsou spojité v kazdém bodé svého
definicniho oboru.
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4. Derivace

Definice (derivace elementérni funkce jedné proménné). Bud f(z) elementarni funkce proménné
x. Funkce f'(x) vytvofend postupnou aplikaci néasledujicich pravidel se nazyva derivace funkce

f(@).

1 ) =0 n:C':l arcsinw'z#
E2§ E )n)/ O e = () (reie) = ==
) =ne 7 inz) = cosx

oy (@) (sinw) . (12) (arccosz) = SR
(3) (a") =a"lna (8) (cosz) = —sinx V1—a?
(4) (") =e" 1 9) (tgz) = cos%x (13) (arctgz) = 72
5) (log,z) =
(5)  (log, z) zlna (10) (cotgzx) = — 12 (14) (arccotgz)’ = !

sin® x 14 22

A jsou-li u,v: R — R, ¢ € R, potom

(u(z) £o(x)) =/ (x) £ (x)

. (cu(z)) = cu' ()

(u(@)(x))" = v/ (@)o(x) + ulx)v’(x)
u(z)\' v (x)v(z) —ulz)v'(v)

(2 -

v(x) v3(z)

5. (u(v(z)))/ — o (v(2)) (x)

W N =

Poznamka 4.1 (druhd derivace a vyssi derivace). Protoze vysledkem derivace je funkce, mtizeme
tuto funkci opét derivovat. Vysledkem je druhé derivace funkce puvodni. Dalsim derivovanim
ziskame tieti a dalsi derivace. Druhou derivaci onacujeme 3", tieti derivaci " atd, obecné n-tou
derivaci oznacujeme y™). Napiiklad funkce y = 2° spliuje y' = 322, v/ = 6z, vy =6 a y™ =0
pro libovolné n > 4.

Definice (parcidlni derivace). Nechf f : R?> — R je funkce dvou proménnych. Pro libovolné
ale pevné y definujme funkci jedné proménné ¢(x) = f(z,y). Derivaci funkce p(x) nazyvime
parcidlni derivact funkce f(x,y) podle proménné x. Podobné definujeme parcialni derivaci podle
y pomoci derivace funkce jedné proménné o(y) = f(z,y)

. o L . . . d d
Poznamka 4.2. Derivaci funkce jedné proménné y = f(z) oznacujeme téz d—y nebo d—f
x x
af o
Derivaci funkce dvou proménnych z = f(x,y) podle z oznacujeme té% f., 2., 2z, 6_f’ 6_Z Podobné
x’ Ox
. , . .. oo o 0%z 0%z .
pro derivaci podle y. Druhé derivace oznacujeme z a podobné.

zzr Jyyr Rzy> ax—ay7 8_1j2
Druhé parcialni derivace funkce dvou proménnych jsou celkem ¢tyfi. Nasledujici véta ukazuje, ze
smiSené druhé derivace jsou vétSinou totozné, tj. ze druhé derivace existuji ve vétsiné pripadta
pouze tri.

Véta 4.1 (Schwarzova véta). Jsou-li parcidlni derivace f, a f,, definované a spojité na oteviené
mnoziné M, pak jsou totoZné, tj. pro vsechna (z,y) € M plati

falcly(xay) = f;/z(xay)

5. Vyuziti derivaci

Neni-li nize vyslovné uvedeno jinak, rozumime v této podkapitole pod pojmem funkce vzdy funkci
jedné proménné.
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5.1. Rychlost zmény veli¢iny.

Poznamka 5.1 (prakticky vyznam derivace). Necht veli¢ina x oznacuje ¢as, méfeny ve vhodnych
jednotkach, a necht veli¢ina y se méni v pritbshu ¢asu, tj. y = y(z). Derivace y'(z) poté znaci
okamZitou rychlost, s niz dochdzi ke zméné velikosti veli¢iny y v ¢ase x. Znaci-li napf¥. y(x) polohu
pohybujiciho se télesa v ¢ase x, je derivace y'(z) rovna okamZité rychlosti tohoto télesa (pojem
rychlost uzivdme ve fyzikalnim smyslu tohoto slova). Znaci-li veli¢ina y velikost populace uré¢itého
7ivoc¢isného druhu v ¢ase , znaci derivace y'(x) rychlost nariistu této populace, tj. pocet zivocicht,
ktery se v daném okamziku narodil (za Gasovou jednotku), zmenSeny o podet zivocicht, ktery
v daném okamziku uhynul.

5.2. Linearni aproximace funkce jedné proménné.

Véta 5.1 (souvislost derivace a spojitosti). Md-li funkce v bodé (na intervalu I) derivaci, je
v tomto bodé (na tomto intervalu) spojitd.

Poznamka 5.2. Opacné véta neplati, ze spojitosti funkce obecné neplyne existence derivace.
Piikladem budiz funkce y = |z| v bodé = = 0.

Poznamka 5.3 (rovnice tecny). M&-1i funkce f v bodé a derivaci, je rovnice tecny ke grafu funkce
v tomto bodé

y = f(a)(x —a) + f(a).

Rovnici teény mizeme pouzit k linearni aproximaci funkce. V okoli bodu a plati pfiblizny vzorec

f@) = f(a) + f'(a)(z — a),

ktery umoziiuje v okoli bodu a nahradit (obecné nelinearni) funkei f(z) funkei linedrni.

5.3. Linearni aproximace funkce dvou proménnych.

Véta 5.2 (dostateénd podminka spojitosti, linedrni aproximace funkce pomoci parcidlnich de-
rivaci). Necht funkce f md definované a spojité parcidlni derivace v okoli bodu (zg,yo). Potom
plati nasledugict.

e Funkce f je v bodé (zo,yo) spojitd.

e Rowina o rovnici

z = f(xo,90) + fr(x0,y0)(x — x0) + £, (x0, y0) (¥ — Yo)

je teénd rovina ke grafu funkce f v bodé (zo, Yo, f(x0,y0))
o Plati priblizny vzorec

f(z,y) = f(zo,90) + fr(z0,90)(x — x0) + £, (20, 0) (¥ — Yo)-
V tomto vzorci je presnost tim vétsi, ¢im

— je menst vzddlenost bodi (z,y) a (zo,yo),

— jsou mensi druhé derivace funkce f (pokud existuji).

5.4. Tayloruv polynom. Predpokladejme Ze je dana funkce f s néasledujicimi vlastnostmi:

e Dokézeme vypocitat funkéni hodnotu a hodnotu derivaci (az do fadu n) v jistém bodé
Zo.
e Nemame dostatecné efektivni algoritmus na vypocet funkénich hodnot v ostatnich bo-
dech x # xg.
Pro vypocet funkénich hodnot v bodech v okoli bodu zy se budeme snazit funkci aproximovat
jednodussi funkci, v nasem pripadé polynomem stupné n. Nejlepsi polynom, ktery funkci f v okoli
bodu zy aproximuje je takovy polynom, ktery méa s danou funkci totozné v bodé zy derivace az do
fadu n. Takovy polynom se nazyva Taylortiv polynom a nalezneme ho pomoci nasledujici definice.
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Definice (Tayloriv polynom). Necht n € N je pfirozené ¢islo a f funkce, kterd je definovana
v bodé zp € R a mé zde vSechny derivace do fadu n véetné. Polynom
f' (2o f" (w0
T(@) = (o) + T80 (0 ) 4 L0
se nazyva Tayloriv polynom stupné n funkce f v bodé zy. Bod zy se nazyva stred Taylorova
polynomu.

(n)(
(x—x0)2+"'+fn7(!o)($—iﬂo)n

Poznamka 5.4. Taylortv polynom je jediny polynom stupné n, ktery ma s funkci f v bodé
z¢ spolecnou funkéni hodnotu a hodnotu prvnich n derivaci. V pfipadé ze stfedem polynomu je
xo = 0 pouzivame pro Taylortv polynom nazev Maclauriniv polynom.

Véta 5.3 (Taylorova véta). Necht funkce f md v bodé x¢ a néjakém jeho okoli O(xg) spojité
derivace do tadu n + 1, véetné. Pak pro vSechna x € O(xg) plat?

f(x) = Tn(x) + Rn+1($)7

kde T, (z) je Tayloriv polynom funkce f stupné n se stiedem v bodé xy a R,i1(x) je zbytek.
Tento zbytek splnuje

f(n+1)(c) n+1
5.1 R, =< (x— ,
(5.1) @) = g @)
kde c je vhodné cislo lezici mezi x a xo.

Poznamka 5.5 (aproximace a jeji presnost). Z vyjadieni zbytku (1) plyne, Ze tento zbytek je
maly, jestlize

e z je blizko zg, tj. absolutni hodnota rozdilu (z — zp) je mald

e n je velké

° f("+1)(:v) je mala v uvazovaném okoli bodu z¢
Jsou-li tyto podminky splnény, mtzeme psat v okoli bodu xg

a chyba, které se pti tom dopustime bude mala. (Z (E1]) jsme schopni uréit maximalni hodnotu
chyby, které se pritom dopustime.)

Poznamka 5.6 (aplika¢ni). Tayloriv polynom tedy slouzi k tomu, abychom jistou funkéni za-
vislost aproximovali zavislosti polynomickou. Tim se zavislost podstatné zjednodusi, protoze po-
lynomy jsou jedny z nejjednodussich funkci.

5.5. Bolzanova véta.

Véta 5.4 (prvni Bolzanova véta). Necht funkce f(x) je spojitd na uzavieném intervalu [a,b] a
plat? f(a)- f(b) <0 (4. f(a) a f(b) maji opaénd znaménka). Pak funkce f(x) md na intervalu
(a,b) nulovy bod, tj. existuje cislo ¢ € (a,b) s vlastnosti f(c) = 0.

Poznamka 5.7 (nelinedrni nerovnice). Bolzanova véta umoziiuje fesit vétSinu nelinedrnich ne-
rovnic. Podle Véty B4 totiz funkce miZe zménit znaménko jediné v bodé, kde je porusena jeji
spojitost (= skokem), nebo v nulovém bodé (= graf protind osu x). Resime-li tedy nerovnici
f(z) > 0, nalezneme nejprve body nespojitosti funkce f a nulové body této funkce, tj. FeSeni
rovuice f(x) = 0. Obé skupiny bodd vyneseme na reilnou osu a definiéni obor se timto rozpadne
na nékolik podintervali. Uvnitt kazdého z téchto intervali plati bud f(z) > 0 nebo f(z) < 0.
Ktera z téchto variant plati ve kterém z intervald lze zjistit napiiklad postupnym dosazovanim
reprezentantti z jednotlivych intervalt.

5.6. Lokalni extrémy, konvexnost a konkavnost.
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Definice (lokalni extrém). Bud f funkce a zg € D(f).

e Rekneme, ze funkce ma v bodé zo lokdini mazimum, jestlize existuje ryzi okoli O(zq),
takové, ze f(zo) > f(z) pro véechna 2 € O(xg). Je-li nerovnost ostra, ikame, Ze funkce
f méa v bodé xg ostre lokdlni mazximum.

e Plati-li opa¢né nerovnosti, fikame, ze funkce ma v bodé xq lokdlni minimum a ostré
lokdln? minimum.

e Lokalni maximum a minimum nazyvame spoleénym nazvem lokdalni extrémy. Ostré
lokalni maximum a ostré lokalni minimum nazyvame spole¢nym nazvem ostrée lokdlni
extréemy.

Poznamka 5.8 (k pfedchozi definici). Funkce ma v bodé zg ostré lokdlni maximum (minimum),
jestlize v néjakém ryzim okoli bodu zy nabyva pouze nizsich (vysSich) funkénich hodnot, nez
f(x0). Hodnota f(xo) je tedy jedina nejvyssi (nejnizsi) funkéni hodnota v néjakém okoli bodu zg.
Okoli bodu xy z predchozi definice musi nutné celé lezet v defini¢nim oboru funkce f. (V nékteré
literatuie je tato podminka ponékud oslabena. Napi. u funkce y = +/z nemluvime o lokalnim
minimum v bodé 0, protoze nalevo od bodu 0 viibec neni definovana. Jini autofi tento bod vsak
za lokalni extrém povazuji.)

Lokalni extrémy tizce souvisi s monotonii, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 5.5 (postacujici podminky pro existenci a neexistenci lokalnich extrémut). Bud f funkce
definovand a spojitd v néjakém okoli bodu xg.
o Jestlize existuje levé okoli bodu xq, ve kterém je funkce rostouci a pravé okoli bodu xy,
ve kterém je funkce klesajici, je bod xo bodem ostrého lokdlniho mazima funkce f.
o Jestlize existuje levé okoli bodu xq, ve kterém je funkce klesajici a pravé okoli bodu x,
ve kterém je funkce rostouct, je bod xy bodem ostrého lokdlniho minima funkce f.
o Jestlize existuje okoli bodu xy ve kterém je funkce ryze monotonni, lokdlni extrém
v bodé xy nenastdvd.

Poznamka 5.9. Graficky mizeme pfedchozi vétu ilustrovat nasledovné.
JMAXN, i 7 FMAXS
a b c d
Poznamka 5.10 (absolutni extrémy funkce). Uvazujme funkci, kterd je spojitd na uzavieném
intervalu [a, b]. Tato funkce nabyva na intervalu [a,b] své nejmensi a nejvétsi hodnoty (toto tvr-
zeni je znamé jako Weierstrassova véta). Tyto hodnoty nazyvame absolutni mazimum a absolutni
minimum funkce f na intervalu [a,b]. Je zfejmé (odkud?), ze téchto extremdalnich hodnot muze

funkce nabyvat pouze v bodech, ve kterych mé lokalni extrémy, nebo v nékterém z krajnich bodua
intervalu [a, b].

Definice (konvexnost, konkdvnost). Bud f funkce majici derivaci v bodé x. Rekneme, ze funkce
f je v bodé xy konvexni (konkdvni), jestlize existuje ryzi okoli bodu xy takové, Zze pro vSechna
x € O(xp) lezi body grafu funkce nad teénou (pod tecénou) ke grafu funkce f sestrojenou v bodé
xg, tj. plati

(5:2) @) > fao) + F o)z —w0)  (f@) < flwo) + ' (z0)(@ = 20)).

Rekneme, ze funkce je konvexni (konkdvni) na otevieném intervalu I, ma-li tuto vlastnost v ka-
zdém bodé intervalu I.

Definice (inflexni bod). Bod ve kterém se méni charakter funkce z konvexni na konkavni nebo
naopak nazyvame inflexnim bodem funkce f.

V nasledujicich vétach si ukdzeme, ze monotonie a lokalni extrémy tzce souvisi s prvni derivaci
funkee, zatimco konvexnost/konkdvnost a inflexni body souvisi s druhou derivaci.
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Definice (stacionarni bod). Rekneme, Ze bod zq je staciondrnim bodem funkce f, jestlize funkce
f méa v bodé zo nulovou derivaci, tj. f'(xq) = 0.

Poznamka 5.11 (geometricky vyznam). Geometricky jsou staciondrni body body, ve kterych mé
graf funkce vodorovnou teénu (proc?).

Véta 5.6 (souvislost derivace a lokalnich extrémti). Necht md funkce v bodé g lokdlni extrém.
Pak funkce f v bodé xo bud nemd derivaci, nebo je tato derivace nulovd, tj. plati f'(z¢) =0 a
x( je staciondrnim bodem funkce f.

Poznamka 5.12 (strategie hledani lokalnich extrému). Podle pfedchozi véty jsou body kde deri-
vace neexistuje a stacionarni body jedinymi ,podezielymi“ kandidaty na body, v nichz by funkce
mohla nabyvat lokdlniho extrému. Nikde jinde (a takovych bodi byva naprosté vétsina) lokalni ex-
trém nemuze nastat. Pti hledani lokalnich extrému postupujeme tak, Ze nejprve nalezneme vsechny
tyto ,podezielé“ body (tj. funkci f zderivujeme a zjistime, kde je tato derivace nulové a kde neni
definovand) a poté v kazdém bodé samostatné rozhodneme, je-li v ném lokélni extrém a p¥ipadné
jaky. K tomu nam miize poslouzit Véta ve spojeni s nasledujici Vétou G711

Véta 5.7 (souvislost derivace a monotonie). Necht funkce f ma derivaci na otevieném intervalu
I.

o Je-li f'(x) > 0 na intervalu I, je funkce f rostouci na I.
o Je-li f'(x) <0 na intervalu I, je funkce f klesajici na I.

Nasledujici dvé véty jsou jednoduchym disledkem definice lokalnich extrému a definice rostouci a
klesajici funkce. Pfesto mohou tyto véty znacné zjednodusit hledani lokalnich extrému funkce.

Véta 5.8 (lokédlni extrémy slozené funkce s monotonni vnéjsi slozkou). Necht funkce g(x) je
definovand na I a f(x) je ryze monotonni na g(I). Potom funkce g(z) a f(g(x)) nabjvaji na
I swvych lokalnich extrémi ve stejnych bodech. Tyto lokalni extrémy jsou stejného typu pokud je
funkce f rostouct a opacného typu, pokud je funkce f klesajict.

Véta 5.9 (lokdlni extrémy slozené funkce s monotonni vnitini slozkou). Necht funkce g(x) je
spojitd a ryze monotonni na I a necht funkce f(x) je definovand na g(I). Potom sloZend funkce
f(g(z)) ma lokdlni v bodé x = a pravé tehdy, kdyZ funkce f(t) ma lokdlni extrém v bodé t = g(a).
Tyto lokdlni extrémy jsou stejného typu pokud je funkce g rostouci a opacného typu, pokud je
funkce g klesajict.

Piiklad 5.1 (lokalni extrém slozené funkce). Na intervalu (0, 1) hledejme lokalni extrémy funkce
y = xy/1— 22. Podle Véty staci najit extrémy druhé mocniny této funkce, tj. funkce y =
2%(1 — 2?). Studovana funkce je totiz na intervalu I kladna a druhd mocnina tedy roste. Podle
Véty mizeme zavést substituci 2° = t a studovat funkci y = t(1 — t). Pofad totiz pracujeme
s kladnymi hodnotami  a druh& mocnina je tedy rostouci funkce. Grafem funkce y = ¢(1 —t) je

1
parabola s lokalnim maximem ve vrcholu, tj. v bodé t = > ktery lezi uprostied mezi nulovymi

body t = 0 a t = 1. Zadana funkce y = xv/1 — 22 mé tedy lokalni extrém v bodé, ktery splituje

z? = =, tj. v bodé = = 75 Protoze jsme pouzili rostouci funkce, jednd se o lokalni extrémy

2
stejného typu, tj. je zde lokalni maximum. Vidime, ze lokalni extrém jsme nasli pouze pouzitim
zcela elementarnich prostredkil. Postup zaloZzeny na vypoctu derivace a jejich nulovych bodd by
byl nepomérné naroc¢néjsi.
Véta 5.10 (souvislost druhé derivace s konvexnosti a konkdvnosti). Bud f funkce magjict druhou

derivact na otevieném intervalu I.

o Je-li f"(x) > 0 na intervalu I, je funkce f konverni na I.
o Je-li f"(z) <0 na intervalu I, je funkce f konkdvni na I.
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Definice (kriticky bod). Bod, ve kterém mé funkce f nulovou druhou derivaci nazyvéame kri-
tickym bodem funkce f.

Véta 5.11 (souvislost inflexnich boda a druhé derivace). Necht md funkce v bodé xq inflexni
bod. Pak funkce f v bodé xg bud nemd druhou derivaci, nebo je tato druhd derivace nulovd, tj.
plati f"(xo) =0 a xo je kritickym bodem funkce f.

Véta 5.12 (souvislost druhé derivace s lokdlnimi extrémy). Bud f funkce a xq staciondrni bod
funkce f. Je-li f"'(x0) > 0, nabjvd funkce v bodé xq lokdlniho minima, je-li "' (xzo) < 0, nabyvd
funkce v bodé xg lokdlnitho maxima.

Poznamka 5.13 (technickd). Pfedchozi véta nedéva odpovéd na otdzku zda a jaky lokalni extrém
nastava ve stacionarnim bodé, ktery je soucasné i kritickym bodem. V tomto pfipadé totiz nelze
o existenci a kvalité lokalniho extrému pomoci druhé derivace rozhodnout. Proto je lepsi pfi hledani
lokalnich extrému vyuzivat Véty aB7l

5.7. Newtonova—Raphsonova metoda. Budeme se zabyvat tkolem najit piiblizné feseni
rovnice

(5-3) f(@) =0,

kde f(x) je diferencovatelna funkce.

Pri ptiblizném fesSeni rovnic zpravidla mame k dipozici jisty poc¢atecni odhad, ktery nam udava
ptibliznou polohu kofene, a nasim tikolem je tento pocatec¢ni odhad zptresnit na pozadovanou pres-
nost. Tento pocatecni odhad ziskdme naptiklad grafickym fesenim rovnice, nebo v nouzi hrubou
vypocetni silou stielbou naslepo.

Jedna z metod zpfesnéni pocateéniho odhadu kofent (Newtonova—Raphsonova) spoéiva v apro-
ximaci funkce tecnou a hledani kotene této tecny. Je-li pocatecni odhad kofene x = x(, muzeme
funkci v okoli bodu dotyku aproximovat te¢nou

(5.4) f(x) = f(xo) + f'(x0)(x — z0)

a oznacime-li x1 novou aproximaci kofene, urc¢ime x; z podminky

0= f(xo) + f'(z0)(z1 — o)

.
F(o)(z1 — x0) = — f(20)
R (C7)
LT ()

o~ f(flfo).

f'(xo)

Tento postup miizeme opakovat a odhad x; mtzeme dale zpfesnit. Za jistych podminek se takto
budeme pfiblizovat k FeSeni rovnice f(x). Stanoveni podminek konvergence metody je obsazeno
v nésledujici vété. Zhruba Feceno, funkce f(x), musi byt dostateéné hladkd, po¢ateéni odhad musi
byt dostatecné blizko korene a derivace zde nesmi byt rovna nule.

Véta 5.13 (Newtonova—Raphsonova metoda). Necht f(x) je funkce, kterd ma na [a,b] spojitou
druhou derivaci a necht existuje &islo ¢ takové, Ze f(c) = 0. Jestlize f'(c) # 0, potom ezistuje
0 > 0 takové, Ze posloupnost

~ flzw)
f'(zk)

konverguje k ¢islu ¢ pro libovolné pocatecni xqg spliiugict |xo — ¢| < 0.

(5.5) Tk+1 = Tk

Konvergence metody je velmi rychld — kazdym krokem se pocet presnych cifer prakticky zdvojna-
sobi.
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Piiklad 5.2 (Newtonova—Raphsonova metoda). Pro funkci f(z) = cos(z) — x ma itera¢ni schéma

cos(zyp) —
tvar z,4+1 = x, + M a volime-li xp = 0.5, vypadéa posloupnost iteraci nasledovné:
1+ sin(zy,

1 = 0.75522241710563, zo2 = 0.73914166614987, z3 = 0.73908513392080, x4 = 0.73908513321516.



KAPITOLA 2
Integralni pocet

V kapitole vénované diferencidlnimu poctu jsme k funkci nasli jeji derivaci — velicinu udavajici
rychlost, se kterou se méni funkéni hodnoty. Nyni problém otocime: ke znadmé derivaci (tj. ke
znamé rychlosti zmény) budeme hledat ptivodni funkei.

1. Neurdity integral

Definice (neurcity integral, primitivni funkce). Bud I otevieny interval, f a F funkce definované
na [. Jestlize plati

(1.1) F'(z) = f(x) pro viechna x € I,

nazyva se funkce F' primitivni funkci k funkci f, nebo téz neurcity integrdl funkce f na intervalu

I. Zapisujeme

/f(:v) dz = F(x).

Existuje-li k funkci f neurcity integral na intervalu I, nazyva se funkce f integrovatelnd na I.

Poznamka 1.1 (spojitost primitivni funkce). Primitivni funkce F'(z) je vzdy spojitd na I, plyne
to z existence derivace.

Véta 1.1 (postacujici podminka existence neurcitého integralu). Ke kaZd€ spojité funkci existuje
neurcity integral.

Véta 1.2 (jednoznacnost primitivni funkce). Primitivni funkce je na daném intervalu k dané
funkci uréena jednoznacné, az na libovolnou aditivni konstantu. Presnéji, plati ndsledugici:

(i) Je-li F' primitivnt funkct k funkci f na intervalu I, plati totéZ i pro funkci G(z) = F(z) + ¢,

kde ¢ € R je libovolnd konstanta nezdvisld na x.
(ii) Jsou-li F a G primitivni funkce k téZe funkci f na intervalu I, lisi se obé funkce na intervalu

I nejuyse o aditivni konstantu, tj. existuje c € R takové, Ze
F(x)=G(z)+c pro vSechna x € 1.
Poznamka 1.2 (filozofickd). Bohuzel, ne vzdy neurcity integrél dokdzeme efektivné najit. Zatimco
problém nalezeni derivace funkce slozené z funkci, které umime derivovat, spo¢iva pouze ve spravné
aplikaci vzorcu pro derivovani, problém nalézt neurcity integral i k funkci tak jednoduché, jako je
2
napiiklad e je nefesitelny ve tfidé elementdrnich funkei (viz téz Véta [2.5])

Véta 1.3 (linearita neurcitého integrélu). Necht f, g jsou funkce integrovatelné na I, ¢ necht
je redlné cislo. Pak na intervalu I plati

[1@+9@te = [ f@do+ [ o),
/cf(ac)d;vzc/f(x)dx.

Poznamka 1.3 (technickd). Vzhledem k souc¢tu a nésobeni konstantou se tedy integral chova

,Pekné“  tak jak jsme to vidéli i u derivace. Bohuzel vsak neexistuji podobné vzorecky pro integral

slozené funkce, podilu nebo soucinu.

14
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Poznamka 1.4 (zékladni vzorce pro integrovani). Nasledujici vzorce jsou opakem (a v nékterych
pripadech mirnym zobecnénim) vzorca pro derivaci zakladnich elementarnich funkci.

de=x+c¢ 1
de =tgx +c
gl cos? x &
2" dx = +c 1
n+1 / —— dz = —cotgx + ¢
sin” x

1
—dz=Inlz|+¢
z dz = arcsin = +c

1
a® n /\/Az—x2 A
¢ 1
7dx:1n’x+\/12i3‘+c
/\/xQ:I:B

efde =e" +e¢ 1 . 1 .
sinzdr = —cosx + ¢ /A2+I2 x_ZarCth'i_c
/#d;ﬁzilnlﬂ
A2 — 22 24 A—zx

1.1. Metoda per-partés. Motivace. Pokud vyjdeme ze vztahu pro derivaci sou¢inu

Ina

+c

\\\?\\\
=
I

cosxdx =sinx + ¢

(uv)" = u'v + uv’

a zintegrujeme jej na tvar

uv:/u’vd:z:—l—/uv/d:c,

nabizi se ndm moznost, vypocitat jeden z integral na pravé strané pomoci druhého. To je zakladni
myslenkou néasledujici metody.

Véta 1.4 (metoda per-partés, specidlni pfipad souéinu). Necht funkce u a v maji derivace na
intervalu I. Pak plati

(1.2) /u(x)v’(a:) dz = u(z)v(z) — /u’(x)v(a:) dz,
pokud integrdl na pravé strané existuje.

Poznamka 1.5 (integraly typické pro vypocet metodou per-partés). Bud P(z) polynom. Metodou
per-partés integrujeme napiiklad integraly nasledujicich typt

/P(x)e‘” dx,/P(x) sin(az) dz, / P(z) cos(ax) dx,

/P(x) arctgxda:,/P(a:) In" zdu.

U prvni skupiny integrald postupujeme tak, Ze polynom derivujeme, ¢imz snizime jeho stupen,
a v pripadé potieby tento postup opakujeme. U druhé skupiny integralt naopak derivujeme funkce
arctg x a In x. Ve v8ech téchto piipadech je integral figurujici na pravé strané vzorce (L.2) jednodussi
nez integral ptivodni.

Piiklad 1.1 (integrace per-partés).

u=arctgx u =
& 2+ 1
22

2

/ x arctg x dx | per-partés:

/
— U=

7x
= garctgx— 1+x2

T2 arct / T2 arct L+ Larctgz +
= — arc xTr — = — arc Xr— =T — arc X C
g ACe 1+ Tz dr= g arcter — god Sarctg
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1.2. Substituéni metoda.

Véta 1.5 (prvni substituéni metoda, specidlni pripad slozené funkce). Necht f(t) je funkce
spojita na intervalu I, necht funkce o(x) md derivaci na intervalu J a plati (J) = I. Potom
na intervalu J platt

13 [fe@p@e= [ 10

dosadime-li napravo t = p(x)

Poznamka 1.6 (technickd). Formdlné substituci provadime tak, Ze piSeme v integralu vpravo ¢
misto p(x) a dt misto ¢'(x)dx.

Piiklad 1.2 (substitu¢ni metoda).

. 3 .2
sin” x sin“x |

tg®xde = s de = s sinzde =
cos? x cos® x

5 cosr =1
1 —cos”x .
= / — sin x dz | substituce: —sinzxdx = dt
cos3 x .
sinzxdzr = —dt

1 —¢2 1
:/ dt = /——t_3dt:
13 t

1 |t|+1f2 In | | + ! +
=1In - =Inl|cosz| + ——— +¢
2 2 cos? x

V jistém smyslu opac¢nym postupem je druhé substituc¢ni metoda.

Véta 1.6 (druhd substituéni metoda). Necht f(z) je funkce spojitd na intervalu I, necht funkce
©(t) mda nenulovou derivaci na intervalu J a plati o(J) = I. Potom na intervalu I plati

(1.4) /f d:z:—/f

dosadime-li napravo t = o~ (z), kde o~ (z) je funkce inverzni k funkci ().

Poznamka 1.7. Existence inverzni funkce ¢! plyne z nenulovosti derivace funkce ¢. Viraz
napravo v ([[4) sice vypadd komplikovanéji, v praxi v8ak substituci volime vzdy tak, aby po
upravé vpravo vySel integral jednodussi, ktery umime vypocitat.

Poznamka 1.8 (technickd). Formdlné substituci provadime tak, Ze piSeme v integralu vpravo
©(t) misto z a ¢'(t) dt misto dz.

Poznamka 1.9. Vidime, Ze u druhé substituéni metody se vlastné jednd o pouziti vzorce (L3)
zprava doleva.

2. Urcity integral

Definice (déleni intervalu). Bud [a, b] uzavieny interval —co < a < b < co. Délenim intervalu
[a, b] rozumime kone¢nou posloupnost D = {xg, z1,...,z,} bodl z intervalu [a, b] s vlastnosti

a=x0< 1 <Ta<x3< < Tp_1 <z, =D>0

Cisla x; nazjvame deélict body.

Definice (dolni zavora). Bud A neprazdna zdola ohrani¢end mnozina redlnych ¢isel. Cislo m se
nazyva dolni zdvora mnoziny A, jestlize m < a pro vSechna a € A

Priklad 2.1. e Dolni zévorou intervalu (0, 1) jsou napiiklad ¢isla —1, —, 0.

e Dolni z&vorou intervalu (0, 1) nejsou ¢isla 3 6 ani e.
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Definice (infimum). Bud A neprazdnd zdola ohrani¢end mnozina realnych ¢isel. Cislo inf(A) se
nazyva infimum mnoziny A, jestlize je nejvétsi dolni zadvorou mnoziny A.

Piiklad 2.2. Intervaly (0,1), [0,1], (0,1] maji vSechny infimum rovno ¢islu 0.

Definice (horni zévora). Bud A neprazdna shora ohrani¢ena mnozina realnych éisel. Cislo M
se nazyva horni zdvora mnoziny A, jestlize M > a pro vSechna a € A

Definice (supremum). Bud A neprizdn shora ohrani¢ena mnozina realnych ¢isel. Cislo sup(A)
se nazyva supremum mnoziny A, jestlize je nejmensi horni zdvorou mnoziny A.

Piiklad 2.3. Intervaly (0,1), [0,1], (0,1] maji vSechny supremum rovno ¢&islu 1.

Definice (dolni a horni soucet). Bud [a,b] uzavieny interval a f funkce definovand, spojitd
a ohranicend na [a,b]. Bud D déleni intervalu [a,b]. Bud s; = min{f(x), ;-1 < & < z;} pro
1 = 1..n minimum funkce f na jednotlivych intervalech déleni. Potom soucet

n

s(f, D) = Z si(z; — xi—1)
=1
se nazyva dolni soucet funkce f ptislusny déleni D. Podobné obdrzime horni soucet funkce f,
pokud pouzijeme S; = min{ f(z),x;—1 <& < z;} a

S(f,D) = ZSi(l’i —T;_1).

=1

%ento piedpoklad je moZno oslabit

Definice (uréity integral). Bud [a,b] uzavieny interval a f funkce definovand, spojita a ohra-
ni¢en4 na [a,b] a D mnoZina viech déleni intervalu [a, b]. Rekneme, Ze funkce f je integrovatelnd
na intervalu [a, b], jestlize existuje ¢islo I € R s vlastnosti
I =sup s(f,D) = inf S(f,D),
sup s(f, D) = jnf S(f, D)
pak ¢islo I nazyvame urcity integrdl funkce f na intervalu [a,b] a oznacujeme

/: f(x) de.

Definice (horni a dolni mez). Cislo a v definici uré¢itého integralu se nazyvéa dolni mez a &slo
b horni mez.

Nasledujici definice dopliuje definici urcitého integralu v piripadé, Ze dolni mez neni mensi nez
mez horni.

b a
Definice (vyména mezi v ur¢itém integralu). Pro a > b definujeme / f(z)de =— / f(z)da.
a b

Dale definujeme / f(z)dx = 0.

Véta 2.1 (linearita urc¢itého integrélu vzhledem k funkci). Necht f, g jsou funkce integrovatelné
na [a,b], ¢ necht je rediné é&islo. Pak plati

/ '[F(&) + 9(a)] do = / ’ fla)dz + / )

/abcf(x)dx = c/abf(x)dx.
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Funkce Stfedni hodnota

stf. hodnota

b b

OBRAZEK 1. Uréity integral a integralni stfedni hodnota funkce

Véta 2.2 (aditivita uréitého integralu vzhledem k mezim). Necht f je funkce integrovatelnd na
[a,b]. Bud ¢ € (a,b) libovolné. Pak je f integrovatelnd na intervalech [a,c| a [c,b] a plati

/abf(x)dx _ /:f(x)dx—i—/cbf(x)dx.

Véta 2.3 (monotonie vzhledem k funkci). Budte f a g funkce integrovatelné na [a,b] takové, Ze

f(z) < g(z) pro x € (a,b). Pak platz’/ flx)dz < / g(x)dx.

Poznamka 2.1 (integrél z nezdporné funkce). Pro f = 0 dostavame z piedchozi véty tvrzeni, ze
integral z funkce nezdporné na celém integra¢nim oboru je nezaporny.

1

Definice (stiedni hodnota). Cislo .
—a

b
/ f(x)dx se nazyva stiedni hodnota funkce f na

intervalu [a, b].

V praxi se urcity integral pocita uzitim nasledujici véty.

Véta 2.4 (Newtonova—Leibnizova véta). Necht funkce f(x) je Riemannovsky integrovatelnd na
[a,b]. Necht F(x) je funkce spojitd na [a,b], kterd je intervalu (a,b) primitioni k funkci f(x). Pak
plati

b
[ #@) o= (P}l = F) - F@.

Piiklad 2.4 (pouziti Newtonovy-Leibnizovy véty). Protoze primitivni funkei k funkei 2 je funkce

4
1 210 14 0t 1
/dexZ - ===~
o 4, 4 4 14

€ ;

Z, platl

V nésledujici poznamece si uvedeme metodu, jak pfiblizné urcit hodnotu urcitého integralu v pti-
padé, ze neni snadné pouzit Newtonovu—Leibnizovu vétu, napi. kdyz nedokézeme nalézt primitivni
funkei.

Poznamka 2.2 (lichobé&znikové pravidlo, p¥iblizny vypodet uréitého integralu). Necht je funkce f
—a

spojita na intervalu [a, b]. Rozdé&lme interval [a, b] na n intervalt stejné delky h, tj. plati h = -
Krajni body téchto intervald oznac¢me po fadé zg, x1, ..., T, a jim odpovidajici funkéni hodnoty
Y0, Y1, - - - » Yn. Hlavni myslenka aproximace integralu funkce f na intervalu [a, b] spo¢ivé v tom, ze
na tomto intervalu nahradime funkci f(z) lomenou ¢arou s vrcholy v bodech [a = x0, yol, [z1, y1],
...|zn = b,ys] a integral z takto upravené funkce vypocteme jako soucet obsahti jednotlivych
lichob&znikt, z nichz je obrazec pod lomenou ¢arou sestaven. (Toto lze provést i kdyz funkce f
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7 T; Yi m my;

11 0.00 | 0.000000 | 1 | 0.000000
210.25 | 0.015625 | 2 | 0.031250
31 0.50 | 0.125000 | 2 | 0.250000
410.75 | 0.421875 | 2 | 0.843750
51 1.00 | 1.000000 | 1 | 1.000000

Soucet: 2.125000
TABULKA 1. Lichobéznikové pravidlo

nezachovava znaménko na intervalu [a, b].) Potom plati:

b
h
/ f(z)dr = §(yo+2y1+2yz+---+2yn_1+yn).

Pritom chyba v tomto vzorci je tim mensi, ¢im je
e VEtsi n,
e mensi rozdil b — a,
e mensi |f”(z)| na (a,b).

Piiklad 2.5 (lichobéznikové pravidlo). Pokusime se pomoci lichobé&znikového pravidla aproximo-
1

vat integral / 23 dzx z Piikladu24l Rozdélime interval [0, 1] na 4 dilky o délce 0.25 a pro pohodIny
0

1
2
vypocet pouzijeme Tabulku[ll Vysledna aproximace tedy je / 23dr ~ %2.125000 = 0.265526.

0
Porovname-li tuto hodnotu s presnym vysledkem z Ptikladu2.4] vidime, Ze pies pomérné primitivni
aproximaci, je chyba mensi nez 7%. Jemngjsim délenim ziskdme hodnotu jesté presnéji.
Pomoci integralu muzeme definovat uzitecné neelementarni funkce — naptiklad primitivni funkce
k funkcim, které jsme doposud neumeéli integrovat. Umozni nam to nasledujici véta.

Véta 2.5 (integral jako funkce horni meze). Necht funkce f(x) je spojitd na intervalu I a necht
a € I. Potom funkce F(x) definovand na I vztahem

Flz) = / F(t)dt
md na intervalu I derivaci a plati F'(z) = f(x).

x t3 z 3
Pi#iklad 2.6. Pro funkci f(z) = x? plati / t2dt = [g} = % coz je skuteéné jedna z primi-
0 0
tivnich funkei k funkci :v2, jak jiz vime z kapitoly o neurcitém integralu (viz téz vzorce na konci
tohoto textu).

x

Poznamka 2.3. Jiz dfive jsme uvedli, Ze k funkci e~ ’ existuje primitivni funkce, ale tuto funkci

xr

2
neumime najit. Nyni vidime, ze tuto primitivni funkci lze zapsat napriklad ve tvaru / e~ dt. Po-
4
2
kud néas zajima naptiklad funkéni hodnota v bodé = = 1, staci urcit hodnotu integralu e " dux.
0
Tuto hodnotu sice neumime vypocitat pfesné, miizeme ji vSak ptiblizné vypocitat pomoci lichobéz-
nikového pravidla.

3. Dvojny integral

3.1. Dvojny integril na obdélniku. Definujme funkci na obdélniku R = [a,b] X [c,d]
ohranicenou funkei f(z,y). Obdélnik rozdélme na podobdélniky pi, ps, ..., p, 0 obsazich Apy,
Apo, ..., Ap,. Toto déleni oznacme D.
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V obdélni¢ku p; najdeme supremum M; a infimum m; funkce f(z,y). Sestrojme horni a dolni
integralni soucet prislusny déleni D podle vzorct

k
D)= Z M;Ap; ...horni soucet

k
s(D) = Z m;Ap; ...dolni soucet
i=1
e Supremum mnoziny vSech dolnich souctt nazyvame dolni dvojny integrdl.
e Infimum mnoziny vSech hornich souctt nazyvame horni dvojny integrdl .

Definice (dvojny integral). Jestlize jsou si horni a dolni integrél rovny, pak jejich spole¢nou
hodnotu znac¢ime

(3.1) /Rf(:v,y) da dy

a nazyvame dvojny integrdal funkce f v R. O funkci f fikame, Ze je na mnoziné R integrovatelnd.

Vypocet dvojného integralu provadime s vyuzitim nésledujici véty o pfevodu dvojného integralu
na dvojnasobny (dva ,obyCejné“ integraly).

Véta 3.1 (Fubini). Necht R = [a,b] X [c,d] je uzavieny obdélnik v R? a f funkce definovand a
spojitd na R. Pak plati

/Rf(;v,y)dxdy:/ /facydy dx—/ /fxydx

Véta 3.2 (Diusledek Fubiniovy véty). Plati-li ve vété [31] rovnost f(x,y) = g(x)h(y), plati

//f:z: Y d:z:dy—/ (x)d:z:/cdh(y)dy.

3.2. Dvojny integral v obecné oblasti.

Definice (dvojny integral v obecné oblasti). Bud 2 uzaviena ohrani¢ena oblast. Bud R dosta-
tecné velky obdélnik, takovy, ze 2 C R. Definujme na R funkci g predpisem

G

Potom definujeme integral funkce f na mnoziné €2 predpisem

/Qf(:c,y)d:cdy—//Rg(:c,y)d:cdy,

V dalsim budeme pro jednoduchost predpokladat, ze oblasti pfes které integrujeme maji hranici
tvorenu po ¢astech hladkou uzavienou kiivkou.
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()

Véta 3.3 (Fubini). Necht [ je funkce spojitd v uzaviené oblasti
Q={(z,y) eR*:a<z<bap() <y< v}

b rip(x)
z, = )
J[ sz =[] e

Potom

oblast 2

¢(y)

JoN K x

Véta 3.4 (Fubini). Necht f je funkce spojitd v uzaviené oblasti
Q={(z,y) eR?:a<y<bap(y) <z <Yy

J[ s awa=[] / Z(j)f(x’y) de] dy

Potom

21

Véta 3.5 (linearita integralu). Bud fi, fa funkce integrovatelné v Q a ¢y, co libovolnd redind

¢isla. Platt

//9[01f1(x,y)+c2f2(x,yﬂ drdy = ¢; //Qfl(:v,y)d;vdy+Cz//ﬂf2(x,y)dxdy

Véta 3.6 (aditivita vzhledem k oboru integrace). Necht je oblast 2 rozdélena na dvé oblasti 4

a Qs, které maji spolecné nejvyse hranicni body. Plati

//Qf(:c,y)dxdyZ/Qlf(x,y)dxdy+/92f(:p,y)dxdy
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3.3. Fyzikalni aplikace dvojného integralu.
e Obsah mnoziny M vypocteme jako

/[ azs

e Hmotnost mnoziny M vypocteme jako

m=[[ otasy

kde o(z,y) je plosna hustota (hmotnost vztazend na jednotku povrchu).
e Té&ziste hmotné mnoziny M je v bodé [z, yr], kde

1

T = —// zo(z,y)dz dy,
mJJm
1

yr = —// yo(z,y)drdy
mJJm

a m je hmotnost mnoziny.
e Moment setrvacnosti hmotné mnoziny M vzhledem k ose je

-/ / Pty drdy,

kde p(x,y) je vzdalenost bodu (x,y) od osy otaceni. Naptiklad pro osu z je p(z,y) =y
a pro osu y je p(x,y) = x. Pro osu prochédzejici kolmo pocatkem je p(z,y) = Va2 +y 2[]

V dimenzovéni nabytku se setkate s veli¢inami kvadraticky moment prifezu (coz
je moment setrvacnosti pro o(z,y) = 1) a modul prﬁi‘ezu které, ﬁzce souvisi s kvadra-

vvvvvvvv

vvvvvvvv

T (Iw a kvadratlcky moment vzhledem k ose y (I ) tedy jsou

S = // dxdy

:CT:—// rdzdy, Imz// y? dzdy
S M

T:l// ydady, Iyz// 22 dzdy
SJ)Iu M

4. Polarni souradnice

Dosud jsme pouzivali pouze kartézské souradnice: dvojici ¢isel udavajici vzdalenost bodu od osy y
a od osy z, ktera jednoznacné urcuje polohu bodu v rovingi. V praxi je nékdy vyhodnéjsi pouzit
i jiny zptsob jak pomoci dvojice ¢isel charakterizovat polohu bodu v roviné — takové soutradnice
potom nazyvéme kﬁvocvcw"é souf‘adnice

zadavame tak, ze uré¢ime vzdalenost » bodu od pocatku soustavy soufadnic O a thel @, ktery svira
spojnice bodt O a A s kladnou ¢&asti osy x.

Chceme-li prevést dvojny integral do polarnich soufadnic, provadime v ném vlastné substituci
x =rcosp ay = rsing. Pritom se transformuji i diferencidly dx a dy a vysledny vzorec ma tvar

// f(:v,y)dxdyz/ f(rcosp,rsing) -rdedr.
Q Q

jinym osam se poté da odvodit pomoci Steinerovy véty (http: //cs wikipedia. org/w1k1/Ste1nerova_v/ECta)

2Myélenka pouzivat takové souradnice pochéazi od filozofa Reného Descarta, ktery jednou pozoroval mouchu
na stropé€ a uvédomil si, Ze pro jednoznac¢né stanoveni polohy mouchy na stropé staci zadat jeji vzdélenost od dvou
navzajem kolmych stén.


http://cs.wikipedia.org/wiki/Steinerova_v%ECta
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Y A
............ T'. r € [0,00), ¢ € 0,27)
.".. - : T =TCosy
\‘P . Yy =rsing
o

OBRAZEK 2. Polarni soufadnice

V diferencidlnim poctu polarni soufadnice pouzivame predevsim tam, kde ma problém radialni
symetrii. Naptiklad pfi studiu ochlazovani nebo kmitd kruhovych desek ¢i valcovitych soucastek.
V integralnim poctu tyto soutadnice pouzijeme zejména v piipadé, kdy integrujeme ptes kruznici
nebo jeji ¢ast (napf. mezikruzi ¢éi kruhova vysec). V takovém piipadé maji totiz integrédly které
vzniknou po aplikaci Fubiniovy véty pevné meze a vypocet druhého integralu je zpravidla jedno-
dussi. V nasledujicim prikladé pro srovnani vypocteme tentyz integral v polarnich i v kartézskych
soufadnicich.

Priklad 4.1. Vypoctéte / / xdx dy, kde Q) je ¢tvrtina jednotkového kruhu, lezici v prvnim kvad-

Q
rantu.
Yy

Vypocet v polarnich soufadnicich:

1 /2 1 /2
//:Cdxdy:/ (/ 7 COS r dcp) drz/ rzdr/ cospdy
Q 0 VMo N—— 0 0

funkce Jakobian

1! [s' }W/Q 1 0 [s' T O} 1
=|—= in =|=—=||sin= —sin0| = =
31, 7o 373 2 3

5. Oby¢ejné diferencialni rovnice (iivod)

Obyc¢ejné diferencidlni rovnice je matematicky vztah mezi neznamou funkci a jejimi derivacemi

Definice (oby¢ejna diferencidlni rovnice). Obycejnou diferencidlni rovnici pruniho fddu roziese-
nou vzhledem k derivaci (strucné - diferencidlni rovnici (ODR)) s nezndmou y rozumime rovnici
tvaru

6.1 Y =Ff(zy)

kde f je funkce dvou proménnych. Resenim (téZ integrdlem) rovnice na intervalu I rozumime
kazdou funkci y = y(x), kterd spliiuje identicky (51 na I.

Uloha najit feseni rovnice (5.1)), které spliiuje zadanou pocdtecni podminku

(5.2) y(xo) = Yo

se nazyva pocatecni uloha nebo téz Cauchyova tuloha. Jejim Fesenim rozumime funkci, kterd
splituje podminku (5.2 a je na néjakém intervalu obsahujicim bod x( feSenim rovnice (&.1]).
Reseni Cauchyovy tlohy nazyvame téz partikuldrnim tesenim rovnice (B.1l). Graf partikuldrniho
feseni se nazyva integrdlni krivka.

V souvislosti s diferencidlnimi rovnicemi nés zajimé predevsim otazka, zda dand rovnice (po¢atecni
uloha) m4 FeSeni, na jakém intervalu je toto feSeni definovdno a zda je uréeno jednoznacéné. My
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se budeme navic zabyvat pouze rovnicemi, u nichz lze feseni nalézt analytickou cestou pomoci
integralniho poctu.

5.1. Rovnice typu 3 = f(z). Nejjednodussim piikladem diferencialni rovnice je rovnice
tvaru

(5.3) ¥ =f(2).
Z integralniho poc¢tu vime, Ze tuto rovnici splituje kazda primitivni funkce k funkci f, tj. Ze fesenim
rovnice (B3) je funkce

v= [ sz c

kde C je libovolna konstanta. Takovéto feseni, které obsahuje konstantu, nazyvame obecné resent
rovnice. Toto FeSeni tedy reprezentuje vSechny funkce, vyhovujici dané rovnici (je jich zfejmé neko-
neéné mnoho) Libovolné partikuldrni feseni ziskdme z obecného Feseni vhodnou volbou konstanty.

Poznamka 5.1 (obecné a partikuldrni feSeni). Podobny princip plati i u dalich diferencidlnich
rovnic. Funkci které vyhovuji diferencialni rovnici prvniho fadu je nekoneéné mnoho, zapiSeme-
li vSechny jednim vzorcem, bude tento vzorec obsahovat jistou konstantu C'. Takovy vzorec se
nazyva obecné feseni diferencidlni rovnice. Kazdé jednotlivé (partikuldrni) feSeni lze z tohoto
vzorce obdrzet] vhodnou volbou konstanty C'.

5.2. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi. V tomto odstavci si uvedeme

postup Teseni jedné z nejjednodussich diferencialnich rovnic.

Definice (ODR se separovanymi proménnymi). ODR tvaru

(5.4) y' = f(x)g(y),

kde f a g jsou spojité funkce na otevienych intervalech nazyvame obycejnou diferencidalni rovnici
S€ separovanymi promennymi.

Pocatecni tloha pro rovnici se separovanymi proménnymi nemusi mit vzdy jediné feseni. Existuji
dokonce feseni, které maji porusenu jednoznacnost v kazdém bodé svého defini¢niho oboru. Tato
feSeni se nazyvaji singuldrni.

Tuto rovnici feSime separaci proménnych nasledovné:

(i) M4-li rovnice g(y) = 0 TeSeni ki, ko, ..., k,, jsou konstantni funkce y = k1, y = ko,
..., y = k, FeSenimi rovnice. Ostatni feseni jsou nekonstantni a nalezneme je v dalsich
krocich.

(ii) Dale pracujme jenom na intervalech, kde g(y) # 0. Forméaln& nahradime derivaci y’

podilem diferencialii —2:
dx

dy
A O
o~ @)
d
(iii) Se zlomkem d—y pracujeme ,normalné“ jako s podilem dvou vyrazi. Nasobenim a déle-
x
nim prevedeme rovnici na tvar, ktery obsahuje na kazdé strané pouze jednu proménnou:
dy
— = f(z)dz
9(y)
(iv) Ziskanou rovnost zintegrujeme:

/%:/f(x)dx—i—(?

Vlevo je tedy integral v proménné y, vpravo integral v proménné z a na jednu ze stran
rovnice priddme integracni konstantu. Tim obdrzime rovnici, kterd implicitné zadava
obecné Teseni rovnice.

3i z tohoto pravidla vSak existuji vyjimky, :)
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(v) Pokud je zaddna poc¢ateéni podminka, dosadime ji do obecného FeSeni a uréime hodnotu
konstanty C'. Tuto dosadime do obecného FeSeni a obdrzime FeSeni partikularni.
(vi) Pokud je to mozné, prevedeme FeSeni (obecné nebo partikularni) do explicitniho tvaru
(,,vyjadiime* odsud y).
(vil) Pokud je mozné nékteré z konstantnich feSeni obdrzet vhodnou volbou konstanty ve
vzorci pro obecné feseni, zahrneme toto konstantni feseni do obecného. ReSeni, kterd
neni takto mozno zahrnout do obecného feseni jsou Casto singuldrnimi.

Poznamka 5.2 (geometricky vyznam diferencialni rovnice). Zajimejme se o to, jak budou vypadat
integralni k¥ivky rovnice (BI). Protoze derivace funkce v bodé udévd smérnici teény ke grafu
funkce v tomto bodé, lze rovnici (BI) chapat jako predpis, ktery kazdému bodu v roviné priradi
smeérnici te¢ny k integralni kiivce, kterd timto bodem prochazi. Sestrojime-li v dostatecném poctu
(naptiklad i ndhodné zvolenych) bodi [z, y] v roviné kratické tsecky o smérnici ¢(x,y), obdrzime
smérové pole diferencidlni rovnice — systém linearnich elementt, které jsou tecné k integralnim
kiivkam. Casto lze ze smérového pole odhadnout tvar integralnich kiivek. Protoze se viak jedna
pouze o odhad tvaru integralnich ¢ar, pouzivame tuto metodu jen v pripadé, kdy nam staci pouze
hruba informace o jednotlivych feSenich, nebo v ptripadech kdy selhavaji ostatni dostupné metody.
Pocateéni podminka (5.2)) geometricky vyjadiuje skutecnost, ze graf prislusného feSeni prochazi
v roviné bodem [xg, yo|. M4-1i tato pocatecni tloha jediné feSeni, neprochazi bodem [z, yo] Zddna
dalsi kiivka. M&-li kazda poc¢ateéni uloha jediné FeSeni (coz bude pro nés velice ¢asty piipad),
znamena to, ze integralni kiivky se nikde neprotinagi.
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OBRAZEK 3. Smérové pole rov- OBRAZEK 4. Smérové pole rov-
nice ¥’ = y(1 —y). nice 3y = y* — z.
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