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1 Motivace a geometricky vyznam

Predpokladejme, Ze teorie ukazuje na skutecnost, ze mezi velicinami = a y je linedrni vztah
ve tvaru y = ax + b. Mérenim byly pro konkrétni hodnoty veli¢iny x naméreny odpovidajici
hodnoty veli¢iny y a vysledek byl zanesen do grafu. Body které jsme obdrzeli vsak nelezi na
jedné primce, protoze méreni je vzdy zatizeno néjakou chybou a nase teorie navic vzdy
nemusi odpovidat praxi stoprocentné. Mame tedy body v roviné, které lezi priblizné v jedné
primce a chceme najit co nejpresnéjsi matematicky model, tj. stanovit koeficienty a, b tak,
aby primka y = ax + b lezela co nejblize bodiim z méreni.

y=axr—+b
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Soubor bodi yal25 11

Snazime se vystihnout chovani bodil pomoci lineadrni zavislosti. Pfimka nebude pochopitelné
prochazet véemi body, chceme tedy alespon, aby prochazela co nejblize okolo nich.
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Snazime se vystihnout chovani bodil pomoci lineadrni zavislosti. Pfimka nebude pochopitelné
prochazet véemi body, chceme tedy alespon, aby prochazela co nejblize okolo nich.

Za optimalni pfimku povaZujeme tu, ktera minimalizuje soucet ploch Cervenych Ctvercd.
Tahle primka je optimalni. Jak ji najit?
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2 Vzorec

Primku proloZenou metodou nejmensich Ctvercil hledame za pouziti nasledujici véty.

K jejimu odvozeni je mozné vyuzit parcidlni derivace, jak je ukdzano ve dvou poslednich
kapitolach tohoto souboru, na strané 21. Studenti ktefi jsou si jisti, Ze parcidlni derivace
nemaji v naplni svého kurzu (napriklad LDF, 1. ro¢nik), by toto odvozeni Cist neméli.

Véta [prokladani souboru bodl pfimkou]. Pfimka y = az + b je pfimka, prolozena
metodou nejmensich ¢tvercl souborem bodil [z1, 1], [22,y2], ..., [Tn, yn], jestlize pro

koeficienty a, b plati
ad o + b @ = ) aw
i=1 i=1 i=1

aixi + bn = iyz
i=1 i=1
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3 Priklad pouziti

Problém: Prolozte primku nasledujicim souborem bodd.

i JO0[1[35
v 1513321

N W ot

B
Reseni: Body v souboru jsou [0, 5], [1,3], [3,3], [5,2] a [6,1]. Celkem tedy mame pét bodi,

tj. n = 5. Vypocty potrebné pro nalezeni koeficientli v soustavé provedeme v nasledujici
tabulce.
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ad xl + by m o= Y |
aY z; + bn = > v
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1 T; Ui xf

1 0 5 0

2 1 3 1

3 3 3 9

4 5 2 25

5 6 1 36
>

ad @l o+ by m o= Y
aY z; + bn = > v
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i T Yi z ZiYi
1 0 5 0 0
2 1 3 1 3
3 3 3 9 9
4 5 2 25 10
5 6 1 36 6
>

ad xl + by m o= Y
a) z; + bn = > v
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i T Yi z ZiYi
1 0 5 0 0
2 1 3 1 3
3 3 3 9 9
4 5 2 25 10
5 6 1 36 6
S | 15 | 14 | 71 | 28

ay @ + by m o= >
OJZ/IJZ' + bn = Zyz
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i T Yi z TiYs
1 0 5 0 0
2 1 3 1 3
3 3 3 9 9
4 5 2 25 10
5 6 1 36 6
> 15 14 71 28
Sestavime soustavu linearnich rovnic
Tla + 15b = 28,
15a + 5b = 14.

ay @ + by m o= >
OJZ/IJZ' + bn = Zyz
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i T Yi z ZiYi
1 0 5 0 0
2 1 3 1 3
3 3 3 9 9
4 5 2 25 10
5 6 1 36 6
S | 15 | 14 | 71 | 28

Sestavime soustavu linedrnich rovnic

7la + 15b = 28,

15a + 5b = 14.
S . 5 . . G
Resenim této soustavy jea = —— = —0.538 a b = i 4.415. Nejlepsi linedrni

aproximace souboru bod( je tedy primka

y = —0.538z 4+ 4.415|.
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Graf souboru bodil a vysledna pfimka jsou zachyceny na obrazku.
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Obrazek 1: Metoda nejmensich Ctverci
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4 (Odvozeni vzorce

UvaZujme tfi body [z1,y1], [72, 2] a [z3, y3]. Svislé vzdalenosti téchto bodii od pfimky
y = ax + b jsou s1 = |axy + b — y1], so = |axe + b — ys|, s3 = |axs + b — y3| a chceme
minimalizovat funkci

S(a,b) = (az1 +b—11)* + (aza + b — y2)® + (az3 + b — y3)%.

Robert Matik, 2006 B



4 (Odvozeni vzorce

Uvazujme tfi body [x1, 11], [x2, o] a@ [x3, y3]. Svislé vzdalenosti téchto bodl od pfimky
y = ax + b jsou s1 = |axy + b — y1], so = |axe + b — ys|, s3 = |axs + b — y3| a chceme
minimalizovat funkci

S(a,b) = (az1 +b—11)* + (aza + b — y2)® + (az3 + b — y3)%.

Lokalni extrém diferencovatelné funkce mize nastat pouze ve stacionarnim bodé. Plati

g—i = 2(axy + b —y1)x1 + 2(axs + b — yo)x2 + 2(axs + b — y3)x3
= 2a(z] + 22 + 3) + 2b(z; + 2o + 73) — 2(T1Y1 + Toyo + T3Y3)
a
08
o 2(ax1 + b —y1) + 2(axy + b — y2) + 2(azx3 + b — ys3)

= 2a(xy + xo + x3) +2-3b —2(y1 + Y2 + y3)-
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g—i = 2(axy + b —y1)x1 + 2(axs + b — yo)x2 + 2(axs + b — y3)x3
= 2a(z] + 22 + 3) + 2b(z; + 2o + 73) — 2(T1Y1 + Toyo + T3Y3)
a
S
o 2(ax1 + b —y1) + 2(axy + b — y2) + 2(azx3 + b — ys3)

= 2(1(([’1 + i) + flfg) + 2 o 3;) — 2(3/1 + y2 + yg)

Polozime-li derivace rovny nule, dostavame po vydéleni dvéma a presunu Clentl bez
neznamych na pravou stranu rovnice

a(zf+ 234+ 23) + blar+ a4 23) = Tiyr + T2y + T3y,
a(xy +x2+x3) + b-3 Y1+ Y2 + ys3.
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Pro obecny pfipad mnoziny n bodl [x1,v1], ..., [*n, yn] je cenovd funkce

S(a,b) = Z(sz‘ + b — y;)? a parcidlni derivace jsou
i=1

g—i :2;(ax7;+b—yi)xi = <GZI?+bZ:ITi—ZIEz‘yz‘> ;

1=1 i=1 i=1
%z?i(awi—l—b—yi) :2<az./1;i+b21—2yi>.
1=1 i=1 i=1 i=1
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Pro obecny pfipad mnoziny n bodd [z, y1], ..

S(a,b) =

i=1

oS -

6a_2§ (az; +b—y)x; =2
oS

= =2 L —Yi =
30 ZE:l(aL +b—y)

Protoze Zl—l+1+

n-krat

n n
a Z If + b Z T
i=1 i=1
n
a Z z; + bn
i=1

Po dosazeni ziskavame soustavu linedrnich rovnic s
ziskdme koeficienty do rovnice primky y = ax + b.

rovnic

- [%n, yn] je cenova funkce

Z(sz‘ + b — y;)* a parcialni derivace jsou

-4 1 = n, ziskdvdme nulovanim parcidlnich derivaci soustavu

Z TiYi,
=1

Z Yi-
i=1

nezndmymi a, b, kterou vyreSime a
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5 Otazky pozorného ctenare

Pozorny ¢tendf si vSiml, Ze jsme hledani lokalniho extrému cenové funkce S(a, b) ponékud
odbyli a napadnou ho hned dvé otazky.

e Nasli jsme staciondrni body funkce S(a,b). Kde je vsak dokdzano, Ze se jedna o mi-
nimum? Ano, otazku zda ve staciondrnim bodé skutecné nastava extrém a jaky jsme
neresili. Z povahy Ulohy je totiz zfejmé, Ze néjaka optimalni pfimka bude existovat a
protoze ndm vysel jediny stacionarni bod, jednd se prdvé o toto optimalni reseni, tj.
minimum cenové funkce.

Robert Matik, 2006 B



5 Otazky pozorného ctenare

Pozorny ¢tendf si vSiml, Ze jsme hledani lokalniho extrému cenové funkce S(a, b) ponékud
odbyli a napadnou ho hned dvé otazky.

e Nasli jsme staciondrni body funkce S(a,b). Kde je vsak dokdzano, Ze se jedna o mi-
nimum? Ano, otazku zda ve staciondrnim bodé skutecné nastava extrém a jaky jsme
neresili. Z povahy Ulohy je totiz zfejmé, Ze néjaka optimalni pfimka bude existovat a
protoze ndm vysel jediny stacionarni bod, jednd se prdvé o toto optimalni reseni, tj.
minimum cenové funkce.

e M4 nalezena soustava (2) skutecné reseni? (Vim, Ze reseni soustavy dvou linedrnich
rovnic o dvou nezndmych existovat nemusi, nebo jich mize byt nekone¢né mnoho.)
Podrobnéjsi rozbor ukazuje, Ze ptipad kdy Feseni systému (2) neni uréeno jednoznaéné
nebo neexistuje nastane pokud vsechny body maji stejnou z-ovou souradnici. Toto je
zcela zfejmé pripad, ktery zlstava stranou “rozumnych” aplikaci této metody. V prak-
tickych pfipadech je tedy jednoznac¢na fesitelnost systému (2) zarucena.
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