PRIKLAD SE SOUSTAVOU VELKYCH KANADSKYCH JEZER

ROBERT MARIK

1. ZAKLADNiI MODEL SAMOCISTENI

Necht velic¢ina z(¢) udava hmotnost populace Castic, které zne€istuji vodu v jezefe o objemu
V. Predpokladejme, Ze do jezera pritéka Cista voda a stejnou rychlosti odtéka voda s necisto-
tami (hladina se neméni, je v ustalenem stavu). Necht veli¢ina r udava, jaky objem vody se
Vv jezefe takto vymeéni za jeden den. Predpokladejme dale (ponékud nerealisticky), Ze rozdéeni
zneCistujicich Castic v jezefe je rovnomerne.

Ubytek hmotnosti necistot za Casovou jednotku je dan derivaci 2/, kde ¢arka znaCi derivaci podle
Casu t.

Tento Ubytek hmotnosti je mozno vyjadrit téZ ve tvaru ix, kde % je pro dané jezero kladna
konstanta udavajici, jak velka Cast z celkového mnozstvi vody se v jezefe vymeni za Casovou
jednotku. OznaCime-li tuto konstantu symbolem £, je proces Ubytku neCistot v jezefe popsan
diferencidni rovnici

(11) 2 = —kx.

Znaménko ,, —" vyjadfuje, Ze intenzita zneCisténi v jezefe klesa.

Predpokladejme nyni, Ze do jezera neustale pritékaji dalSi neCistoty rychlosti ¢(t). Rovnici (1.1)
je potom nutno modifikovat narovnici

(12) o' =—kx+c(t).
2. MODEL SOUSTAVY DVOU JEZER

Uvazujme nyni soustavu dvou zneCisténych jezer. Do prvniho jezera o objemu V; vteka Cista
voda rychlosti » a vytéka stejnou rychlosti voda znecCisténa. Tato zneCisténa voda vieka (opét
rychlosti ) do druhého jezera o objemu V5 a stejnou rychlosti vytéka z celé soustavy jezer voda
obsahujici necistoty z obou jezer. Oznatme konstanty v rovnici samocisténi jednotlivych jezer
ki = % aky = % dale oznatme z(t) mnoZzstvi necistot v Caset v prvnim jezefe ay(t) mnozstvi
1 2
neCistot v Case t v druhém jezefe. Soustavu je mozno popsat matematickym modelem
¥ =—kuz,

(2.1) .
y = kix — kay.
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3. PET KANADSKYCH JEZER

OznaCme indexy pét velkych kanadskych jezer, jak je uvedeno v tabulce.

index i | jezero objem V; | pritok f;
[mile’] | [mile®/rok]

1 Horgjsi 2900 15

2 Michiganské | 1180 38

3 Hurénké 850 15

4 Erijské 116 17

5 Onatrio 393 14

Oznatme p; mnozstvi necistot v pritoku i-tého jezera. Dale oznalme f;; rotni tok mezi jezerem ¢
ajezerem j v kubickych milich zarok. Plati fi3 = 15, fo3 = 38, f34 = 68, fi5 = 85 & f56 = 99,
kde f5¢ je rocni odtok ze soustavy jezer.

OznaCme z; miru zne€isténi i-tého jezera. Soustava popisujici vyvoj systém matvar (porovnejte
s mapkou jezerniho systému a s modelem dvou jezer)

i3
¥y=pfi—-=x
1 1J1 Vi 1
& = pof _fa,
2 22 V 2

Ji3 J23 J34
Ty = p3fat i+ v —
3 p3f3 Vi 1 v 2 Vi 3

J34 Jas

T, = +——r3——=1
4= DPafa Vi 3 Vi 4
= +f4591; —f563;
5 = D5f5 _V4 4 —Vs 5

I s

nutno zadat mnozstvi neCistot p; v pritocich jezer (nemusi se jednat o konstanty) a pocatecni
hodnoty zneCisténi. Pochopitelngé, model nebere v Uvahu efekty, které byly vylouceny z Gvah u
jednoduchého modelu jednoho jezera.

Predpokladame-li, ze hodnoty p; pritékgjicich neCistot jsou konstantni, |ze usuzovat, Ze koncen-
trace neCistot v jednotlivych jezerech se ustdli na konstantnich hodnotach. Pro velké hodnoty
od konstantnich funkci a jejich derivace tedz budou prakticky nerozliSitelné od nuly. Takto Ize
snadno najit tzv. stacionarni stav modelu, coz je stav, ke kterému model vzdy, nezavisle na pred-
chozi historii, dospge. Abychom nalezli hodnoty znecisténi jednotlivych jezer v soustave, staCi
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vyfesit soustavu linearnich rovnic

fvlf’ml =p1/1
%xz =pafa
_fvlf’ml—%mz—f—%aig =p3f3
_%w3+%w4 =pafa
_fvijw4+f75§w5:p5f5

Pro pfehlednost jsou neznamé vyznaleny tucné. Tato soustava rovnic je jednoducha a lze ji

vyfesit postupnym dopociavanim neznamych. Pro slozit§ i systémy vSak situace jiz nemusi byt
tak jednoduchaapro to si odvodime obecné metody, umoznujici posoudit, zda dana soustavama
vlibec ngjaké feSeni a dale metody, umoziujici toto feSeni ngjit.

Podobny model 1ze pouZit i na mnoha jinych mistech, napfiklad v |&karstvi |ze takto modelovat
priichod Ucinnych latek z Zaludku do krve a z krve na misto uréeni. Potom je mozno odhadnout
davkovani |&ku, které zajisti dostatenou koncentraci G€innych latek v misté, kde jsou tyto latky
potfebné.

U tohoto modelu pravdépodobné budeme zkoumat rlizné scénafe vyvoje, podletoho, jak se méni

intenzita zne€istovani p;. To znamena, Zze budeme soustavu opakované fesit s rliznymi pravymi

stranami. V takovém pripadéje velice vhodné znét inverzni matici k matici soustavy, protoze pak
se problém ngjit feSeni zuzuje na problém vynasobit matici inverzni s matici pravych stran.
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