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1. ZAHADA PRUZINOVEHO HOUPADLA

Pro¢ se malé dité houpe na pruzinovém
houpadle rychleji nez dospély ¢lovék?

Pohyb je popsan rovnici | my” + ky =0},

kde m je hmotnost ¢lovéka a k charakte-
ristika pruziny.

e Jedna se o linearni diferencialni rovnici druhého rfadu s konstantnimi
koeficienty. Charakteristickd rovnice mz?> + k = 0 ma kofeny

. [k
21'2 =%/ E.
ST k . k
e ReSenim je funkce y = C, cos —t ) +C,sin —t
m m

o Pokud roste m, frekvence kmitl \/% klesa.

) . . ) adrevafska
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2. ZAHADA MALEHO POCTU ZIVOCISNYCH DRUHU NA OSTROVECH —

Pro¢ jsou ekosystémy na ostrovech chudsi a citlivéjdi na zmény, v porovnani
s ekosystémy na pevniné?

Uvazujme ostrov, nachazejici se relativné nedaleko pevniny — takovy, ze na
néj mohou z pevniny migrovat nové druhy (vétrem, pfes more, v trusu ptakl a
pod.), které na ostrové dosud neziji. Tyto druhy se na ostrové bud uchyti nebo
neuchyti. V pfipadé, ze se druh uspésné uchyti a kolonizuje ostrov, mlze
tato kolonizace byt na ukor druhd jinych, které nasledkem tohoto vymfou.
Protoze pevnina ma mnohem véts$i nosnou kapacitu nez ostrov, slouzi jako
jistd zasobarna novych druh( pro uvazovany ostrov a ostrov je tedy neustale
pod vlivem imigrace.
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o Predpokladejme, Ze rychlost kolonizace, tj. pocet druh(, které v ¢ase t
proniknou na ostrov a Uspésné se zde zabydli, roste s poétem imigrantd
a klesa s po¢tem druhl, které na ostrové jiz ziji. PoCet imigrantd klesa
s rostouci vzdalenosti ostrova od pevniny. Rychlost pfibyvani druha Ize
tedy vyjadfit ve tvaru ,

d(N +B)’

kde N je pocet druhll na ostrové v Case ¢, d je vzdalenost ostrova od
pevniny, G je nezaporna a b kladna konstanta.

e Predpokladejme, ze rychlost vymirani druhl, které v minulosti jiz
uspésné kolonizovaly ostrov, ale neobstaly v konkurenci pozdéjSich
kolonizatord, roste s klesajici rozlohou ostrova a s rostoucim pocétem

druhl na ostrové. Rychlost vymirani druh je tedy
5 N
5

kde S je rozloha ostrova a a kladna konstanta.

o Tyto pfedpoklady byly provéfeny i pokusy!
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Pocet druh( na ostrové rozlohy S ve vzdalenosti d od pevniny tedy vyhovuje
diferencialni rovnici

N = _b aﬂ . (1)
d(N + B) S
Stacionarnim bodem je feSeni rovnice
b N
——— —-a—==0,
d(N + B) S
€0z po vynasobeni faktorem N + (B a po Upraveé vede na kvadratickou rovnici
N2 + NG - Sb_ 0
ad

N =

s kladnym kofenem NJ =

[ 4
<—,3 +1/B2 + %) a zapornym kofenem N,

ktery nas nezajima.
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o Velikost N; roste s vétSi rozlohou ostrova S a s menSi vzdalenosti od
pevniny d.

o | kdyz se pocet druhl ustali na konstantni hodnoté, neni garantovano,
ze druhové slozZeni zlistane neménné. V praxi dojde k tomu, Zze druhové
bohatstvi (poCet druhd) bude konstantni, bude se vSak ménit slozeni
druhd.

Tyto poznatky byly potvrzeny pokusem s ostrlivky pobliz Floridy. Ostrivky byly
zbaveny chemickou cestou bezobratlych zivocichl. Za necely rok se druhové
bohatstvi diky invazi z pevniny obnovilo. Konkrétni druhové slozeni vSak bylo
jiné, nez pfed zasahem, a toto druhové slozeni se neustale ménilo. Ostrlivky
pobliz pobfezi hostily vice druhtd nez ty vzdalenéjsi a pfi dodate¢ném umélém
snizeni velikosti nékterych ostrivkl se jejich druhové bohatstvi zmensilo.

V roce 1883 byl opakovanymi sope€nymi vybuchy téméF zni¢en Zivot na ost-
rové u sopky Krakatoa, ktery lezi cca 25 km od Javy a ma rozlohu 20 km?. Jiz
v roce 1921 byl tento ostrov osidlen 27 druhy ptakd. Tento pocet se v pozdéj-
Sich letech jiz neménil, ménila se pouze druhova skladba. Hodnoty koeficient

v tomto ptipadé jsou 3 =22rok™',B=1a g =0, 03rok™".
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3. JE EVOLUCNE VYHODNEJSi BYT GAUNER NEBO DOBRAK?

Cilem tohoto modelu je studovat typy chovani zivocichll a zjistit, zda néktery
typ chovani pfinasi jeho nositeldm evoluéni vyhodu.

Necht' se v populaci vyskytuji dva vzorce chovani — jedince pouzivajici prvni
z nich budeme nazyvat ,jestfabi“ a druhy ,holubice“. Chovani se projevi,
pokud se dva jedinci setkaji u téhoz zdroje (potrava, hnizdisté, . ..).

o Jestfab o zdroj bojuje a ustoupi pouze po prohraném boji.

Holubice o zdroje nebojuje a zkonzumuje zdroj pouze pokud protivnik
ustoupi bez boje.

Predpokladejme, ze kazdy jedinec v populaci si zkonzumovani zdroje
si mlGze svou evoluéni zdatnost posilit o hodnotu V, pokud je nucen
a ochoten o zdroj bojovat, je jeho evoluéni zdatnost naopak snizena
0 hodnotu D.

Setkaji-li se u zdroje dvé holubice, jedna z nich ustoupi bez boje a druha
zkonzumuje zdroj. Pfedpokladejme, ze po ¢astych setkanich tohoto typu
kazda holubice zkonzumuje priimérné polovinu zdroj(.

Setka-li se u zdroje holubice s jestfabem, zkonzumuije cely zdroj jesgab..
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o Setkaji-li se u zdroje dva jestfabi, ani jeden z nich neustoupi a bojuji
0 zdroj. Pfedpokladejme, Ze vSichni jestfabi jsou stejné silni a po boji je
pravdépodobnost zkonzumovani zdroje poloviéni pro kazdého jestfaba.

Matematicky rozbor ukazuje, ze ¢etnost x vyskytu jestfabu v populaci Fidi
diferencialni rovnici

x' =x(1-x) (K - 2)() . (2)

Jediné realistické hodnoty x jsou z intervalu [0, 1].

e Pokud plati V > D", vSechna feSeni konverguji ke stacionarnimu bodu
x = 1. At je pocatecni rozlozeni vzorcl chovani v populaci jakékoliv,
evoluéné stabilni je pouze populace slozena ze samych jestfabu. Jsou-li
naklady na boj o zdroje niz8i nez uzitek ze zdrojl, nevyplati se ustupovat
pfi soupereni o zdroje (napf. stromy v lese).

e Pokud jsou naklady na boj vétsi nez uzitek ze zdroju, plati V < D".
V tomto pfipadé v8echna feSeni konverguji ke stacionarnimu bodu

X = D V populaci tedy budou pfitomni i jestfabi i holubice.
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o At jsou tedy podminky jakékoliv, vZdy budou v populaci pfitomni
jestrabi. Pfitom pravé jestrabi paradoxné plytvaji zdroji energie na boj,
namisto, aby celou energii zaméfili na rozmnozovani. Z hlediska efekti-
vity pfi vyuzivani zdroju prostfedi plati, ze populace slozena ze samych
holubic vyuziva zdroje prostfedi nejefektivnéjSim moznym zplsobem.
Pfesto je takova populace evoluéné nestabilni!

¢ Pronikne-li do populace samych holubic jeden jestfab, ma znaénou
evoluéni vyhodu, protoze kazdy zdroj, u kterého se nachazi, zkonzu-
muje. Tim poroste jeho evolu¢ni zdatnost a jeho geny se budou v popu-
laci rychle Sifit.
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4. NAKAZi SE VSICHNI CHRIPKOU H1N1?

Pokusime se sestrojit jednoduchy model procesu vzniku, Sifeni a odeznivani
epidemii. Budeme se pfitom zabyvat tzv. modely bez vitaini dynamiky, ;.
budeme uvazovat, Ze celkovy pocet jedincli v populace se neméni v ¢ase.

Skupina S (angl. susceptible) obsahuje tu ¢ast populace, které je nachylna
k onemocnéni. Tito jedinci netrpi chorobou, mohou vSak byt infikovani
pfi styku s nemocnymi.

Skupina |l (angl. infected) obsahuje ¢ast populace tvofenou infikovanymi je-
dinci. Tito jedinci vykazuji znamky onemocnéni a rozSifuji nemoc mezi
¢leny skupiny S.

Skupina R (angl. removed) obsahuje tu ¢ast populace, ktera je tvofena je-
dinci, ktefi byli dfive infikovani, ale nyni jiz nemohou $ifit chorobu. Jsou
zde obsazeni jedinci, ktefi se uzdravili a zUstali trvale imunni, jedince,
ktefi byli trvale izolovani a dokonce, v pfipadé smrtelné nemoci, jedinci,
ktefi zemreli.

Veli¢iny S, /, R jsou obecné funkcemi ¢asu. V libovolném ¢asovém okamziku
t plati
S(t) + /(t) + R(t) = N.
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Pro vyvoj epidemie pfijmeme nasledujici pfedpoklady.

¢ Rychlost, s jakou noveé infikovani jedinci pfechazeji ze skupiny S do sku-
piny / je umérna poctu setkani infikovanych jedincl s jedinci, nachylnymi
k onemocnéni. Tato rychlost je tedy umérna soucinu S/.

e Rychlost, s jakou jedinci ze skupiny / pfechazeji do skupiny R je uUmérna
poctu infikovanych jedincu /.

¢ Jedinci, ktefi se ocitli ve skupiné R v této skupiné trvale z(istavaji.

Uvedené pozadavky je mozno matematicky vyjadfit soustavou diferencialnich
rovnic (Kermack—McKendrik(1927))

S’ = -a8S/,
I'=aS! - gl,
o ()
R' =Bl
S+/+R=N

s poc¢ate¢nimi podminkami S(0) = S, > 0,/(0) =/, > 0,R(0) =0, Sy +/y = N.
ProtoZze veli¢ina R se nevyskytuje v prvnich dvou rovnicich systému (3), je

@ Lesnics
4
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mozno uvazovat tyto prvni dvé rovnice samostatné.

S’ = -a8S/,

I'=aSl - pl. @

o Epidemie skonéi tak, ze vymizi infikovani jedinci. PoCet jedinct R, ktefi
se nakazili infekci, je feSenim rovnice
aReo
N-R, =S8 7 .
R, je rostouci funkci proménné a a klesajici funkci proménné .

e Aby byl rozsah epidemie co nejmensi, je tfeba aby koeficient a byl co
nejmensi (dosahneme napfiklad snizovanim &etnosti kontaktd jedinct
ze skupiny / s jedinci ze skupiny S, nebo zvy$ovanim odolnosti jedinct
ze skupiny S) a aby koeficient G byl co nejvétsi (j. aby proces izolace
nemocnych jedincll ze skupiny / probihal co nejrychleji).

e R, < N, tj. nékterym jedinciim se epidemie vyhne, piestoze ji byli
vystaveni stejné jako ostatni.
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5. PODLEHNE MUJ DRUH V KONKURECNIM BOJI?

o Predpokladejme, Ze v jisté izolované oblasti jsou pfitomny dva Zivocisné
druhy, které si vzajemné konkuruiji.

o Predpokladejme, ze zpomaleni rychlosti rastu vlivem konkurence
je pfimo umeérné cetnosti, s niz se jedinci jednoho druhu setkavaji
s jedinci druhého druhu.

o Nepredpokladame pfitom nic bliz8iho o typu této konkurence, tj. zda
jedinci jednoho druhu fyzicky brani jedincim druhého druhu v pfistupu
k potravé, Ci zda je konkurence zaloZena jenom na tom, ze ,ujidaji ze
spole¢ného krajice”.

e Nas model bude zahrnovat oba typy konkurence, zména se projevi
pouze ve velikosti konstanty umérnosti, ktera vyjadfuje zpomaleni
vyvoje populaci vlivem konkurence.

Je-li velikost prvni populace vyjadfena veli¢inou x a velikost druhé populace
veli¢inou y, je mozno systém popsat soustavou diferencialnich rovnic

!

X
y

=(a - bx)x —cxy,
=(a - py)y -yxy.

!
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Jsou mozné &tyfi pfipady.

e Pokud jsou parametry c,y, které charakterizuji mezidruhovou konku-
renci, dostateéné malé, pfezivaji obé populace (slaba konkurence).

e V systému tedy dojde vlivem mezidruhové konkurence k vylouéeni
druhu y a populace druhu x se ustali na hodnoté, odpovidajici jeho
nosné kapacité prostfedi (dominance druhu x°).

e Dochazi podobné jako v pfedchozim bodé ke konkurenénimu vylouéeni
druhu x a jedna se tedy o dominanci druhu y .

e V systému tedy vzdy dojde ke konkurenénimu vylouéeni jednoho
z druhd. Ktery z druhG bude vyloucen, zdlezi na pocate€nich
podminkach. Pokud jsou pocateéni podminky nastaveny tak, ze
trajektorie zacind v oblasti atraktivity stacionarniho bodu odpovidajiciho
pfeziti druhu x, dojde k eliminaci druhu y, pokud je tomu naopak, dojde
k eliminaci druhu x (silna konkurence).

V8echny typy konkurence (konkurenéni vylouceni, slaba konkurence, silna
konkurence) jsou v pfirodé pozorovany.
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V ekologii zpravidla nejvétsi pozornost upoutava slaba konkurence, kdy do-
chazi ke stabilni koexistenci. Tento jev nastéva, pokud, fe€¢eno v biologickych
terminech, jedinec daného druhu svou existenci konkuruje jedinciim svého
druhu vice, nez jedincim druhu jiného. V praxi to znamena, ze druhy musi
mit ponékud odligné ekologické naroky'.

Napftiklad spole¢né hnizdici druhy ptakd si konkuruji v boji o hnizdisté. Tyto
druhy mohou koexistovat, pokud maji napfiklad rozdilné slozeni potravy.
V tomto pfipadé jedinec konkuruje svému druhu i v boji o prostor k hnizdéni
i v boji o potravu, jedincim druhého druhu vSak konkuruje méné — pouze
v boji o hnizdisté. VSimnéme si jesté, ze pokud vedle sebe koexistuji dvé
populace, soucet velikosti je vétsi nez velikost rovnovaznych stavil kterékoliv
osamocené populace. Dvé konkurujici-si populace tedy vyuzivaji zdroje
efektivnéji nez populace jedina.

Ke konkurenénimu vylou€eni slabsiho druhu nemusi dojit, pokud druhy ziji
v komplikovanéjSich podminkéch, nez jaké jsme dosud uvazovali: napfiklad
v pfitomnosti tfetiho konkurenta, v pfitomnosti predatora, v periodicky se mé-
nicim zivotnim prostfedi, ¢i pokud na sebe druhy reaguji se zpozdénim, ve
fragmentovaném prostiedi.

"Gauseho princip
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6. JAK RYCHLE SE PREHRADA SAMA VYCISTI?

Necht veli¢ina x udava hmotnost populace ¢astic, které znegistuji vodu v je-
zefe o objemu V.

e Predpokladejme, ze do jezera pfitéka Cistad voda a stejnou rychlosti
odtékda voda s nedistotami (hladina se neméni, je v ustaleném stavu).

¢ Necht veli¢ina r udava, jaky objem vody se v jezefe takto vyméni za
jeden den. Pfedpokladejme déle (ponékud nerealisticky), ze rozdéleni
znedistujicich ¢astic v jezefe je rovnomérné.

« Ubytek hmotnosti negistot za asovou jednotku je dan derivaci x'.

. . . o r ro.
e Tento ubytek hmotnosti je mozno vyjadfit té2 ve tvaru —x, kde v je

pro dané jezero kladna konstanta udavajici, jak velka ¢ast z celkového
mnozstvi vody se v jezefe vyméni za ¢asovou jednotku. Oznacime-li
tuto konstantu symbolem k, je proces ubytku necistot v jezefe popsan
diferencialni rovnici

x' = -kx. (6)

Re&enim rovnice (6) je klesajici exponencidlni funkce

— y okt
X = xpe™ "
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Predpokladejme nyni, ze do jezera neustale pfitékaji dalSi necistoty rychlosti
c(t). Rovnici (6) je potom nutno modifikovat na rovnici

X' = —kx + c(t). (8)
Pokud je ¢ konstantni, jedna se o autonomni rovnici se stabilnim stacionarnim
feSenim x = % Je-li ¢(t) nekonstantni, je rovnice (8) linearni a je mozno ji
vyfesit explicitné.
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Model soustavy dvou jezer
UvaZzujme nyni soustavu dvou znecisténych jezer.

e Do prvniho jezera o objemu V; vtéka cCista voda rychlosti r a vytéka
stejnou rychlosti voda znecisténa.

o Tato znedisténa voda vtéka (opét rychlosti r) do druhého jezera o ob-
jemu V, a stejnou rychlosti vytéka z celé soustavy jezer voda obsahujici
necistoty z obou jezer.

e Ozna¢me konstanty v rovnici samocisténi jednotlivych jezer k; = A a
1

ky, = A dale oznaéme x(t) mnozstvi necistot v ase ¢ v prvnim jezere

2
a y(t) mnozstvi necistot v ¢ase t v druhém jezefe a x,, y, pocatecni
hodnoty znedisténi jezer v ¢ase t, = 0.

Soustavu je mozno popsat matematickym modelem

!

x'=—kyx,
Y = kix — kyy.
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Pét kanadskych jezer

Oznaéme p;
index / | jezero objem V; | pfitok f; koncentraci necistot
[mile®] | [mile®/rok] v pfitoku i-tého jezera.
1 Horejsi 2900 15 Dale oznacme f;; rocni
2 Michiganské | 1180 38 tok mezi jezerem / a
3 Hurénké 850 15 jezerem j v kubickych
4 Erijské 116 17 milich za rok. Plati
5 Onatrio 393 14 f13 =15, fo3 = 38,
f f34 = 68, f45 = 85 a
X; =p1f1_£)(1 f56:99’ kde f56 Je
Vi roéni odtok ze
, T3 soustavy jezer.
X, = Poly VAL
2
f f
’ 13 23 34
X3 = Pafa+ =X A 73)(3
f f
Xy = Paly +%x3—£x4
3 4
X5 = Psls +74x4—%:x5
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7. LITERATURA

e Modely jsou podrobnéji okomentovany v u¢ebnim textu k volitelnému
pfedmétu Dynamické modely v biologii.

e Zde také naleznete odkazy na dalSi literaturu, zejména velmi kvalitni
skripta J. Kalas — Z. Pospisil: Spojité modely v biologii a bible matema-
tické biologie J. Murray: Mathematical biology.
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