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1 Parciilni derivace

1.1 Vypocet pomoci vzorci

Vypoctéte nasledujici parcialni derivace

a) <x y+2xy3+x+1>
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1.2 Parcialni derivace, pocitova teplota analyticky

Kanadsky empiricky vzorec pro pocitovou tep-
lotu v zimé (wind chill factor) je

W(T,v) =13.12 + 0.6215T — 11.370°1¢
+0.3965T %16,

kde T je teplota (ve stupnich Celsia) a v je
rychlost vétru (v km/hod). Teplota je —11.0 °C
a rychlost vétru 26 km/hod. Uréete parcialni Zdroj: pixabay.com
derivace pocitové teploty podle skuteéné tep-

loty a podle rychlosti vétru (véetné jednotky) a vysledky interpretujte slovné.



1.3 Pocitova teplota numericky

Wind chill chart (Celsius) temperature (°C) click here for Fahrenheit chart
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ow
Vypoctéte pomoci centralni diference parcialni derivaci —— pro teplotu —15°C a

rychlost vétru 40 kmhod ™! a intepretujte vysledek slovné.

Pocitova teplota W je linearni v proménné T'. Proto derivace T nezéavisi na T. Jak

se tato skutecnost odrazi v tabulce?

Odhadnéte z tabulky, zda vliv vétru klesa nebo roste s rychlosti vétru. Potvrd'te svou

ow
hypotézu analytickym vypoctem parcidlni derivace —— a vysvétlete fyzikalné.

ov



1.4 Parcialni derivace, tepelna kapacita dieva

Vypoctéte a slovné interpretujte parcialni de-
rivaci mérné tepelné kapacity dieva c podle
teploty T a podle obsahu vody MC w v bodé
o hodnoté MC 12% a teploté 27°C.

Pro obé derivace pouzijte dopfednou diferenci
(v tabulce nejsou ekvidistatni kroky MC).

Pozndmka: Kromé dopredné diference je
mozné uvazovat jesté zpétou diferenci defino-
vanou vztahem

Table 4-8. Heat capacity of solid wood at selected
temperatures and moisture contents

Temperature Heat capacity (kJ kg’l K! (Btu b S1:71))
K) (°C(°F)) Ovendry 3% MC 12%MC 20%MC
280 744 12(028) 13(032) 1.5(037) 1.7(04D)
290 17 (62) 1.2(029) 1.4(033) 1.6(038) 1.8(043)
300 27 (80) 13(030) 1.4(034) 1.7(040) 19045
320 47(116) 13(032) 15(037) 18(043) 20049
340 67(152) 1.4(034) 1.6(039) 19(046) 22(0.52)
360 87(188) 1.5(0.36) 1.7(041) 2.0(0.49) 23 (0.56)

f(x) = flx—h)

h

)

Zdroj: Wood handbook

coz je vlastné doptedna diference na predhozim intervalu. Ukazte, Ze centralni diference

je priumérem dopiedné a zpétné diference.



1.5 Veli¢iny z rovnice vedeni tepla

V pripadech, kdy je pfi tepelné vyméné
nutno uvazovat vedeni tepla (vysoké Bi-
otovo ¢islo), modelujeme zménu teploty
podle rovnice vedeni tepla, kterou jsme na
prednasce odvodili pro jednorozmérny pii-
pad ve tvaru

oT 0 ( /\BT )
c— = —(A=—).
ot T 9z \" oz
Typickym piipadem vedeni tepla v jedné
dimenzi je vedeni tepla ve sténé.

Uvazujme jednorozmérnou tlohu s vede-

nim tepla. Osa x sméfuje doprava, teplota

v bodé x a case t je T'(x,t) ve stupnich

Celsia. Tok tepla v ¢ase t a v bodé z je

q(z,t) v joulech za sekundu. Kladny tok je

ve sméru osy x. Podle Fourierova zakona je
oT

Ty¢ ma teplotu 0°C, pravy konec udrzu-
jeme na této teploté, levy konec ohfivame
na 20°C a udrzujeme na této teplots. Ve
zbytku tyde (stény) se postupné nastoli
rovnovaha vlivem vedeni tepla.

Vyjadiete nasledujici veli¢iny a urcete je-
jich znaménko.

a) Rychlost, s jakou v daném misté a Gase
roste teplota jako funkce ¢asu.

b) Rychlost, s jakou v daném misté a case
roste teplota jako funkce polohy, tj. jak
rychle roste teplota smérem doprava.

¢) Rychlost, jak rychle se klesa teplota
jako funkce polohy, tj. smérem doprava.

d) Rychlost, se kterou roste (smérem do-
prava) tok tepla jako funkce polohy.

e) Rychlost, se kterou klesa (smérem do-
prava) tok tepla jako funkce polohy.



1.6 Okrajové podminky pro rovnici vedeni tepla

K modelu stény pomoci rovnice vedeni
tepla je jesté nutné pridat podminky souvi-
sejici s pocateénim stavem (poc¢ate¢ni pod-
minky) a s chovanim na okrajich (okrajové
podminky).

Necht sténa je na intervaluz € [0, L], x =0
je vnitini okraj a x = L je vné&jsi okraj. Vy-
raz —k—— udava tok tepla ve sméru osy x.

x
Tok ve sméru osy x ma kladné znaménko.
Naformulujte okrajové podminky v néasle-
dujicich scénarich.

a) Z venku dokonale izolovana sténa. Na
hranici x = L nedochézi k toku tepla.

b) Vnitin{ ¢ast stény je udrZzovana na kon-

stantni teploté T' = 23°C.

¢) Sténa je zvenku osvétlena a zahfivana
Sluncem. Na vné&jsi hranici je konstantni
tok tepla smérem do stény.

d) Sténa je zvenku ochlazovéna proudénim
vzduchu. Tok tepla mezi sténou a oko-
lim je amérny rozdilu teplot stény a
okoli.

e) Sténa je zevniti ohfivana proudénim
vzduchu od radiatori. Tok tepla mezi
sténou a okolim je amérny rozdilu tep-
lot stény a okoli.

Zpracovano podle Cengel: Mass and heat
transfer.



2 Gradient



2.1 Linearizace pocitové teploty

Pocitova teplota W z minulého cviéeni ma
v bodé odpovidajicim teploté T = —11°C a
reyhlosti vétru v = 26 kmhod ™! ma hodnotu

W = —20.2°C

a parcialni derivace

ow
ov

-1
= —0.163°Chod km Zdroj: pixabay.com

ow
— = 1.289.
or 89

Najdéte pomoci linearni aproximace vzorec pro pocitovou teplotu v okoli tohoto bodu.

2.2 Parcialni derivace, gradient

Uréete gradient funkei z = az?y —2zy* a h = % +523y%, kde a € R je realny parametr.
Y



2.3 Gradient funkce s vrstevnicemi ve tvaru kruZnic

Uréete gradient funkce z = 22 432 a zkontrolujte, Ze je v kazdém bodé kolmy ke kruznici
se stfedem v pocatku. Vyuzijte toho, Ze spojnice bodu na kruznici se stfedem kruznice
je kolma k této kruznici.

2.4 Gradient funkce s paprskovitymi vrstevnicemi

Urcete gradient funkce z = arctg LA a zkontrolujte, Ze je v kazdém bodé te¢ny ke kruznici

x
se stfedem v pocatku. Vyuzijte toho, Ze te¢na je kolmé na polomér.

2.5 Tecéna rovina atd.

Pro funkci f(z,y) = 2% + % — 6 najdéte
Yy

a) gradient,

b) gradient v bodé (2, 1),



¢) linearni aproximaci v bodé (2,1),
d) tefnou rovinu v bodé (2, 1),

)
)

e) rovnici vrstevnice bodem (2,1) a rovnici teény k vrstevnici timto bodem,

f) explicitni vyjadieni funkce dané v okoli bodu (2,1) implicitné rovnici f(z,y) = 0,
)

g) linearni aproximace v okoli bodu z = 2 pro funkci ziskanou v pfedchozim bodu.

2.6 Linearizace vektorové funkce, Jacobiho matice

Jacobiho matice se pouziva k linearizaci vektorovych funkci, které maji na vstupu i na
vystupu vektor. Jsou to matice, kde gradienty jednotlivych komponent vektorové funkce
jsou zapséany do fadkid matice.

Najdéte Jacobiho matici pro funkci
F(z,y) = (2 + xy + 6y)i + 3]

a poté hodnotu této matice v bodé (0,0).



2.7 Parciilni derivace, gradient a nasobeni matic

Radial

Vypoctéte gradient funkce

T=10—/x2 + 32.

Ukazte, Ze vrstevnice této funkce jsou kruz-
nice se stfedem v pocatku, nakreslete obra-
zek s témito vrstevnicemi a vyznacte do to-
hoto obrazku gradienty v bodech A = (0,1), Longitudinal
b= (1’ O) al= (1’ 1) Zdroj: Wood handbook

Uvazujte soucinitel tepelné vodivosti

2 0
a vypoctéte tok tepla v bodech A, B, C. Porovnejte smér tohoto toku se smérem gradi-
entu a vysvétlete svad pozorovani. Snazi se matice usmérnit teplo do sméru osy x nebo

do sméru osy y? Odpovida situace spiSe dfevu s podélnym smérem v ose x nebo v ose
?
y



3 Divergence, rovnice vedeni tepla

3.1 Divegrence vektorového pole
a) Vypoctéte divergenci vektorového pole
F=a®yi+ (z+y°)]
b) Zakreslete do obrazku smér toku vektorového pole v bodé (2,1).

c¢) Vypoctéte divergenci vektorového pole v bodé (2, 1) a podle toho, zda je kladna nebo
zaporné rozhodnéte, zda tok v daném bodé sili nebo slabne.

d) Predpokladejme, ze dané vektorové pole reprezentuje stacionarni tok. Je v bodé (2, 1)
zdroj nebo spotfebic?

3.2 Divegrence vektorového pole s parametrem
a) Vypoctéte divergenci vektorového pole

F = az®y*7+ 32%y7,



kde a € R je redlny parametr.

b) Urcete hodnotu parametru a tak, aby pole bylo v bodé (—1,2) nezfidlové, tj. aby
mélo nulovou divergenci v bodé (—1,2).



3.3 Rovnice vedeni tepla v dvourozmérném materialu

Teplota ve dvourozmérné desce pro0 < x < 10
a 0 <y < 10 zachycené v uréitém okamziku
termokamerou je popsana rovnici

T(z,y) = (2 —y)* +a*.

Rozméry jsou v centimetrech, teplota ve
stupnich Celsia. (Formalné to nevychazi, ale
ke kazdému ¢lenu mtZzeme dodat konstantu,
kterd jeho rozmér opravi. Pro jednoduchost
tuto komphkaCI vynechame.) Zdroj: pixabay.com

a) Vypoctéte gradient VT a tok tepla —k-VT. Soucinitel tepelné vodivosti (v jednotkéach

kompatibilnich se zad4nim) je k = <£1L é) .

b) Urcete, zda na levém okraji desky tece teplo dovniti desky nebo z desky ven.
c¢) Vypoctste divergenci toku tepla, tj. V- (=k - VT).

d) V desce nejsou zdroje tepla. Ochlazuje se deska uprostied, nebo otepluje?



3.4 Vedeni tepla v rtiznych materialech

a) ZapiSte rovnici vedeni tepla v trojrozmérném izotropnim a v trojrozmérném ortot-
ropnim materidlu. Ve druhém pfipadé volte osy ve sméru vlastnich vektort.

b) Napiste, jak je mozné zjednodusit rovnice z pfedchoziho bodu, pokud jsou materialové
konstanty nezavislé na poloze (homogenni material) a na teploté (linearni material).

4 Rotace, kmenova funkce gradientu

4.1 Rotace vektorového pole v roviné

Vypoctéte rotaci funkce F = Y7+ 2xy7

4.2 Rotace vektorového pole v prostoru

Vypottéte rotaci funkce F = zyz7+ 5z’yj — 3z2zk.



4.3 Divergence a rotace 2D funkce s parametrem

Vypoctéte divergenci a rotaci funkce F= az?y*r+ (2* + )7,

4.4 Nalezeni kmenové funkce 1/3

Pro vektorové pole

4 . 6
gzy37+ ngyzj

najdéte funkci ¢ tak, ze zadané vektorové pole je rovno gradientu V.

4.5 Nalezeni kmenové funkce 2/3

4 6
(o) (570 )

najdéte funkci ¢ tak, ze zadané vektorové pole je rovno gradientu V.

Pro vektorové pole



4.6 Nalezeni kmenové funkce 3/3

4 6
(y + 5963/3) T+ (5962@/2 + mQ) 7

najdéte funkci ¢ tak, ze zadané vektorové pole je rovno gradientu V.

Pro vektorové pole



5 Krivkové integraly

5.1 Krivkovy integral druhého druhu po tf¥ech riznych kiivkach

/ Fdr
C;

F=—yi+az7

Vypoctéte

pro vektorové pole

po tfech raznych kiivkach Cy, Cy a Cs.

C1:7 = cos(t)T+sin(t)], € [o, g}
Oy = (1—t)7+1t7, te(0,1]
C3:7=(1—-t)7+1t5, tel0,1]
Tj. pocitame
/ —ydz 4+ xdy
C;

po trech zadanych kiivkach Ci, Cs a Cs.



5.2 Krivkovy integral druhého druhu po parabole

/ Fdr
C

F=a2%+ (x+y)]

Vypoctéte

pro vektorové pole

po Casti paraboly
C:7F=tr+1*7, tecl0,1]
tj. pocitame
/ r?dz + (z +y) dy
C

po zadané kiivce C.



5.3 Krivkovy integral druhého druhu po kubické parabole

/ Fdr
C

F= 2yt + %y

Vypoctéte

pro vektorové pole

po ¢asti kubické paraboly
C:r=tr+t%7, te|0,1],
tj. pocitame
/ 2y dz + z?y dy
C

po zadané kiivce C.



5.4 Tok vektorového pole uzavienou krivkou

Vypoctéte tok vektorového pole
B, = (x4 2)7

jednotkovou kruznici se stfedem v poc¢atku ori-
entovanou proti sméru hodinovych ruéicek, tj.

C:7 = cos(t)7+sin(t)7, te€[0,2n].

Ndvod:

27 27
/ sin?tdt = / cos?tdt =
0 0

a tento integral je mozZzno najit napiiklad gra-
fickou cestou.

054.

0.5 4

Tok pole j=(z+2.0)

Zdroj: vlastni



5.5 Tok vektorového pole uzavienou krivkou

Vypoctéte tok vektorového pole

jednotkovou kruznici se stfedem v poc¢atku ori-
entovanou proti sméru hodinovych ruéicek, tj.

Oy = (y+2)7

C:7 = cos(t)7+sin(t)7, te€[0,2n].

Ndvod:

27
/ sintcostdt =0
0

0.5

0.5 4

Tok pole j=(y+2.0)

Zdroj: vlastni



6 Dvojné integraly

6.1 Integral pres obdélnik

Vypoctéte dvojny integral

/ / zy?dzdy
Q

pres obdélnik

6.2 Kvadraticky moment pro obdélnik

// y2 dzdy,
Q

Vypoctéte integral



pres obdélnik se stranami podél os, se stfedem v pocatku a délkou stran a a b, tj. pfes
mnozinu 2 danou nerovnostmi

a_ 0
_C<r< =
2 7 2
b < b
2 =Y =%
6.3 Integral zavisly na parametru
Vypoctéte dvojny integral
I, = / / y"dzdy
Q
pres jednotkovy ¢tverec
0<z<1
0<y<1

v zavislosti na parametru n > 0.

6.4 Integral pres trojihelnik



Vypoctéte integral

/ / xy? dady
Q

pres trojuhelnik Q s vrcholy v bodech (0,0),

(1,0) a (0, 1).

6.5 Integral pod parabolou

Vypoctéte integraly

I :// z dzdy,
Q

I :// ydxd%
Q

I3 :// dzdy,
Q

pfes mnozinu §2 danou nerovnostmi

0 <z <1,
0<y<1-—22



Urcete obsah a polohu t&zisté této mnoziny.

6.6 Integral pres ¢tvrtkruznici
Y




Vypoctéte integraly

I, = // x dady,
Q

I :// y dzdy,
Q

I3 :// dxdy,
Q

pres ¢tvrtkruznici na obrazku (¢tvrtina jednotkové kruznice v prvnim kvadrantu). Urcete

v

obsah a polohu tézisté této ¢tvrtkruznice.

6.7 Kvadraticky moment kruhu

Vypoctéte kvadraticky moment kruhu o poloémru R vzhledem k ose prochazejici stie-
dem.



7 Kiivkovy integral pomoci potencialu, Greenova véta,
rovnice kontinuity

7.1 Krivkovy integral pomoci kmenové funkce

Urcete, pro jako hodnotu parametru a € R y

kiivkovy integréal vektorového pole

F =az?yt+ (2® + 1T

po kfivece C, tj.
2 3
/ ar“ydz + (z° 4+ 1)dy
c

nezavisi na integracni cesté v R2. Najdéte
kmenovou funkci pfislusného vektorového pole
a vypoctéte kiivkovy integral po kiivce z bodu [0, 0] do bodu [1,2].




7.2 Krivkovy integral pomoci kmenové funkce 2

Pro jakou hodnotu parametru m je kfivkovy integral
/(6ac2y + 2 +y)de + (ma® + ) dy

nezéavisly na integraéni cesté v R?? Vypoctéte hodnotu tohoto integralu po kiivee z bodu
(2,1) do bodu (1, 3).

7.3 Kmenova funkce pomoci kifivkového integralu

Ukazte, ze vektorové pole F= (62%y + 2 + y, 22 + ) ma kmenovou funkci. Vypoctéte
z definice k¥ivkovy integral v tomto vektorovém poli po kiivce 7(t) = (at, bt), ¢t € [0, 1],
tj. po tsecce z pocatku do bodu (a,b) a ukazte, Ze timto zpisobem obdrzime kmenovou
funkei.



7.4 Greenova véta
Urcete integral

j[ﬁdf
C

po kfivce, ktera je kladné orientovanou hranici jednotkového ¢tverce s vrcholy v bodech
(0,0), (1,0), (0,1), (1,1) pro vektorovou funkeci

F = Jc7z_"—|— xyj

7.5 Rovnice vedeni tepla v materidlech rtznych vlastnosti

Rovnice vedeni tepla v ortotropnim materialu umisténém do souradné soustavy tak,
aby vlastni sméry tenzoru tepelné vodivosti (jako napf. anatomické sméry dfeva) méa
nejobecnéjsi mozné vyjadieni

LI 0 (0T 0 ( or

ot ~ 0x\""oz ) T ay\ oy )
Za jakych okolnosti je moZno veli¢iny A, a A, napsat pied vn&jsi derivaci tak, aby v
rovnici vznikly druhé derivace?



7.6 Stacionarni vedeni tepla v Zebru chladice

Vyjimeé¢né jsme nuceni do rovnice vedeni tepla
zahrnout i zdroje. Modelujte vedeni tepla v
zebru chladi¢e. Ulohu uvazujte jako jedno-
rozmérnou, materidl homogenni izotropni s
konstantni tepelnou vodivosti. Kolem chladice i
proudi vzduch a teploté Ty a chladi¢ ztraci ; ’,\ w .) H “‘
teplo rychlosti imérnou rozdilu teploty Zebra il [l

v daném misté a teploty okolniho vzduchu.
(Koeficient umérnosti je dan koeficient pie-
stupu tepla a siikou Zebra). UvaZujte stacio-
narni déj.

i1 11

Zdroj: pixabay.com

8 Diferencialni rovnice I



8.1 Model ristu amérného velikosti chybé&jiciho mnozstvi

Mnoho Zivo¢ichu roste tak, Ze mohou dortstat
jisté maximalni délky a rychlost jejich ristu
je ameérna délce, ktera jim do této maximéalni
délky chybi (tj. kolik jesté musi do této ma-
ximalni délky dorist). Sestavte matematicky
model popisujici takovyto rast (von Bertalan-
ffy growth model).

Jakmile vidime, Ze v zaddni figuruje rychlost
zmeény veliciny, kterd nds zajimd, je jasné, Ze
kvantitativni model bude obsahovat derivaci. Zdroj: pixabay.com
Zatim se ucime model zapsat, pozdéji ho bu-

deme umét i vyresit.



8.2 Kontaminace a ¢isténi

Znecistujici latky se v kontaminované oblasti
rozkladaji tak, Zze za den se samovolné rozlozi
8% aktualniho znecisténi. Kromé toho pracov-
nici odstraiuji latky rychlosti 30 galont denné.
Vyjadiete tento proces kvantitativné pomoci
vhodného modelu.

Tento priklad opéet zminuje rychlost zmény, tj.
derwaci. Tentokrdt se ma zméné podileji dva
procesy a jejich ucinek se scitd. Priklad navic
pripomind, jak se pracuje se zmeénou vyjddie-
nou procenty. Toto je pouZivané napriklad pri Zdroj: pixabay.com
urocent spojitym urokem. Pokud pokles zmé-

nime na riust, tj. pokud zménime znaménka u derivace, mdame okamzité model ristu
financt na ictu, na kterém se pravidelné pripisuje urok a k tomu se priddvd fixni ilozka.




8.3 Populace jelenu

Populace jelent v narodnim parku piibyva
rychlosti 10% za rok. Sprava parku kazdy rok
odebere 50 jedinct. Napiste matematicky mo-
del pro velikost populace jelenti v tomto parku.

8.4 Hruby model chiipkové epidemie

Rychlost s jakou roste po¢et nemocnych chiip-
kou je timérny soucasné poctu nemocnych a
poctu zdravych jedincd. Sestavte model tako-
vého §ifeni chiipky.

Zdroj: pixabay.com, autor Free-Photos

Toto je soucasné model popisujici §iFent infor-
mace v populaci, staci si misto chripky pred-
stavit néjakou informaci preddvanou mezi lidmi (socidlni difuze).



8.5 Ropna skvrna

Kruhova ropna skvrna na hladiné se rozsituje
tak, Ze jeji polomér jako funkce Casu roste
rychlosti, ktera je nepiimo imérna druhé moc-
niné poloméru. Vyjadrete proces kvantitativné
pomoci derivaci.

8.6 Model uceni

Rychlost uceni (tj. ¢asova zména objemu osvo-
jené latky nebo procento z maximalni manu-
alni zrunosti) je tmérna objemu dosud ne-
naucené latky. Vyjadrete proces kvantitativné
pomoci derivaci.

Porovnejte s prikladem [81]

Zdroj: pixabay.com



8.7 Reseni ODE a IVP

dy_ 9 dr_ 3 _
(l)ﬁ—my (5) dt—kr, r(0)=ry>0
dy dm
2 _:ty i =
2) Yo © U —m2 m©)=0
(3) ¥ =uyy I i m(0) = —2
dz Y ()E—er , m(0) =—
dy

() L =avi, y0)=1

Uméni nagit 7eSent diferencidlni rovnice je sympatické, neni to vsak nic proti umént
sestavit model (naucili jsme se jiZ ve druhém tydnu, pFipomeneme si v ndsledujicim mo-
delu), umeéni posoudit jednoznacnost fesent (vétsina modeli se Test numericky a musime
byt presvédcéeni o smysluplnosti takové cinnosti) a stabilitu Teseni (FeSent, kterd nejsou
stabilni, jsou sice v souladu s pFirodnimi zdikony, ale pravdépodobnost jejich spontdn-
niho vyskytu je nulovd). Jednoznacnost a zjednoduSenou verzi stability Teseni (stabilita
konstantnich teseni) jsme vidéli na predndSce a pripomeneme v dalsich pFikladech.



8.8 Tloustka ledu

Takzvany Stefaniiv zakon (J. Stefan, Uber die
Theorie der Eisbildung, insbesondere iiber die
Eisbildung im Polarmeere, 1891) vyjadfuje Ze
tloustka ledu na hladiné mofe roste ve stabil-
nich podminkich rychlost{ nepfimo dmérnou
této tloustce. Zapiste tento fakt pomoci vhod-
ného matematického modelu a najdéte feSeni
vzniklé diferencialni rovnice.

Zdroj: pixabay.com



8.9 Model vypousténi nadrze

7 fyziky je znamo, ze rychlost s jakou vytéka
tekutina otvorem u dna nédoby je timérna
odmocniné vysky hladiny (protoze se méni
potencialni energie imérna vysce na kinetic-
kou energii tmérnou druhé mocniné rychlosti).
Proto je i rychlost s jakou se zmenSuje objem
vody v nadrzi imérnad odmocniné vysky hla-
diny.

Ukazte, ze matematickym popisem procesu
je diferencialni rovnice. NapiSte rovnici pro
vysku hladiny vody v nadrzi jako funkci ¢asu.
Uvazujte tii pripady: nadrz cylindrického
tvaru (valec postaveny na podstavu), nadrz
zele otoGeného vrcholem doli (trychtyt).

Zdroj: www.rodovystatek.cz

ve tvaru kvadru a nadrz ve tvaru ku-

V tomto prikladé vystupuje derivace jak rychlost, ale po prepisu zaddni do modelu mame
v rovnici dvé riuzné veliciny, které se meéeni: objem vody a vysku hladiny. Musime jesté
najit a pouZit vztah mezi rychlostmi zmén téchto velicin. Fyzikdlni zdkon je formulovdn
pro derivaci objemu a nds zajimd derivace visky.



8.10 Problematika jednozna¢nosti v modelu vypousténi nadrze

Ve cviceni [8.9] jsme odvodili rovnici

dh

— =—kvVh

dt
popisujici ibytek hladiny vody v nadrzi tvaru
kvadru, ze které vypoustime vodu.

A) Zkontrolujte, Ze pro h > 0 ma kazd4 po-
¢atecni tdloha jediné feSeni. Interpretujte
tento vysledek prakticky.

B) Pro h = 0 by feSeni nemuselo byt urceno Zdroj: www.rodovystatek.cz
jednoznalné. A opravdu neni. ReSenim je napiiklad h(t) = 0 nebo

1

KM t<0
1 <
0 t>0.

Zkontrolujte dosazenfm (pozor: pro ¢ < 0 plati V2 = |tf|= —t) a rozmyslete, jestli
nejednoznacnost je jenom matematicky trik, nebo jestli méa fyzikalni interpretaci.



9 Diferencialni rovnice 11

10 Autonomni systémy



10.1 Stavebniny vedle ¢ebinského nadrazi: model

Hromada sypkého materidlu ma tvar kuzele.
Uhel u vrcholu je konstantni, dany mecha-
nickymi vlastnostmi materialu a je nezavisly
na objemu. Predpokladejme, Ze personél sta-
vebnin prisypava na hromadu material kon-
stantni rychlosti (v jednotkach objemu za jed-
notku ¢asu). Tato hromada je v8ak v pomérné
oteviené krajiné a vitr rozfoukdva material po
okoli. Je rozumné predpokladat, Ze rozfouka-
vani (opét v jednotkich objemu za jednotku
Gasu) se dgje rychlost{ tmérnou povrchu nave-
trné strany plaste. Zdroj: vlastni

Napiste rovnici pro derivaci objemu hromady podle ¢asu.

Existuje konstantni feSeni? Pokud ano, je stabilni nebo nestabilni? Zdtivodnéte.

e Muze hromada skon¢it i pfi neustalém pfisypavani cela rozfoukana?

Mohou pracovnici navrsit hromadu do libovolné vysky anebo pro velkou hromadu
je jiz rozfoukavani rychlejsi nez pfisypavani?



10.2 Casovy rozestup mezi trolejbusy

Uvazujme dva trolejbusy jedouci za sebou po
stejné trati. Oznacme x(t) jejich ¢asovy od-
stup. Pokud prvni trolejbus zastavi na urcité
zastavce v Case t, druhy trolejbus na tuto za-
stavku dorazi v ¢ase x(t). Nasim tkolem je
zjistit, jak se z:(t) méni s rostoucim ¢.

Piedpokladejme, ze (1) pokud zadni pasazéfi
necekaji na druhy viz, druhy vz se pohybuje
rychleji nez prvni viiz a oba vozy se “sjedou”,
tj. x(t) klesd konstantni rychlosti, pokud na
druhy vtz necekaji zadni pasazéfi (2) rych-
lost druhého vozu klesa (a rozestup roste) s

Zdroj: vlastni

rostoucim poétem pasazérii, ktefi Gekaji na zastavce (3) pocet pasazéri kteif ¢ekaji na

zastavce roste s rostoucim intervalem mezi obéma vozy.

Navrhnéte model pro rozestup trolejbusii, najdéte stacionarni FeSeni a posudte jeho

stabilitu.



10.3 Propeptid kolagenu

Kolagen je klicovy protein pojivovych tkani.
Jeden z krokii pfi syntéze kolagenu spociva v
reakci tf1 molekul propeptidu kolagenu, zkra-
cené propeptidu. Tento propeptid se formuje
konstantni rychlosti a kromé toho, Ze je suro-
vinou pro produkci kolagenu, se jesté rozpada
rychlosti timérnou koncentraci. NapiSte ma-
tematicky model pro mnozstvi (koncentraci)
propeptidu kolagenu.

Podle Alan Garfinkel, Jane Shevtsov, Yina
Guo: Modeling Life

Zdroj: pixabay.com



10.4 Jelen a los

Uvazujme populaci jelenu a losi. Tyto popu-
lace spolu soupefi o potravu. (1) Bez konku-
rence by populace jelena rostla rychlosti 3 a
populace losa rychlosti 2 na jeden kus. (2)
Vnitrodruhova konkurence se projevuje v obou
populacich stejné a je rovna druhé mocniné
prislusné velikosti populace. (3) Mezidruhova
konkurence je vyjadiena ¢lenem rovnym sou-
¢inu velikosti populaci a tato konkurence se
projevi s koeficientem 0.5 v populaci losa a s
koeficientem 1 v populaci jelena.

Zdroj: pixabay.com

Sestavte matematicky model a otestujte jej numerickym experimentem na stabilitu staci-
onarnich bodi. Poté zdvojnasobte parametry mezidruhové konkurence a sledujte zménu
odezvy.



10.5 Pustik obecny

Pustik obecny se téméf vyhradné zivi malymi
hlodavci. Predpoklddejme nasledujici vztahy.
(1) Populace hlodavecd ma porodnost 0.1 na
jedince a tmrtnost 0.025 na jedince za jed-
notku ¢asu. (2) Rychlost s jakou jeden pus-
tik konzumuje hlodavce je tmérna poctu hlo-
davcu s kostantou amérnosti 0.01. (3) Porod-
nost v populaci pustika je amérnd mnozstvi
zkonzumované potravy s konstantou umér-
nosti 0.05. (4) Umrtnost v populaci pustika
je 0.1 na jedince za jednotku Casu.

Vyjadiete tyto vztahy matematickym mode-
lem.

Zdroj: wikimedia

Podle Alan Garfinkel, Jane Shevtsov, Yina Guo: Modeling Life. Doslova pieloZeno. Po-
rodnost je ve skutecnosti spolecnyj efekt zvysené porodnosti a snizené imrtnosti v pripadé,

Ze pustik md pristup k potravé.



10.6 Kuan Prevalského

Kui Prevalského je divoky kifi ze stfedni Asie,
jediny druh koné, ktery nebyl domestikovan.
V divocing jsou tyto kon€ loveni vlky. Napiste
matematicky model zaloZzeny na néasledujicich
predpokladech. (1) Porodnost v populaci koni
je 0.15 na jedince. (2) Umrtnost v populaci
koni je 0.01 na jedince. (3) Vlci se Zivi i jinou
potravou, maji tedy kladnou porodnost. Ta je
0.1 na jedince. (4) Vleci maji konstantni tumrt-
nost 0.05 na jedince. (5) Pravdépodobnost s
jakou je kun uloven vlkem je tumérna poctu
vlki s konstantou tmérnosti 0.02.

Zdroj: pixabay.com

Podle Alan Garfinkel, Jane Shevtsov, Yina Guo: Modeling Life

Podle Wikipedie kiun Prevalského prezil jenom diky péci zoologickijch zahrad a z ro-
dokmenu je zreymé, Ze 70 procent jedinci tohoto druhu md puvodni predky ze zoologické
zahrady v Praze.



10.7 Analyza pomoci vlastnich ¢&isel

Autonomni systém

dz

7:42 3_5
dt 7Y +y

dy 2

Y 3ay? -3

dt Ty Y

mé stacionarni bod (1,1). Najdéte Jacobiho matici v tomto bodg, vlastni ¢isla této
matice a urcete typ staciodrniho bodu.
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Diferenciadlni rovnice druhého radu
Vice integrala
Vice diferencialnich rovnic

Shrnuti
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