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1 Parciilni derivace



1.1 Vypocet pomoci vzorci

Vypoctéte nasledujici parcialni derivace

a) ai(x2y+2xy3+m+l> e) (%(Vl—xz—yQ)
9 ( 5 3 9 2

b) ay iy +2xy”° +ax+1 f) y V1—22 —y?2
0 0 x

c) %<3m(3—x—2y)) g) 633(332+y2>
0 0 x

ay < —r-2 g

) dy (396(3 ) y)) ) dy <x2+y2)

Reseni
9 ( 5 3 3 3

a)% zy+2zy°+r+1) =22 y+20°+1+0=22y +2y° +1
9 ( o 3 2 2 2

b) B zy+2xy’ +x+1)=2°+22-3y°+0+0=z"+ 6xy
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_ 0 2 ooy1) _ 1 2 2\—1 _ x
) =g (1= =) ) = 50— )0 - 20 - 0) = —
f) .. = (% <\/1 — 2 — y2) = \/#Ty? (z predchoziho vypoctu a symetrie)
0 x 1(2? 4+ y?) — 2(22 +0) . )
g2) p (332 " y2) = RSP = .- (derivace podilu)
h) o (_= = 9 z(2? +yH) ) = 2(—=1)(2® + y*) 720 + 2y) = --- (derivace
oy \ z2 +y2 Ay

konstantniho nasobku mocninné funkce s vnitini slozkou)



1.2 Parcialni derivace, pocitova teplota analyticky

Kanadsky empiricky vzorec pro pocitovou tep-
lotu v zimé (wind chill factor) je

W(T,v) =13.12 + 0.6215T — 11.370°1¢
+0.3965T %16,

kde T je teplota (ve stupnich Celsia) a v je
rychlost vétru (v km/hod). Teplota je —11.0 °C
a rychlost vétru 26 km/hod Urcete parciélni Zdroj: pixabay.com
derivace pocitové teploty podle skuteéné tep-

loty a podle rychlosti vétru (véetné jednotky) a vysledky interpretujte slovné.

Reseni:

Dosazenim do vzorce dostavame W(—11,26) = —20.212 °C. Derivovanim dostavame
ow _ 0.16
8—T(T, v) = 0.6215 + 0.3965v" ",
ow

=5, (Tov) = —11.37 x 0.160 %% +0.3965 x 0.16Tv -84



a po dosazeni

ow

—(—11,26) = 1.2

8T( ,26) 89,

ow o -1 [ -1

Za dané teploty a rychlosti vétru je pocitova teplota —20.2 stupnia Celsia. Narust teploty
o jeden stupei zptuisobi nariist pocitové teploty pfiblizné o 1.3 stupné. Tedy zména teploty
se projevi na pocitové teploté 1.3-nasobkem, tj. kazdkouzménu vnimame o tficet procent
intenzivnéji.

Podobné, zesileni vétru o jeden kilometr za hodinu zptisobi sniZeni pocitové teploty
priblizné o 0.16 stupné.



1.3 Pocitova teplota numericky

Wind chill chart (Celsius) temperature (°C) click here for Fahrenheit chart
calm | —15 —20
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wind chill (°C) =13.12 + 0.6215T— 11.37( V") + 0.3965T (V" %) T = air temperature (°C)
frosthite HH‘IL—.‘S - 30 minutes |:| 10 minutes |:| & minutes V= wind speed (kph)




ow
a) Vypoctéte pomoci centralni diference parcialni derivaci 5, Pro teplotu —15°C a
v

rychlost vétru 40 kmhod ™! a intepretujte vysledek slovné.

W
b) Pocitova teplota W je linearni v proménné T'. Proto derivace T nezéavisi na T. Jak

se tato skutecnost odrazi v tabulce?

¢) Odhadnéte z tabulky, zda vliv v&tru klesa nebo roste s rychlosti vétru. Potvrdte svou

ow
hypotézu analytickym vypoctem parcidlni derivace —— a vysvétlete fyzikalné.

ov
ResSeni:

a)

ow —29 — (—26) °C 1

— (T =—-15,v=40) ~ = —0.15°C/(km hod

a0 v =40) 50— 30 kmhod © /(lamhod ™)
Za podminek, kde je 15 stupni pod nulou a vitr o rychlosti 40 kilometra za hodinu
kazdé dalsi zesileni vétru o kilometr za hodinu snizi pocitovou teplotu pfiblizné o
patnact setin stupné.




b)

Neforméalné: V ramci kazdého fadku jsou stejné velké skoky. Presnéji: V kazdém
radku je priblizné aritmeticka posloupnost, data se méni ode¢tenim pevné konstantny.
Pripadné fluktuace od tohoto pravidla jsou zptsobeny zaokrouhlenim.

Pokud se divame na data po sloupcich, s rostouci silou vétru jsou skoky mensi a
proto parcialni derivace podle vétru s rostouci rychlosti vétru klesa. To potvrzuje
i analyticky vypocet, protoze u rychlosti je mocnina mensi nez jedna a ta se po
zderivani zméni na zadpornou mocninu a tim se zménf charakter zavislosti na rychlosti
vétru. Fyzikalné vitr odfoukéava izola¢ni mikrovrstvu vzduchu kolem tvére nebo téla a
proto citime ve vétsim vétru vétsi chlad. Pokud je vitr silny, nestaci se tato mikrovstva
vytvorit ani v minimélni mife a proto je jedno, jestli foukd hodné nebo jesté vice.



1.4 Parcialni derivace, tepelna kapacita dieva

Vypoctéte a slovné interpretujte parcialni de-

Table 4-8. Heat capacity of solid wood at selected
temperatures and moisture contents

Heat capacity (kJ ke "K' (Btu Ib™ °F 1))

Ovendry 3% MC 12%MC 20%MC

12(028) 13(032) 15(037) L17(041)
1.2(0.29) 1.4(033) 1.6(0.38) 1.8(043)
13(030) 14(034) 1.7(0.40) 19 (0.45)
13(032) 15(037) 18(0.43) 2.0 (0.49)
1.4(034) 1.6(039) 1.9(0.46) 22(0.52)
1.5(0.36) 1.7(0.41) 2.0(0.49) 2.3 (0.36)

rivaci mérné tepelné kapacity dieva c podle Temperature
teploty T a podle obsahu vody MC w v bodé fg{; (5((4;))
o hodnoté MC 12% a teploté 27°C. 00 17(62)
300 27(80)

. B . . 320 47(116)
Pro obé derivace pouzijte dopfednou diferenci 340 67(152)
(v tabulce nejsou ekvidistatni kroky MC). 60 ST
Pozndmka: Kromé dopredné diference je
mozné uvazovat jesté zpétou diferenci defino-
vanou vztahem

f(@) = flx—h)

h

)

Zdroj: Wood handbook

coz je vlastné doptedna diference na predhozim intervalu. Ukazte, Ze centralni diference

je priumérem dopiedné a zpétné diference.

Reseni:

de  18-17
oT — 4727

=0.005kJkg 'K™2 =5Jkg 'K2



Tato hodnota udavé, o kolik vzroste mérna tepelna kapacita dfeva dané teploty a vlhkosti
pii zvySeni teploty o jeden stupen Celsia (o jeden Kelvin).

0 1.9-1.7
8—:; =201z = 0.025 kJ kg 'K~ (procento MC)~* = 25 J kg 'K ~! (procento MC)~*
Tato hodnota udava, o kolik vzroste mérné tepelné kapacita dfeva dané teploty a vlhkosti

pri zvyseni obsahu vody o jedno procento.
Pramér centréalni a zpétné diference:

f(w)—f(w—h)-;;f(w-*-h)—f(w)

S (=) i(x h) | f(w+h})l f(z) -
2 o 2

_ fle+h)—f(x—h)
o 2h




1.5 Veli¢iny z rovnice vedeni tepla

V pripadech, kdy je pfi tepelné vyméné
nutno uvazovat vedeni tepla (vysoké Bi-
otovo ¢islo), modelujeme zménu teploty
podle rovnice vedeni tepla, kterou jsme na
prednasce odvodili pro jednorozmérny pii-
pad ve tvaru

oT 0 ( /\BT )
c— = —(A=—).
ot T 9z \" oz
Typickym piipadem vedeni tepla v jedné
dimenzi je vedeni tepla ve sténé.

Uvazujme jednorozmérnou tlohu s vede-

nim tepla. Osa x sméfuje doprava, teplota

v bodé x a case t je T'(x,t) ve stupnich

Celsia. Tok tepla v ¢ase t a v bodé z je

q(z,t) v joulech za sekundu. Kladny tok je

ve sméru osy x. Podle Fourierova zakona je
oT

Ty¢ ma teplotu 0°C, pravy konec udrzu-
jeme na této teploté, levy konec ohfivame
na 20°C a udrzujeme na této teplots. Ve
zbytku tyde (stény) se postupné nastoli
rovnovaha vlivem vedeni tepla.

Vyjadiete nasledujici veli¢iny a urcete je-
jich znaménko.

a) Rychlost, s jakou v daném misté a Gase
roste teplota jako funkce ¢asu.

b) Rychlost, s jakou v daném misté a case
roste teplota jako funkce polohy, tj. jak
rychle roste teplota smérem doprava.

¢) Rychlost, jak rychle se klesa teplota
jako funkce polohy, tj. smérem doprava.

d) Rychlost, se kterou roste (smérem do-
prava) tok tepla jako funkce polohy.

e) Rychlost, se kterou klesa (smérem do-
prava) tok tepla jako funkce polohy.



Reseni:

T
a) Rychlost, s jakou v daném misté a Case roste teplota jako funkce ¢asu je — a

ot

tato derivace je v kazdém bodé kladné, protoze ty¢ se ohiiva. Po ¢ase se asi ustali
rovnovaha a derivace bude nulova, teplota se prestané meénit. Méfime ve stupnich

T
celsia za sekundu. [] =°Cs!
ot
b) Rychlost, s jakou v daném misté a ¢ase roste teplota jako funkce polohy, tj. jak rychle

. oT . . .
se roste teplota smérem doprava, je — a tato derivace je zaporna, protoze vlevo je

horky konec a teplota smérem doprava klesa. Mérime ve stupnich celsia na metr.

oT
5] =
¢) Rychlost, jak rychle se klesa teplota jako funkce polohy, tj. smérem doprava, je —g—:
a tato veli¢ina je kladné, protoze vlevo je horky konec a teplota smérem doprava
opravdu klesa. Mérfime ve stupnich celsia na metr. [—gz} =°Cm!

0
d) Rychlost, se kterou roste (smérem doprava) tok tepla jako funkce polohy je a—q
x



Teplo tece doprava a pritom se spotfebovava, protoze se ohfiva ty¢. Proto tok klesé

0
a parcidlni derivace je zaporna. Mérime v joulech za sekundu na metr. [aq} =
x
Jstm™!

Rychlost, se kterou klesa (smérem doprava) tok tepla jako funkce polohy je —%

a tato veli¢ina je kladna, coz plyne z predchoziho bodu a z toho, Ze jsme zménili
. 0 -
znaménko. Méfime v joulech za sekundu na metr. 90— 55t m~? Tato velicina

ox

udava, kolik tepla se za jednotku ¢asu ubude v toku na metrovém tseku tyce. Ze
zékona zachovani energie se toto teplo nemuze “ztratit”, ale pouzije se na zvySeni
teploty, coz je vyjadieno pravé v rovnici vedeni tepla.



1.6 Okrajové podminky pro rovnici vedeni tepla

K modelu stény pomoci rovnice vedeni
tepla je jesté nutné pridat podminky souvi-
sejici s poc¢ateénim stavem (pocatecni pod-
minky) a s chovanim na okrajich (okrajové
podminky).

Necht sténa je na intervalu z € [0, L], x =0
je vnitfni okraj a x = L je vnéjsi okraj. Vy-
raz —k—— udéava tok tepla ve sméru osy x.

x
Tok ve sméru osy x méa kladné znaménko.
Naformulujte okrajové podminky v nésle-
dujicich scénarich.

a) Z venku dokonale izolovana sténa. Na

hranici x = L nedochézi k toku tepla.

b) Vnitin{ ¢ast stény je udrzovana na kon-

Reseni:

stantni{ teploté 7' = 23°C.

¢) Sténa je zvenku osvétlend a zahifvana
Sluncem. Na vné&jsi hranici je konstantni
tok tepla smérem do stény.

d) Sténa je zvenku ochlazovana proudénim
vzduchu. Tok tepla mezi sténou a oko-
lim je tmérny rozdilu teplot stény a
okoli.

e) Sténa je zevnitf ohffvana proud&nim
vzduchu od radidtori. Tok tepla mezi
sténou a okolim je imérny rozdilu tep-
lot stény a okoli.

Zpracovdano podle Cengel: Mass and heat
transfer.



b)

)

(L) =0

T(0) =23

T
—k‘a—(L) = —@Q, kde Q je teplo za jednotku ¢asu dodané ze Slunce. Jedna se vykon
x

Slunce dopadajici na sténu vynasobeny koeficientem absorbce, protoze ¢ast tepelného
vykonu se odrazi. Zaporné znaménko je proto, ze teplo tece do stény, tj. proti sméru
oSy .

aT

—ka—(L) = h(T — Toxoli), kde h je koeficient piestupu tepla.
T

T
fkg—(O) = h(Tmistnost — T'), kde h je koeficient pfestupu tepla. VSimnéte si, Ze
T

posledni dvé podminky se 1isi znaménkem u veli¢iny 7. To proto, ze v jednom piipadé
je kladny smér toku tepla do materialu a jednou z materialu. Pokud chceme mit popis
jednotny, nebo nezavisly na zvolené souradné soustavé, formulujeme podminky pro
tok tepla ven z materialu. Tento tok ziskame tak, Ze tok tepla vynésobime skaldrné
s jednotkovym vektorem sméfujicim ven z materialu kolmo na jeho povrch. V tomto

oT
piipadé by pro tok ze stény do mistnosti bylo ka—(O) = h(T — Tmistnost)- Tento tok
x

by byl zaporny, protoze ve skute¢nosti teplo unika z mistnosti sténou ven.



2 Gradient



2.1 Linearizace pocitové teploty

Pocitova teplota W z minulého cviéeni ma
v bodé odpovidajicim teploté T' = —11°C a
reyhlosti vétru v = 26 kmhod ™! ma hodnotu

W = —20.2°C

a parcialni derivace

oW _ —0.163°C hod km™*

v Zdroj: pixabay.com

ow
a7 — 1.289.

Najdéte pomoci linearni aproximace vzorec pro pocitovou teplotu v okoli tohoto bodu.

Reseni:
Pfimym pouzitim vzorce pro linedrni aproximaci dostavame

W = —20.2 + 1.289(T — (—11)) — 0.163(v — 26)
— —20.2 4 1.289(T + 11) — 0.163(v — 26),



pfidemz vSechny veli¢iny dostazujeme v jednotkach SI (stupné Celsia a kilometry za
hodinu).



2.2 Parciilni derivace, gradient

Urcete gradient funkei z = az?y—2zy*> a h = % +523y?, kde a € R je realny parametr.
Y

Resent:
0z
= = 2axy — 2y*
or ary y
0z 9
— =ax” —4x
Ay Y

Vz = (2axy — 2y*, ax® — dxy) = (2axy — 2y°)7+ (ax® — 4ay)7
Ooh
oz
oh
dy

5 2
Vh = (az +150%y?, — T+ 10x3y> = <a2 + 15932?/2) it (—af + 10“”39) 7
y y y 4

= % + 152232
Y

2
=ax(—2)y~3 + 1023y = fif + 1023y
Y



2.3 Gradient funkce s vrstevnicemi ve tvaru kruZnic

Uréete gradient funkce z = x2 +y? a zkontrolujte, Ze je v kazdém bodé kolmy ke kruznici
se stfedem v pocatku. Vyuzijte toho, Ze spojnice bodu na kruznici se stfedem kruznice
je kolma k této kruznici.

Reseni:
0z
el
Ox v
0z
9
oy Y

Vz = (2z,2y) = 220+ 2yJ

Vektor (2z,2y) v bodé (z,y) mifi smérem od pocatku, tj ve sméru spojnice se stfedem
a tedy je kolmy k vrstevnici.



2.4 Gradient funkce s paprskovitymi vrstevnicemi

Urcete gradient funkce z = arctg Ya zkontrolujte, Ze je v kazdém bodé te¢ny ke kruznici
x

se stfedem v pocatku. Vyuzijte toho, Ze te¢na je kolméa na polomér.

Reseni:
0z 1 (-1) Y
or 14 %ﬁy Ry
0z 1 =
dy 1+ LZ x 2?4y

T 1 ( )
= — xr
m2+y2’x2+y 22 0

Vektor (—y,z) v bodé (z,y) je kolmy k vektoru (z,y) a miff smérem od pocatku, tj.
k poloméru. Proto je te¢ny ke kruznici.



2.5 Tecéna rovina atd.

Pro funkci f(z,y) = 2? + % — 6 najdéte

a) gradient,

b) gradient v bodé (2, 1),

c¢) linearni aproximaci v bodé (2,1),
e

rovnici vrstevnice bodem (2,1) a rovnici te¢ny k vrstevnici timto bodem,

f

)
)
)

d) tefnou rovinu v bodé (2, 1),
)
) explicitni vyjadfeni funkce dané v okoli bodu (2, 1) implicitné rovnici f(x,y) =0,
)

linearni aproximace v okoli bodu z = 2 pro funkci ziskanou v pfedchozim bodu.



=

) VI(2,1) = (5,-4)

c) flz,y) =5(x—2) -4y —1)
)
)

d) z=5(zx—-2)—4(y—1)
e) Rovnice vrstevnice je
P+ —6=0
)
a tecna
5z —2) —4(y — 1) =0,
tj.

5 —4y — 6 =0.

f) Postupnymi tpravami a vybérem spravného znaménka po vyfeSeni kvadratické rov-



nice vzhledem k y dostdvame

P+ —6=0

Y

x

= =6—2°

Y2

2 X

y_Gfo
_ T
v= 6 — 2

g) Z rovnice te¢ny k vrstevnici
Sz —2)—4ly—-1)=

dostavame 5

a proto

v okoli x = 2.



2.6 Linearizace vektorové funkce, Jacobiho matice

Jacobiho matice se pouziva k linearizaci vektorovych funkci, které maji na vstupu i na
vystupu vektor. Jsou to matice, kde gradienty jednotlivych komponent vektorové funkce
jsou zapsany do radkid matice.

Najdéte Jacobiho matici pro funkeci
Fz,y) = (2% + xy + 6y)i + ¢*]
a poté hodnotu této matice v bodé (0,0).

Reseni:



Plati

0 (m2—|—xy+6y)=2a:+y

Ox
%(m2+xy+6y):x+6
%(e3z>:3631
9 3
@(63 )=0

a proto mé Jacobiho matice tvar

2z + z+6
J(SC,y) = ( 363xy 0 > .

7(0,0) = (g g) .

V bodé (0,0) potom



2.7 Parciilni derivace, gradient a nasobeni matic

Radial

Vypoctéte gradient funkce

T=10— /22 + y2.

Ukazte, Ze vrstevnice této funkce jsou kruz-
nice se stfedem v pocatku, nakreslete obra-
zek s témito vrstevnicemi a vyznacte do to-
hoto obrazku gradienty v bodech A = (0,1), Longitudinal
B=(1,0)aC=(11) .
Zdroj: Wood handbook

Uvazujte souCinitel tepelné vodivosti

2 0
=0 3)
a vypocCtéte tok tepla v bodech A, B, C. Porovnejte smér tohoto toku se smérem gradi-

entu a vysvétlete svd pozorovani. Snazi se matice usmérnit teplo do sméru osy = nebo
do sméru osy y? Odpovida situace spise dfevu s podélnym smérem v ose z nebo v ose

y?

Reseni:



Plati

BT 1 2 2y L X
- = 20 = ——
i e AR R e
a ze symetrie
o ___ Yy
Oy /22 + 2
Odsud
g 1
€ Y T
VT = | — - = (z,y)".
( \/x2+y2 \/x2+y2> /m2+y2( y)

Tok tepla je

¢ AUT = 1 (2 0) (x) B 1 (23;)
q J2+ 2 \0 3)\y o7+ g7 \3Y
1
= \/5(27i1’>)T. Porovnanim
s gradientem VT(A) = —(0,1)", VT(B) = —(1,0)7 a VT(C) = —5(1,1)T vidime,

Dosazenim dostavame ¢(A) = (0,3)”, @(B) = (2,0)T, ¢(C)

7e v bodech A a B je tok proti sméru gradientu, v bodé C' se tok staci do sméru osy
y. Protoze ve ose y mé dievo vétsi vodivost, jedna se o podélny smér. To je ale vlastné
vidét uz ze zadané matice.



3 Divergence, rovnice vedeni tepla



3.1 Divegrence vektorového pole

a) Vypoctéte divergenci vektorového pole

—

F =22y + (z + )7,

b) Zakreslete do obrazku smér toku vektorového pole v bodé (2,1).

¢) Vypoctéte divergenci vektorového pole v bodé (2,1) a podle toho, zda je kladna nebo
zaporné rozhodnéte, zda tok v daném bodé sili nebo slabne.

d) Predpokladejme, Ze dané vektorové pole reprezentuje stacionarni tok. Je v bods (2, 1)
zdroj nebo spotiebic?

Reseni:

e 2y Do) = _
a) V F—am(x y)—l—ay(x—i—y)—2xy—|—(0+2y)—2y(x—|—1)

b) F(2,1) = 22194 (2+1%)7= 47+ 3] = (4,3), tj. vektorové pole tece smérem doprava
nahoru smérem danym smérnici 0.75, tj. pod tthlem mensim nez 45°.



¢) V-F(2,1)=2-1-(2+41) =6 > 0. Divergence je kladna a proto se tok zahustuje.
d) Zdroj (kladna divergence).



3.2 Divegrence vektorového pole s parametrem
a) Vypoctéte divergenci vektorového pole
F= az®y*7+ 32°y7,
kde a € R je redlny parametr.

b) Urcete hodnotu parametru a tak, aby pole bylo v bodé (—1,2) nezfidlové, tj. aby
mé&lo nulovou divergenci v bodé (-1, 2).

0
a (3x2y) = 3az?y? + 32 = 32%(ay® + 1)

b) V-F(=1,2) = 3(=1)*(a-2>+1) = 3(4a+1) a V- F(—1,2) = 0 pokud 3(4a+1) = 0,

R Y (3,2
a) V- F x(axy)—i—



3.3 Rovnice vedeni tepla v dvourozmérném materialu

Teplota ve dvourozmérné desce pro0 < x < 10
a 0 <y < 10 zachycené v uréitém okamziku
termokamerou je popsana rovnici

T(z,y) = (2 —y)* +a*.

Rozméry jsou v centimetrech, teplota ve
stupnich Celsia. (Formalné to nevychazi, ale
ke kazdému ¢lenu mtZzeme dodat konstantu,
kterd jeho rozmér opravi. Pro jednoduchost
tuto komphkaCI vynechame.) Zdroj: pixabay.com

a) Vypoctéte gradient VT a tok tepla —k-VT. Soucinitel tepelné vodivosti (v jednotkéach

kompatibilnich se zad4nim) je k = <£1L é) .

b) Urcete, zda na levém okraji desky tece teplo dovniti desky nebo z desky ven.
c¢) Vypoctste divergenci toku tepla, tj. V- (=k - VT).

d) V desce nejsou zdroje tepla. Ochlazuje se deska uprostied, nebo otepluje?



ResSeni:
a) Gradient je vektor sloZeny z parcidlnich derivaci.

VT = (4(22 — y) + 42, —2(22 — y))"

Tok je tenzor vodivosti maticové vynasobeny s gradientem teploty a faktorem (—1).

ewroo (3 1) (A (e i0e)

b) Do vztahu pro tok dosadime rovnici levého okraje desky, tj. = 0.

—k-VT(x=0) = (i‘é@)

Na levém okraji desky je y > 0 a proto 14y > 0. Tok mifi doprava a teplo tece na
tomto okraji do desky.



¢) Vypocteme divergenci toku uréeného v prvnim bodé.

) )
V. (~k-VT) = o (—14(2z — y) — 162°) + a—y(8(2x —y) — 42?)
= —482% —28 — 8
= —48z% — 36

d) Do vztahu pro diveregenci dosadime bod, ktery nas zajima.
V- (=k-VT)(x=5y=>5)=—1236

Tok tepla se zmenSuje a protoze jde o stav bez zdroji, teplo se v daném misté
akumuluje a deska se proto otepluje. Z rovnice vedeni tepla

oT
= v (k-VT
o V- (k-VT)
plyne v daném bodé
or _ 1236
P ~

a muzeme dokonce odhadnout, jak rychle teplota roste.



3.4 Vedeni tepla v rtiznych materialech

a) ZapiSte rovnici vedeni tepla v trojrozmérném izotropnim a v trojrozmérném ortot-
ropnim materidlu. Ve druhém pfipadé volte osy ve sméru vlastnich vektort.

b) Napiste, jak je mozné zjednodusit rovnice z pfedchoziho bodu, pokud jsou materialové
konstanty nezavislé na poloze (homogenni material) a na teploté (linearni material).

Reseni:
or o ([, oT o (, 0T o (0T
a) Izotropni: 0o = 30 <k850> + o (k8y> + 2 (kﬁz)

Ortotropni: ca—T g or 8 kaj +2 kai
Pt 0 = 5e \"ar ) Tag\May ) T s\ as

T T 82
b) Izotropni: gc = a— — 32 )
o*r 82 o°T
Ortotropni: Qc— +k + k.

ot Tox2 TV oy? 922



4 Rotace, kmenova funkce gradientu



4.1 Rotace vektorového pole v roviné

Vypoctéte rotaci funkee F = zy°7 + 2zy7.

Reseni:

7

- 0
VXF=|—
ox

:vy2

S

2xy



4.2 Rotace vektorového pole v prostoru
Vypoététe rotaci funkce F = zyzi'+ 522y7 — 3z°zk.

Reseni:

T7 k

- 0 0 0]
v =|— = —
% dr 0Oy 0z

= (zy + 622)7+ (10zy — x2)k

=x(y+62)7+ x(10y — 2)k



4.3 Divergence a rotace 2D funkce s parametrem
Vypoctéte divergenci a rotaci funkce F = aa? v+ (2% + )7

Reseni:

\Y% ﬁ:%(amy)—i——y(w +y) = 2azy® + 1
7 7 k

V X F = 9 9 2 = k(22 — 3az?y?)
o dy 0z
ar*y® 2*+y 0



4.4 Nalezeni kmenové funkce 1/3

Pro vektorové pole

4 3. 6 5 5,
5:z:y T+ 5:1: y°J
najdéte funkei ¢ tak, ze zadané vektorové pole je rovno gradientu V.
Reseni:
dp 4 dp 6
Plati = —ay®a = = —a%y?
atf =~ =r2y° a a9y £y
Odsud 5 )
® 4 3 427 3 2 53
= [ ZZde= | Zxlde= "3 = C
@ /axw /59:yx 53 s+ Ciy)
¢ 0
¥ 2,2 6 >y 2,3
@ 8yy/5ﬂcyy P03 = g0y +Ca(2)

Porovnanim musi byt Cy(y) = Ca(z) =C €R a

2
o(r,y) = 3x2y3 +C, CeR



4.5 Nalezeni kmenové funkce 2/3

4 6
() (570 )

najdéte funkci ¢ tak, ze zadané vektorové pole je rovno gradientu V.

Pro vektorové pole

Reseni:
4
Plati gi:x2+gmy3a%§:gx2y2+y.
Odsud
3 2 3
Y4 x da* 5 2 5 5
d do = B C
/8 / +:Uy T = 3+52y 3+5xy+ 1(y)
* 6 3 2
90 2y 1, 23 19
- dy=-2"=%= 4+ —y° = = - Co(z).
/8 / v +ydy 5x3+2y 533y+2y+ 2 ()
1 3
Porovnanim musi byt C;(y) = Y 24 CaCy(z)= %—&-C’,C’ER&

1 2 1
olx,y) = §$3 + gm2y3 + §y2 +C, CeR



4.6 Nalezeni kmenové funkce 3/3

4 6
(y + 5963/3) T+ (5962112 + m2) 7

najdéte funkei ¢ tak, Zze zadané vektorové pole je rovno gradientu V.

Pro vektorové pole

Reseni:
4 .
Plati g—i =y+ g:vgﬁ a g—z = ngyQ + 22
Odsud
0 4 4 x? 2
¢ = /%dx = /y+ seytde =ay + =5y’ = wy+ 22’y + Ci(y)
a

0 6 2 Ly
Qp:/%dy:/35’321/%”62011/: g$2y*+$2y= sy’ + 2Py + C(x).

Porovnanim musi byt
2y + Ci(y) = 2%y + Ca(x),

coz neni mozné splnit.



0 4 o (6
Ovéiime, 7e parcialni derivace — (y + —zy° | a = [ =2?y? + 22 | jsou rizné. Plati
Jy 5 dr \ 5

d +4 L 12
x = —x
3 Y y 5 Y

12
(,% <§x2y2 + x2> = Ewyz + 2z

a protoze obé parcidlni derivace jsou riizné, kmenova funkce neexistuje.



5 Krivkové integraly



5.1 Krivkovy integral druhého druhu po tfech ruznych kiivkach

/ Far
C;

F= —yi'+x7
po trech raznych kiivkach Cy, Cy a Cs.

Vypoctéte

pro vektorové pole

Cy:7=cos(t)v+sin(t)y, te€ [0, g}

Co:7=(1—t7+t7, te]0,1]

Cy:7=(1—t7+1t7, tel0,1]
Tj. poc¢itame

/ —ydz 4+ xdy
C;

po tfech zadanych kiivkach Ci, Cy a Cj.
Reseni:

Vektory budeme pro struc¢nost zapisovat jako usporadané dvojice.



Kiivka C). Derivaci kiivky 7 = (cos(t),sin(¢)) podle ¢ dostavame

dr

5 = (—sin(t). cos(1)).

Rovnice vektorového pole podél kfivky ma tvar
F(7(t)) = (—sint, cost).

Skalarnim sou¢inem dostavame

_d7
Fd—: = (—sint,cost) - (—sin(t), cos(t)) = sin?t + cos? t = 1.

Odsud formalné

a integral ma tvar

kde posledni Riemannuv integral neni nutné pocitat, protoze integral z jednicky je délka
intervalu, pies ktery se integruje.



Krivka Cs. Derivaci kiivky 7= (1 — ¢,t) podle ¢ dostavame

dr
— = (=1,1).
dt ( ) )
Rovnice vektorového pole podél kfivky ma tvar
F(7(t) = (=t,1 = 1).
Skalarnim sou¢inem dostavame
o di”
Fa =(-t,1-t)- (-1, ) =(-t)(-1)+(1—-¢t)-1=1.

Odsud formalné .
Fdr = 1dt

1
/ﬁdF:/ 1dt=1,
C 0

kde ani v tomto pripadé posledni Riemannuv integral neni nutné pocitat, protoze integral
z jednicky je délka intervalu, pfes ktery se integruje.

a integral ma tvar



Kiivka Cs. Derivaci kiivky 7 = (1 — t2,t) podle t dostavame

dr

— = (=2t,1).
o= (-2
Rovnice vektorového pole podél kfivky ma tvar

F(7(t)) = (—t,1 —#2).

Skalarnim sou¢inem dostavame

ﬁg = (—t,1—1%) - (=2t,1) = (—t)(=20) + (1 = £*) - 1 = > + L.

Odsud formalné .
Fdir = (1 + 1)dt

a integral ma tvar

1
- 1 1
FdF:/(t2+1)dt:{t3+t} =~ 4+1-0=—.
/C 0 3 0 3 3



Interpretace jako prace, srovnani.

Vsechny kiivky jsou z bodu [1,0] do bodu
[0, 1]. Nejblize k pocatku je tsecka Cy, nejdale
je ¢vrtkruznice C1, kiivka C5 je mezi nimi.

Integral fyzikalné znamena praci vektorového
pole (—y, z) po zadané kiivce. Toto vektorové
pole mifi po kruznicich okolo pocatku proti
sméru hodinovych rucicek. Délka vektoru je

rovna vzdalenosti od pocatku.

Kiivka C je nejdale od pocatku a vektorové
pole je na ni nejsilngjsi. Navic v kazdém bodé
je sila ve sméru kiivky a proto se projevi ve vy-
sledném prispévku bez redukovéni. Diky tomu
mizeme integral po kruznici pocitat stejné

0.8 4

0.6

0.4 4

0.2 4

| A A R A A

b o v v o o ox s F s

~

I .

0.2

Zdroj: vlastni

jako praci na primce, tj. souc¢inem délky kiivky g a velikosti sily |]3|: 1. Po dalsich

kiivkach je sila mensi (kiivky jdou blize ke stfedu) a navic se neuplatni celéa velikost sily,
protoze sila svira s kifivkou nenulovy thel a pii praci se projevi pouze te¢na komponenta.



Interpretace jako tok, srovnani.

Vsechny kiivky jsou z bodu [1,0] do bodu
[0, 1]. Nejblize k pocatku je tsecka Cy, nejdale
je ¢vrtkruznice C4, ¢ast paraboly Cs je mezi
nimi.

Integral fyzikalné znamena tok vektorového
pole (x,y) kiivkou. Toto vektorové pole mi¥i
smérem z pocatku a zesiluje smérem od po-
¢atku, protoze délka vektoru je rovna vzdale-
nosti od pocatku.

Proto je hodnota po kiivce nejblize pocatku
nejmensi atd. Na kiivee C; (kruZznice) je tok
v kazdém bodé& kolmy ke krivce a stejné velky
a proto je celkovy tok snadné urcit jako soucin

0.8 4

0.6

0.4

0.2 4

velikosti vektorového pole na kiivee (|F|= 1) a délky kiivky g

T T 17 7T 7 77

t LSS S —Coleostsing)
t trt (A A A At )]
PN e f PV it
[ i PN TS
(IR AVEN I A NV AV AV A VPN
I IR EPAVEFEFEVAVEV AV VP
Vb E AN A AR AN S
[ A £ v P
A A P g o o
L I A A A A el A
P P P I P VN
Ve e e e AN o -

P PE—— P

02 04 06 08 1

Zdroj: vlastni



5.2 Krivkovy integral druhého druhu po parabole

/ Fdr
C

F=a2%+ (x+y)]

Vypoctéte

pro vektorové pole

po Casti paraboly
C:7F=tr+1*7, tecl0,1]
tj. pocitame
/ r?dz + (z +y) dy
C
po zadané kiivce C.
ReZeni:

Vektory budeme pro struc¢nost zapisovat jako usporadané dvojice.



Derivaci kiivky 7 = (t,t?) podle t dostavame

dr
— = (1,2¢).
= (1,2

Rovnice vektorového pole podél kfivky méa tvar
F(7(t)) = (£, t + 12).
Skalarnim soucinem dostavame

L d7
Fd—z = (1,2t) (2t +12) = 112 4+ 2t (t +12) = 32 + 243

Odsud formalné .
Fdit = (3t + 2t%)dt

a integral ma tvar

o ! 1,00 1 3
/FdF:/ (3t2+2t3)dt:[t3+t4] =1+5-0=1.
C 0



5.3 Krivkovy integral druhého druhu po kubické parabole

/ Fdr
C

F= 2yt + %y

Vypoctéte

pro vektorové pole

po ¢asti kubické paraboly
C:r=tr+t%7, te|0,1],
tj. pocitame
/ 2y dz + z?y dy
C
po zadané kiivce C.
ReZeni:

Vektory budeme pro struc¢nost zapisovat jako usporadané dvojice.



Derivaci kiivky 7 = (t,t%) podle t dostavame

dr
— = (1,3t?).
T (1,3t%)

Rovnice vektorového pole podél kfivky méa tvar
F(7(t) = (2, 12¢%) = (2t%,19).
Skalarnim soucinem dostavame

_d7
Fd—; = (1,32) - (23,£5) = 1- 263 + 32 - 7 = 203 + 3¢7.

Odsud formalné .
Fdit = (2t + 3t7)dt

a integral ma tvar

1 1
, 1 3 1 3
Fdi= | 3 +3tNdt= |=t"+t8| =—4+S-0=
/c ' /0( +3t) [2 3,727



5.4 Tok vektorového pole uzavienou krivkou

Tok pole j=(z+2.0)

Vypoctéte tok vektorového pole

B, = (x4 2)7

. v s . > v 2 . 054.
jednotkovou kruznici se stfedem v poc¢atku ori-

entovanou proti sméru hodinovych ruéicek, tj.

C:7 = cos(t)7+sin(t)7, te€[0,2n]. 0
Ndvod: 0.5 4
2m 27
/ sin? tdt = / cos’tdt =

0 0 1]

. . . 1 0.5 0 0.5 1
a tento integral je mozZzno najit napiiklad gra-
fickou cestou. Zdroj: vlastni

Reseni: Vektorové pole tece smérem doprava
a smérem doprava i zesiluje. D4 se ¢ekat, ze tok ven pravou polovinou kruznice bude
vétsi nez tok dovnitt levou polovinou kruznice a celkovy tok bude nenulovy.



Vektorové pole je B
O = (z+2,0)

a pro vypocet toku musime integrovat kiivkovym integralem druhého druhu vektorové
pole

—

F=(0,z+2).

Vskutku, tok vektorového pole zadaného v komponentach &1 = (P, Q) je vyjadfen inte-
gralem druhého druhu vektorového pole F = (—@Q, P) a v naSem piipadé je P = x + 2
a @ = 0. Derivaci rovnice kfivky obdrzime

g = (—sin(t), cos(t)).
Rovnice vektorového pole F podél kiivky C' ma tvar

F(7(t)) = (0,2 + cost).
Skalarnim soucinem dostéavame

FEE = (—sint, cost) - (0,2 + cos(t)) = 2cost + cos? t.

Odsud formalné B
FdF = (2cost + cos® t)dt



a integral ma tvar
2w
j{ Fdr = / (2cost + cos?t)dt = m,
c 0

kde posledni Riemannuv integral neni nutné pocitat, protoze integral z prvni Casti je
nulovy diky geometrické interpretaci integralu a periodicité funkce cost a integrél z
druhého sé¢itance byl soucasti zadéani.



5.5 Tok vektorového pole uzavienou krivkou

Tok pole j=(y+2.0)

Vypoctéte tok vektorového pole
By = (y+2)7

jednotkovou kruznici se stfedem v poéatku ori- |
entovanou proti sméru hodinovych rucicek, tj.

C:7 = cos(t)7+sin(t)7, ¢ € [0,2n].

Ndvod:
27
/ sintcostdt =0 0.5
0

ResSeni: Vektorové pole tece smérem doprava. 2]

Kromé toho zesiluje smérem nahoru. D& se 1 05 0 05 1
cekat, Ze tok ven pravou polovinou kruznice .
bude v kazdy vySce stejny jako tok dovnitt levou polovinou kruznice a celkovy "t BRde
nulovy.

Vektorové pole je B
@y = (y + 27 O)



a pro vypocet toku musime integrovat kiivkovym integralem druhého druhu vektorové
pole B

F=(0y+2).
Vskutku, tok vektorového pole zadaného v komponentach ®o = (P, Q) je vyjadien inte-
gralem druhého druhu vektorového pole F = (=Q, P) a v naSem piipads je P =y + 2
a @ = 0. Derivaci rovnice k¥ivky obdrzime

a7
d{ = (—sin(t), cos(t)).
Rovnice vektorového pole F podél kiivky C' ma tvar
F(7(t)) = (0,2 + sin t).

Skalarnim sou¢inem dostavame

_dr

Fd—z = (—sint, cost) - (0,2 + sin(t)) = 2cost + costsint.
Odsud formélné

Fdi = (2cost + costsint)dt

a integral ma tvar

27
f FdF:/ (2cost 4 costsint) dt.
c 0



Integral z prvniho séitance muZzeme vypocitat pomoci primitivni funkce
27
/ 2cosxdr = [2sinz]]" = 2sin(27) — 2sin0 = 0
0

a integral z druhého séitance je nulovy, proto je nulovy i cely integral.

/ﬁdF:O
C



6 Dvojné integraly



6.1 Integral pres obdélnik

Vypoctéte dvojny integrél

/ / zy?dady
Q

pfes obdélnik




6.2 Kvadraticky moment pro obdélnik

// y2 dzdy,
Q

pfes obdélnik se stranami podél os, se stfedem v pocatku a délkou stran a a b, tj. pfes
mnozinu 2 danou nerovnostmi

Vypoctéte integral

IN
8
IN

NS N R
IN
NS
IN
SRS RS



6.3 Integral zavisly na parametru

Vypoctéte dvojny integrél

I, = // y"dxdy
Q

pfes jednotkovy &tverec

v zavislosti na parametru n > 0.
Reseni:

1

1 1 T 1
ndedy = [ d My =1x |——yntl| =
//Qy i /0 x/oy Y [n+1y L ntl

Spravnost muZeme ovérit pomoci vzorci pro obsah

Ih=1



a polohu tezisté
L1

Iy 2
coz porovname s oCekdvanymi vysledky. Dal§im vyuzitim je ptisobisté tlakové sily na
prehradu (viz prednaska), které je pii orientaci osy y od hladiny smérem dolt v misté

I

7

)

2
3

SIS

tj. ve dvou tfetinach hloubky.



6.4 Integral pres trojihelnik

Vypoctéte integral

/ / xy? dady
Q

pres trojuhelnik Q s vrcholy v bodech (0,0),
(1,0) a (0,1).

Reseni:

Rovnice primky, ve které lezi pfepona troju-
helnika, je

y=1—=x

a trojuhelnik tedy je mozno zapsat soustavou nerovnosti

0<x<1,
0<y<1—u.

Pouzitim téchto nerovnosti muzeme dvojny integral transformovat na dvojnasobny a



vypocitat.

0
1
171 1
/ x—32% +32% — 2t dx = [x2—x3+3x4—x5}

2 1" T,
,_1 s_Ly_1
17 5] 60

W\H C.»OM—\



6.5 Integral pod parabolou

Vypoctéte integraly

I :// x dady,
Q

I, = // ydxdya
Q

I3 :// dzdy,
Q

pfes mnozinu 2 danou nerovnostmi

0<x<1,
0<y<1-—2a2

N

Reseni:




1

2 3 4
Obsah je § a soufadnice tézisté jsou § 1—0 . Toto je mozné porovnat s obsahem a

1 1
trojuhelnik ma obsah 3 a soutradnice tézisté [3, 3} .



6.6 Integral pres ¢tvrtkruznici

Vypoctéte integraly

I :// x dady,
Q

I, = // ydxdya
Q

I3 :// dzdy,
Q

pres ¢tvrtkruznici na obrazku (¢tvrtina jed-
notkové kruznice v prvnim kvadrantu). Urcete

ResSeni:
V polarnich soufadnicich danych rovnicemi

T =T1Ccosp

Yy =rsingp




™
ma ¢tvrtkruznice vyjadieni 0 <r <1,0< ¢ < 5"

1,z 1
//xda:dy:/ / rcoswxrdcpdT:/ rzdrx/ cos ¢dy
Q o Jo 0 0

1
1 T 1
= {37‘3} X [singlg = 3 % 1=-

//ydxdy—/ / rbmgoxrd(pd?“:/ r drx/zsingodgo
o Jo 0

Ed 1
:[Srg]ox[ cosgp}ozzg x1=~-

1,z 1
// da?dy:// lxrdwdr:/ rdrx/ dep
Q o Jo 0 0

10" 1
= {7"2} X T2 == X
2 0

w3

(SE]

T
4

[\
0ol

T
Obsah je R coz odpovida ¢tvtiné vzorce pro obsah jednotkového kruhu. Soutradnice



teziste jsou obé stejné, coz odpovida symetrii mnoziny. Tyto soufadnice lezi v bodé

4
— ~0.42
3 ’

v vy

coz odpovida tomu, Ze téziste je posunuto doprava nahoru ve srovnéni tézistém troju-
helnika, ktery by vznikl nahrazenim oblouku tseckou.



6.7 Kvadraticky moment kruhu

Vypoctéte kvadraticky moment kruhu o poloémru R vzhledem k ose prochazejici stie-
dem.

ReZeni:
Vypocteme kvadraticky moment kruhu daného v polarnich soufadnicich nerovnicemi

0<r<R,
0<p <27,

Pfimym vypoc¢tem dostavame

R p2m R 27 ra R -
// y2 dedy = / / r? sin? @ X rdedr = / rgdr/ sin? pdp = [] T= 7R4,
Q 0 Jo 0 0 4], 4

kde pii vypoctu integralu pifes proménnou ¢ vyuzijeme napovédu, kterou jsme méli jiz
v sadé tloh s kfivkovym integrélem.

Ze je vysledkem veli¢ina tmérna ¢tvrté mocniné poloméru je ziejmé i z rozmérové ana-
Iyzy (resp. z Buckinghamova II teorému), uvedenym vypoctem vsak vidime i konstantu
Gamérnosti.



To ze kvadraticky moment roste se ¢tvrtou mocninou poloméru znaéi, Ze snizeni prameéru
tyce na polovinu vede k redukci tuhosti na pfiblizné (0.5)4 tj. na Sest procent. Devadesat
Sest procent tuhosti je v materidlu, ktery se pfi tomto odstrani. Proto jsou trubky pfi
stejné spotfebé materialu odolnéjsi vici ohnuti nez tyce. Proto maji listy rostlin nebo
listy vrtuli vétrnych elektraren material odpovidajici za tuhost na povrchu. Proto mame
kosti duté.



7 Kiivkovy integral pomoci potencialu, Greenova véta,
rovnice kontinuity



7.1 Krivkovy integral pomoci kmenové funkce
Urcete, pro jako hodnotu parametru a € R kiivkovy integral vektorového pole
F = az’yi+ (3 +1)7

po kfivece C, tj.
/ az’yde + (23 +1)dy
c

nezavisi na integraéni cesté v R%. Najdéte kmenovou funkei pifsluiného vektorového pole
a vypoctéte kiivkovy integral po kiivce z bodu [0, 0] do bodu [1,2].

Reseni:

Podminka pro nezavislost na integra¢ni cesté je



a odsud a = 3. Totéz dokdZzeme urcit pomoci véty, kterou jsme se ukazali jiz v souvislosti
s pojmem gradient, ze které vyplyva podminka na existenci kmenové funkce ve tvaru

9 (arry) = L (@ 4 1)

Jy or
ar? = 32°
a=3

Kmenova fukee (z,y) vektorového pole F= (32%y, 2® 4 1) spliwje

690_ 2
%—?mcy
i 3
— = 1.
By r° +

Integraci dostavame
o= /3x2yd:c = 2%y + C1(y)
@Z/x3+1dy:w3y+y+c‘2(ﬂf)
Porovnanim dostavame kmenovou funkeci

oz, y) =2’y +y+C,



kde C je integra¢ni konstanta. Integral po kiivce (tvar neni dilezity, vzhledem k neza-
vislosti na integra¢ni cesté staci pocateéni a koncovy bod) je

/ﬁdf:¢(1,2)f¢(o,0):2+270:4.
C



7.2 Krivkovy integral pomoci kmenové funkce 2

Pro jakou hodnotu parametru m je kiivkovy integral
/(6x2y +x+y)de + (ma® +x)dy

nezéavisly na integraéni cesté v R?? Vypoctéte hodnotu tohoto integralu po kiivee z bodu
(2,1) do bodu (1, 3).

Reseni:
Podminka pro nezévislost na integracni cesté je

0 0
a—y(6x2y+w+y) = %(mx?’—}—x).

Po vypoctu derivaci dostavame
62% + 1 =3ma? +1

a odsud m = 2.



Hledame funkci, jejimz gradientem je vektorové pole F= (6x2y+x—|—y, 2:E3+x). Integraci
podle z a podle y dostavame

1
/(6x2y +a+y)de = 223y + 5:52 +zy + Ci(y)

/(23:3 +2) dy = 22%y + xy + Co(z).
Porovnanim ziskdme kmenovou funkei

1
o(z,y) = 22%y + 5372 +ay+C, CeR.

Integral po kiivee z bodu (2,1) do bodu (1,3) méa hodnotu

21

1
p(1,3) = (2,1) =6+ 5 +3 - (16+2+2) = -5



7.3 Kmenova funkce pomoci kfivkového integralu

Ukaizte, ze vektorové pole F' = (6z%y + 2 + y, 22° 4+ x) ma kmenovou funkei. Vypodtste
z definice k¥ivkovy integral v tomto vektorovém poli po kiivce 7(t) = (at, bt), t € [0, 1],
tj. po tsecce z pocatku do bodu (a,b) a ukazte, Zze timto zpisobem obdrzime kmenovou
funkci.

Reseni: Plati

— 2 — 62 fi P30
8y(Gx y+x+y)76l +178x(2l +1)

a proto kmenova funkce existuje.
Derivaci kiivky dostavame rovnici te¢ného vektoru
dr

a - (aab)

a dosazenim kfivky do vektorového pole
F(7(t)) = (6a*t*bt + at + bt, 2a°t> + at) = (6abt> + at + bt, 2a>t> + at).
Skalarni soucin je dany vztahem

_dr
Fd—:; = a(6a®bt + at + bt) + b(2a3t + at) = 8a>bt® + a*t + 2abt.



Kiivkovy integrél je tedy roven
1

1
. 1 : 1
/ Fdi = / 8a®bt® + a*t + 2abt dt = |2a’bt* + §a2t2 +abt?| =2a%b+ 5a2 + ab.
C 0 0

Podle véty o nezavislosti kiivkového integralu na integracni cesté mame
3 L
o(a,b) — ¢(0,0) = 2a°b + 20 + ab

a odsud 1
©(a,b) = 2a®b + 5(12 + ab+ (0,0),

neboli (po prejmenovani proménnych a zavedeni konstanty C' misto (0, 0))

1
o(z,y) = 223y + 51:2 +ay+ C.



7.4 Greenova véta
Urcete integral

j[ﬁdf
C

po kfivce, ktera je kladné orientovanou hranici jednotkového ¢tverce s vrcholy v bodech
(0,0), (1,0), (0,1), (1,1) pro vektorovou funkeci

F = Jc7z_"—|— xyj



%ﬁdf’z%aﬂdx—kxydy
c c
1 1 a a .
= — - — dyd
|| soten - 5@ ayas
1,1
/ydydx
0

1 1
ydyx/ dz
0

1
yﬂ x 1
0

S— —

I
N = —
N =



7.5 Rovnice vedeni tepla v materidlech rtaznych vlastnosti

Rovnice vedeni tepla v ortotropnim materialu umisténém do souradné soustavy tak,
aby vlastni sméry tenzoru tepelné vodivosti (jako napf. anatomické sméry dfeva) mé
nejobecnéjsi mozné vyjadieni

SO0\ 0T 0 ( or

Por ~ 0x\""oz ) T ay\ oy )
Za jakych okolnosti je moZno veli¢iny A, a A, napsat pied vn&jsi derivaci tak, aby v
rovnici vznikly druhé derivace?

ResSeni:

V pripadé, ze tyto veli¢iny nezéavisi na poloze. Materidl tedy musi byt homogenni. Zéavis-
lost na poloze nesmi byt ani zprostfedkovana pres teplotu. Tyto veli¢iny tedy nesmi byt
ani funkcemi teploty. Jinymi slovy, konstanta amérnosti ve Fourierové zakoné se nesmi
ménit s teplotou, vztah z Fourierova zdkona musi byt opfesén linedrni a takové materi-
aly se nazvaji materialy s linearni materialovou odezvou (zkracené linearni materialy).
Veli¢iny A\, a A\, se daji napsat pfed vnéjsi derivace pouze pokud je materidl homogenni
a linearni.



7.6 Stacionarni vedeni tepla v Zebru chladice

Vyjimeé¢né jsme nuceni do rovnice vedeni tepla
zahrnout i zdroje. Modelujte vedeni tepla v
zebru chladi¢e. Ulohu uvazujte jako jedno-
rozmérnou, materidl homogenni izotropni s
konstantni tepelnou vodivosti. Kolem chladice
proudi vzduch a teploté Ty a chladi¢ ztraci
teplo rychlosti imérnou rozdilu teploty Zebra
v daném misté a teploty okolniho vzduchu.
(Koeficient umérnosti je dan koeficient pie-
stupu tepla a siikou Zebra). UvaZujte stacio-
narni déj.

Zdroj: pixabay.com

Reseni:

d

dT
o my L (5)

Ke stejnému zavéru je mozné dojit i presnou analyzou ve 3D, viz Cengel, Heat transfer,
kapitola 3—6 Heat transfer from finned surfaces.



8 Diferencialni rovnice I



8.1 Model ristu amérného velikosti chybé&jiciho mnozstvi

Mnoho Zivo¢ichu roste tak, Ze mohou dortstat
jisté maximalni délky a rychlost jejich ristu
je ameérna délce, ktera jim do této maximéalni
délky chybi (tj. kolik jesté musi do této ma-
ximalni délky dorist). Sestavte matematicky
model popisujici takovyto rast (von Bertalan-
ffy growth model).

Jakmile vidime, Ze v zaddni figuruje rychlost
zmeény veliciny, kterd nds zajimd, je jasné, Ze
kvantitativni model bude obsahovat derivaci.
Zatim se ucime model zapsat, pozdéji ho bu-
deme umét i vyresit.

Zdroj: pixabay.com

Reseni: Je-li L délka a Lmax maximélni délka, potom do maximéalni délky chybi L. — L

a model mé tvar
dL

=k (Lmax — L).
Erall )



8.2 Kontaminace a ¢isténi

Znecistujici latky se v kontaminované oblasti
rozkladaji tak, Zze za den se samovolné rozlozi
8% aktualniho znecisténi. Kromé toho pracov-
nici odstraiuji latky rychlosti 30 galont denné.
Vyjadiete tento proces kvantitativné pomoci
vhodného modelu.

Tento priklad opéet zminuje rychlost zmény, tj.
derwaci. Tentokrdt se ma zméné podileji dva
procesy a jejich ucinek se scitd. Priklad navic
pripomind, jak se pracuje se zmeénou vyjddie-
nou procenty. Toto je pouZivané napriklad pri
urocent spojitym urokem. Pokud pokles zmé-

Zdroj: pixabay.com

nime na riust, tj. pokud zménime znaménka u derivace, mdame okamzité model ristu
financt na ictu, na kterém se pravidelné pripisuje urok a k tomu se priddvd fixni ilozka.

ResSeni: Je-li y znecisténi v galonech a ¢ ¢as ve dnech, mé model tvar

dy

—Z = —0.08y — 30.

dt



8.3 Populace jelenu

Populace jelent v narodnim parku piibyva
rychlosti 10% za rok. Sprava parku kazdy rok
odebere 50 jedinct. Napiste matematicky mo-
del pro velikost populace jelenti v tomto parku.

Reseni: Je-li 2 velikost populace jelent, plati

dx
— = 0.10x — 50
dt v ’

kde t je ¢as v letech.

Zdroj: pixabay.com, autor Free-Photos



8.4 Hruby model chiipkové epidemie

Rychlost s jakou roste pocet nemocnych chiip-
kou je timérny soucasné po¢tu nemocnych a poc¢tu zdravych jedinci. Sestavte model
takového §ifeni ch¥ipky.

Toto je soucasné model popisujici $iteni informace v populaci, staci si misto chripky
predstavit néjakou informaci preddvanou mezi lidmi (socidlni difuze).

Regeni: Je-li M velikost populace a y pocet nemocnych, je v populaci M — y zdravych
a model ma tvar

dy
L~ ky(M — ).
" y( Y)



8.5 Ropna skvrna

Kruhova ropna skvrna na hladiné se rozsituje
tak, Ze jeji polomér jako funkce Casu roste
rychlosti, ktera je nepiimo imérna druhé moc-
niné poloméru. Vyjadrete proces kvantitativné
pomoci derivaci.

Reseni: Je-li r polomér, je 72 druha mocnina
a protoze se jedné o nepiimou tmérnost, plati

dr k

at 2

Zdroj

: pixabay.com



8.6 Model uceni

Rychlost ufeni (tj. ¢asova zména objemu osvojené latky nebo procento z maximalni
manudlni zru¢nosti) je tmérnd objemu dosud nenaucené latky. Vyjadiete proces kvan-
titativné pomoci derivaci.

Porovnejte s prikladem [8]]

Regeni: Je-li L objem naudené latky a L., maximalni objem latky kterou je mozné
se naucit, je objem dosud nenaucené latky Ly .x — L a model mé tvar

dL

— =k Lmax_L~
=k )



8.7 Reseni ODE a IVP

dy_ 9 dr_ 3 _
(l)ﬁ—my (5) dt—kr, r(0)=ry>0
dy dm
2 _:ty i =
2) Yo © U —m2 m©)=0
(3) ¥ =uyy I i m(0) = —2
dz Y ()E—er , m(0) =—
dy

() L =avi, y0)=1

Uméni nagit 7eSent diferencidlni rovnice je sympatické, neni to vsak nic proti umént
sestavit model (naucili jsme se jiZ ve druhém tydnu, pFipomeneme si v ndsledujicim mo-
delu), umeéni posoudit jednoznacnost fesent (vétsina modeli se Test numericky a musime
byt presvédcéeni o smysluplnosti takové cinnosti) a stabilitu Teseni (FeSent, kterd nejsou
stabilni, jsou sice v souladu s pFirodnimi zdikony, ale pravdépodobnost jejich spontdn-
niho vyskytu je nulovd). Jednoznacnost a zjednoduSenou verzi stability Teseni (stabilita
konstantnich teseni) jsme vidéli na predndSce a pripomeneme v dalsich pFikladech.



dy
1) == =2 -9?
1) 3,
e Konstantni feSeni jsou TeSeni rovnice
y* =0,
tj. je jediné konstantni feSeni
y = 0.

e Pro nekonstantni feSeni dostaneme po separaci

vy 2dy = zda
a integrovanim
—i = %x2 +C.
(2) dy =t-eY



e Konstantni feSeni jsou TeSeni rovnice
eV =0.

Protoze tato rovnice nema reSeni, zadana diferencialni rovnice nemé konstantni
feSeni.
e Pro nekonstantni feSeni dostaneme po separaci
e Ydy = tdt
a integrovanim

1
—e V=t +C.
e 5 +

®) L=vvi

e Konstantni feSeni jsou FeSeni rovnice

vy =0,

tj. jediné FeSeni



e Pro nekonstantni feSeni dostaneme po separaci
1
—dy = xdzx
VY
a integrovanim

2y = :E +C.

(W) =25 0=

e Konstantni feSeni
y=0
(viz predchozi priklad) nespliuje pocateéni podminku a proto jej nemusime
uvazovat
e Obecné feseni
2y = :v +C

dava po dosazeni x = 0 a y = 1 rovnici

2V/1=0+C.



Odsud dostavame C' = 2 a FeSeni zadané pocatecni ulohy je
L o

d
(5) 3 =k-1% 7(0) =70 >0

e Konstantni feSeni jsou TeSeni rovnice

tj. jediné konstantni feSeni je
r=20
a toto TeSeni nespliuje pocateéni podminku.
e Pro nekonstantni feSeni dostaneme po separaci

r73dr = kdt

a integrovanim

1
—57"_2 =kt + C.



Dosazenim pocateéni podminky ¢ = 0, r = rg dostavame

1
_57"62 = C

Tim je ddna konstanta C' a po pouziti této konstanty v obecném feSeni dosta-
vame TeSeni pocatecni tlohy ve tvaru

1 1
——r 2=kt — =ry
2

—=m+2, m0)=0
e Konstantni feSeni jsou TeSeni rovnice
m+4+2=0,
tj.
m=—2
a toto TeSein nesplhuje pocateéni podminku.

e Pro nekonstantni feSeni dostaneme po separaci

1
———dm =dt
m+ 2



a integrovanim
Injm+2|=t+ C.

Po dosazeni pocateéni podminky ¢t = m = 0 dostavame
C=1In2
a pocatecni uloha ma reseni
In(m + 2) =t + In(2).

(Vzhledem k pocatecni podmince je m kladné a nemusime pséat absolutni hod-
notu.)

dm
(7) rr =m+2, m(0)=-2

e Konstantni feSeni jsou FeSeni rovnice
m+2=0,.
tj.
m = —2.

Toto feSeni spliiuje po¢ateéni podminku.



e Prava strana ma ohranicenou (dokonce konstantni) derivaci podle m. Proto je
feSeni kazdé pocatecni dlohy urceno jednozna¢né. ReSeni z piedchoziho bodu
je jediné a dalsi nemusime hledat.



8.8 Tloustka ledu

Takzvany Stefaniiv zakon (J. Stefan, Uber die
Theorie der Eisbildung, insbesondere iiber die
Eisbildung im Polarmeere, 1891) vyjadfuje Ze
tloustka ledu na hladiné mofe roste ve stabil-
nich podminkich rychlost{ nepfimo dmérnou
této tloustce. Zapiste tento fakt pomoci vhod-
ného matematického modelu a najdéte feSeni
vzniklé diferencialni rovnice.

Zdroj: pixabay.com

ResSeni:

dh_k
dt  h
hdh = kdt
/hdh:/kdt
2
L

2



8.9 Model vypousténi nadrze

7 fyziky je znamo, ze rychlost s jakou vytéka
tekutina otvorem u dna nédoby je timérna
odmocniné vysky hladiny (protoze se méni
potencialni energie imérna vysce na kinetic-
kou energii tmérnou druhé mocniné rychlosti).
Proto je i rychlost s jakou se zmenSuje objem
vody v nadrzi imérnad odmocniné vysky hla-
diny.

Ukazte, ze matematickym popisem procesu
je diferencialni rovnice. NapiSte rovnici pro
vysku hladiny vody v nadrzi jako funkci ¢asu.
Uvazujte tii pripady: nadrz cylindrického
tvaru (valec postaveny na podstavu), nadrz
zele otoGeného vrcholem doli (trychtyt).

Zdroj: www.rodovystatek.cz

ve tvaru kvadru a nadrz ve tvaru ku-

V tomto prikladé vystupuje derivace jak rychlost, ale po prepisu zaddni do modelu mame
v rovnici dvé riuzné veliciny, které se meéeni: objem vody a vysku hladiny. Musime jesté
najit a pouZit vztah mezi rychlostmi zmén téchto velicin. Fyzikdlni zdkon je formulovdn
pro derivaci objemu a nds zajimd derivace visky.



ReSeni: Bud V objem vody a h vyska hladiny od dna. Podle zadani ve viech piipadech
plati

av
= _kh
dt 1Vh

) o dve . d
a musime derivaci o vyjadrit pomoci e

Pro cylindr, kvadr nebo jakoukoliv nadrz se svislymi sténami je objem tmérny vysce
d dh
hladiny, V' = kgh, a proto di‘t/ = kga. Odsud

tj.

k
a pro k = k—l ma model tvar
2



Pro kuzel plati V = ksh® (diky podobnosti je objem pffmo Gmérny tieti mocniné libo-

volného délkového parametru) a proto T ks X 3h25. Odsud

dh d
3kah?— _dV_ —kVh,

dt dt
tj.
dh _ _ K M p=3/2
At~ 3ks

a po preznaceni konstanty ma model pro kuzelovou nadrz tvar

dh

—kh™ 3/2
dat



8.10 Problematika jednozna¢nosti v modelu vypousténi nadrze

Ve cviceni [8.9] jsme odvodili rovnici

dh

— = —kVh

dt
popisujici ibytek hladiny vody v nadrzi tvaru
kvéadru, ze které vypoustime vodu.

A) Zkontrolujte, Ze pro h > 0 ma kazda po-
Catec¢ni tloha jediné feSeni. Interpretujte
tento vysledek prakticky.

Zdroj: www.rodovystatek.cz

B) Pro h = 0 by feseni nemuselo byt urceno
jednoznacéné. A opravdu neni. ReSenim je naptiklad h(t) = 0 nebo

1

iy

1 <0
0 t>0.

Zkontrolujte dosazenim (pozor: pro ¢t < 0 plati V2 = |t|= —t) a rozmyslete, jestli
nejednoznacnost je jenom matematicky trik, nebo jestli ma fyzikalni interpretaci.



Reseni:

A) Nabidneme dvé varianty, pro argumentaci je mozno pouZit kteroukoliv z nich.

e Podle obecné véty o jednoznacnosti: Staci ovérit, ze pravi strana ma
ohrani¢enou parcialni derivaci podle h. Protoze plati

1 k
kVh) = k=h~1? = "_

a tato derivace je definovana a ohrani¢ena v néjakém okoli libovolného bodu
spliwujictho h > 0. Podle véty o existenci a jednoznac¢nosti feSeni obecné dife-
rencidlni rovnice ma pocatecni tloha pravé jedno reseni.

9
oh

e Podle véty o jednoznacnosti pro rovnici se separovanymi promén-
nymi: Stadi ovéfit, ze ¢ast zavisla na h je nenulova. Toto jisté plati, protoze
pro h > 0 je Vh # 0.

Pokud je tedy v nadrzi néjakd voda, je jednoznacné dano, jak bude vytékat a je
mozné vypocitat, jaka bude v libovolném okamziku hladina.



1
B) Proh = Zk2t2 a t < 0 dostavame

dh 1 1
— = k%2t = k%
dt 4 2

1 1 1 1
— = — iy 2:— — . = —K— — = — 2
kvVh k,/4k;t bkl [tl= kg h(—t) = 5Kt

a obé€ strany rovnice jsou stejné. Pro h = 0 je dosazeni trivialni.

Je-li h(tg) = 0, miZe to byt proto, ze voda v ¢ase to pravé vytekla, nebo proto, Ze

vytekla pfed hodinou nebo proto, ze v nadrzi nikdy voda nebyla. Proto je nejedno-

znacfnost prirozena. Napiiklad h(t) = 0 je FeSeni odpovidajici tomu, Ze voda v nadrzi
1

nikdy nebyla. Funkce h(t) = 1]4:2152 pro t < 0 odpovida tomu, Ze pro t < 0 v nadrzi

voda byla a vytekla v ¢ase t = 0.



9 Diferencialni rovnice 11



10 Autonomni systémy



10.1 Stavebniny vedle ¢ebinského nadrazi: model

Hromada sypkého materidlu ma tvar kuzele.
Uhel u vrcholu je konstantni, dany mecha-
nickymi vlastnostmi materialu a je nezavisly
na objemu. Predpokladejme, Ze personél sta-
vebnin prisypava na hromadu material kon-
stantni rychlosti (v jednotkach objemu za jed-
notku ¢asu). Tato hromada je v8ak v pomérné
oteviené krajiné a vitr rozfoukdva material po
okoli. Je rozumné predpokladat, Ze rozfouka-
vani (opét v jednotkich objemu za jednotku
Gasu) se dgje rychlost{ tmérnou povrchu nave-
trné strany plaste. Zdroj: vlastni

Napiste rovnici pro derivaci objemu hromady podle ¢asu.

Existuje konstantni feSeni? Pokud ano, je stabilni nebo nestabilni? Zdtivodnéte.

e Muze hromada skon¢it i pfi neustalém pfisypavani cela rozfoukana?

Mohou pracovnici navrsit hromadu do libovolné vysky anebo pro velkou hromadu
je jiz rozfoukavani rychlejsi nez pfisypavani?



- dVv
Reseni: Rychlost s jakou se méni objem je e rychlost pfisypavani ozna¢me R, povrch

navétrné strany S. Podle zadani plati

av
= = R— kS
o = RS

Protoze kuzel ma stéle stejny tvar, objem jednoznacné determinuje rozméry, povrch
kuzele, nebo i povrch poloviny plasté, tj. povrch navétrné strany. Z podobnosti vime,
ze plochy rostou s druhou mocninnou a objemy se tfeti mocninou délkovych rozméru.
Proto je zfejmé, Ze musi platit tmérnost mezi takovymi mocninami téchto veli¢in, pro
které jednotky “pasuji”’, Existuje tedy konstanta takova, ze

S =k V3.

Spojenim téchto dvou vztaht dostavame

kde r a k = kgk1 jsou konstanty.
Ozna¢me f(V)=R— k:V'3. Konstantni fefeni je feSenim rovnice f(V)=0,tj.

R—kV3=0.



Odsud 3/2
R
o)
k
Protoze f klesa v bodé V), je toto feseni stabilni.

Protoze f(0) > 0, malad hromada vzdy roste a proto nemiize skon¢it cela rozfoukana.
Pro maly objem je pfisypévani intenzivnéjsi nez rozfoukavani.

Protoze f je pro velké V' zaporna, pro velkou hromadu objem ubyva (vice se rozfouka
nez piisype) a hromadu neni mozné navrsit libovolné velkou.



10.2 Casovy rozestup mezi trolejbusy

Uvazujme dva trolejbusy jedouci za sebou po
stejné trati. Oznacme x(t) jejich ¢asovy od-
stup. Pokud prvni trolejbus zastavi na urcité
zastavce v Case t, druhy trolejbus na tuto za-
stavku dorazi v ¢ase x(t). Nasim tkolem je
zjistit, jak se z:(t) méni s rostoucim ¢.

Piedpokladejme, ze (1) pokud zadni pasazéfi
necekaji na druhy viz, druhy vz se pohybuje
rychleji nez prvni viiz a oba vozy se “sjedou”,
tj. x(t) klesd konstantni rychlosti, pokud na
druhy vtz necekaji zadni pasazéfi (2) rych-
lost druhého vozu klesa (a rozestup roste) s

Zdroj: vlastni

rostoucim poétem pasazérii, ktefi Gekaji na zastavce (3) pocet pasazéri kteif ¢ekaji na

zastavce roste s rostoucim intervalem mezi obéma vozy.

Navrhnéte model pro rozestup trolejbusii, najdéte stacionarni FeSeni a posudte jeho

stabilitu.

ResSeni:



Situaci je mozno modelovat diferenciélni rovnici

dz
&—BZ‘-O{,

e
kde a a 3 jsou kladné realné konstanty. Tato rovnice ma konstantni feSeni x = B Toto

TeSeni je nestabilni, protoze
d

@(ﬁx—a)zﬁ>0.

Zadné jiné konstantni feSeni neexistuje a proto vSechna feSeni klesaji na nulu nebo
neohrani¢ené rostou.

Vzhledem k nestabilité stacionarniho feSeni nemuZeme nechat fidi¢e verejné dopravy
jezdit “jak jim to vyjde”. Situace by smérovala k tomu, Ze cestujici budou nejprve dlouho
¢ekat na trolejbus a nakonec prijede nékolik trolejbusii t&sné za sebou. (Podle knihy P.
Blanchard, R. L. Devaney, G. R. Hall: Differential equations, Cengage Learning (2006),

828 pp.)



10.3 Propeptid kolagenu

Kolagen je klicovy protein pojivovych tkani.
Jeden z krokii pfi syntéze kolagenu spociva v
reakci tf1 molekul propeptidu kolagenu, zkra-
cené propeptidu. Tento propeptid se formuje
konstantni rychlosti a kromé toho, Ze je suro-
vinou pro produkci kolagenu, se jesté rozpada
rychlosti timérnou koncentraci. NapiSte ma-
tematicky model pro mnozstvi (koncentraci)
propeptidu kolagenu.

Podle Alan Garfinkel, Jane Shevtsov, Yina Zdroj: pixabay.com
Guo: Modeling Life

Reseni:

dpP
— =k P? 4+ ko — k3P
a 1 + Ko 3



10.4 Jelen a los

Uvazujme populaci jelenu a losi. Tyto popu-
lace spolu soupefi o potravu. (1) Bez konku-
rence by populace jelena rostla rychlosti 3 a
populace losa rychlosti 2 na jeden kus. (2)
Vnitrodruhova konkurence se projevuje v obou
populacich stejné a je rovna druhé mocniné
prislusné velikosti populace. (3) Mezidruhova
konkurence je vyjadiena ¢lenem rovnym sou-
¢inu velikosti populaci a tato konkurence se
projevi s koeficientem 0.5 v populaci losa a s
koeficientem 1 v populaci jelena.

Zdroj: pixabay.com

Sestavte matematicky model a otestujte jej numerickym experimentem na stabilitu staci-
onarnich bodi. Poté zdvojnasobte parametry mezidruhové konkurence a sledujte zménu
odezvy.

ResSeni:



dic
dt
dy )
=7 — 9y —0. _

=31 — xy — 2°



10.5 Pustik obecny

Pustik obecny se téméf vyhradné zivi malymi
hlodavci. Predpoklddejme nasledujici vztahy.
(1) Populace hlodavecd ma porodnost 0.1 na
jedince a tmrtnost 0.025 na jedince za jed-
notku ¢asu. (2) Rychlost s jakou jeden pus-
tik konzumuje hlodavce je tmérna poctu hlo-
davcu s kostantou amérnosti 0.01. (3) Porod-
nost v populaci pustika je amérnd mnozstvi
zkonzumované potravy s konstantou umér-
nosti 0.05. (4) Umrtnost v populaci pustika
je 0.1 na jedince za jednotku Casu.

Vyjadiete tyto vztahy matematickym mode-
lem.

Zdroj: wikimedia

Podle Alan Garfinkel, Jane Shevtsov, Yina Guo: Modeling Life. Doslova pieloZeno. Po-
rodnost je ve skutecnosti spolecnyj efekt zvysené porodnosti a snizené imrtnosti v pripadé,

Ze pustik md pristup k potravé.

ResSeni:



dx

— = 0.1z — 0.025z — 0.
T 0.1z — 0.025z — 0.01zy

dy
— =—0.1y +0.
ar 0.1y + 0.05zxy



10.6 Kuan Prevalského

Kui Prevalského je divoky kifi ze stfedni Asie,
jediny druh koné, ktery nebyl domestikovan.
V divocing jsou tyto kon€ loveni vlky. Napiste
matematicky model zaloZzeny na néasledujicich
predpokladech. (1) Porodnost v populaci koni
je 0.15 na jedince. (2) Umrtnost v populaci
koni je 0.01 na jedince. (3) Vlci se Zivi i jinou
potravou, maji tedy kladnou porodnost. Ta je
0.1 na jedince. (4) Vleci maji konstantni tumrt-
nost 0.05 na jedince. (5) Pravdépodobnost s
jakou je kun uloven vlkem je tumérna poctu
vlki s konstantou tmérnosti 0.02.

Zdroj: pixabay.com

Podle Alan Garfinkel, Jane Shevtsov, Yina Guo: Modeling Life
Podle Wikipedie kiun Prevalského prezil jenom diky péci zoologickijch zahrad a z ro-
dokmenu je zreymé, Ze 70 procent jedinci tohoto druhu md puvodni predky ze zoologické

zahrady v Praze.

ResSeni:



dx
dt

dt

= 0.152z — 0.01z — 0.05zy

= 0.1y — 0.05y



10.7 Analyza pomoci vlastnich ¢&isel

Autonomni systém

dx

7:42 3_5
dt 7Y +y

dy 2

Y 3ay? -3

dt Ty Y

mé stacionarni bod (1,1). Najdéte Jacobiho matici v tomto bodg, vlastni ¢isla této
matice a urcete typ staciodrniho bodu.

Reseni:
Plati 9
a(élxzy + 93— 5) = 8xy
0
a—y(4x2y +y® —5) = 4a? + 3y?

0
%(3@2 - 3y) = 3y°

(%(Sxyz —3y) =6xy — 3



a odsud 5 5
_ (8xy 4" + 3y

Ve stacionarnim bodé dostavame
8 7
= (3 7).

Vypoctem determinantu dostavame

8 =A T 2
|J—)\I|—‘ 3 3)\’—(8—)\)(3—)\)—21_)\ 11X+ 3.
Kofeny jsou
\ 11 ++/121 — 12
12=——— (5
' 2

a oba jsou kladné. Ve stacionarnim bod€ proto je nestabilni uzel.



11 Diferencialni rovnice druhého radu



12 Vice integrala



13 Vice diferencialnich rovnic



14 Shrnuti
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