8 Diferencialni rovnice I



8.1 Model ristu amérného velikosti chybé&jiciho mnozstvi

Mnoho Zivo¢ichu roste tak, Ze mohou dortstat
jisté maximalni délky a rychlost jejich ristu
je ameérna délce, ktera jim do této maximéalni
délky chybi (tj. kolik jesté musi do této ma-
ximalni délky dorist). Sestavte matematicky
model popisujici takovyto rast (von Bertalan-
ffy growth model).

Jakmile vidime, Ze v zaddni figuruje rychlost
zmeény veliciny, kterd nds zajimd, je jasné, Ze
kvantitativni model bude obsahovat derivaci.
Zatim se ucime model zapsat, pozdéji ho bu-
deme umét i vyresit.

Zdroj: pixabay.com

Reseni: Je-li L délka a Lmax maximélni délka, potom do maximéalni délky chybi L. — L

a model mé tvar
dL

=k (Lmax — L).
Erall )



8.2 Kontaminace a ¢isténi

Znecistujici latky se v kontaminované oblasti
rozkladaji tak, Zze za den se samovolné rozlozi
8% aktualniho znecisténi. Kromé toho pracov-
nici odstraiuji latky rychlosti 30 galont denné.
Vyjadiete tento proces kvantitativné pomoci
vhodného modelu.

Tento priklad opéet zminuje rychlost zmény, tj.
derwaci. Tentokrdt se ma zméné podileji dva
procesy a jejich ucinek se scitd. Priklad navic
pripomind, jak se pracuje se zmeénou vyjddie-
nou procenty. Toto je pouZivané napriklad pri
urocent spojitym urokem. Pokud pokles zmé-

Zdroj: pixabay.com

nime na riust, tj. pokud zménime znaménka u derivace, mdame okamzité model ristu
financt na ictu, na kterém se pravidelné pripisuje urok a k tomu se priddvd fixni ilozka.

ResSeni: Je-li y znecisténi v galonech a ¢ ¢as ve dnech, mé model tvar

dy

—Z = —0.08y — 30.

dt



8.3 Populace jelenu

Populace jelent v narodnim parku piibyva
rychlosti 10% za rok. Sprava parku kazdy rok
odebere 50 jedinct. Napiste matematicky mo-
del pro velikost populace jelenti v tomto parku.

Reseni: Je-li 2 velikost populace jelent, plati

dx
— = 0.10x — 50
dt v ’

kde t je ¢as v letech.

Zdroj: pixabay.com, autor Free-Photos



8.4 Hruby model chiipkové epidemie

Rychlost s jakou roste pocet nemocnych chiip-
kou je timérny soucasné po¢tu nemocnych a poc¢tu zdravych jedinci. Sestavte model
takového §ifeni ch¥ipky.

Toto je soucasné model popisujici $iteni informace v populaci, staci si misto chripky
predstavit néjakou informaci preddvanou mezi lidmi (socidlni difuze).

Regeni: Je-li M velikost populace a y pocet nemocnych, je v populaci M — y zdravych
a model ma tvar

dy
L~ ky(M — ).
" y( Y)



8.5 Ropna skvrna

Kruhova ropna skvrna na hladiné se rozsituje
tak, Ze jeji polomér jako funkce Casu roste
rychlosti, ktera je nepiimo imérna druhé moc-
niné poloméru. Vyjadrete proces kvantitativné
pomoci derivaci.

Reseni: Je-li r polomér, je 72 druha mocnina
a protoze se jedné o nepiimou tmérnost, plati

dr k

at 2

Zdroj

: pixabay.com



8.6 Model uceni

Rychlost ufeni (tj. ¢asova zména objemu osvojené latky nebo procento z maximalni
manudlni zru¢nosti) je tmérnd objemu dosud nenaucené latky. Vyjadiete proces kvan-
titativné pomoci derivaci.

Porovnejte s prikladem [8]]

Regeni: Je-li L objem naudené latky a L., maximalni objem latky kterou je mozné
se naucit, je objem dosud nenaucené latky Ly .x — L a model mé tvar

dL

— =k Lmax_L~
=k )



8.7 Reseni ODE a IVP

dy_ 9 dr_ 3 _
(l)ﬁ—my (5) dt—kr, r(0)=ry>0
dy dm
2 _:ty i =
2) Yo © U —m2 m©)=0
(3) ¥ =uyy I i m(0) = —2
dz Y ()E—er , m(0) =—
dy

() L =avi, y0)=1

Uméni nagit 7eSent diferencidlni rovnice je sympatické, neni to vsak nic proti umént
sestavit model (naucili jsme se jiZ ve druhém tydnu, pFipomeneme si v ndsledujicim mo-
delu), umeéni posoudit jednoznacnost fesent (vétsina modeli se Test numericky a musime
byt presvédcéeni o smysluplnosti takové cinnosti) a stabilitu Teseni (FeSent, kterd nejsou
stabilni, jsou sice v souladu s pFirodnimi zdikony, ale pravdépodobnost jejich spontdn-
niho vyskytu je nulovd). Jednoznacnost a zjednoduSenou verzi stability Teseni (stabilita
konstantnich teseni) jsme vidéli na predndSce a pripomeneme v dalsich pFikladech.



dy
1) == =2 -9?
1) 3,
e Konstantni feSeni jsou TeSeni rovnice
y* =0,
tj. je jediné konstantni feSeni
y = 0.

e Pro nekonstantni feSeni dostaneme po separaci

vy 2dy = zda
a integrovanim
—i = %x2 +C.
(2) dy =t-eY



e Konstantni feSeni jsou TeSeni rovnice
eV =0.

Protoze tato rovnice nema reSeni, zadana diferencialni rovnice nemé konstantni
feSeni.
e Pro nekonstantni feSeni dostaneme po separaci
e Ydy = tdt
a integrovanim

1
—e V=t +C.
e 5 +

®) L=vvi

e Konstantni feSeni jsou FeSeni rovnice

vy =0,

tj. jediné FeSeni



e Pro nekonstantni feSeni dostaneme po separaci
1
—dy = xdzx
VY
a integrovanim

2y = :E +C.

(W) =25 0=

e Konstantni feSeni
y=0
(viz predchozi priklad) nespliuje pocateéni podminku a proto jej nemusime
uvazovat
e Obecné feseni
2y = :v +C

dava po dosazeni x = 0 a y = 1 rovnici

2V/1=0+C.



Odsud dostavame C' = 2 a FeSeni zadané pocatecni ulohy je
L o

d
(5) 3 =k-1% 7(0) =70 >0

e Konstantni feSeni jsou TeSeni rovnice

tj. jediné konstantni feSeni je
r=20
a toto TeSeni nespliuje pocateéni podminku.
e Pro nekonstantni feSeni dostaneme po separaci

r73dr = kdt

a integrovanim

1
—57"_2 =kt + C.



Dosazenim pocateéni podminky ¢ = 0, r = rg dostavame

1
_57"62 = C

Tim je ddna konstanta C' a po pouziti této konstanty v obecném feSeni dosta-
vame TeSeni pocatecni tlohy ve tvaru

1 1
——r 2=kt — =ry
2

—=m+2, m0)=0
e Konstantni feSeni jsou TeSeni rovnice
m+4+2=0,
tj.
m=—2
a toto TeSein nesplhuje pocateéni podminku.

e Pro nekonstantni feSeni dostaneme po separaci

1
———dm =dt
m+ 2



a integrovanim
Injm+2|=t+ C.

Po dosazeni pocateéni podminky ¢t = m = 0 dostavame
C=1In2
a pocatecni uloha ma reseni
In(m + 2) =t + In(2).

(Vzhledem k pocatecni podmince je m kladné a nemusime pséat absolutni hod-
notu.)

dm
(7) rr =m+2, m(0)=-2

e Konstantni feSeni jsou FeSeni rovnice
m+2=0,.
tj.
m = —2.

Toto feSeni spliiuje po¢ateéni podminku.



e Prava strana ma ohranicenou (dokonce konstantni) derivaci podle m. Proto je
feSeni kazdé pocatecni dlohy urceno jednozna¢né. ReSeni z piedchoziho bodu
je jediné a dalsi nemusime hledat.



8.8 Tloustka ledu

Takzvany Stefaniiv zakon (J. Stefan, Uber die
Theorie der Eisbildung, insbesondere iiber die
Eisbildung im Polarmeere, 1891) vyjadfuje Ze
tloustka ledu na hladiné mofe roste ve stabil-
nich podminkich rychlost{ nepfimo dmérnou
této tloustce. Zapiste tento fakt pomoci vhod-
ného matematického modelu a najdéte feSeni
vzniklé diferencialni rovnice.

Zdroj: pixabay.com

ResSeni:

dh_k
dt  h
hdh = kdt
/hdh:/kdt
2
L

2



8.9 Model vypousténi nadrze

7 fyziky je znamo, ze rychlost s jakou vytéka
tekutina otvorem u dna nédoby je timérna
odmocniné vysky hladiny (protoze se méni
potencialni energie imérna vysce na kinetic-
kou energii tmérnou druhé mocniné rychlosti).
Proto je i rychlost s jakou se zmenSuje objem
vody v nadrzi imérnad odmocniné vysky hla-
diny.

Ukazte, ze matematickym popisem procesu
je diferencialni rovnice. NapiSte rovnici pro
vysku hladiny vody v nadrzi jako funkci ¢asu.
Uvazujte tii pripady: nadrz cylindrického
tvaru (valec postaveny na podstavu), nadrz
zele otoGeného vrcholem doli (trychtyt).

Zdroj: www.rodovystatek.cz

ve tvaru kvadru a nadrz ve tvaru ku-

V tomto prikladé vystupuje derivace jak rychlost, ale po prepisu zaddni do modelu mame
v rovnici dvé riuzné veliciny, které se meéeni: objem vody a vysku hladiny. Musime jesté
najit a pouZit vztah mezi rychlostmi zmén téchto velicin. Fyzikdlni zdkon je formulovdn
pro derivaci objemu a nds zajimd derivace visky.



ReSeni: Bud V objem vody a h vyska hladiny od dna. Podle zadani ve viech piipadech
plati

av
= _kh
dt 1Vh

) o dve . d
a musime derivaci o vyjadrit pomoci e

Pro cylindr, kvadr nebo jakoukoliv nadrz se svislymi sténami je objem tmérny vysce
d dh
hladiny, V' = kgh, a proto di‘t/ = kga. Odsud

tj.

k
a pro k = k—l ma model tvar
2



Pro kuzel plati V = ksh® (diky podobnosti je objem pffmo Gmérny tieti mocniné libo-

volného délkového parametru) a proto T ks X 3h25. Odsud

dh d
3kah?— _dV_ —kVh,

dt dt
tj.
dh _ _ K M p=3/2
At~ 3ks

a po preznaceni konstanty ma model pro kuzelovou nadrz tvar

dh

—kh™ 3/2
dat



8.10 Problematika jednozna¢nosti v modelu vypousténi nadrze

Ve cviceni [8.9] jsme odvodili rovnici

dh

— = —kVh

dt
popisujici ibytek hladiny vody v nadrzi tvaru
kvéadru, ze které vypoustime vodu.

A) Zkontrolujte, Ze pro h > 0 ma kazda po-
Catec¢ni tloha jediné feSeni. Interpretujte
tento vysledek prakticky.

Zdroj: www.rodovystatek.cz

B) Pro h = 0 by feseni nemuselo byt urceno
jednoznacéné. A opravdu neni. ReSenim je naptiklad h(t) = 0 nebo

1

iy

1 <0
0 t>0.

Zkontrolujte dosazenim (pozor: pro ¢t < 0 plati V2 = |t|= —t) a rozmyslete, jestli
nejednoznacnost je jenom matematicky trik, nebo jestli ma fyzikalni interpretaci.



Reseni:

A) Nabidneme dvé varianty, pro argumentaci je mozno pouZit kteroukoliv z nich.

e Podle obecné véty o jednoznacnosti: Staci ovérit, ze pravi strana ma
ohrani¢enou parcialni derivaci podle h. Protoze plati

1 k
kVh) = k=h~1? = "_

a tato derivace je definovana a ohrani¢ena v néjakém okoli libovolného bodu
spliwujictho h > 0. Podle véty o existenci a jednoznac¢nosti feSeni obecné dife-
rencidlni rovnice ma pocatecni tloha pravé jedno reseni.

9
oh

e Podle véty o jednoznacnosti pro rovnici se separovanymi promén-
nymi: Stadi ovéfit, ze ¢ast zavisla na h je nenulova. Toto jisté plati, protoze
pro h > 0 je Vh # 0.

Pokud je tedy v nadrzi néjakd voda, je jednoznacné dano, jak bude vytékat a je
mozné vypocitat, jaka bude v libovolném okamziku hladina.



1
B) Proh = Zk2t2 a t < 0 dostavame

dh 1 1
— = k%2t = k%
dt 4 2

1 1 1 1
— = — iy 2:— — . = —K— — = — 2
kvVh k,/4k;t bkl [tl= kg h(—t) = 5Kt

a obé€ strany rovnice jsou stejné. Pro h = 0 je dosazeni trivialni.

Je-li h(tg) = 0, miZe to byt proto, ze voda v ¢ase to pravé vytekla, nebo proto, Ze

vytekla pfed hodinou nebo proto, ze v nadrzi nikdy voda nebyla. Proto je nejedno-

znacfnost prirozena. Napiiklad h(t) = 0 je FeSeni odpovidajici tomu, Ze voda v nadrzi
1

nikdy nebyla. Funkce h(t) = 1]4:2152 pro t < 0 odpovida tomu, Ze pro t < 0 v nadrzi

voda byla a vytekla v ¢ase t = 0.



