3 Divergence, rovnice vedeni tepla



3.1 Divegrence vektorového pole

a) Vypoctéte divergenci vektorového pole

—

F =22y + (z + )7,

b) Zakreslete do obrazku smér toku vektorového pole v bodé (2,1).

¢) Vypoctéte divergenci vektorového pole v bodé (2,1) a podle toho, zda je kladna nebo
zaporné rozhodnéte, zda tok v daném bodé sili nebo slabne.

d) Predpokladejme, Ze dané vektorové pole reprezentuje stacionarni tok. Je v bods (2, 1)
zdroj nebo spotiebic?

Reseni:

e 2y Do) = _
a) V F—am(x y)—l—ay(x—i—y)—2xy—|—(0+2y)—2y(x—|—1)

b) F(2,1) = 22194 (2+1%)7= 47+ 3] = (4,3), tj. vektorové pole tece smérem doprava
nahoru smérem danym smérnici 0.75, tj. pod tthlem mensim nez 45°.



¢) V-F(2,1)=2-1-(2+41) =6 > 0. Divergence je kladna a proto se tok zahustuje.
d) Zdroj (kladna divergence).



3.2 Divegrence vektorového pole s parametrem
a) Vypoctéte divergenci vektorového pole
F= az®y*7+ 32°y7,
kde a € R je redlny parametr.

b) Urcete hodnotu parametru a tak, aby pole bylo v bodé (—1,2) nezfidlové, tj. aby
mé&lo nulovou divergenci v bodé (-1, 2).

0
a (3x2y) = 3az?y? + 32 = 32%(ay® + 1)

b) V-F(=1,2) = 3(=1)*(a-2>+1) = 3(4a+1) a V- F(—1,2) = 0 pokud 3(4a+1) = 0,

R Y (3,2
a) V- F x(axy)—i—



3.3 Rovnice vedeni tepla v dvourozmérném materialu

Teplota ve dvourozmérné desce pro0 < x < 10
a 0 <y < 10 zachycené v uréitém okamziku
termokamerou je popsana rovnici

T(z,y) = (2 —y)* +a*.

Rozméry jsou v centimetrech, teplota ve
stupnich Celsia. (Formalné to nevychazi, ale
ke kazdému ¢lenu mtZzeme dodat konstantu,
kterd jeho rozmér opravi. Pro jednoduchost
tuto komphkaCI vynechame.) Zdroj: pixabay.com

a) Vypoctéte gradient VT a tok tepla —k-VT. Soucinitel tepelné vodivosti (v jednotkéach

kompatibilnich se zad4nim) je k = <£1L é) .

b) Urcete, zda na levém okraji desky tece teplo dovniti desky nebo z desky ven.
c¢) Vypoctste divergenci toku tepla, tj. V- (=k - VT).

d) V desce nejsou zdroje tepla. Ochlazuje se deska uprostied, nebo otepluje?



ResSeni:
a) Gradient je vektor sloZeny z parcidlnich derivaci.

VT = (4(22 — y) + 42, —2(22 — y))"

Tok je tenzor vodivosti maticové vynasobeny s gradientem teploty a faktorem (—1).

ewroo (3 1) (A (e i0e)

b) Do vztahu pro tok dosadime rovnici levého okraje desky, tj. = 0.

—k-VT(x=0) = (i‘é@)

Na levém okraji desky je y > 0 a proto 14y > 0. Tok mifi doprava a teplo tece na
tomto okraji do desky.



¢) Vypocteme divergenci toku uréeného v prvnim bodé.

) )
V. (~k-VT) = o (—14(2z — y) — 162°) + a—y(8(2x —y) — 42?)
= —482% —28 — 8
= —48z% — 36

d) Do vztahu pro diveregenci dosadime bod, ktery nas zajima.
V- (=k-VT)(x=5y=>5)=—1236

Tok tepla se zmenSuje a protoze jde o stav bez zdroji, teplo se v daném misté
akumuluje a deska se proto otepluje. Z rovnice vedeni tepla

oT
= v (k-VT
o V- (k-VT)
plyne v daném bodé
or _ 1236
P ~

a muzeme dokonce odhadnout, jak rychle teplota roste.



3.4 Vedeni tepla v rtiznych materialech

a) ZapiSte rovnici vedeni tepla v trojrozmérném izotropnim a v trojrozmérném ortot-
ropnim materidlu. Ve druhém pfipadé volte osy ve sméru vlastnich vektort.

b) Napiste, jak je mozné zjednodusit rovnice z pfedchoziho bodu, pokud jsou materialové
konstanty nezavislé na poloze (homogenni material) a na teploté (linearni material).

Reseni:
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