10 Autonomni systémy



10.1 Stavebniny vedle ¢ebinského nadrazi: model

Hromada sypkého materidlu ma tvar kuzele.
Uhel u vrcholu je konstantni, dany mecha-
nickymi vlastnostmi materialu a je nezavisly
na objemu. Predpokladejme, Ze personél sta-
vebnin prisypava na hromadu material kon-
stantni rychlosti (v jednotkach objemu za jed-
notku ¢asu). Tato hromada je v8ak v pomérné
oteviené krajiné a vitr rozfoukdva material po
okoli. Je rozumné predpokladat, Ze rozfouka-
vani (opét v jednotkich objemu za jednotku
Gasu) se dgje rychlost{ tmérnou povrchu nave-
trné strany plaste. Zdroj: vlastni

Napiste rovnici pro derivaci objemu hromady podle ¢asu.

Existuje konstantni feSeni? Pokud ano, je stabilni nebo nestabilni? Zdtivodnéte.

e Muze hromada skon¢it i pfi neustalém pfisypavani cela rozfoukana?

Mohou pracovnici navrsit hromadu do libovolné vysky anebo pro velkou hromadu
je jiz rozfoukavani rychlejsi nez pfisypavani?



- dVv
Reseni: Rychlost s jakou se méni objem je e rychlost pfisypavani ozna¢me R, povrch

navétrné strany S. Podle zadani plati

av
= = R— kS
o = RS

Protoze kuzel ma stéle stejny tvar, objem jednoznacné determinuje rozméry, povrch
kuzele, nebo i povrch poloviny plasté, tj. povrch navétrné strany. Z podobnosti vime,
ze plochy rostou s druhou mocninnou a objemy se tfeti mocninou délkovych rozméru.
Proto je zfejmé, Ze musi platit tmérnost mezi takovymi mocninami téchto veli¢in, pro
které jednotky “pasuji”’, Existuje tedy konstanta takova, ze

S =k V3.

Spojenim téchto dvou vztaht dostavame

kde r a k = kgk1 jsou konstanty.
Ozna¢me f(V)=R— k:V'3. Konstantni fefeni je feSenim rovnice f(V)=0,tj.

R—kV3=0.
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Protoze f klesa v bodé V), je toto feseni stabilni.

Protoze f(0) > 0, malad hromada vzdy roste a proto nemiize skon¢it cela rozfoukana.
Pro maly objem je pfisypévani intenzivnéjsi nez rozfoukavani.

Protoze f je pro velké V' zaporna, pro velkou hromadu objem ubyva (vice se rozfouka
nez piisype) a hromadu neni mozné navrsit libovolné velkou.



10.2 Casovy rozestup mezi trolejbusy

Uvazujme dva trolejbusy jedouci za sebou po
stejné trati. Oznacme x(t) jejich ¢asovy od-
stup. Pokud prvni trolejbus zastavi na urcité
zastavce v Case t, druhy trolejbus na tuto za-
stavku dorazi v ¢ase x(t). Nasim tkolem je
zjistit, jak se z:(t) méni s rostoucim ¢.

Piedpokladejme, ze (1) pokud zadni pasazéfi
necekaji na druhy viz, druhy vz se pohybuje
rychleji nez prvni viiz a oba vozy se “sjedou”,
tj. x(t) klesd konstantni rychlosti, pokud na
druhy vtz necekaji zadni pasazéfi (2) rych-
lost druhého vozu klesa (a rozestup roste) s

Zdroj: vlastni

rostoucim poétem pasazérii, ktefi Gekaji na zastavce (3) pocet pasazéri kteif ¢ekaji na

zastavce roste s rostoucim intervalem mezi obéma vozy.

Navrhnéte model pro rozestup trolejbusii, najdéte stacionarni FeSeni a posudte jeho

stabilitu.

ResSeni:



Situaci je mozno modelovat diferenciélni rovnici

dz
&—BZ‘-O{,

e
kde a a 3 jsou kladné realné konstanty. Tato rovnice ma konstantni feSeni x = B Toto

TeSeni je nestabilni, protoze
d

@(ﬁx—a)zﬁ>0.

Zadné jiné konstantni feSeni neexistuje a proto vSechna feSeni klesaji na nulu nebo
neohrani¢ené rostou.

Vzhledem k nestabilité stacionarniho feSeni nemuZeme nechat fidi¢e verejné dopravy
jezdit “jak jim to vyjde”. Situace by smérovala k tomu, Ze cestujici budou nejprve dlouho
¢ekat na trolejbus a nakonec prijede nékolik trolejbusii t&sné za sebou. (Podle knihy P.
Blanchard, R. L. Devaney, G. R. Hall: Differential equations, Cengage Learning (2006),

828 pp.)



10.3 Propeptid kolagenu

Kolagen je klicovy protein pojivovych tkani.
Jeden z krokii pfi syntéze kolagenu spociva v
reakci tf1 molekul propeptidu kolagenu, zkra-
cené propeptidu. Tento propeptid se formuje
konstantni rychlosti a kromé toho, Ze je suro-
vinou pro produkci kolagenu, se jesté rozpada
rychlosti timérnou koncentraci. NapiSte ma-
tematicky model pro mnozstvi (koncentraci)
propeptidu kolagenu.

Podle Alan Garfinkel, Jane Shevtsov, Yina Zdroj: pixabay.com
Guo: Modeling Life

Reseni:

dpP
— =k P? 4+ ko — k3P
a 1 + Ko 3



10.4 Jelen a los

Uvazujme populaci jelenu a losi. Tyto popu-
lace spolu soupefi o potravu. (1) Bez konku-
rence by populace jelena rostla rychlosti 3 a
populace losa rychlosti 2 na jeden kus. (2)
Vnitrodruhova konkurence se projevuje v obou
populacich stejné a je rovna druhé mocniné
prislusné velikosti populace. (3) Mezidruhova
konkurence je vyjadiena ¢lenem rovnym sou-
¢inu velikosti populaci a tato konkurence se
projevi s koeficientem 0.5 v populaci losa a s
koeficientem 1 v populaci jelena.

Zdroj: pixabay.com

Sestavte matematicky model a otestujte jej numerickym experimentem na stabilitu staci-
onarnich bodi. Poté zdvojnasobte parametry mezidruhové konkurence a sledujte zménu
odezvy.

ResSeni:



dic
dt
dy )
=7 — 9y —0. _

=31 — xy — 2°



10.5 Pustik obecny

Pustik obecny se téméf vyhradné zivi malymi
hlodavci. Predpoklddejme nasledujici vztahy.
(1) Populace hlodavecd ma porodnost 0.1 na
jedince a tmrtnost 0.025 na jedince za jed-
notku ¢asu. (2) Rychlost s jakou jeden pus-
tik konzumuje hlodavce je tmérna poctu hlo-
davcu s kostantou amérnosti 0.01. (3) Porod-
nost v populaci pustika je amérnd mnozstvi
zkonzumované potravy s konstantou umér-
nosti 0.05. (4) Umrtnost v populaci pustika
je 0.1 na jedince za jednotku Casu.

Vyjadiete tyto vztahy matematickym mode-
lem.

Zdroj: wikimedia

Podle Alan Garfinkel, Jane Shevtsov, Yina Guo: Modeling Life. Doslova pieloZeno. Po-
rodnost je ve skutecnosti spolecnyj efekt zvysené porodnosti a snizené imrtnosti v pripadé,

Ze pustik md pristup k potravé.

ResSeni:



dx

— = 0.1z — 0.025z — 0.
T 0.1z — 0.025z — 0.01zy

dy
— =—0.1y +0.
ar 0.1y + 0.05zxy



10.6 Kuan Prevalského

Kui Prevalského je divoky kifi ze stfedni Asie,
jediny druh koné, ktery nebyl domestikovan.
V divocing jsou tyto kon€ loveni vlky. Napiste
matematicky model zaloZzeny na néasledujicich
predpokladech. (1) Porodnost v populaci koni
je 0.15 na jedince. (2) Umrtnost v populaci
koni je 0.01 na jedince. (3) Vlci se Zivi i jinou
potravou, maji tedy kladnou porodnost. Ta je
0.1 na jedince. (4) Vleci maji konstantni tumrt-
nost 0.05 na jedince. (5) Pravdépodobnost s
jakou je kun uloven vlkem je tumérna poctu
vlki s konstantou tmérnosti 0.02.

Zdroj: pixabay.com

Podle Alan Garfinkel, Jane Shevtsov, Yina Guo: Modeling Life
Podle Wikipedie kiun Prevalského prezil jenom diky péci zoologickijch zahrad a z ro-
dokmenu je zreymé, Ze 70 procent jedinci tohoto druhu md puvodni predky ze zoologické

zahrady v Praze.

ResSeni:



dx
dt

dt

= 0.152z — 0.01z — 0.05zy

= 0.1y — 0.05y



10.7 Analyza pomoci vlastnich ¢&isel

Autonomni systém

dx

7:42 3_5
dt 7Y +y

dy 2

Y 3ay? -3

dt Ty Y

mé stacionarni bod (1,1). Najdéte Jacobiho matici v tomto bodg, vlastni ¢isla této
matice a urcete typ staciodrniho bodu.

Reseni:
Plati 9
a(élxzy + 93— 5) = 8xy
0
a—y(4x2y +y® —5) = 4a? + 3y?

0
%(3@2 - 3y) = 3y°

(%(Sxyz —3y) =6xy — 3



a odsud 5 5
_ (8xy 4" + 3y

Ve stacionarnim bodé dostavame
8 7
= (3 7).

Vypoctem determinantu dostavame

8 =A T 2
|J—)\I|—‘ 3 3)\’—(8—)\)(3—)\)—21_)\ 11X+ 3.
Kofeny jsou
\ 11 ++/121 — 12
12=——— (5
' 2

a oba jsou kladné. Ve stacionarnim bod€ proto je nestabilni uzel.



