Kapitola 4

Diferencialni rovnice

Diferencidlni rovnice je rovnice, v niz roli neznamé hraje funkce a ktera zaroven obsahuje derivace
hledané funkce.

Resit diferencialni rovnici znamené nalézt vSechny funkce, které jsou definované na néjakém in-
tervalu I a vyhovuji dané rovnici. Takovou funkci nazyvame resenim diferencidlni rovnice.

Rddem diferencialni rovnice rozumime Fad nejvyssi derivace, ktera se v rovnici vyskytuje.

Napriklad rovnice

Y=y
je tedy diferencialni rovnice prvniho fadu. Jejim feSenim je funkce y = e®, protoze ()" = e®. Snadno
se da ovérit, ze TfeSenim jsou vSechny funkce tvaru y = C'e”, kde C' je libovolna konstanta.

Obecné resent diferencialni rovnice prvniho fadu je funkce zavisejici na jednom parametru C' ta-
kova, ze specialni volbou C' lze ziskat kazdé feSeni této rovnice. Partikuldrni reseni je jedno konkrétni
reSeni ziskané z obecného feseni volbou konstanty C.

Pribéh néjakého skutecéného jevu je popsan jedinym feSenim. Z mnoziny vSech feseni ur¢ime toto
feSeni zadanim pocdtecni podminky. Uloha najit Feseni diferencialni rovnice splitujici danou pocatecni
podminku se nazyva pocdatecni iloha (nékdy také Cauchyova pocateéni uloha). V praktickych aplika-
cich hraje ¢asto roli nezavislé proménné x Cas. Casti je proto pfirozené hledat reseni diferencialnich
rovnic pro x > 0.

4.1 Rovnice se separovanymi proménnymi

Jde o rovnici tvaru

y' = f(x)g(y), (4.1)

kde f a g jsou spojité funkce. Dosadime /' = j—g a dostaneme

Y~ f@)a).
Nejprve si v8imnéme, ze konstantni funkce urcené rovnici g(y) = 0 jsou feSenim rovnice (4.1). Za
predpokladu g(y) # 0 separujeme proménné (tj. na jedné strané rovnice mame vyraz pouze proménné
y a na druhé vyraz pouze proménné )

a tuto rovnost integrujeme

/ % - / f(z) da. (4.2)

Nezapomenme, Ze primitivni funkce se 1isi o konstantu, ¢imz dostaneme mnozinu feseni rovnice (4.1)!

Tato mnozina feSeni a konstantni feseni z predchoziho kroku pak tvoii obecné feseni rovnice (4.1).

Méame-li zadanou pocateéni podminku, uréime tuto konstantu z pocateéni podminky.
Poznamenejme, Ze ne vzdy se nam podaii z (4.2) vyjadrit explicitni tvar FeSeni y = y(x).
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Piiklad 4.1. Reste diferencialni rovnice

1
a) y =2y, b) ¥ =_(y—1)

ResSeni.  a) Rovnici pfepiSseme do tvaru

dy
-~ =9
dl‘ xy7

d
/—y:/Qxdx.
Yy

Vsimnéme si pritom, ze funkce y = 0 je feSenim puvodni rovnice. Integraci dostavame

a odtud za predpokladu, ze y # 0

In|y| = 2* + K.

Po odlogaritmovani mame

|y’ — ex2+K — GIQGK

a odtud .
y = +e” e

Oznacéime-li C' = e’ kde C' je kladné nebo zaporné &islo, dostaneme obecné feSeni tvaru
Y= C’emQ, C eR.
Poznamenejme, ze pro C' = 0 je v tomto vztahu zahrnuto i feseni y = 0.

Nejprve vysetfeme piipad 4y — 1 = 0. Vidime, ze funkce y = %1 je TeSenim nasi rovnice. Za
predpokladu y # }l dostavame
dy  [dw
/ w—-1 | =

1
Zln]4y— I|=Inlz|+InkK,

a po integraci

kde K je kladna konstanta. Uzitim pravidel pro poc¢itani s logaritmy pak dostaneme
In|dy — 1| = In K*2*.

Nahradime-li po odlogaritmovani kladnou konstantu K* libovolnou konstantou C, miZeme
odstranit absolutni hodnoty a dostaneme

4y — 1 = Ca?,
a odtud 1 ]
e
Y 1 T+ 1
Tento vztah zahrnuje i feSeni y = %1. O]

Piiklad 4.2. Reste pocatecéni tlohu

(x+1)dy —zydz =0, y(0) = 1.

Resent. Separujeme proménné a za predpokladu y # 0 mame

dy zdx
y x4+l

Funkce na pravé strané je neryze lomena funkce. Délenim ji pfevedeme na polynom a ryze lomenou
racionalni funkci a integrujeme

/%:/< x—1k1> o

1 —
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Dostavame tak
Inlyl =2 —In|z+ 1|+ C.

Ozna¢me C' = In K. Vzhledem k tomu, Ze plati x = Ine®, dostaneme
Injy] =lne* —In|z+ 1| +In K, K >0,

a uzitim pravidel pro pocitani s logaritmy

Ke*
|z + 1]

In|y| =In

Nyni muzeme odlogaritmovat a uvazime-li novou konstantu K* € R, mtzeme vynechat absolutni
hodnoty. Dostaneme tak feseni dané rovnice ve tvaru

_K*eﬂc
oo+ 1

Y

Toto feSeni obsahuje i feSeni y = 0. Aby byla splnéna pocateéni podminka, musi platit

K*eo

= K*=1.
0+1

e®

x+1°

]

Resenfm pocateeni alohy je funkce y =

Aplikace 4.3. Jednoduchy model osobnich tspor

Zdrojem osobniho majetku jsou typicky dva zdroje. Plat a vynosy z investic. Z téchto pfijmi miizeme
rozlisit tii zdkladni typy vydaji. Nutné vydaje, zbytné vydaje a investice. Pro jednoduchost miizeme
uvazovat, ze po zaplaceni nutnych vydaji, utratime fixni ¢ast zbylych piijmu za zbytné vydaje a
zbylou ¢ast investujeme. Dale uvazujme, Ze investice generuji pfijem s fixnim trokem a na zacatku
méame nulové tspory. Popiste matematicky tento model a naleznéte funkci, ktera popisuje velikost
aspor v case.

Resent. Nejprve si oznacme vSechny veli¢iny v nasem modelu:
e s plat
e W (t) tspory v Case t
e 1 velikost tiroceni investic
e n nezbytné vydaje
e p velikost ¢asti prijmu, které utratime za zbytné vydaje

Zmeéna velikost nasich tspor je soucet vSech nasich pfijmi minus v8echny nase vydaje, tj.

d
d_VyIj/ =s+rW —(n+p(s+rW —n)),
coz muzeme upravit do tvaru
dW

Podminka nulovych tspor na za¢atku znamena W (0) = 0. Vidime, Ze se jedna o rovnici se separova-
nymi proménnymi. Odseparujeme proménné
dw
——— = (1 —-p)dt
s—n+rW (1-p)

a po malé dpravé budeme moci integrovat pomoci zékladnich vzorct

1 rdW
- — = 1—p)dt
T/S—n—l—’f‘W ( P)
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In(s —n+rW)=(1-prt+ec

Algebraickymi upravami dostaneme obecné feSeni

1 (1—p)rt

W =—(Ke" P 4+n—s).

r
Dosazenim poc¢ateéni podminky dostaneme rovnici

O0=K+n-s
a odtud K = s — n. Na§ model tak je

sSs—nNn

W =

- (e(lfp)?"t _ 1)

Miizeme nyni tfeba odpovédét na otazku, jak se zméni naSe tspory, kdyz se podil nezbytnych vydaji
snizi z 80 % na 70 % apod. O

Aplikace 4.4. T¥i jednoduché modely ristu

V mnoha ptipadech je rist veli¢iny pfimo tmérny jeho soucasnému mnozstvi. Timto zptisobem se
chové populace zvirat nebo rist bunék pfi malém mnozstvi, ale také napfiklad troceni na bankovnim
uc¢tu. Oznacime-li pozorovanou veli¢inu y, muzeme tento model popsat diferencidlni rovnici

y' = ay, a> 0.
Pro uplnost je nutné doplnit i pocatecni podminku (velikost pozorované velic¢iny na zacatku)
y(0) = k, k> 0.

Rovnici miizeme vytesit separaci proménnych

dy
a Y
/%:/adt
Yy
Iny=at+C
y:eat+C:eateczceat

Dosazenim pocateéni podminky dostaneme
y(0)=ce’ =k = c=k.

Resenfm pocatecni tdlohy tedy je funkce
y = ke
YA
y = ke

~+ Y
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74dna realna populace ovSem nakonec neroste donekone¢na. Omezeni mista nebo zasob jidla nakonec
rist zpomali. Jestlize veli¢ina nemiize rist nad néjakou ur¢itou mez M, potom je rozumné napiiklad
uvazovat, ze rychlost ristu je pfimo imérna tomu, jak moc je dané veli¢ina daleko od svého limitu.
Tento model je vhodny napiiklad i pro popis Sifeni informaci produkovanych médii nebo pro popis
prodeje vyrobku, ktery je podpofen reklamou.

Matematicky muzeme tento model popsat rovnici

Opét doplnime pocatecni podminku y(0) = k a rovnici vyfesime. Jedna se o rovnici se separovanymi
proménnymi a fesime ji podobné jako v predchozim piipadeé:

dy
=2 —a(M —
% a Y)
dy

= dt
M-y /a

In(M —y) =—at—C
M—y= o—at=C _ o—at
y =M —ce ™
Po dosazeni pocatecni podminky dostaneme
y0) =M —ce® =M —c=k = c=M-—k
a pocatecni problém je tedy vyresen funkci
y=M— (M —k)e ™.

YA

t

k

Pokud bychom chtéli komplexnéjsi model populace, pripadné jednoduchy model epidemie, mohli
bychom uvazovat, ze rychlost ristu dané veli¢iny je pfimo imérna jeji soucasné velikosti a zaroven
jejl vzdélenosti od od horniho limitu M. Dostaneme tak diferencialni rovnici

Y =ay(M —y).

vvvvvv

je funkce

YA

— M
Y = {xceamrt

~+ Y
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4.2 Linearni diferencialni rovnice

Jde o rovnici tvaru
y' +pl)y = q(), (4.3)
kde p a ¢ jsou spojité funkce.
Predepiseme-li pocatecni podminku y(zg) = yo, pak méa linearni rovnice (4.3) pravé jedno feSent,
a to existuje na celém intervalu, kde jsou funkce p, f spojité.
Budeme hledat takovou funkci I(z), ze kdyz ji vynasobime rovnici (4.3), bude na levé strané

derivace soucinu I(z)y, tj.
I(z)(y' + p(z)y) = (I(x)y)". (4.4)

Podafi-li se nam takovou funkei najit, bude rovnice (4.3) ve tvaru

a integrovanim obou stran obdrzime

I(z)y = /](m)q(x) dz + c.

Dale jiz ziskame hledané rfeseni rovnice (4.3)

o) = 1o | [ Tata) o]

Pokusme se tedy najit vhodnou funkci /. V rovnici (4.4) roznasobime levou stranu a na pravé strané
pouzijeme pravidlo pro derivaci sou¢inu a dostavame

I(z)y + I(x)p(x)y = I'(x)y + I(z)y

a odtud
I(z)p(x) = I'(x).

Dostali jsme tak rovnici se separovanymi proménnymi, kterou vyresime:

/#:/p(x)dx

inl1) = [ pla)da.

I = Kelv@de,

Jelikoz hleddme jednu konkrétni funkci I, zvolime K = 1 a dostavame
I(x) = ol p@)dz,

Takovouto funkei () nazyvame integracni faktor. Pro nalezeni feSeni linearni diferencialni rovnici
(4.3) vynéasobime obé strany integracnim faktorem

{ p(x dz
(:L‘) - ef ( ) y

<yefp(m> dm)’ — g(z)el @) de

a obé strany této rovnice zintegrujeme. Dostaneme tak feSeni

v(a) = ([ stare 70w - c) e e

Tento vzorec si samoziejmé nemusime pamatovat, staci jen znéat tvar integrac¢niho faktoru.
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Priiklad 4.5. Najdéte obecné feSeni rovnice

a) y —2y=u, b) o + 22y = ze
Resent. a) Ur¢ime integra¢ni faktor I = e/ 7242 — =22 3 yynasobime jim danou rovnici, dosta-
neme tak
y/e—Qw _ 26—233y — xe_%.

Rovnici upravime do tvaru
_ / _
(ye 2x> = xe 2

a integrujeme obé strany, pfricemz pro pravou stranu pouzijeme metodu per partes:

1 1
ye ¥ = ——xe  — —e ¥ 4 (.

2 4
Odtud ziskdme obecné TeSeni ve tvaru

1 1
y:—ix—Z—FCezx, C eR.

N - v . 2 . . . L
b) Urc¢ime integracni faktor I = el 2rdr — ¢ Vynasobenim rovnice a tpravou dostaneme

2 !/
<yex > =z

Integrovanim obou stran dostaneme

a odtud obecné Teseni rovnice je
x
y:<—+(])e‘12, CeR.

Piiklad 4.6. Reste pocatecni tlohu
3y — 22%y =4, y(1) = —2.

Reseni. Rovnici upravime do tvaru

Vypocteme integracni faktor
1
I ef —2dy efZInx eln—I2 '

Vynésobenim rovnice a tpravou dostaneme

Integrujeme obé strany rovnice

a ziskdme obecné feSeni rovnice ve tvaru y = Cz? — ?12 Dosazenim pocateéni podminky dostavame
—2=(C—1 aodtud C = —1. ReSenim pocatecni tlohy je funkce

1
_ 2
()
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Aplikace 4.7. Ponziho schéma

Ponziho schéma je investi¢ni podvod, ktery slibuje velkou navratnost investic, ale misto skute¢ného
investovani jsou svéfené prostiedky pouzity na vyplaceni zisku investori. Aby nedosly finanéni pro-
stfedky, je nutné neustale zvysovat priliv novych investorii, schéma tedy nakonec musi zkolabovat.
Pokusime se najit rovnici, kterd popisuje pocet nutnych investori.

Predpokladejme, Ze méme na zac¢atku 10 investori, pricemz kazdy vlozi do fondu 100 000 K¢ a je
mu slibena 20 % néavratnost investice kazdy mésic. Z vlozeného milionu tak vyplatime kazdému inves-
torovi 20 000 K¢ a zbylych 800 000 K¢ si nechdme. Ozna¢me y pocet investori, které potiebujeme,
abychom mohli investory nadale vyplacet a pfitom si pokazdé nechat ¢astku 800 000 K.

Budeme-li ¢astky uvazovat v tisicich, pak mame

dy

I = 100 =
prijem T

vydej = 20y + 800.

Piijmy a vydaje musi byt v rovnovaze a navic vime, Ze na zacdtku mame deset investorti. Dostaneme
tak pocatecni problém

d
d—gt/ =20y +800,  y(0) = 10.

Jedna se o linearni diferencialni rovnici, jejiz integra¢ni faktor je

100

I = ef —0,2dt _ e—o,2t

Po vynésobeni a flpravé dostaneme
— / —
(ye O’Qt) = 8e 0’2t.

Integrovanim a upravou pak ziskdme obecné fesSeni
y = ce® — 40.
Dosazenim poc¢ateéni podminky uréime konstantu c
10=ce"—40 = c=50
a dostaneme TeSeni naseho pocatecniho problému
y = 50e™?" — 40.

Tedy naptiklad po jednom roce bychom potiebovali y(12) ~ 511 investori.

4.3 Geometricka interpretace

V mnoha pripadech neni mozné najit explicitni vyjadifeni hledaného feseni. V piipadé¢, kdy je dana
rovnice tvaru
y' = flz,y),

muzeme ziskat néjaké informace o hledaném fteseni diky geometrické interpretaci dané rovnice.

Diferencialni rovnice y' = f(x,y) prifazuje bodu [z, y] v roviné pravé jednu hodnotu y/(x), neboli
hodnotu derivace hledané funkce. Tuto hodnotu miizeme chéapat jako smérnici piimky prochazejici
bodem [z,y]. Tuto pfimku obvykle znazornujeme jako kratkou tusecku se stfedem v daném bodé
[z,y] a smérnici 3/ (x). Tato tsecka se nazyva linedrni element. Mnozinu vSech linearnich elementi
diferencialni rovnice nazyvame smérové pole. Graf kazdého Feseni p(z) dané diferencialni rovnice, tzv.
integrdlni kiivka, ma ziejmé tu vlastnost, Ze tetna v kazdém jeho bodé [z, p(z)] obsahuje pfislusny
linearni element. Smérové pole nam tak poméha zobrazit tvar hledanych integralnich ktivek tim, ze
ukazuje smér, v kterém kiivka prochézi kazdym bodem.
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Smérové pole rovnice 3’ = %y (1 — ﬁy) a TeSeni pro rizné pocatecni podminky

4.4 Numerické reseni pocatecni tlohy

Kromé geometrické interpretace mizeme najit i priblizné feSeni rovnice pomoci tzv. numerickijch
metod. Nejjednodussi metodou numerického teSeni pocatecni ulohy je Fulerova metoda. Zakladni
myslenkou této metody je aproximace feseni lomenou carou.
Uvazujme pocatecni tlohu
y, = f(x’y)a y(xO) = Yo-

Budeme hledat ptiblizné hodnoty tohoto feseni v rovnomérné vzdalenych bodech
Zo, I1:I0+h, I2:$1+h,...,

kde h se nazyva délici krok.
Podobné jako u smérového pole si viimneme, ze nam rovnice ¢y’ = f(z,y) udava hodnotu smérnice
tecny v bodé [xg, yo|, ktera je v = f(zo,¥0), coz ndm umozni odhadnout hodnotu feseni v bodé ;.

Yy A

f(w07 yO) (1_1 yl)

hf(zo, yo)

Yo

By

o T

Pomoci obrazku mizeme odvodit, ze hodnota v bodé x; je tak pfiblizné rovna

y1 = yo + hf(xo,y0)-

Znéme-li hodnotu v bodé x1, mizeme pfiblizné vyjadrit hodnotu v x5 atd. Celkové mtuzeme Eulerovu
metodu shrnout nasledovné:

Tipn=1x; +h

yl+l:yz+hf($z7yz)a i:Oa1727---an'

Samoziejmé dnes jiz nikdo tyto vypocty neprovadi ruc¢né.

4.5 Aplikac¢ni priklady

Piiklad 4.8. Sbirka uméni byla porizena za cenu 400 000 K& a pfedpoklada se, ze jeji hodnota
poroste kazdy rok o 5%. Jak vypada diferencialni rovnice, kterd modeluje hodnotu sbirky v case?
Jaka bude hodnota sbirky za 10 let?
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Priiklad 4.9. Je-li néjaké zprava opakované vysilana médii, tak se v prvni fazi sifi rychle, ale postupné
jiz. pomaleji, jelikoz vétsina lidi jiz zpravu zné. Sociologové casto predpokladaji, ze rchlost Sifeni
zpravy je pak pfimo umérna poctu osob, které tuto zpravu jesté neslySely. Uvazujme, Ze mame
mésto s 50 000 obyvateli, pficemz na za¢atku danou zpravu nezné nikdo a po dvou hodinéch polovina
obyvatel. Kolik obytel bude zpravu znat za 6 hodin? A kdy bude se zpravou seznameno 90 % obyvatel?

Piiklad 4.10. Spalovani fosilnich paliv je zodpovédné za zvySeni mnozstvi oxidu uhli¢itého, ktery je
pravdépodobné jednou z pri¢in zvySeni globalni teploty. V soucasnosti je v atmosfére priblizné 3200
miliard tun oxidu uhli¢itého a jeho mnozstvi roste kazdoroéné o 50 miliard tun, pricemz pouze 1%
z akumulovaného mnozstvi se kazdorocné odstrani prirodnimi procesy. Namodelujte mnozstvi oxidu
uhli¢itého v ¢ase pomoci diferencialni rovnice a urcete, kdy bude v atmosfére 4000 miliard tun oxidu
uhli¢itého (jedna se o mnozstvi, pii kterém by mélo dojit ke zvySeni teploty o dva stupné Celsia).
Jaké bude dlouhodobé mnozstvi oxidu uhli¢itého v atmosfére?
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