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GiEelne alieny

Ciselné obory
e Pfirozena tisla: N={1,23...} (No=NuU{0}).
e Cela&isla: Z=1{...,—-2,-1,0,1,2,...}.

e Raciondlni &isla: Q={g=Z%: z€Z,nec N}
Cisla, ktera nejsou raciondlni, tj. nelze je vyjad¥it jako podil celého a
p¥irozeného &isla, nazyvame iraciondini a znaéime 1.

@ Redlna ¢isla: R =QUL
K redlnym &islim Ize jednoznalné pfifadit vSechny body nekonetné
primky (&iselné osy) dle jejich vzdalenosti od polatku.

o Komplexni &isla: C={z=a+bi: a,bcR,i’>=—1}.
Komplexnim &islem z nazyvame uspofadanou dvojici redlnych &isel
[a, b] a pideme z = [a, b] = a + bi. Cislu a ¥ikame redlna &ast
komplexniho &isla z, ¢islu b imagindrni ¢4st komplexniho ¢&isla z.
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Veliciny, kterymi popisujeme svét kolem nas lze rozdélit do dvou skupin:

e Skalarni veliciny (skalary)
— jsou pIné uréeny jedinym ¢iselnym Gdajem uddvajicim jejich velikost
— teplota, hmotnost, mnoZstvi,. . .

o Vektorové veliciny (vektory)
— k jejich popisu je tfeba vice &isel v uréeném poradi
— rychlost, sila (velikost a smér), poloha (soufadnice), barevny odstin
(soufadnice RGB, CMYK), stav populace (polet a &as), ...
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Vektorovy’ prostor
Definice (Vektor)

Necht n € N. Uspotddanou n-tici redlnych &isel vi, vo,. .., v,
Vi
V= " e R"
Vn

nazyvame (redlnym) vektorem. Cislo n potom nazyvame dimenzi

(rozm&rem) vektoru V a &isla vy, vo, ..., v, nazyvdme sloZky vektoru V.

v
Poznamka
Vektory se v literatufe n&kdy zapisuji do ¥adku, tj. Vv = (v, va,..., vp).

Je-li potom potfeba pouZit ho jako sloupec, pouziva se na néj operace
transpozice (viz dale v &sti o maticich, kdy na vektor je nahlizeno jako na
matici o jediném ¥adku/sloupci), podobné& obrdcené.
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@ Sc&itani vektorl definujeme po slozkich, tj. pro vV, w € R" mame

Vi w1 vi+wy
L V2 w2 V2 + wp N
V+w= + = c R".
Vn Wn Vp + Wy

@ Nasobeni vektoru v € R” skaldrem a € R definujeme tak, Ze kaZdou

slozku vektoru v vynasobime skaldarem «, tj.

Vi avy

. Vo %
av=al| | = i e R".

Vi avp
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VEISEIAl  \ektorovy prostor

Definice (Nulovy vektor)

Vektor
0
. 0
0=1.
0
nazyvame nulovy vektor.
Pro libovolné o € R, vV € R” plati:
eV +0= v,
e a0=0.
Definice (Opa¢ny vektor)
Vektor —vV = —1V nazyvdme opacny vektor k vektoru v.

Plati

© Petr Hasil (MENDELU)
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Vektorovy prostor

Vlastnosti operaci na vektorech
Pro viechny vektory v, w € R" a skalary «, 8 € R plati:

(i) Vv+w=w+V,

(il) av = va,

(i) (Vv +w) =av+aw,

(iv) (a+ B)V =av+ v,

() a(87) = (aB)7,

(vi) 1v=v. )

Matematika MT 10 / 57
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Definice (Vektorovy prostor)

MnoZinu v8ech n-rozmérnych vektorli s operacemi s¢itani vektord a
ndsobeni vektoru redlnym &islem nazyvdme n-rozmérny vektorovy prostor.

Poznamka
Vektorovy prostor je uzavfen na operace s¢itani vektori a ndsobeni vektoru
redlnym &islem.

Tj. je-li V vektorovy prostor, V,w € V, a,b € R, pak
evVv+tweV,
@ aveV,
@ av+bweV.
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Vektorovy prostor

Geometricky |ze vektory (dimenze 2 a 3) zobrazit jako orientované
privodite bodil (v roving, nebo v prostoru).

YA

© Petr Hasil (MENDELU) Matematika MT
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Vektorovy prostor

Operace:
YA YA
VW, 2V
v v
\7\7 - »
0 X YAV X
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ektorovipreston
Vektor Ize zadat také pomoci jeho pocateéniho a koncového bodu. Vektor
w = /ﬁ = B — A je orientovana lsecka z bodu A do bodu B.

YA

At X W =B-A

Poznamka

ProtoZe vektor je dan jen svou velikosti a smérem, zelené Sipky jsou jen
riznd umisténi téhoz vektoru w.
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Vektorovy prostor

Definice (Linedrni kombinace)

Necht Vi, Vo,...,Vym € R" a a1,a0,...,am € R. Vektor

m
W= aivy + axib + -+ amVp, = E ;v
i—1

nazyvame linedrni kombinace vektorli vi, Vs, ..., Vp.
Priklad
-1 1 -3
Vektor w = | 5 | je linedrni kombinaci vektord d= (2| v=| 1 |,
4 3 -2
1 -3 2-14+(-3) -1
nebot 20 +v=2 2]+ 1 | = 2.-2+1 =15 |=w
3 -2 2-34+(-2) 4

© Petr Hasil (MENDELU)
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Definice (Linearni zavislost)

Rekneme, Ze vektory vi, o, ..., Vi € R jsou linedrné zavislé, jestlize je
jeden z téchto vektori linedrni kombinaci ostatnich. V opaéném p¥ipadé
fekneme, Ze jsou linedrné nezavislé.

Plati
Vektory Vi, va, ..., Vm € R" jsou linedrné& zavislé pravé tehdy, kdyZ existuji
takova &isla ay, ap,...,am € R, Ze aspori jedno z nich je nenulové a plati

m
E iV = a1V + apve + - - + amVy, = 0.
i=1
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Poznamka

Vektory Vi, Vo, ...,V € R” jsou zcela jisté zdvislé, jestlize:
@ je mezi nimi aspoii jeden nulovy vektor,
@ jsou mezi nimi aspoil dva vektory stejné,

@ jeden z danych vektori je nasobkem jiného,

e m>n. )
P¥iklad
1 -3 -1
Vektory i= [2|,v=| 1 | aw= | 5 | jsou linedrné& zavislé, nebot
3 -2 4

w=2i+V, tj.
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Vektorovy prostor

Definice (Skalarni soucin)
Necht v, w € R". Cislo
m
<\7,V7> =V-w= V1W1+V2W2+"‘+Vme=ZV,'W,'
i=1
nazyvame skaldrni soucin vektori v, w.
P¥iklad
-3 -1
(71,15 )=(3)(-1)+7-5+(-2)-4=3+35—-8=30.
-2 4
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Matice Definice a operace

Definice (Matice)

(Redlnou) matici typu m x n rozumime obdélnikové &iselné schéma

a1 a2 -+ din
a1 ax -+ adp
A= ,
dml dm2 - dmn
kde ¢isla a;j € R,i=1,...,m,j =1,...,n, nazyvame prvky matice A.

MnoZinu viech matic typu m X n zna&ime Matp,.,(R). Matici A s prvky
ajj znatime také A = (ajj).

Poznamka

V prtedchozi definici m zna&i polet ¥adki a n polet sloupcii matice A.
Prvek aj; se nachdzi v i-tém ¥adku a j-tém sloupci matice A.
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@ Sc&itani matic stejnych rozmé&ri definujeme po slozkach, tj. pro
A, B € Matpyn(R) mame

A+ B = (aj) + (bj) = (aj + bjj) € Matyxn(R).

Priklad
2 -1 -2 7 2—-2 —1+7 0 6
0O 1 |+(4 -2]=10+4 1-2]|=14 -1
5 3 1 8 54+1 3+8 6 11
Priklad
>0 + 725 = Nel ¢ist, matice maji riizné rozmér
41 4 1 o) = Nelze setist, matice maji rizné rozmgry.
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o Nasobeni matice A € Matp,n(R) skaldarem o € R definujeme tak, Ze
kaZdou slozku matice A vyndsobime skalarem «;, tj.

aA = afajj) = (aajj) € Matpxa(R).

P¥iklad
-2 7 7-(-2) 7.7 —14 49
714 —1|=| 74 7-(-1)|=[28 -7
1 8 7-1 7-8 7 56
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Definice a operace

Vlastnosti operaci na maticich

Pro vdechny matice A, B € Matpx(R) a skalary «, 8 € R plati:
(i) A+ B=B+A,

aA = Aq,

© Petr Hasil (MENDELU) Matematika MT
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Definice
Necht A = (a;) € Matpxn(R).

Plati-li m = n, nazyvdme matici A ¢tvercovd matice ¥ddu m (¥adu n).
Prvky aj; ¢tvercové matice nazyvame prvky hlavni diagonaly.

Matice, jejiz v8echny prvky jsou nulové, nazyvdme nulovd matice a
znatime O.

Ctvercovou matici, kterd ma na hlavni diagonale jednitky a viude
jinde nuly, nazyvame jednotkou matici a zna&ime /.

Matici, jejiz kazdy ¥adek zadind vétsim poltem nul nez ¥adek
ptechéazejici, nazyvdme schodovitou matici.

Matici
AT = (aj,') S Matnxm(R)

nazyvame transponovand matice k matici A. (Transponovand matice
vznikne zamé&nou ¥adki a sloupcl plivodni matice.)
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P¥iklad
Jsou dany matice

2 -1 0 1 0
A:<é 2),3:(3 g _34>,C: 0o 1 3|.,.0=[2 o
01 0 3 -4

@ Matice A je ¢tvercovou matici ¥adu 2, je to jednotkovd matice a je
schodovitd.

@ Matice B je schodovita.
@ Matice C je ¢tvercova ¥adu 3, neni schodovita.
@ Matice D je transponovana k matici B,tj. D=B" a B=D".
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Matice Definice a operace

Definice (Ndsobeni matic)

Necht matice A je typu m x @ a B je matice typu @ x n. Soucinem
matic A a B (v tomto potadi) rozumime matici C typu m x n, pro jejiz
prvky plati

cij = ajibyj + appboj + - - ajpbp; =
P
= E ajk by,
k=1

proi=1,...,m,j=1,...,n Pi8eme C = AB

Poznamka

P¥i ndsobeni matic v predchozi definici vznikl prvek cj; jako skaldrni soucin
i-tého ¥adku matice A a j-tého sloupce matice B.
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P¥iklad
3 0 =2 2 1
14 3|-lo —a|=
2 7 1 5 9
3.240-0+(-2)-5 3-1+0-(—4)+(-2)-9 -4 —15
= 1.2+4.0+3.5  1.14+4-(-4)+3.9 |=[17 12
2.247-041-5  2.147-(—4)+1.9 9 17
2 1 30 -2
0 —4|-[1 4 3]=x
5 9 2 7 1
Matice nelze nasobit, nemaji spravné rozméry [(3 x 2)(3 x 3)].
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Véta
Necht A, B, C jsou matice vhodnych rozmérii. Pak plati

(AB)C = A(BC),

A(B+ C) = AB + AC,
(A+ B)C = AC + BC.

Poznamka

Soudin matic neni komutativni, tj. obecné nelze zamé&hovat poradi
ndsobeni matic.

Véta
Necht A € Matyyn(R). Potom plati A- I, = A, I, - A= A.
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v

Definice (ERO)
Nd&sledujici Gpravy matic nazyvdme ekvivalentni Fadkové operace (dpravy)
@ vyména dvou fadki,
@ vynasobeni ¥adku nenulovym ¢&islem,
@ pritteni jednoho ¥adku k jinému,
@ vynechani nulového ¥adku.

Rekneme, Ze matice A a B jsou ekvivalentni a piseme A ~ B, jestliZe Ize
matici A prevést kone¢nym poltem ekvivalentnich tprav na matici B.

Véta
KaZdou matici Ize kone¢nym poctem ekvivalentnich Fadkovych dprav
prevést do schodovitého tvaru.
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Matice Gaussova elimina&ni metoda

Pomoci Gaussovy eliminaéni metody (GEM) lze ptfevést libovolnou matici
do schodovitého tvaru.

Postup

(i) V matici najdeme sloupec nejvice vlevo s alespoii jednim nenulovym
prvkem.

(i) Zvolime v tomto sloupci jeden z nenulovych prvki (tzv. pivota) a
premistime ¥adek, ve kterém se nachazi, na pozici prvniho ¥adku
(pomoci vymé&ny Fadki).

(i) Pomoci ERO vynulujeme prvky pod pivotem. Vznikne-li nulovy ¥adek,
vynechdme ho.

(iv) Kroky (i)-(iii) opakujeme na podmatici vzniklé z pivodni matice
vynechanim ¥adku s pivotem.

(v) Postup opakujeme, dokud neni matice ve schodovitém tvaru

Poznamka

Kdykoliv béhem postupu mizeme néktery ¥adek vyndsobit, nebo vydélit
vhodnym ¢&islem tak, abychom matici zjednodusili.
© Petr Hasil (MENDELU) Vektory a matice Matematika MT 31/ 5)7




Gaussova elimina&ni metoda

Priklad
0 -1 2 6\ ., 3 =30
A= 3 30 ~|l0 -1 2 6
2 1 4 1 2 1 4 1) m-2-1
1 3 -3 0
~ 2 6 ~lo -1 2 6
—5 10 1) HI—5-1I 0 0 0 —29
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[\VEYHISSl Gaussova elimina&ni metoda

Definice (Hodnost matice)

Necht A € Mat,xn(R). Hodnosti h(A) matice A rozumime maxim3Ini

polet linedrn& nezavislych ¥adki (= pocet linedrn& nezavislych sloupci).

Véta
@ Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich
nenulovych radka.

@ Matice transponovand ma stejnou hodnost jako matice pivodni,

o Ekvivalentni matice maji stejnou hodnost.

@© Petr Hasil (MENDELU) Matematika MT
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[\VEYHISSl Gaussova elimina&ni metoda

P¥iklad
V ptedchozim p¥ikladu jsme zjistili, Ze

0O -1 2 6 1 3 -3 0
A=11 3 -3 0}]~1]0 -1 2 6 ,
2 1 4 1 0 0 0 -—-29
tedy h(A) = 3.
Poznamka

Timto zplisobem lze také snadno zjistit, zda jsou dané vektory linedrné
zavislé, pop¥. z nich dokonce vybrat maximalni pocet linedrné nezavislych
vektord.

Vektory naskldddme jako sloupce do matice, tu prevedeme do
schodovitého tvaru. Linedrn& nezdvislé vektory jsou ty, které se nachazely
ve sloupcich s pivoty.
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[\VEYHISSl Gaussova elimina&ni metoda

Definice

Necht A je &tvercovd matice ¥ddu n. Jestlie existuje &tvercovd matice
A~1 ¥adu n takovd, Ze plati

A-Al=1=A"1.A

nazyvame matici A~1 inverzni matici k matici A.

Véta

Necht je A &tvercovd matice Fadu n. Potom k ni existuje inverzni matice
A=Y pravé tehdy, kdyZ md matice A linedrné nezavislé Fadky (¥ikime, Ze je
regularni).
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Matice Gaussova elimina&ni metoda

Z predchozi v&ty plyne, Ze inverzni matici Ize najit jen ke &tvercové matici,
kterd ma plnou hodnost. To znamen3, Ze ve schodovitém tvaru jsou
v8ichni pivoti na jeji hlavni diagondle a v pribéhu GEM se neobjevil Zadny
nulovy Fadek.

Jadrem algoritmu pro vypolet inverzni matice je tzv. dplnd Gaussova
eliminace, ktera spoliva v tom, Ze po ziskani schodovitého tvaru
pokratujeme stejnym zpiisobem v nulovédni prvki nad pivoty (se kterymi se
uz nehybe), a to zprava doleva.
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Matice Gaussova elimina&ni metoda

Postup

@ K matici A pfiddme jednotkovou matici stejné velikosti. Tim ziskdame
rozsitenou matici (Al|/).

@ Pomoci (plné Gaussovy eliminace pfevedeme matici A na diagondlni
matici (tj. matici, kterd ma nenulové prvky pouze na hlavni
diagondle). Vechny ERO p¥itom provddime s celymi ¥adky matice
(A1)

© Kazdy ¥adek matice (A|l) vydélime diagondlnim prvkem matice A,
ktery se v ném nachazi.

@ Tim jsme matici A ptevedli na matici / a matici / na matici A™L.
Vyslednd rozsitend matice je tedy (/|A™1).

Poznamka

Opét jako u ,,neliplné” Gaussovy elimina&ni metody maZeme kdykoliv to
jde matici zjednodusit vhodnou tpravou (zvldsté vyd&leni ¥adku spole¢nym
dé&litelem vZech jeho prvki).

v
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[\VEYHISSl Gaussova elimina&ni metoda

Priklad
Najdé&te inverzni matice k maticim A, B a C.

12 1 32 2 3 -1
A=(3 a].,B=|-10 4], c=[4 1 2
5 6 2 33 2 -2 3

Matice A nenfi ¢tvercova, tedy k ni neexistuje inverzni matice.
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[\VEYHISSl Gaussova elimina&ni metoda
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[\VEYHISSl Gaussova elimina&ni metoda

1 0 0|-4/5 —-1/5 4/5
~| 03 0|11/5 -1/5 —6/5 | -3
00 1|-1/5 1/5 1/5
1 00|-4/5 —-1/5 4/5
~| 01 0|11/15 —1/15 —6/15 | = (/|B7Y)
00 1|-1/5 1/5 1/5
Tedy
—-4/5 —1/5  4/5 . (12 -3 12
B™'=|11/15 -1/15 -6/15 = |1 -1 6
-1/5 1/5  1/5 -3 3 3
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[\VEYHISSl Gaussova elimina&ni metoda

3 -1|1 00
= 4 1 2|0 10 ) NI=2
2 -2 31|00 1) Hm-1I
2 3 —-1]1 00
~ |0 4 1-2 10
0 -5 4 |-10 1/ M-I
2 3 -1|/1 0 0
~[0 -5 4|2 1 0
00 0|1 -11
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P¥iklady

Pt¥iklad
Jsou dany matice

2 1 0 -2
4 5 -1 2

Spottste 3A — 2B, ABT AT B.

Regen:
6 7 -2 7 0 13
34—2B=|-9 7|, ABT=|-6 0 7], ATB:<4 11).
14 11 ~10 17 6
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Ptiklady

P¥iklad
Jsou dany vektory
-2 3
u=1| 0], v=| -1
1 4
Spottete (u, v),uv’, ulv.
Regenf:
-6 2 -8
(uv)=—=2, w =10 0 0 ulv=(-2)
3 -1 4
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Ptiklady

Pyiklad
Urcete hodnost matice
2 -1 0 3
A=11 3 2 -3
-1 4 2 -6
Regen:
h(A) =2
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Ptiklady

Priklad
Napiste priklady matic o hodnosti 1,2,3 a 4 a hodnost zdlivodnéte. J
Reent:
1 2 3 1 2 3
h{0 0 0] =1, h{0 4 5| =2,
0 00O 0 00O
12 3 0 25 3
h{0 4 5| =3, h =4,
00 6 0 0 61
0 0 0 2

Matice jsou ve schodovitém tvaru v némz hodnost = pocet nenulovych
radka.
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P¥iklady

Pt¥iklad
Jsou dany vektory

1 -1 —6 1
mn=\4, o= 2 |,u3=1| 0 |,usa=1]-2
0 1 4 3

Vyberte z nich co nejvice linedrné nezavislych vektord.

Regeni:
Nap¥. vy, up, ug.
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Ptiklady

Priklad
Najdéte inverzni matici k maticim

2o o 1o
A=|2 -2 1|, B=
1 _3 3 2 1 1 -2
2 -3 0 3
ReZeni

3 12 -7 0 3 01
at=L(s o g Br=1|2 3 21
1\, 5 )] 2|2 -13 0 -3
2 -5 -2 -1
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Aplikace Leslieho model ristu

Pomoci Leslieho modelu je moZné odhadnout vyvoj populace. Popiseme si
pouze jeji vytvoreni a pouZiti.

Zkoumdme n&jaky systém jednotlivcl (zvifata, hmyz, bun&¢né kultury,. . .)
rozdéleny do n skupin (stéfi, faze vyvoje,...). Stav v &ase k je tedy dén
vektorem

ai
a
Xk = : )
dn
kde aj,i =1,...,n, je polet jedincl skupiny i v ase k.

(Linedrni) model vyvoje takového systému je ddn matici A € Mat,xn(R),
kterd popisuje zmé&nu z xx na xx4+1 (jde o iterovany proces):

X1 = Axk.
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Aplikace Leslieho model riistu

Leslieho matice ma tvar

i h K fa

m 0 0 0

0 ™ 0 0
A=lo0 0 = o |-

0 0 0 0

0 0 0 - 71

kde f; je relativni plodnost a 7; relativni pfeZiti skupiny /.
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Aplikace P¥iklad

P¥iklad

UvaZujme populaci nezmar(, ktefi se doZivaji tfi mésicl. Kazdy nezmar
splodi mezi prvnim a druhym mésicem dva malé nezmarky, stejné tak mezi
druhym a tfetim mé&sicem Zivota. Mladi nezma¥i (do sta¥i jednoho mésice)
neplodi. Polovina nezmari po dovreni druhého mésice umird, po dovrseni
tfetiho mésice umiraji vSichni. NapiSte Leslieho matici nezma¥iho modelu
a urlete sloZeni populace, o sloZeni (17,102,191) po tfech mésicich.

Reseni: Leslieho matice je

o 2 2
A=1|1 0 O
0 1/2 0
Dana populace bude mit po tfech mésicich sloZeni
0 2 2\° /17 1189
A3 . (potatetnislozeni) = [1 0 0 -[102| = [ 136
0 1/2 0 191 203
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Aplikace P¥iklad

Pozndmka

Z modelu daného Leslieho matici |ze snadno uréit i pFirlistek za obdobi a
také k jakému sloZeni (vzhledem k “vé&kovym" skupindm) populace sp&je.
K obojimu se vratime po probrani naleZitych matematickych nastroja.

Populace z nezmat¥iho p¥ikladu ma ptiriistek cca 62% a ustali se na sloZeni
cca 52 : 32 : 10. Tedy nejmladsich bude (cca) 55,32%, stfedniho v&ku
34,04% a seniorid 10, 64%.

(Jak se pfepotital pomé&r na procenta?)
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Wolfram|Alpha

@ Soudet vektori. &
(1,3,2) + (-2,4,5)

@ Ndsobeni vektoru konstantou.
-2 (-1,0,2)

Linedrni kombinace vektor(. &
4 (-1,0,2) -3 (5,4,-6)

@ Skalarni soudin.
(-1,0,2).(5,4,-6)

Linedrni (ne)zavislost. &
linear independence (-1,0,2),(5,4,-6),(1,2,3),(0,2,5)
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http://www.wolframalpha.com/input/?i=%281%2C3%2C2%29+%2B+%28-2%2C4%2C5%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=-2+%28-1%2C0%2C2%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=4+%28-1%2C0%2C2%29+-3+%285%2C4%2C-6%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=%28-1%2C0%2C2%29.%285%2C4%2C-6%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=linear+independence+%28-1%2C0%2C2%29%2C%285%2C4%2C-6%29%2C%281%2C2%2C3%29%2C%280%2C2%2C5%29

@ Soulet matic. ®
{(-1,0,2),(5,4,-6),(1,2,3)} + {(2,1,0),(6,-3,4),(2,2,5)}

@ Nasobeni matice konstantou. &
3 {(,-3,0),(2,1,-3),(4,0,3)}

@ Linearni kombinace matic. &
-2 {(3,3,2),(-2,1,6),(1,5,3)} +6 {(2,2,-2),(3,-6,1),(0,2,7)}

@ Soudin matic. &
{(-1,1,0,2),(5,4,-4,-6),(3,5,2,-3)}.{(0,1),(3,-3),(2,-1),(5,00 }

@ Hodnost matice.
rank{(5,-4,8),(3,-3,4),(3,-3,4),(2,-1,4)}

@ Transponovand matice. &
transposeq{(4,2,-1),(3,9,5),(2,-1,1),(1,6,-2)}

@ Inverzni matice. &
inverse{(2,-1,3),(0,-3,2),(2,-1,5)}
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http://www.wolframalpha.com/input/?i={%28-1%2C0%2C2%29%2C%285%2C4%2C-6%29%2C%281%2C2%2C3%29}+%2B+{%282%2C1%2C0%29%2C%286%2C-3%2C4%29%2C%282%2C2%2C5%29}
http://www.wolframalpha.com/input/?i=3+{%285%2C-3%2C0%29%2C%282%2C1%2C-3%29%2C%284%2C0%2C3%29}
http://www.wolframalpha.com/input/?i=-2+{%283%2C3%2C2%29%2C%28-2%2C1%2C6%29%2C%281%2C5%2C3%29}+%2B5+{%282%2C2%2C-2%29%2C%283%2C-6%2C1%29%2C%280%2C2%2C7%29}
http://www.wolframalpha.com/input/?i={%28-1%2C1%2C0%2C2%29%2C%285%2C4%2C-4%2C-6%29%2C%283%2C5%2C2%2C-3%29}.{%280%2C1%29%2C%283%2C-3%29%2C%282%2C-1%29%2C%285%2C0%29}
http://www.wolframalpha.com/input/?i=rank{%285%2C-4%2C8%29%2C%283%2C-3%2C4%29%2C%283%2C-3%2C4%29%2C%282%2C-1%2C4%29}
http://www.wolframalpha.com/input/?i=transpose{%284%2C2%2C-1%29%2C%283%2C9%2C5%29%2C%282%2C-1%2C1%29%2C%281%2C6%2C-2%29}
http://www.wolframalpha.com/input/?i=inverse{%282%2C-1%2C3%29%2C%280%2C-3%2C2%29%2C%282%2C-1%2C5%29}
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