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Základy vyš̌śı matematiky

LDF MENDELU
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Množina reálných č́ısel a jej́ı podmnožiny
Reálná č́ısla se zobrazuj́ı jako body na č́ıselné ose. Každému bodu č́ıselné osy
odpov́ıdá právě jedno reálné č́ıslo. Množinu reálných č́ısel znač́ıme R.

Daľśı č́ıselné množiny:

N = {1, 2, 3, . . . } – množina p̌rirozených č́ısel

Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . } – množina celých č́ısel

Q = {pq : p ∈ Z, q ∈ Z r {0}} – množina racionálńıch č́ısel

I = RrQ – množina iracionálńıch č́ısel

C = {a+ ib : a, b ∈ R} – množina komplexńıch č́ısel

Množiny N, Z, Q, I jsou podmnožiny množiny R.

Symbolem R2 budeme značit množinu všech uspǒrádaných dvojich (x, y),
kde x ∈ R, y ∈ R ... rovina

Pojem funkce

Definice (Funkce)

Necht’ M je neprázdná podmnožina množiny reálných č́ısel, tj. M ⊆ R. Pravidlo
f , které každému prvku x ∈M p̌rǐrazuje právě jeden prvek y ∈ R, se nazývá
reálná funkce jedné reálné proměnné. Ṕı̌seme y = f(x) nebo f : x→ y.

Množina M se nazývá definičńı obor funkce f a znač́ı se D(f).

Množina všech y ∈ R, pro něž existuje x ∈M takové, že y = f(x), se nazývá
obor hodnot funkce f a znač́ı se H(f).
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Funkce je zadaná definičńım oborem D(f) a pravidlem (funkčńım p̌redpisem),
pomoćı něhož je každému x ∈ D(f) p̌rǐrazen právě jeden prvek y ∈ H(f).

Nap̌ŕıklad:

y = x2, x ≥ 0
y = x2, x ≤ 0
y = sinx, x ∈ [−π

2
, π
2

]

Pokud neńı v zadáńı funkce definičńı obor uveden, pak j́ım rozuḿıme
množinu všech x ∈ R, pro která má daný p̌redpis “smysl”.

Nap̌ŕıklad definičńı obor funkce y =
√
x+1
x urč́ıme následovně:

x+ 1 ≥ 0 =⇒ x ≥ −1 a zároveň x 6= 0,

tedy
D(f) = 〈−1, 0) ∪ (0,∞).

Explicitně zadaná funkce: “y = vzorec s proměnnou x”,

nap̌ŕıklad y = sinx, y = lnx, y = 3x, y = x4 + 2x, y =
√
x+1
x .

V zápisu y = f(x) nazýváme

f . . . funkčńı p̌redpis (nap̌r. sin, ln, . . . )

x . . . argument (nezávislá proměnná)

y . . . funkčńı hodnota (závislá proměnná)

Implicitně zadaná funkce: “vzorec s proměnnými x, y = 0”,

nap̌ŕıklad sin(x+ 2y) + y = 0.

Budeme se zabývat pouze funkcemi zadanými explicitně.
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Definice (Graf funkce)

Grafem funkce f rozuḿıme množinu všech uspǒrádaných dvojic (x, f(x)) ∈ R2,
kde x ∈ D(f).

Př́ıklad (Absolutńı hodnota a signatura)

Absolutńı hodnota

f(x) := |x| =

{
x pro x ≥ 0,

−x pro x ≤ 0.

x

y

0
D(f) = R, H(f) = [0,∞)

Signatura

f(x) := sgnx =


−1 pro x < 0,

0 pro x = 0,

1 pro x > 0. x

y

0

1

−1

D(f) = R, H(f) = {−1, 0, 1}

Plat́ı: |x| = x · sgnx a také x = |x| · sgnx.
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Neńı funkce, neńı graf

Zobrazeńı, které neńı funkce – jednomu bodu nemohou být p̌rǐrazeny dvě
r̊uzné hodnoty:

Body v rovině nebo ǩrivka, které nejsou grafem funkce:

Vlastnosti funkćı

ohraničenost

parita (sudost, lichost)

periodičnost

monotonie

prostost
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Definice (Ohraničenost)

Necht’ f je funkce a M ⊆ D(f) je neprázdná množina. Řekneme, že funkce f je
na množině M

zdola ohraničená, jestliže existuje d ∈ R takové, že f(x) ≥ d pro každé
x ∈M .

shora ohraničená, jestliže existuje h ∈ R takové, že f(x) ≤ h pro každé
x ∈M .

ohraničená, jestliže je na množině M ohraničená zdola i shora.

Je-li funkce ohraničená zdola, pak existuje vodorovná p̌ŕımka (p̌ri označeńı z
definice y = d) taková, že graf funkce lež́ı nad touto p̌ŕımkou.

Je-li funkce ohraničená shora, pak existuje vodorovná p̌ŕımka (p̌ri označeńı z
definice y = h) taková, že graf funkce lež́ı pod touto p̌ŕımkou.

Je-li funkce ohraničená, lež́ı celý graf mezi dvěma vodorovnými p̌ŕımkami.
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Definice (Parita)

Funkce f se nazývá

sudá, jestliže pro každé x ∈ D(f) plat́ı

−x ∈ D(f) a f(−x) = f(x).

lichá, jestliže pro každé x ∈ D(f) plat́ı

−x ∈ D(f) a f(−x) = −f(x).

Graf sudé funkce je souměrný podle osy y.
Graf liché funkce je souměrný podle počátku.

Definice (Periodičnost)

Necht’ p ∈ R, p > 0. Funkce f se nazývá periodická s periodou p, jestliže pro
každé x ∈ D(f) plat́ı

x± p ∈ D(f) a f(x+ p) = f(x) = f(x− p).

6



Definice (Monotonie)

Necht’ f je funkce a M ∈ D(f) neprázdná množina. Řekneme, že funkce f je na
množině M

rostoućı, jestliže pro každá dvě x1, x2 ∈M splňuj́ıćı x1 < x2 je
f(x1) < f(x2).

klesaj́ıćı, jestliže pro každá dvě x1, x2 ∈M splňuj́ıćı x1 < x2 je
f(x1) > f(x2).

neklesaj́ıćı, jestliže pro každá dvě x1, x2 ∈M splňuj́ıćı x1 < x2 je
f(x1) ≤ f(x2).
nerostoućı, jestliže pro každá dvě x1, x2 ∈M splňuj́ıćı x1 < x2 je
f(x1) ≥ f(x2).

Funkce f se nazývá monotonńı na množině M , jestliže je neklesaj́ıćı nebo
nerostoućı.
Funkce f se nazývá ryze monotonńı na množině M , jestliže je rostoućı nebo
klesaj́ıćı.
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Definice (Prostá funkce)

Necht’ f je funkce a M ∈ D(f) neprázdná množina. Řekneme, že funkce f je na
množině M prostá, jestliže pro každá dvě x1, x2 ∈M splňuj́ıćı x1 6= x2 je
f(x1) 6= f(x2).

Věta

Je-li funkce ryze monotonńı na množině M , pak je na této množině prostá.

Je-li funkce prostá, pak každá vodorovná p̌ŕımka prot́ıná jej́ı graf v nejvýše jednom
bodě.
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Operace s funkcemi

Součet, rozd́ıl, součin a pod́ıl funkćı f a g definujeme následovně:

(f + g)(x) = f(x) + g(x) pro x ∈ D(f) ∩D(g)

(f − g)(x) = f(x)− g(x) pro x ∈ D(f) ∩D(g)

(f · g)(x) = f(x) · g(x) pro x ∈ D(f) ∩D(g)(
f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)
pro x ∈ D(f) ∩D(g)r {z ∈ R : g(z) = 0}

Př́ıklad

f : y = x3, g : y = x, D(f) = D(g) = R

f + g : y = x3 + x, D(f + g) = R
f − g : y = x3 − x, D(f − g) = R
f · g : y = x4, D(f · g) = R
f
g : y = x2, D

(
f
g

)
= Rr {0}

Skládáńı funkćı

Dosazeńım libovolné funkce za argument jiné funkce vzniká funkce složená.

Definice (Složená funkce)

Necht’ f , g jsou dvě funkce. Složenou funkćı g ◦ f rozuḿıme funkci definovanou
p̌redpisem

(g ◦ f)(x) = g(f(x)), kde x ∈ D(f) a f(x) ∈ D(g).

Funkce f se nazývá vniťrńı složka a g vněǰśı složka složené funkce g ◦ f . Zápis
g ◦ f čteme “g po f”.
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Př́ıklad

f : y = x2, g : y = sinx

g ◦ f : y = g(f(x)) = sinx2

f ◦ g : y = f(g(x)) = sin2 x

Složená funkce může ḿıt v́ıce složek, nap̌r.

(h ◦ g ◦ f)(x) = h(g(f(x))).

Př́ıklad

f : y = x2, g : y = sinx, h : y = lnx

h ◦ g ◦ f : y = h(g(f(x))) = ln sinx2

f ◦ g ◦ h : y = f(g(h(x))) = sin2 lnx

f ◦ h ◦ g : y = f(h(g(x))) = ln2 sinx

g ◦ f ◦ h : y = g(f(h(x))) = sin ln2 x

Inverzńı funkce

Definice (Inverzńı funkce)

Necht’ f je prostá funkce. Funkce f−1, která každému y ∈ H(f) p̌rǐrazuje právě
to x ∈ D(f), pro které plat́ı y = f(x), se nazývá inverzńı funkce k funkci f .

f je inverzńı funkce k funkci f−1.

Grafy funkćı f a f−1 jsou symetrické podle p̌ŕımky y = x.

D(f) = H(f−1) a H(f) = D(f−1)

f−1(f(x)) = x pro každé x ∈ D(f)
f(f−1(y)) = y pro každé y ∈ H(f)

Funkce f je rostoućı (klesaj́ıćı), pak f−1 je také rostoućı (klesaj́ıćı).
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Inverzńı funkci k funkci f urč́ıme tak, že v zadáńı funkce y = f(x) zaměńıme
proměnné x a y. Dostaneme tedy rovnici x = f(y). Z této rovnice vyjáďŕıme
proměnnou y (pokud to lze). Je-li funkce f prostá, je toto vyjáďreńı jednoznačné.

Př́ıklad

Inverzńı funkce k funkci y = 3x− 1 je funkce y = 1
3x+ 1

3 .

f : y = 3x− 1
D(f) = R
H(f) = R

f−1 : x = 3y − 1⇒ y = 1
3x+ 1

3
D(f−1) = R
H(f−1) = R

x

y

0

Některé vzájemně inverzńı funkce:

y =
√
x y = x2, x ≥ 0

y = 3
√
x y = x3

y = ex y = lnx
y = ax, a 6= 1, a > 0 y = loga x
y = sinx, x ∈ 〈−π/2, π/2〉 y = arcsinx
y = cosx, x ∈ 〈0, π〉 y = arccosx
y = tgx, x ∈ (−π/2, π/2) y = arctgx
y = cotgx, x ∈ (0, π) y = arccotgx
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Základńı elementárńı funkce

Mocninné funkce

Exponenciálńı funkce

Logaritmické funkce (inverzńı k exponenciálńım)

Goniometrické funkce

Cyklometrické funkce (inverzńı ke goniometrickým na daném intervalu)

Mocninné funkce

p̌ŕımka y = x

x

y

0

parabola y = x2

x

y

0

kubická parabola y = x3

x

y

0

hyperbola y =
1

x

x

y

0

y =
1

x2

x

y

0

odmocnina y =
√
x

x

y

0
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Exponenciálńı a logaritmické funkce

y = ax (a > 1)

x

y

0

a

1

1

Speciálńı p̌ŕıpad:

y = ex, e
.
= 2, 71828

e je tzv. Eulerovo č́ıslo

y = ax (0 < a < 1)

x

y

0

a

1

1

y = loga x (a > 1)

x

y

0 1 a

1

Speciálńı p̌ŕıpad:

y = lnx = loge x

tzv. p̌rirozený logaritmus

y = loga x (0 < a < 1)

x

y

0 1a

1

Funkce y = ax a y = loga x jsou vzájemně inverzńı, tedy y = loga x ⇐⇒ x = ay.

Goniometrické funkce

y = sinx

x

-1

0

1
y

π
2π

−π π
2−π2

y = cosx

x

-1

0

1
y

π
2π

−π π
2−π2

y = tg x

x0

y

π
π
2−π2

−π

y = cotg x

x0

y

ππ
2−π2−π

tgx =
sinx

cosx

cotgx =
cosx

sinx
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Cyklometrické funkce
y = arcsinx

inverzńı k y = sinx, x ∈ 〈−π2 ,
π
2 〉

x0

y

−1

π
2

−π2

1

y = arccosx
inverzńı k y = cosx, x ∈ 〈0, π〉

x0

y

−1

π
2

π

1

y = arctg x
inverzńı k y = tg x, x ∈ (−π2 ,

π
2 )

x0

y
π
2

−π2

y = arccotg x
inverzńı k y = cotg x, x ∈ (0, π)

x0

y

π
2

π

Transformace grafu funkce

y = x2

x

y

0

y = x2−1

x

y

0

−1

y = x2+1

x

y

0

1

y = (x+1)2

x

y

0−1

y = (x−1)2

x

y

0 1

y = −x2

x

y

0
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Polynomy

Definice (Polynom)

Polynomem stupně n rozuḿıme funkci tvaru

Pn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an,

kde a0, a1, . . . , an ∈ R, a0 6= 0. Č́ısla a0, a1, . . . , an nazýváme koeficienty
polynomu. Člen an se nazývá absolutńı člen polynomu.

Př́ıklad

polynom stupně 0: P0(x) = a (konstantńı funkce)

polynom stupně 1: P1(x) = ax+ b (lineárńı funkce)

polynom stupně 2: P2(x) = ax2 + bx+ c (kvadratická funkce)

konkrétńı p̌ŕıklad polynomu 5. stupně: x5 − 3x4 + 5x2 − x+ 9

Definice (Kǒren polynomu)

Č́ıslo c se nazývá kǒren polynomu Pn(x), jestliže

Pn(c) = 0.

Kǒren c polynomu Pn(x) se nazývá k-násobný, jesliže existuje polynom
Qn−k takový, že

Pn(x) = (x− c)kQn−k(x)

a c neńı kǒrenem polynomu Qn−k(x), tj. Qn−k(c) 6= 0.

Kǒren s násobnost́ı 1 se nazývá jednoduchý kǒren.

Násobnost kǒrene c udává, kolikrát je možné vydělit daný polynom beze
zbytku tzv. kǒrenovým činitelem (x− c).
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Věta (Základńı věta algebry)

Každý polynom stupně n má právě n kǒren̊u (včetně komplexńıch), p̌ritom každý
kǒren poč́ıtáme tolikrát, kolik je jeho násobnost.

Př́ıklad

Lineárńı polynom P1(x) = ax+ b má právě jeden kǒren x = − b
a (̌rešeńı

rovnice ax+ b = 0).

Kvadratický polynom P2(x) = ax2 + bx+ c má právě dva kǒreny

x1,2 = −b±
√
b2−4ac
2a (̌rešeńı rovnice ax2 + bx+ c = 0):

dva r̊uzné reálné kǒreny, pokud b2 − 4ac > 0

jeden dvojnásobný reálný kǒren, pokud b2 − 4ac = 0

dvojici komplexně sdružených kǒrenů, pokud b2 − 4ac < 0

Geometrický význam reálných kǒren̊u

Reálné kǒreny polynomu jsou pr̊useč́ıky grafu tohoto polynomu s osou x.

Kǒren sudé násobnosti: Polynom neměńı znaménko v tomto bodě.

Kǒren liché násobnosti: Polynom měńı znaménko v tomto bodě.

Př́ıklad

x

y

2−3 0

P (x) = x2(x− 2)(x+ 3)3

−3 je trojnásobný kǒren

0 je dvojnásobný kǒren

2 je jednoduchý kǒren
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Racionálńı lomená funkce

Definice (Racionálńı lomená funkce)

Necht’ Pn(x) je polynom stupně n a Qm(x) je polynom stupně m. Funkce tvaru

R(x) =
Pn(x)

Qm(x)

se nazývá racionálńı lomená funkce.

Je-li n < m, pak se R(x) nazývá ryze lomená.

Je-li n ≥ m, pak se R(x) nazývá neryze lomená.

Každou neryze lomenou racionálńı funkci lze vyjáďrit jako součet polynomu a ryze
lomené racionálńı funkce. (Provedeme děleńı Pn(x) : Qm(x)).

Využit́ı systémů poč́ıtačové algebry

Využit́ı systémů Sage, Maxima, Wolfram Alpha:

Základy práce:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/zaklady-prace.html

Grafika:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/grafika.html

Matematické výpočty online (MAW):

Grafy funkćı:

http://um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=graf

Definičńı obory:

http://um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=df
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Př́ıklad

Určete definičńı obory funkćı:

y = ln

(
x+ 2

x− 3

)
, y =

√
x2 − 3x+ 2.

Řešeńı pomoćı Wolfram Alpha (http://www.wolframalpha.com/):

domain of f(x)=ln((x+2)/(x-3))

domain of f(x)=sqrt(x^2-3x+2)

Př́ıklad

Nakreselte grafy funkćı:

y = x2 + 2, y = sinx.

Řešeńı pomoćı Wolfram Alpha (http://www.wolframalpha.com/):

plot x^2+2

plot sin(x)
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