
Diferenciálńı operátory

Základy vyš̌śı matematiky (ZMTL)
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Gradient

Definice

Necht’ f(x, y) je skalárńı funkce dvou proměnných. Gradient funkce f je vektor
parciálńıch derivaćı

∇f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y

)
.

Analogicky lze definovat gradient funkce libovolného počtu proměnných.
Nap̌ŕıklad pro funkci ťŕı proměnných f(x, y, z) je gradient

∇f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
.
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Poznámka

Je-li f funkce jedné proměnné, pak gradient je derivace funkce f .

Symbol ∇ je operátor nabla definovaný jako ∇ =
(

∂
∂x ,

∂
∂y

)
resp.

∇ =
(

∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z

)
. Gradient ∇f funkce f lze chápat jako součin funkce f a

tohoto operátoru.

Gradient funkce f je vektor ve směru maximálńıho r̊ustu funkce f a jeho
velikost vyjaďruje nár̊ust veličiny f na intervalu jednotkové délky. Gradient je
v každém bodě kolmý na vrstevnici procházej́ıćı t́ımto bodem.
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Divergence

Definice

Necht’ F⃗ (x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) je vektorová funkce, p̌ričemž P ,Q jsou skalárńı

funkce dvou proměnných. Divergenci funkce (vektorového pole) F⃗ definujeme jako

divF⃗ = ∇ · F⃗ =
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
.

Analogicky lze definovat divergenci vektorové funkce ťŕı proměnných
F⃗ (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) jako

divF⃗ = ∇ · F⃗ =
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z
.
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Poznámka

Divergence je skalárńı veličina. Výraz ∇ · F⃗ lze chápat jako skalárńı součin
operátoru nabla s funkćı F⃗ .

Vektorové pole použ́ıváme k modelováńı toku veličin (teplo v materiálu,
tekutina v materiálu, voda v půdě apod.). Divergence vektorového pole udává
tok z jednotkového objemu látky v daném ḿıstě. Kladná divergence
znamená, že v daném ḿıstě a čase tok nabývá na intenzitě (veličina
p̌renášená tokem se v daném ḿıstě kumuluje nebo vzniká). Záporná
divergence znamená, že v daném ḿıstě a čase tok ustává (veličina p̌renášená
tokem v daném ḿıstě ubývá).
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Rotace

Definice (Vektorový součin)

Vektorový součin dvou vektor̊u v trojrozměrném prostoru a⃗ = (a1, a2, a3) a

b⃗ = (b1, b2, b3) je vektor

a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ = (a2b3 − a3b2)⃗i+ (a3b1 − a1b3)⃗j + (a1b2 − a2b1)k⃗,

tj.
a⃗× b⃗ = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1).

Poznámka

Vektorový součin vektor̊u a⃗ a b⃗ je kolmý na oba tyto vektory a jeho velikost je
rovna obsahu rovnoběžńıka, který tyto vektory určuj́ı.
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Definice (Rotace)

Necht’ F⃗ (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) je vektorová funkce ťŕı

proměnných. Rotaćı funkce (vektorového pole) F⃗ rozuḿıme vektorovou funkci

rotF⃗ = ∇× F⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣ ,
tj.

rotF⃗ = ∇× F⃗ =

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z
,
∂P

∂z
− ∂R

∂x
,
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
.

Poznámka

Ve dvourozměrném vektorovém poli F⃗ (x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) doplńıme ťret́ı
komponentu nulovou. Protože R = 0, ∂Q

∂z = 0, ∂P
∂z = 0, má vektor rotace prvńı

dvě komponenty nulové.
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Poznámka

Vektorové pole, jehož rotace je rovna nulovému vektoru se nazývá nev́ırové
pole a ve fyzice má důležité postaveńı – je v něm možno zavést potenciál a
potenciálńı energii.

Mějme vektorové pole charakterizuj́ıćı rychlost proud́ıćı tekutiny. Rotace
udává, zda má pole tendenci uvést do rotace objekt unášený t́ımto
prouděńım.
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