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Nezavislost na integracni cesté

Definice (Nezavislost na integra&ni cesté&)

Necht F je vektorovd funkce (pole) v oblasti €. Rekneme, Ze k¥ivkovy integrél z F
nezdvisi v €2 na integracni cesté, jestlize pro libovolné dvé& orientované, po &astech
hladké k¥ivky c1, co, které lezi v Q2 a maji spole¢ny po&dteéni a koncovy bod, plati

/ Fdi = / Fdr.
C1 C2

Vektorové pole, v némz k¥ivkovy integral nezdvisi na integralni cesté, se nazyva
konzervativni pole.
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Nezavislost na integracni cesté a kmenova funkce

Véta (Nezavislost na integraéni cesté a kmenova funkce)

Necht F' je spojitd v oblasti Q). Kfivkovy integral /. FA7 nezavis na integra&éni
cesté v () pravé tehdy, kdy? existuje skaldarni funkce ® s vlastnosti V& = F.

Pak pro libovolnou, orientovanou, po ¢astech hladkou kfivku ¢ v s poéate¢nim
bodem A a koncovym bodem B plati

/ﬁdF: P(B) — ®(A)

Poznamka (Kmenova funkce a potencialové pole)

| A\

o Funkce ® z predchozi véty s vlastnosti V& = F se nazyva kmenova funkce
vektorového pole F'. Vektorové pole, pro které existuje kmenova funkce, se
nazyva potencialové pole. Funkce —® se nazyva potencial. Podle pfedchozi
véty vyjadfuji pojmy konzervativni pole a potencialové pole totéz.

@ Pfedchozi véta davd navod na vypoclet kfivkového integralu pomoci kmenové
funkce v p¥ipadé, Ze integral nezavisi na integralni cesté. Jde o analogii
Newton-Leibnizovy véty pro vypodlet uritého integralu.
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Jednoduse souvisla oblast

o MnoZina se nazyva souvisld, jestlize kazdé dva body z mnoZiny Ize spojit
lomenou ¢arou, kterd celd lezi v mnoZin&. (MnoZina je tvofena ,,z jednoho
kusu*.)

@ MnoZina se nazyvd oblast, jestliZze je otevfend a souvisla.

@ MnoZina se nazyva jednoduse souvisla oblast, jestliZe je to oblast, kterd
neobsahuje , otvory".
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Podminky pro nezavislost na integracni cesté

Véta (Podminky pro nezavislost na integraéni cestg)

Necht F(z,y, z) = (P(z,y,2),Q(z,y,2), R(z,y, 2)) je funkce tF proménnych, Q
Jje jednoduse souvisld oblast v R?, P,Q, R maji spojité parcidini derivace podle
vSech proménnych, c je orientovand, po &dstech hladka kfivka v 2. Pak jsou
nasledujici tvrzeni ekvivalentni.

Q KF¥ivkovy integral fc Fdr nezdvisi na integrani cesté v (.
©Q Krivkovy integral fc Fd7 po libovolné uzavrFené kFivce c v §) je roven nule.

Q RotacerotF =V x F je v Q rovna nulovému vektoru.
©Q Existuje skaldrni funkce ® s vlastnosti V& = F.
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Poznamka

@ Rotace rozepsana po slozkach je

= - OR 0Q 0P OR 0Q 0P
Fovxpo (L % OO 08 0 073
rot VX (3y 0z’ 0z Oz’ Ox 5‘y>

Podminka nulovosti rotace, kterd je ekvivalentni s nezavislosti integralu
J. Fd7 na integraZni cestg, je tedy

or_oq or _om 0q _or
oy 0z’ 9z 0Oz dx Oy’

o Ve dvourozmé&rném vektorovém poli F(z,y) = (P(z,y), Q(x,y)) ma vektor

rotace prvni dvé komponenty nulové. Plati tedy, Ze integral ch dzr + Q dy
nezavisi na integraéni cest& pravé tehdy, kdyz

9Q 0P

or Oy’
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Priklad — 1. ¢ast

M&jme integral
/3w2y dz + (2® + 1) dy,

c

kde c je libovolnd orientovand kfivka s potdte¢nim bodem A = [0,0] a koncovym
bodem B = [1,1].

o Integral nezdvisi na integra&ni cest&, nebot P = 322y, Q = 2% + 1 a tedy

0 oP

—Q = — =32°

oxr Oy

o Integrdl miZeme tedy potitat bud tak, Ze zvolime libovolnou k¥ivku spojujici

body A a B a pfes tuto kfivku budeme integrovat nebo vyuZijeme vztahu pro
kmenovou funkci. UkdZeme si vypolet s vyuZitim kmenové funkce.

o Pro kmenovou funkci @ plati V& = F, tj.

0 _, 0%

%_ } 8_y:Q
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Priklad — 2. ¢ast

@ Kmenovou funkci najdeme nasledovné. Z podminky g—f = P vyplyva:

B(z,y) = / Pla,y) dz = / Sa?y dz = 2%y + c(y),

kde c(y) je integra&ni , konstanta® (nezavisi na ). Naslednym dosazenim do
podminky % = (Q dostaneme:
23+ (y) =2° + 1.

Odtud ¢/(y) =1 a tedy c(y) = y. Kmenova funkce je tedy ®(z,y) = 23y +v.
@ Nyni do kmenové funkce uZ jen dosadime soutadnice bodi A a B a hodnoty
od sebe odetteme:

/3x2ydx+(a:3+1)dy=<I>(B)—<I)(A):2—0:2.

c
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