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Nezávislost na integračńı cestě

Definice (Nezávislost na integračńı cestě)

Necht’ F⃗ je vektorová funkce (pole) v oblasti Ω. Řekneme, že ǩrivkový integrál z F⃗
nezáviśı v Ω na integračńı cestě, jestliže pro libovolné dvě orientované, po částech
hladké ǩrivky c1, c2, které lež́ı v Ω a maj́ı společný počátečńı a koncový bod, plat́ı∫

c1

F⃗dr⃗ =

∫
c2

F⃗dr⃗.

Vektorové pole, v němž ǩrivkový integrál nezáviśı na integračńı cestě, se nazývá
konzervativńı pole.
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Nezávislost na integračńı cestě a kmenová funkce

Věta (Nezávislost na integračńı cestě a kmenová funkce)

Necht’ F⃗ je spojitá v oblasti Ω. Křivkový integrál
∫
c
F⃗dr⃗ nezáviśı na integračńı

cestě v Ω právě tehdy, když existuje skalárńı funkce Φ s vlastnost́ı ∇Φ = F⃗ .
Pak pro libovolnou, orientovanou, po částech hladkou ǩrivku c v Ω s počátečńım
bodem A a koncovým bodem B plat́ı∫

c

F⃗dr⃗ = Φ(B)− Φ(A)

Poznámka (Kmenová funkce a potenciálové pole)

Funkce Φ z p̌redchoźı věty s vlastnost́ı ∇Φ = F⃗ se nazývá kmenová funkce
vektorového pole F⃗ . Vektorové pole, pro které existuje kmenová funkce, se
nazývá potenciálové pole. Funkce −Φ se nazývá potenciál. Podle p̌redchoźı
věty vyjaďruj́ı pojmy konzervativńı pole a potenciálové pole totéž.

Předchoźı věta dává návod na výpočet ǩrivkového integrálu pomoćı kmenové
funkce v p̌ŕıpadě, že integrál nezáviśı na integračńı cestě. Jde o analogii
Newton-Leibnizovy věty pro výpočet určitého integrálu.
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Jednoduše souvislá oblast

Množina se nazývá souvislá, jestliže každé dva body z množiny lze spojit
lomenou čarou, která celá lež́ı v množině. (Množina je tvǒrena

”
z jednoho

kusu“.)
Množina se nazývá oblast, jestliže je otev̌rená a souvislá.
Množina se nazývá jednoduše souvislá oblast, jestliže je to oblast, která
neobsahuje

”
otvory“.
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Podḿınky pro nezávislost na integračńı cestě

Věta (Podḿınky pro nezávislost na integračńı cestě)

Necht’ F⃗ (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) je funkce ťŕı proměnných, Ω
je jednoduše souvislá oblast v R3, P,Q,R maj́ı spojité parciálńı derivace podle
všech proměnných, c je orientovaná, po částech hladká ǩrivka v Ω. Pak jsou
následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı.

1 Křivkový integrál
∫
c
F⃗dr⃗ nezáviśı na integračńı cestě v Ω.

2 Křivkový integrál
∮
c
F⃗dr⃗ po libovolné uzav̌rené ǩrivce c v Ω je roven nule.

3 Rotace rotF⃗ = ∇× F⃗ je v Ω rovna nulovému vektoru.

4 Existuje skalárńı funkce Φ s vlastnost́ı ∇Φ = F⃗ .
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Poznámka

Rotace rozepsaná po složkách je

rotF⃗ = ∇× F⃗ =

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z
,
∂P

∂z
− ∂R

∂x
,
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
.

Podḿınka nulovosti rotace, která je ekvivalentńı s nezávislost́ı integrálu∫
c
F⃗dr⃗ na integračńı cestě, je tedy

∂R

∂y
=

∂Q

∂z
,
∂P

∂z
=

∂R

∂x
,
∂Q

∂x
=

∂P

∂y
.

Ve dvourozměrném vektorovém poli F⃗ (x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) má vektor
rotace prvńı dvě komponenty nulové. Plat́ı tedy, že integrál

∫
c
P dx+Q dy

nezáviśı na integračńı cestě právě tehdy, když

∂Q

∂x
=

∂P

∂y
.
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Př́ıklad – 1. část

Mějme integrál ∫
c

3x2y dx+ (x3 + 1) dy,

kde c je libovolná orientovaná ǩrivka s počátečńım bodem A = [0, 0] a koncovým
bodem B = [1, 1].

Integrál nezáviśı na integračńı cestě, nebot’ P = 3x2y, Q = x3 + 1 a tedy

∂Q

∂x
=

∂P

∂y
= 3x2.

Integrál můžeme tedy poč́ıtat bud’ tak, že zvoĺıme libovolnou ǩrivku spojuj́ıćı
body A a B a p̌res tuto ǩrivku budeme integrovat nebo využijeme vztahu pro
kmenovou funkci. Ukážeme si výpočet s využit́ım kmenové funkce.

Pro kmenovou funkci Φ plat́ı ∇Φ = F⃗ , tj.

∂Φ

∂x
= P,

∂Φ

∂y
= Q.
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Př́ıklad – 2. část

Kmenovou funkci najdeme následovně. Z podḿınky ∂Φ
∂x = P vyplývá:

Φ(x, y) =

∫
P (x, y) dx =

∫
3x2y dx = x3y + c(y),

kde c(y) je integračńı
”
konstanta“ (nezáviśı na x). Následným dosazeńım do

podḿınky ∂Φ
∂y = Q dostaneme:

x3 + c′(y) = x3 + 1.

Odtud c′(y) = 1 a tedy c(y) = y. Kmenová funkce je tedy Φ(x, y) = x3y+ y.

Nyńı do kmenové funkce už jen dosad́ıme soǔradnice bodů A a B a hodnoty
od sebe odečteme:∫

c

3x2y dx+ (x3 + 1) dy = Φ(B)− Φ(A) = 2− 0 = 2.
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