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Greenova věta

Věta (Greenova věta)

Necht’ Ω ∈ R2 je jednoduše souvislá oblast, jej́ıž hranice ∂Ω je kladně orientovaná,
po částech hladká ǩrivka. Necht’ F⃗ (x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) je definovaná na
oblasti obsahuj́ıćı množinu Ω a parciálńı derivace funkćı P a Q jsou zde spojité.
Pak ∮

∂Ω

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫∫
Ω

(
∂Q(x, y)

∂x
− ∂P (x, y)

∂y

)
dxdy.
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Poznámky

Věta dává návod jak spoč́ıtat ǩrivkový integrál druhého druhu po uzav̌rené
ǩrivce (tj. cirkulaci pole) pomoćı dvojného integrálu.

Kladnou orientaćı ǩrivky ∂Ω rozuḿıme orientaci proti směru hodinových
ručiček, tj. p̌ri pohybu po ǩrivce je množina Ω stále vlevo od ǩrivky.

Z Greenovy věty p̌ŕımo vyplývaj́ı vztahy pro výpočet obsahu množiny Ω
pomoćı ǩrivkového integrálu. V p̌ŕıpadě kladné orientace hranice množiny Ω
máme

S =

∫∫
Ω

1 dxdy =

∫
∂Ω

x dy = −
∫
∂Ω

y dx.

Z Greenovy věty také vid́ıme, že v potenciálovém poli (výraz ve dvojném
integrálu je nulový) je ǩrivkový integrál po uzav̌rené ǩrivce roven nule.
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Př́ıklad 1

Pomoćı Greenovy věty spoč́ıtáme∮
c

(x− y2) dx+ (x2 + 2y3) dy,

kde c je obvod obdélńıku, viz obrázek.

Máme P = x− y2, Q = x2 + 2y3 a tedy ∂Q
∂x = 2x a ∂P

∂y = −2y.

Z Greenovy věty:∮
c

(x− y2) dx+ (x2 + 2y3) dy =

∫∫
Ω

(2x+ 2y) dxdy

=

∫ 2

1

[∫ 3

1

(2x+ 2y) dy

]
dx =

∫ 2

1

[
2xy + y2

]3
1
dx =

∫ 2

1

(6x+ 9− 2x− 1) dx

=

∫ 2

1

(4x+ 8) dx =
[
2x2 + 8x

]2
1
= 8 + 16− 2− 8 = 14.
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Př́ıklad 2

Uvažujme integrál ∮
c

(y − x2) dx+ (x+ y2) dy,

kde c je jednotková kružnice se sťredem v počátku.

Máme P = y − x2, Q = x+ y2 a tedy ∂Q
∂x = 1 a ∂P

∂y = 1. Plat́ı tedy ∂Q
∂x = ∂P

∂y .
Z Greenovy věty i z faktu, že integrujeme po uzav̌rené ǩrivce v potenciálovém poli
(existuje kmenová funkce) vyplývá, že∮

c

(y − x2) dx+ (x+ y2) dy = 0.
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Greenova věta pro tok

Pokud v Greenově větě nahrad́ıme (P (x, y), Q(x, y)) za (−Q(x, y), P (x, y)),
dostaneme∮

∂Ω

−Q(x, y) dx+ P (x, y) dy =

∫∫
Ω

(
∂P (x, y)

∂x
+

∂Q(x, y)

∂y

)
dxdy.

Výraz na levé straně je tok vektorového pole F⃗ = (P,Q) p̌res hranici ∂Ω, výraz na

pravé straně ve dvojném integrálu je divergence vektorového pole F⃗ .
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