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Graf

Definice (Graf)

Grafem (neorientovaným grafem) rozuḿıme dvojici G = (V,E), kde

V je neprázdná konečná množina, jej́ıž prvky nazýváme vrcholy;
E je podmnožina množiny všech nejvýše dvouprvkových neprázdných
podmnožin množiny V . Prvky množiny E nazýváme hrany. Hrana spojuje dva
vrcholy nebo vrchol sám se sebou (tzv. smyčka).

Orientovaný graf je graf, kde ke každé hraně dodáme orientaci – jeden z
vrchol̊u prohláśıme za počátečńı a jeden z vrchol̊u za koncový.

Graf nazýváme hranově ohodnocený, jestliže každé hraně je p̌rǐrazeno reálné
č́ıslo a vrcholově ohodnocený, jestliže každé každému vrcholu je p̌rǐrazeno
reálné č́ıslo.

Graf, který nemá žádné hrany, se nazývá diskrétńı.
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Ukázky graf̊u
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Cestováńı po hranách

Definice (Sled, tah, cesta)

Posloupnost hran, které na sebe navazuj́ı, se nazývá sled.

Sled, ve kterém se neopakuje žádná hrana, se nazývá tah.

Tah, ve kterém se naopakuje žádný vrchol, se nazývá cesta.

Délkou sledu (tahu, cesty) rozuḿıme

bud’ počet hran (v grafech bez hranového ohodnoceńı),
nebo součet hranových ohodnoceńı všech hran v tomto sledu (tahu, cestě) v
hranově ohodnoceném grafu.

Graf, ve kterém mezi každými dvěma vrcholy existuje cesta, se nazývá
souvislý.
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Sled, tah, cesta
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Kresleńı jedńım tahem

Definice (Stupeň vrcholu)

Stupněm vrcholu rozuḿıme počet hran, které z/do tohoto vrcholu vedou.

Věta

Graf je možno nakreslit jedńım tahem právě tehdy, když je souvislý a všechny
vrcholy jsou sudého stupně, nebo má právě dva vrcholy lichého stupně.

Poznámka

Jsou-li v grafu dva vrcholy lichého stupně, potom tah zač́ıná v jednom z těchto
vrchol̊u a konč́ı ve druhém.
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Kresleńı jedńım tahem
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Nejkraťśı cesta

Máme orientovaný nebo neorientovaný graf s nezáporně ohodnocenými
hranami. Je zadaný výchoźı a ćılový bod (vrchol).

Chceme naj́ıt délku nejkraťśı cesty mezi výchoźım a ćılovým bodem, tj. naj́ıt
cestu s nejmenš́ım součtem ohodnoceńı hran.

Použit́ı: nejkraťśı cesta v dopravě, nejkraťśı cesta ve výrobńım procesu.
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Dijkstr̊uv algoritmus pro nalezeńı nejkraťśı cesty

Algoritmus najde délku nejkraťśı cesty z výchoźıho bodu do všech ostatńıch bodů
grafu.

Necht’ G = (V,E) je graf, v němž hledáme nejkraťśı cestu.

Pro každý vrchol v ∈ V označme d[v] jako délku dosud nalezené nejkraťśı cesty,
která sem vede z výchoźıho bodu s. Na začátku má počátečńı vrchol s hodnotu
d[s] = 0, ostatńı vrcholy v maj́ı hodnotu d[v] = ∞.
Označme Z množinu zpracovaných vrchol̊u a N množinu nezpracovaných vrchol̊u.

Následuj́ıćı kroky opakujeme tak dlouho, dokud množina nezpracovaných vrchol̊u
neńı prázdná.

1 Vybereme z množiny N vrchol v s nejmenš́ı vzdálenost́ı od počátku d[v] a
tento vrchol p̌resuneme do množiny Z.

2 Pod́ıváme se, jestli se dá vylepšit vzdálenost sousedńıch nezpracovaných
vrchol̊u tohoto nově p̌resunutého vrcholu, pokud uvažujeme cestu p̌res tento
vrchol. Vrchol̊um u, kterým se vzdálenost dá vylepšit, uprav́ıme hodnotu d[u].
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Př́ıklad: nejkraťśı cesta [1/8]
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Př́ıklad: nejkraťśı cesta [2/8]
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Př́ıklad: nejkraťśı cesta [3/8]
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Př́ıklad: nejkraťśı cesta [4/8]

Simona Fǐsnarová (MENDELU) Teorie graf̊u ZMTL 13 / 46



Př́ıklad: nejkraťśı cesta [5/8]

Simona Fǐsnarová (MENDELU) Teorie graf̊u ZMTL 14 / 46



Př́ıklad: nejkraťśı cesta [6/8]
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Př́ıklad: nejkraťśı cesta [7/8]

Simona Fǐsnarová (MENDELU) Teorie graf̊u ZMTL 16 / 46



Př́ıklad: nejkraťśı cesta [8/8]
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Les, strom, kostra

Definice

Tah, ve kterém splývá počátečńı a koncový bod se nazývá cyklus (v
orientovaných grafech) nebo kružnice (v neorientovaných grafech).

Graf, který neobsahuje kružnici, se nazývá les. Souvislý les (tj. souvislý graf,
který neobsahuje kružnici) se nazývá strom.

Je-li G = (V,E) graf a jsou-li V ′ a E′ podmnožiny množin V a E takové, že
G′ = (V ′, E′) je grafem, nazývá se G′ podgrafem grafu G. Je-li V ′ = V
(podgraf obsahuje všechny vrcholy), nazývá se G′ faktorem grafu G.

Faktor, který je stromem, se nazývá kostra. Kostra grafu je tedy podgraf,
který obsahuje všechny vrcholy a takové hrany, aby výsledný podgraf byl
souvislý a neobsahoval kružnice.

Věta

Počet hran stromu (a také kostry) v neorientovaném grafu je o jednu nižš́ı než
počet vrchol̊u.
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Strom a kostra
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Minimálńı kostra

Máme souvislý hranově ohodnocený graf.

Chceme naj́ıt minimálńı kostru, tj. kostru s nejmenš́ım součtem ohodnoceńı
hran.

Použit́ı: minimalizace celkových nákladů na propojeńı ḿıst (elektrickou śıt́ı,
poč́ıtačovou śıt́ı, optimálńı postup p̌ri prohrnováńı sněhu mezi městy, ...)
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Bor̊uvk̊uv-Kruskal̊uv algoritmus pro nalezeńı
minimálńı kostry

1 Všechny hrany grafu uspǒrádáme podle velikosti do neklesaj́ıćı posloupnosti.

2 Začneme od podgrafu, který nemá žádnou hranu a má všechny vrcholy.

3 Postupně p̌ridáváme do podgrafu hrany podle velikosti tak, aby se propojily
všechny vrcholy, ale nevznikla kružnice.

Algoritmus konč́ı v konečném čase. Pro velké grafy je p̌ri zkušebńım p̌ridáńı každé
hrany nutné použ́ıt algoritus, který zjist́ı, zda se v grafu objev́ı kružnice.
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Př́ıklad: minimálńı kostra [1/9]
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Př́ıklad: minimálńı kostra [2/9]
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Př́ıklad: minimálńı kostra [3/9]
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Př́ıklad: minimálńı kostra [4/9]
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Př́ıklad: minimálńı kostra [5/9]
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Př́ıklad: minimálńı kostra [6/9]
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Př́ıklad: minimálńı kostra [7/9]
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Př́ıklad: minimálńı kostra [8/9]
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Př́ıklad: minimálńı kostra [9/9]
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Kritická cesta (CPM)

Máme orientovaný hranově ohodnocený graf bez cykl̊u odpov́ıdaj́ıćı sledu
činnost́ı na projektu. Hrany p̌redstavuj́ı jednotlivé činnosti a dobu jejich
trváńı. Vrcholy jsou fáze projektu (vyjaďruj́ı začátek nebo konec určité
činnosti).

Chceme naj́ıt minimálńı dobu trváńı projektu, časové rezervy jednotlivých
činnost́ı (nejďŕıve a nejpozději možný terḿın), harmonogram činnost́ı.
Pro každý vrchol chceme naj́ıt časy tmin a tmax, kde

tmin je nejďŕıve možný terḿın, tj. čas, kdy se nejďŕıve může projekt dostat do
tohoto stavu,
tmax je nejpozděǰśı p̌ŕıpustný terḿın, tj. čas, kdy nejpozději muśı projekt dospět
do tohoto stavu, pokud nemá doj́ıt k prodloužeńı doby trváńı celého projektu.

Použit́ı: plánováńı výrobńıho procesu, detekce kritických činnost́ı ve výrobńım
procesu.
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Algoritmus pro nalezeńı kritické cesty

Algoritmus má dvě části:

1 Hledáme tmin všech vrchol̊u. Prvńımu vrcholu (tj. vrcholu, do kterého
nevedou žádné hrany) p̌rǐrad́ıme tmin = 0. Pokud do vrcholu v vedou pouze
hrany z vrchol̊u se známým tmin , urč́ıme tmin vrcholu v jako maximum z
č́ısel, která źıskáme jako součet hranového ohodnoceńı hrany ḿı̌ŕıćı do v a
tmin počátečńıho bodu této hrany. Pokud je projekt smysluplně navržen, jsme
takto schopni určit tmin všech vrchol̊u.

2 Hledáme tmax všech vrchol̊u. Posledńımu vrcholu (tj. vrcholu, z kterého
nevedou žádné hrany) nastav́ıme tmax = tmin. Pokud z vrcholu v vedou pouze
hrany do vrchol̊u se známým tmax, urč́ıme tmax vrcholu v jako minimum z
č́ısel, která źıskáme jako rozd́ıl tmax koncového bodu hrany a hranového
ohodnoceńı hrany, p̌ričemž uvažujeme všechny hrany vycházej́ıćı z v.

Vrcholy, pro které je tmin = tmax, jsou vrcholy, v nichž nesḿı nastat zpožděńı.
Hrany spojuj́ıćı tyto vrcholy tvǒŕı kritickou cestu. Činnosti odpov́ıdaj́ıćı těmto
hranám se nesḿı zpozdit.
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Př́ıklad: kritická cesta [1/14]

Simona Fǐsnarová (MENDELU) Teorie graf̊u ZMTL 33 / 46



Př́ıklad: kritická cesta [2/14]
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Př́ıklad: kritická cesta [3/14]
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Př́ıklad: kritická cesta [4/14]
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Př́ıklad: kritická cesta [5/14]
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Př́ıklad: kritická cesta [6/14]
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Př́ıklad: kritická cesta [7/14]

Simona Fǐsnarová (MENDELU) Teorie graf̊u ZMTL 39 / 46



Př́ıklad: kritická cesta [8/14]
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Př́ıklad: kritická cesta [9/14]
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Př́ıklad: kritická cesta [10/14]
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Př́ıklad: kritická cesta [11/14]
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Př́ıklad: kritická cesta [12/14]
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Př́ıklad: kritická cesta [13/14]

Simona Fǐsnarová (MENDELU) Teorie graf̊u ZMTL 45 / 46



Př́ıklad: kritická cesta [14/14]
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