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Graf

Definice (Graf)

@ Grafem (neorientovanym grafem) rozumime dvojici G = (V, E), kde
o V je neprazdnd kone¢na mnoZina, jejiz prvky nazyvame vrcholy;
o F je podmnoZina mnoZiny viech nejvySe dvouprvkovych neprazdnych
podmnoZin mnozZiny V. Prvky mnoZiny E nazyvame hrany. Hrana spojuje dva
vrcholy nebo vrchol sdm se sebou (tzv. smy¢ka).

o Orientovany graf je graf, kde ke kazdé hran& doddme orientaci — jeden z
vrcholl prohldsime za po&atedni a jeden z vrcholl za koncovy.

o Graf nazyvame hranové ohodnoceny, jestlize kazdé hrané je pfifazeno realné
&islo a vrcholové ohodnoceny, jestlize kazdé kazdému vrcholu je p¥ifazeno
redlné &islo.

7

o Graf, ktery nema zadné hrany, se nazyva diskrétni.

N\
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Ukazky grafi
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Cestovani po hranach

Definice (Sled, tah, cesta)

@ Posloupnost hran, které na sebe navazuji, se nazyva sled.
@ Sled, ve kterém se neopakuje 7adnd hrana, se nazyva tah.

@ Tah, ve kterém se naopakuje Zadny vrchol, se nazyva cesta.

Délkou sledu (tahu, cesty) rozumime
o bud potet hran (v grafech bez hranového ohodnoceni),
o nebo soutet hranovych ohodnoceni vdech hran v tomto sledu (tahu, cest&) v
hranov& ohodnoceném grafu.

Graf, ve kterém mezi kazdymi dv&ma vrcholy existuje cesta, se nazyva
souvisly.
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Sled, tah, cesta
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Kresleni jednim tahem

Definice (Stupeii vrcholu)

Stupn&m vrcholu rozumime potet hran, které z/do tohoto vrcholu vedou.

Graf je moZno nakreslit jednim tahem pravé tehdy, kdyZ je souvisly a vSechny
vrcholy jsou sudého stupné, nebo ma pravé dva vrcholy lichého stupné.

Poznamka
Jsou-li v grafu dva vrcholy lichého stupn&, potom tah za&ina v jednom z téchto
vrchold a kon&i ve druhém.
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Kresleni jednim tahem
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Nejkratsi cesta

@ Mdame orientovany nebo neorientovany graf s nezdporn& ohodnocenymi
hranami. Je zadany vychozi a cilovy bod (vrchol).

@ Chceme najit délku nejkratsi cesty mezi vychozim a cilovym bodem, tj. najit
cestu s nejmensim souétem ohodnoceni hran.

o PouZiti: nejkratsi cesta v dopravé&, nejkratsi cesta ve vyrobnim procesu.
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Dijkstriv algoritmus pro nalezeni nejkratsi cesty

Algoritmus najde délku nejkrat$i cesty z vychoziho bodu do vSech ostatnich bodd
grafu.

Necht G = (V, E) je graf, v n&mZ hleddme nejkrat¥i cestu.

Pro kazdy vrchol v € V ozna&me d[v] jako délku dosud nalezené nejkratsi cesty,
kterd sem vede z vychoziho bodu s. Na za¢atku ma pocatecni vrchol s hodnotu
d[s] = 0, ostatni vrcholy v maji hodnotu d[v] = oo.

Oznatme Z mnoZinu zpracovanych vrchold a N mnoZinu nezpracovanych vrcholi.

N4asledujici kroky opakujeme tak dlouho, dokud mnoZina nezpracovanych vrchold
neni prazdna.

@ Vybereme z mnoZiny N vrchol v s nejmensi vzdalenosti od potatku d[v] a
tento vrchol pfesuneme do mnoZiny Z.

© Podivame se, jestli se da vylepsit vzdalenost sousednich nezpracovanych
vrcholll tohoto nové& pfesunutého vrcholu, pokud uvaZujeme cestu pfes tento
vrchol. Vrcholim w, kterym se vzdélenost da vylepsit, upravime hodnotu d[u].

Simona Fisnarova (MENDELU) Teorie grafii



Ptiklad: nejkratsi cesta [1/8]
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Ptiklad: nejkratsi cesta [2/8]
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Pt¥iklad: nejkratsi cesta
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Ptiklad: nejkratsi cesta [4/8]
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Pt¥iklad: nejkratsi cesta
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Pt¥iklad: nejkratsi cesta
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Pt¥iklad: nejkratsi cesta
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Pt¥iklad: nejkratsi cesta
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Les, strom, kostra

@ Tah, ve kterém splyva pocdte€ni a koncovy bod se nazyva cyklus (v
orientovanych grafech) nebo kruZnice (v neorientovanych grafech).

o Graf, ktery neobsahuje kruZnici, se nazyvd les. Souvisly les (tj. souvisly graf,
ktery neobsahuje kruZnici) se nazyva strom.

o Je-li G = (V,E) graf a jsou-li V' a E' podmnoZziny mnoZin V' a E takové, Ze
G' = (V' E') je grafem, nazyvd se G’ podgrafem grafu G. Je-li V' =V
(podgraf obsahuje viechny vrcholy), nazyva se G’ faktorem grafu G.

o Faktor, ktery je stromem, se nazyva kostra. Kostra grafu je tedy podgraf,

ktery obsahuje vSechny vrcholy a takové hrany, aby vysledny podgraf byl
souvisly a neobsahoval kruznice.

Poc&et hran stromu (a také kostry) v neorientovaném grafu je o jednu niZsi neZ
pocet vrcholi.

Simona Fignarova (MENDELU) Teorie grafii ZMTL 18/ 46



Strom a kostra
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Minimalni kostra

o Mdame souvisly hranové ohodnoceny graf.

@ Chceme najit minimalni kostru, tj. kostru s nejmensim sou¢tem ohodnoceni
hran.

@ Pouziti: minimalizace celkovych nikladd na propojeni mist (elektrickou siti,
potitatovou siti, optimalni postup p¥i prohrnovani sn&hu mezi mésty, ...)
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Boruvkiv-Kruskaliv algoritmus pro nalezeni

minimalni kostry

@ V3echny hrany grafu uspofdadame podle velikosti do neklesajici posloupnosti.
© Zaneme od podgrafu, ktery nema Zadnou hranu a ma vSechny vrcholy.

© Postupné p¥iddvdame do podgrafu hrany podle velikosti tak, aby se propojily
v8echny vrcholy, ale nevznikla kruZnice.

Algoritmus kon&i v kone&ném &ase. Pro velké grafy je p¥i zkuSebnim p¥idani kazdé
hrany nutné pouZit algoritus, ktery zjisti, zda se v grafu objevi kruZnice.

Simona Fignarova (MENDELU) Teorie grafii



P¥iklad: minimalni kostra
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P¥iklad: minimalni kostra
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P¥iklad: minimalni kostra
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P¥iklad: minimalni kostra
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P¥iklad: minimalni kostra




Kriticka cesta (CPM)

@ Mame orientovany hranov& ohodnoceny graf bez cykli odpovidajici sledu
¢innosti na projektu. Hrany pfedstavuji jednotlivé &innosti a dobu jejich
trvani. Vrcholy jsou faze projektu (vyjad¥uji za&atek nebo konec urtité
&innosti).

@ Chceme najit minimalni dobu trvani projektu, &asové rezervy jednotlivych
ginnosti (nejd¥ive a nejpozdé&ji mozny termin), harmonogram &innosti.
Pro kazdy vrchol chceme najit €asy tyin @ tmax, kde
@ tmin je nejd¥ive mozny termin, tj. ¢as, kdy se nejdfive mizZe projekt dostat do
tohoto stavu,

vvvvvv

do tohoto stavu, pokud nema dojit k prodlouZeni doby trvani celého projektu.

o Pouziti: planovani vyrobniho procesu, detekce kritickych &innosti ve vyrobnim
procesu.
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Algoritmus pro nalezeni kritické cesty

Algoritmus ma dvé &asti:

Q Hleddme ty,in vEech vrcholl. Prvnimu vrcholu (tj. vrcholu, do kterého
nevedou Z?3dné hrany) pF¥ifadime ¢, = 0. Pokud do vrcholu v vedou pouze
hrany z vrcholl se zndmym t.,;, , uréime i, vrcholu v jako maximum z
Cisel, kterd ziskdme jako soulet hranového ohodnoceni hrany mi¥ici do v a
tmin polate¢niho bodu této hrany. Pokud je projekt smysluplné navrzen, jsme
takto schopni uréit t,;, v8ech vrchold.

@ Hleddme tyax v3ech vrcholi. Poslednimu vrcholu (tj. vrcholu, z kterého
nevedou #3dné hrany) nastavime #,ax = tmin. Pokud z vrcholu v vedou pouze
hrany do vrcholl se zndmym .5, uréime t.x vrcholu v jako minimum z
Cisel, kterd ziskame jako rozdil t,,x koncového bodu hrany a hranového
ohodnocenf{ hrany, pfi¢emz uvaZujeme vSechny hrany vychazejici z v.

Vrcholy, pro které je tmin = tmax, jsou vrcholy, v nichZ nesmi nastat zpoZdéni.
Hrany spojujici tyto vrcholy tvoFi kritickou cestu. Cinnosti odpovidajici témto
hrandm se nesmi zpozdit.
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Priklad: kriticka cesta
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Priklad: kriticka cesta [6/14]
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Limin: A20) B 04220, € maw 1044, peal=4 Didvd=3,
E :mac 1241,3421=5
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Limin: A20) B 04220, € maw 1044, peal=4 Didvd=3,
E:mmax 1241,3421=5 T 44323
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Priklad: kriticka cesta [8/14]

Nqidél-c \c\r(kclcou ces e

Limin: A20) B 04220, € maw 1044, peal=4 Didvd=3,
E: m«xim 3421 5 F:443=%, £ hm55+4|1*1} g
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Priklad: kriticka cesta [9/14]

Nqidél-c \c\r(kclcou ces e

Limin: A20) B 04220, € maw 1044, peal=4 Didvd=3,
E: mxim 3421 5 F:443=3, £ wﬂfsﬂ,w} e
tax © G 8
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Priklad: kriticka cesta [10/14]

Nqidélf \Of(l'\‘dcou ces

Limin: A20) B 04222, € max 1044, peal=4 Didvd=3,
E: mxiw 3421 5 F:443=%, £ m){{w,md e
tmax o & F:8-4=F E:&-1=1
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Pf¥iklad: kriticka cesta [11/14]

Nqidél-c \c\r(kclcou ces e

Limint A2D) B 04220, o mac [0+, 102 d= 4 Deltd=3,
E: mxim 3421 5 F:443=1, £ ngsﬂ,w} e
trac: 608 F:8-4=7F E:€-1=73,D: F-2=5, C:3-3=4%
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Pf¥iklad: kriticka cesta [12/14]

Nqidél-c \c\r(kclcou ces e

Limint A2D) B 04220, o mac [0+, 102 d= 4 Deltd=3,

E: m«xim 3421 5 F:443=%, £ hm55+4|1*1} g

thax o 8 F:8-1=7, E:€-1=3,D: 3-2=5, C:3-3=4,
B min § 51,34 4-01=2
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Priklad: kriticka cesta [13/14]

Nqidél-c \c\r(kclcou ces e

Limin: A20) B 04220, € maw 1044, peal=4 Didvd=3,
E: m«xim 3421 5 F:443=%, £ hm55+4|1*1} g

thax o 8 F:8-1=% E:€-1=3,D: 3-2=5, C:3-3=4,
BV%\M{5444]'—| 21=2, A minfrz 44120
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Pf¥iklad: kriticka cesta [14/14]

Nq']dé e lvikckou ceshe:

Ay B 0+L=0, € mac L0+, teal=4 Dilil=3
E: mxim 3421 5 F: 443=3, £ Mfw.w} 3

trac 08 F 8-4=7F E:8-4=7,D: 3-2=5, C:3-3=4,
Bw\mf5444m 21=2, A w2 4-41=0
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