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Autonomni rovnice

Definice (Autonomni rovnice)

Necht f je spojita funkce. Rovnice

(1) o' = f()

kde ’ zna&i derivaci podle prom&nné ¢, se nazyvd autonomni rovnice.

Poznamka

| A

@ Proménnou t nazyvame &as.

@ Autonomnni rovnice je takova rovnice, ve které se na pravé strané
nevyskytuje proménna t.

o Je-li z(t) ¥eSeni autonomni rovnice, pak také z(t + c), ¢ € R, je feZeni této
rovnice.

o Potate¢ni podminku Ize tedy volit v libovolném &ase, zpravidla ty = 0.

@ Rovnice (1) je rovnice se separovanymi promé&nnymi.
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Autonomni systém rovnic

Definice (Autonomni systém)

Necht f a g jsou spojité funkce dvou prom&nnych. Soustava diferencialnich rovnic

a' = f(z,y)
@) Y =g(z,y),

kde ’ zna&i derivaci podle prom&nné ¢, se nazyvd dvourozmérny autonomnfi
systém. ReSenim tohoto systému je dvojice funkci z(t), y(t), které po dosazeni do
systému spliiuji ob& rovnice.

Definice (Potateéni dloha)

Necht o, zo, yo jsou redlnd &isla. Uloha najit Yefeni systému (2) splAujici
pocate¢ni podminky
z(to) = o, y(to) = Yo

se nazyva pocatedni uloha.
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Poznamka

@ U autonomniho systému rovnic se na pravé strané nevyskytuje proménna ¢.

o Jeli z(t), y(t) teleni systému (2), pak také z(t +¢), y(t +¢), c € R, je
FeSenim tohoto systému.

o Potate¢ni podminku Ize tedy volit v libovolném &ase, zpravidla ty = 0.

o Regeni z(t), y(t) Ize chapat jako dvourozm&rnou vektorovou funkci

(2(t),y(2)).
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Trajektorie a fazova rovina

Regeni x(t), y(t) autonomniho systému Ize graficky interpretovat dvéma zpiisoby:

@ jako integralni k¥ivku (pohyb), tj. jako graf funkce v prostoru R?,

@ jako trajekorii, tj. jako kolmy primét integralni k¥ivky do roviny zy. Rovina
xy, ve které zakreslujeme trajektorie, se nazyva fazova rovina.
Trajektorie je tedy definovdna jako mnoZzina 1" bodi v roving xy takto:

T ={(z,9):z(t) =, y(t) =7 pro n&jaké t € R}.

Za predpokladu jednoznatnosti kazdé potate¢ni tlohy systému (2) plati, Ze kazdé
dv& trajektorie bud splyvaji nebo nemaji Zadny spole¢ny bod.

Simona Fignarova (MENDELU) Autonomni systémy ZMTL 5/ 16



Druhy a vlastnosti trajektorii

Véta (Druhy trajektori)

Autonomni systém miZe mit trajektorie trojiho druhu:
Q staciondrni body (odpovidaji konstantnim FeSenim);
@ uzavrené kfivky (cykly) (odpovidaji perodickym FeSenim)
© trajektorie, které samy sebe neprotinaji.

Poznamka (Vlastnosti trajektorii)
@ Uvnit¥ kazdého cyklu leZi alespoii jeden staciondrni bod.

o Trajektorie, které samy sebe neprotinaji, maji pro ¢ — oo jednu z
nasledujicich vlastnosti:

Trajektorie maji alespoii jednu slozku neohraniéenou.

Trajektorie konverguji k n&kterému ze stacionarnich bodi.

Trajektorie konverguji k n&kterému z cykli.

Trajektorie konverguji k mnoZiné tvofené koneénym pocétem singuldrnich bodi
a jinymi trajektoriemi, které vedou z jednoho stacionarniho bodu do druhého.
S timto typem trajektorii se v jednoduchych modelech nesetkdme.
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Priklad: periodické ¥eSeni a uzaviena krivka

Systém

m3 ¥edeni © = sint, y = cost (lze ové¥it dosazenim).

Pro kazdé t plati 2% 4+ y? = 1. Trajektorie je tedy kruZnice se stfedem v potatku o
poloméru jedna.
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P¥iklad: konstantni FeSeni a stacionarni bod

Systém

¥=1-z
y =a*+y-3
md konstantni feeni = 1, y = 2 (Ize ové&Fit dosazenim).

Trajektorie tohoto ¥e3eni je bod [1,2].
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Ptiklad: trajektorie, které samy sebe neprotinaji

Systém

ma ¥eSeni x =t +c1, y = ¢, ¢1,c2 € R.

Trajektorie jsou p¥imky rovnob&Zzné s osou .
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Stacionarnich body

Definice (Stacionarni bod)

Bod (z*,y*) se nazyvd stacionarni bod (singuldrni bod) systému (2), jestlize

f@*,y") =0 a g(z*,y") = 0.

Bod (z*,y*) je staciondrnim bodem systému (2) pravé tehdy, kdyZz ma systém (2)
konstantni (stacionarni) YeSeni x(t) = x*, y(t) = y*.

Podle chovani trajektorii v okoli stacionarniho bodu rozlisujeme nésledujici typy
stacionarnich bodd.

o Uzel

@ Ohnisko

@ Sedlo

@ Bod rotace a stted
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Stacionarni body: uzel

Stacionarni bod [z*,y*] se nazyvd uzel, jestlize viechny trajektorie z n&jakého
okoli tohoto bodu konverguji bud pro t — oo nebo pro t — —oo k bodu [z*, ]
tak, Ze kolem tohoto bodu nedochazi k oscilacim.

Uzel nazyvame stabilni, jestlize v8echny trajektorie do né&j konverguji pro t — oo,
tj. v8echny trajektorie z n&jakého okoli do tohoto bodu smé&fuji. V opaéném
pfipadé tento bod nazyvame nestabilni.

e e
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Stacionarni body: ohnisko

Stacionarni bod [z*,y*] se nazyvd ohnisko, jestlize v8echny trajektorie z n&jakého
okolf tohoto bodu konverguji bud pro ¢ — oo nebo pro t — —oo k bodu [z*, y*]
tak, Ze kolem tohoto bodu osciluji se zmensujici se amplitudou.

Ohnisko nazyvdme stabilni, jestlize v8echny trajektorie do né&j konverguji pro

t — 00, tj. v8echny trajektorie z n&jakého okoli do tohoto bodu smé&fuji. V
opaéném ptipadé tento bod nazyvame nestabilni.
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Stacionarni body: sedlo

Stacionarni bod [z*,y*] se nazyvd sedlo, jestlize v kazdém jeho okoli existuje
pouze koneény pocet trajektorii, které pro t — oo konverguji k tomuto bodu.
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Stacionarni body: bod rotace a stred

Staciondrni bod [z*, y*] se nazyvéd bod rotace, jestlize kazdé jeho okoli obsahuje
nekone¢né mnoho podlet trajektorii, které jsou cykly. Pokud v né&jakém okoli
existuji pouze cykly, nazyva se tento bod stred.
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Klasifikace stacionarnich bodu

Definice (Jakobiho matice)

@y gy
Matice J(z,y) = [ 92" gy se nazyvd Jakobiho matice systému (2).
E(wy) F(z,y)

Véta

| A

UvaZujme vlastni &isla Jakobiho matice vypoctené ve staciondrnim bodé.
@ Jsou-li obé vlastni &isla redlnd kladna, je staciondrni bod nestabilni uzel.
@ Jsou-li obé vlastni &isla redlnd zaporna, je staciondrni bod stabilni uzel.
@ Jsou-li obé& vlastni &isla redlnd a maji-li opaénd znaménka, je stacionarni bod sedlo.

@ Jsou-li vlastni &isla komplexni s kladnou redlnou &Edsti, je staciondrni bod nestabilni
ohnisko.

@ Jsou-li vlastni &isla komplexni se zapornou redlnou &dsti, je stacionarni bod stabilni
ohnisko.

7w

@ Jsou-li viastni &isla komplexni s nulovou redlnou &asti, je staciondrni bod bud bod
rotace nebo ohnisko. Ve specidlnim pFipadé& linedrniho systému se jednad o stred.
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Vyuziti v aplikacich

Modely vyvoje populaci:
@ konkurence dvou druht
@ dravec a kofist
@ modely epidemii

@ a rdzné dalsi
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