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Základy vyš̌śı matematiky (ZMTL)

LDF MENDELU
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Autonomńı rovnice

Definice (Autonomńı rovnice)

Necht’ f je spojitá funkce. Rovnice

(1) x′ = f(x)

kde ′ znač́ı derivaci podle proměnné t, se nazývá autonomńı rovnice.

Poznámka

Proměnnou t nazýváme čas.

Autonomnńı rovnice je taková rovnice, ve které se na pravé straně
nevyskytuje proměnná t.

Je-li x(t) řešeńı autonomńı rovnice, pak také x(t+ c), c ∈ R, je řešeńı této
rovnice.

Počátečńı podḿınku lze tedy volit v libovolném čase, zpravidla t0 = 0.

Rovnice (1) je rovnice se separovanými proměnnými.
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Autonomńı systém rovnic

Definice (Autonomńı systém)

Necht’ f a g jsou spojité funkce dvou proměnných. Soustava diferenciálńıch rovnic

(2)
x′ = f(x, y)

y′ = g(x, y),

kde ′ znač́ı derivaci podle proměnné t, se nazývá dvourozměrný autonomńı
systém. Řešeńım tohoto systému je dvojice funkćı x(t), y(t), které po dosazeńı do
systému splňuj́ı obě rovnice.

Definice (Počátečńı úloha)

Necht’ t0, x0, y0 jsou reálná č́ısla. Uloha naj́ıt řešeńı systému (2) splňuj́ıćı
počátečńı podḿınky

x(t0) = x0, y(t0) = y0

se nazývá počátečńı úloha.
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Poznámka

U autonomńıho systému rovnic se na pravé straně nevyskytuje proměnná t.

Je-li x(t), y(t) řešeńı systému (2), pak také x(t+ c), y(t+ c), c ∈ R, je
řešeńım tohoto systému.

Počátečńı podḿınku lze tedy volit v libovolném čase, zpravidla t0 = 0.

Řešeńı x(t), y(t) lze chápat jako dvourozměrnou vektorovou funkci
(x(t), y(t)).
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Trajektorie a fázová rovina

Řešeńı x(t), y(t) autonomńıho systému lze graficky interpretovat dvěma způsoby:

1 jako integrálńı ǩrivku (pohyb), tj. jako graf funkce v prostoru R3,

2 jako trajekorii, tj. jako kolmý pr̊umět integrálńı ǩrivky do roviny xy. Rovina
xy, ve které zakreslujeme trajektorie, se nazývá fázová rovina.
Trajektorie je tedy definována jako množina T bodů v rovině xy takto:

T = {(x̃, ỹ) : x(t̃) = x̃, y(t̃) = ỹ pro nějaké t̃ ∈ R}.

Za p̌redpokladu jednoznačnosti každé počátečńı úlohy systému (2) plat́ı, že každé
dvě trajektorie bud’ splývaj́ı nebo nemaj́ı žádný společný bod.
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Druhy a vlastnosti trajektoríı

Věta (Druhy trajektoríı)

Autonomńı systém může ḿıt trajektorie troj́ıho druhu:

1 stacionárńı body (odpov́ıdaj́ı konstantńım řešeńım);

2 uzav̌rené ǩrivky (cykly) (odpov́ıdaj́ı perodickým řešeńım)

3 trajektorie, které samy sebe neprot́ınaj́ı.

Poznámka (Vlastnosti trajektoríı)

Uvniťr každého cyklu lež́ı alespoň jeden stacionárńı bod.

Trajektorie, které samy sebe neprot́ınaj́ı, maj́ı pro t→∞ jednu z
následuj́ıćıch vlastnost́ı:

Trajektorie maj́ı alespoň jednu složku neohraničenou.
Trajektorie konverguj́ı k některému ze stacionárńıch bodů.
Trajektorie konverguj́ı k některému z cykl̊u.
Trajektorie konverguj́ı k množině tvǒrené konečným počtem singulárńıch bodů
a jinými trajektoriemi, které vedou z jednoho stacionárńıho bodu do druhého.
S t́ımto typem trajektoríı se v jednoduchých modelech nesetkáme.
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Př́ıklad: periodické řešeńı a uzav̌rená ǩrivka

Systém

x′ = y

y′ = −x

má řešeńı x = sin t, y = cos t (lze ově̌rit dosazeńım).

Pro každé t plat́ı x2 + y2 = 1. Trajektorie je tedy kružnice se sťredem v počátku o
poloměru jedna.
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Př́ıklad: konstantńı řešeńı a stacionárńı bod

Systém

x′ = 1− x

y′ = x2 + y − 3

má konstantńı řešeńı x = 1, y = 2 (lze ově̌rit dosazeńım).

Trajektorie tohoto řešeńı je bod [1, 2].
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Př́ıklad: trajektorie, které samy sebe neprot́ınaj́ı

Systém

x′ = 1

y′ = 0

má řešeńı x = t+ c1, y = c2; c1, c2 ∈ R.

Trajektorie jsou p̌ŕımky rovnoběžné s osou x.
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Stacionárńıch body

Definice (Stacionárńı bod)

Bod (x∗, y∗) se nazývá stacionárńı bod (singulárńı bod) systému (2), jestliže

f(x∗, y∗) = 0 a g(x∗, y∗) = 0.

Bod (x∗, y∗) je stacionárńım bodem systému (2) právě tehdy, když má systém (2)
konstantńı (stacionárńı) řešeńı x(t) = x∗, y(t) = y∗.

Podle chováńı trajektoríı v okoĺı stacionárńıho bodu rozlǐsujeme následuj́ıćı typy
stacionárńıch bodů.

Uzel

Ohnisko

Sedlo

Bod rotace a sťred
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Stacionárńı body: uzel

Stacionárńı bod [x∗, y∗] se nazývá uzel, jestliže všechny trajektorie z nějakého
okoĺı tohoto bodu konverguj́ı bud’ pro t→∞ nebo pro t→ −∞ k bodu [x∗, y∗]
tak, že kolem tohoto bodu nedocháźı k oscilaćım.

Uzel nazýváme stabilńı, jestliže všechny trajektorie do něj konverguj́ı pro t→∞,
tj. všechny trajektorie z nějakého okoĺı do tohoto bodu smě̌ruj́ı. V opačném
p̌ŕıpadě tento bod nazýváme nestabilńı.
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Stacionárńı body: ohnisko

Stacionárńı bod [x∗, y∗] se nazývá ohnisko, jestliže všechny trajektorie z nějakého
okoĺı tohoto bodu konverguj́ı bud’ pro t→∞ nebo pro t→ −∞ k bodu [x∗, y∗]
tak, že kolem tohoto bodu osciluj́ı se zmenšuj́ıćı se amplitudou.

Ohnisko nazýváme stabilńı, jestliže všechny trajektorie do něj konverguj́ı pro
t→∞, tj. všechny trajektorie z nějakého okoĺı do tohoto bodu smě̌ruj́ı. V
opačném p̌ŕıpadě tento bod nazýváme nestabilńı.
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Stacionárńı body: sedlo

Stacionárńı bod [x∗, y∗] se nazývá sedlo, jestliže v každém jeho okoĺı existuje
pouze konečný počet trajektoríı, které pro t→ ±∞ konverguj́ı k tomuto bodu.
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Stacionárńı body: bod rotace a sťred

Stacionárńı bod [x∗, y∗] se nazývá bod rotace, jestliže každé jeho okoĺı obsahuje
nekonečně mnoho počet trajektoríı, které jsou cykly. Pokud v nějakém okoĺı
existuj́ı pouze cykly, nazývá se tento bod sťred.
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Klasifikace stacionárńıch bod̊u

Definice (Jakobiho matice)

Matice J(x, y) =

(
∂f
∂x (x, y)

∂f
∂y (x, y)

∂g
∂x (x, y)

∂g
∂y (x, y)

)
se nazývá Jakobiho matice systému (2).

Věta

Uvažujme vlastńı č́ısla Jakobiho matice vypočtené ve stacionárńım bodě.

Jsou-li obě vlastńı č́ısla reálná kladná, je stacionárńı bod nestabilńı uzel.

Jsou-li obě vlastńı č́ısla reálná záporná, je stacionárńı bod stabilńı uzel.

Jsou-li obě vlastńı č́ısla reálná a maj́ı-li opačná znaménka, je stacionárńı bod sedlo.

Jsou-li vlastńı č́ısla komplexńı s kladnou reálnou část́ı, je stacionárńı bod nestabilńı
ohnisko.

Jsou-li vlastńı č́ısla komplexńı se zápornou reálnou část́ı, je stacionárńı bod stabilńı
ohnisko.

Jsou-li vlastńı č́ısla komplexńı s nulovou reálnou část́ı, je stacionárńı bod bud’ bod
rotace nebo ohnisko. Ve speciálńım p̌ŕıpadě lineárńıho systému se jedná o sťred.
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Využit́ı v aplikaćıch

Modely vývoje populaćı:

konkurence dvou druhů

dravec a kǒrist

modely epidemíı

a r̊uzné daľśı
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