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K¥ivkovy integral druhého druhu

KFivkovy integral 2. druhu

Necht c je orientovand, po &astech hladkd k¥ivka, P, @ funkce dvou promé&nnych.
Integral 2. druhu vektorové funkce F'(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)) podél k¥ivky ¢
znadime

/ Fdr = / P(a,y) dz + Q(z,y) dy,
kde d7 = (dz, dy).
Je-li k¥ivka ¢ dana parametrickymi rovnicemi = o(t), y = ¥(t), t € [a, 8], pak

. 8
/ Fdi = / [P(e(t),%(2)¢' (t) + Q(p(t), ()Y’ (t)] dt.
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K¥ivkovy integral druhého druhu

Poznamka

o Pro integrél po uzaviené kfivce (pocdte€ni a koncovy bod kfivky ¢ splyvaji),
pouzivdme n&kdy znateni §, Fdr.

@ Pro riizné parametrizace stejné kfivky ma integral stejnou hodnotu.

o U integralu druhého druhu zaleZi na orientaci k¥ivky ¢, tedy zaleZi na tom,
ktery bod je poéateni a ktery je koncovy. Pfedpoklddame tzv. souhlasnou
orientaci, tj. po¢ate¢ni bod kFivky odpovida hodnoté parametru t = « a
koncovy bod odpovidd hodnoté parametru ¢t = 5. P¥i zméné& orientace
dochazi ke zmén& znaménka integralu.
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Vyznam k¥ivkového integralu 2. druhu

Celkova prace, kterou vykon3 sila F p¥i premisténi t&lesa podél dané orientované
k¥ivky c.

@ Smé&r pisobeni sily vyznacen Sipkami.

o Nejv&tsi prace se kona ve sméru pisobici sily (vyznateno zeleng), v ostatnich
smérech plsobi jen komponenta sily a prace je tedy mensi. Ve sméru kolmém
na plsobici silu by prace byla nulova.

@ V pripadg, Ze premistujeme t&leso jednim smé&rem (po dréze 5) a sila se
neméni, pak dostdvime znamy vzoretek W = F.3 resp. specidln€ W = F' - s
v pripad¥, Ze t&leso premistujeme ve smé&ru piisobici sily po draze délky s.
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Vlastnosti k¥ivkového integralu 2. druhu

Véta (Linearita — homogenita a aditivita)

Necht F, G Jjsou vektorové funkce, k € R, ¢ kfivka. Pak

/ kEdF =k / Fdr,
C

()

/ (F + G)ar = / Far+ / Gdr

@ @
v

Véta (Aditivita vzhledem k integraénimu oboru)

Necht je kFivka c rozd&lena na kone&ny polet disjunktnich (aZ na krajni body)
kFivek cy,ca, ..., cn. Pak plati

/ﬁdF:/de+/ﬁdF+---+/ﬁdF.
@ Cc2 Cn

C1
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Aplikace kfivkového integralu 2. druhu

o Celkova prace, kterou vykon3 sila F p¥i pfemisténi télesa podél k¥ivky ¢

/ Fdr
Cc
Pozn.: Price vykonana p¥i pfemisténi télesa po uzav¥ené kfivce se nazyva

cirkulace vektorového pole.

o Tok ve vektorovém poli Fi(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)) podél k¥ivky c:

/ —Q(,y) dz + P(x,y) dy.

Vektorova funkce zde vyjad¥uje né&jakou rychlost. Na rozdil od prace je
nejvétsi tok ve sméru kolmém na k¥ivku c.

o Je-li © souvisld mnoZina bez ,,dé&r" s po ¢astech hladkou hranici 092, pak
obsah mnoZiny Q Ize (aZ na p¥ipadné znaménko) vyjad¥it jako

/mdy, resp./ ydz.
o0 Gle)

Vektorova funkce v integrélu je (0, z), resp. (y,0) a integrujeme p¥es hranici
mnoZiny.
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