
Křivkový integrál prvńıho druhu
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Parametrické vyjáďreńı ǩrivky v rovině

Křivku c v rovině můžeme popsat dvojićı funkćı:

c : x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [α, β].

Křivka je popsána dvojićı funkćı ϕ, ψ jedné proměnné t, tj. vektorovou funkćı
(ϕ(t), ψ(t)). Tuto funkci zapisujeme někdy ve tvaru ~r(t) = ϕ(t)~i+ ψ(t)~j, kde
~i = (1, 0), ~j = (0, 1).

Křivku zakresĺıme v rovině xy jako množinu všech bodů [ϕ(t), ψ(t)],
t ∈ [α, β].

Proměnnou t nazýváme parametr a často p̌redstavuje čas, p̌ričemž α je
počátečńı čas a β je koncový čas. Bod [ϕ(α), ψ(α)] je počátečńı bod ǩrivky a
bod [ϕ(β), ψ(β)] je koncový bod ǩrivky.

Rovnice x = ϕ(t), y = ψ(t) se nazývaj́ı parametrické rovnice ǩrivky c.

Křivku c v trojrozměrném prostoru můžeme popsat analogicky trojićı funkćı:

c : x = ϕ(t), y = ψ(t), z = η(t), t ∈ [α, β].
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Nejednoznačnost parametrického vyjáďreńı

Parametrické rovnice dané ǩrivky nejsou dané jednoznačně, tj. ǩrivku c můžeme
popsat r̊uznými parametrickými rovnicemi.

Nap̌ŕıklad kružnici o poloměru jedna se sťredem v počátku lze popsat
následuj́ıćımi způsoby:

1 x = cos t, y = sin t, t ∈ [0, 2π]

2 x = cos 2t, y = sin 2t, t ∈ [0, π]

3 x = cos t2, y = sin t2, t ∈ [0,
√
2π]
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Křivkový integrál prvńıho druhu

Křivkový integrál 1. druhu

Necht’ c je po částech hladká ǩrivka daná parametrickými rovnicemi
x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [α, β]. Integrál 1. druhu funkce f(x, y) podél ǩrivky c je∫

c

f(x, y)ds =

∫ β

α

f((ϕ(t), ψ(t)))
√
(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2dt

Poznámka

Křivka c je hladká, jestliže sama sebe neprot́ıná, derivace funćı ϕ(t), ψ(t)
existuj́ı spojité a nejsou obě nulové. Křivka je po částech hladká, jestliže je
hladká až na konečný počet bodů.

Pro integrál po uzav̌rené ǩrivce (počátečńı a koncový bod ǩrivky c splývaj́ı),
použ́ıváme někdy značeńı

∮
c
f(x, y)ds.

Pro r̊uzné parametrizace stejné ǩrivky má integrál stejnou hodnotu.

U integrálu prvńıho druhu nezálež́ı na orientaci ǩrivky c.
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Geometrické vyjáďreńı
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Křivka jako funkce jedné proměnné
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Vlastnosti ǩrivkového integrálu 1. druhu

Věta (Linearita – homogenita a aditivita)

Necht’ f , f1, f2 jsou funkce, k ∈ R, c ǩrivka. Pak∫
c

kf(x, y)ds = k

∫
c

f(x, y)ds,

∫
c

[f1(x, y) + f2(x, y)] ds =

∫
c

f1(x, y)ds+

∫
c

f2(x, y)ds.

Věta (Aditivita vzhledem k integračńımu oboru)

Necht’ je ǩrivka c rozdělena na konečný počet disjunktńıch (až na krajńı body)
ǩrivek c1, c2, . . . , cn. Pak plat́ı∫

c

f(x, y)ds =

∫
c1

f(x, y)ds+

∫
c2

f(x, y)ds+ · · ·+
∫
cn

f(x, y)ds.
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Aplikace ǩrivkového integrálu 1. druhu

Obsah části válcové plochy nad ǩrivkou c (od roviny xy k ploše
z = f(x, y)): ∫

c

f(x, y)ds.

Délka ǩrivky c: ∫
c

1ds.

Hmotnost ǩrivky c:

mc =

∫
c

τ(x, y) dxdy,

kde τ(x, y) je lineárńı hustota ǩrivky v bodě [x, y].

Těžǐstě ǩrivky c:

T = [T1, T2], kde T1 =

∫
c
xτ(x, y)ds

mc
, T2 =

∫
c
yτ(x, y)ds

mc
.
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