K¥ivkovy integral prvniho druhu

Zaklady vyssi matematiky (ZMTL)

LDF MENDELU

Simona Fignarovd (MENDELU) Krivkovy integral 1. druhu



Parametrické vyjadieni kfivky v roviné

K¥ivku ¢ v roving miiZzeme popsat dvojici funkci:

c: x:<p(t), y=¢(t)v te [aaﬂ]'

o Kf¥ivka je popsana dvojici funkci ¢, 1 jedné proménné ¢, tj. vektorovou funkci
( (t),%(t)). Tuto funkci zapisujeme n&kdy ve tvaru 7#(t) = ()i + ()], kde
= (1,0), j = (0,1).
o Kfivku zakreslime v rovin& zy jako mnoZinu viech bodil [¢(t), ¥ (t)],
t € o, f].

@ Proménnou t nazyvame parametr a €asto predstavuje &as, pfitemz « je
potatedni Eas a 8 je koncovy &as. Bod [p(a), ()] je poatetni bod k¥ivky a
bod [¢(8),1(B)] je koncovy bod kFivky.

@ Rovnice x = p(t), y = 1(t) se nazyvaji parametrické rovnice k¥ivky c.

K¥ivku ¢ v trojrozm&rném prostoru miZeme popsat analogicky trojici funkci:

c: T = Qﬁ(t), Y= 1/’(15)’ z = n(t)v te [avﬂ]'
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Nejednoznacnost parametrického vyjadieni

Parametrické rovnice dané k¥ivky nejsou dané jednoznacnég, tj. k¥ivku ¢ miizeme
popsat rliznymi parametrickymi rovnicemi.

Napf¥iklad kruznici o polomé&ru jedna se stfedem v pocatku Ize popsat
nasledujicimi zpisoby:

Q z =cost, y =sint, t € [0,27]

Q 7 =cos2t, y=sin2t, t € [0,7]

Q z =cost?, y=sint?, t € [0,v/27]
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K¥ivkovy integral prvniho druhu

KF¥ivkovy integral 1. druhu

Necht c je po &astech hladka k¥ivka dand parametrickymi rovnicemi
x=p(t), y=1(t), t € [a,B]. Integrdl 1. druhu funkce f(z,y) podél kfivky c je

8
/f(x,y)ds =/ Fp(®), vV (#' ()2 + (¥'(1))2dt

Poznamka

| A

o Kfivka c je hladkd, jestlize sama sebe neprotind, derivace funci o(t), ¥ (t)
existuji spojité a nejsou obé nulové. K¥ivka je po &astech hladkd, jestlize je
hladka aZ na koneény pocet bodi.

@ Pro integral po uzaviené k¥ivce (potatetni a koncovy bod kFivky ¢ splyvaji),
pouzivdme n&kdy znaleni §_ f(z,y)ds.

@ Pro rizné parametrizace stejné kfivky ma integral stejnou hodnotu.

@ U integrélu prvniho druhu nezdleZi na orientaci kFivky c.
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Geometrické vyjadreni
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K¥ivka jako funkce jedné proménné
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Vlastnosti kfivkového integralu 1. druhu

Véta (Linearita — homogenita a aditivita)

Necht f, f1, fa jsou funkce, k € R, c kFivka. Pak

[rr@aas=t [ s s

[ih@+ pwas= [ fwuds+ [ s

(c]

Véta (Aditivita vzhledem k integraénimu oboru)

Necht je kFivka c rozd&lena na kone&ny polet disjunktnich (aZ na krajni body)
kFivek c1,ca, . .., c,. Pak plati

/f(%y)ds:/f(xay)ds+/f(x,y)ds~l—-~-—I—/f(x,y)ds.
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Aplikace kfivkového integralu 1. druhu

o Obsah Easti valcové plochy nad kfivkou ¢ (od roviny zy k plose

2= f(z,y)):

/f(ﬂc, y)ds.

/1ds.

C

o Délka k¥ivky c:

@ Hmotnost kfivky c:
me = /T(‘T’la Z—/) d$dy7

C

kde 7(x,y) je linedrni hustota k¥ivky v bodg [z, y].

vy

o Tézisté krivky c:
J.x7(z,y)ds T JLy7(x,y)ds
me 2T Me ’

T = [Tl,TQ], kde T1 =
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