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Objem télesa a obsah plochy

o Objem p¥imého valce:
Necht z = f(x,y) > 0 je spojitd na uzavfené oblasti 2. Pak objem V
p¥imého vélce s podstavou €2 v roving& xy shora sefiznutého plochou
z = f(z,y) je ddn vzorcem:

VZ//f(x,y) dzdy.
o

o Obsah rovinného obrazce:
Necht € je uzav¥ena oblast v roving&. Obsah S mnoZiny (1 je &iselné roven
objemu p¥imého vélce nad touto mnoZinou, jehoZ vyska je rovna jedné. Tedy

S://ldxdy.
Q
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Objem vody v nadrzi

@ Objem vody v nadrZi se svislymi st&énami a konstantni hloubkou je
V = Sh,
kde S je obsah dna a h je hloubka.
@ Pokud neni hloubka v8ude stejna, ale mame konecny pocet rliznych

konstantnich hloubek, pak se¢teme jednotlivé dil&i objemy, tj., nap¥iklad pro
t¥i rdzné hloubky h1, he, hs a jim odpovidajici obsahy dna Sy, S3, S3 mdme

V = S1h1 + Soho + S3hs.

Simona Fisnarova (MENDELU) Aplikace dvojného integralu



@ Pokud hloubka nenf konstantni ani po ¢astech, ale m&ni se spojit& (3ikma
plocha, dno jezera), pak je celkovy objem ddn souttem nekone¢n& mnoha
pFispévki tvaru

AV = hAS,

kde AS je maly kousek obsahu hladiny (bliZici se nule) odpovidajici hloubce
h.

Jestlize proménlivou hloubku vyjad¥ime jako funkci dvou proménnych

h = h(x,y), pak uvedeny soulet nekone¢n& mnoha p¥ispévki vyjdd¥ime jako

dvojny integral
V= //hdS: //h(x,y) dzdy.
Q Q

Mnozina €2, ptes kterou integrujeme, je dvourozmé&rnd mnoZina ve tvaru
hladiny vodni nadrze.
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Hmotnost a tézisté rovinné mnoziny

o Hmotnost rovinné mnoziny Q:

m = é/ﬂ(m,y) dzdy,

kde p(z,y) je hustota mnoziny v bod& (z,y).

o Tezisté T = (T,,T,) rovinné mnoziny Q:

[f zp(x,y) dzdy [ yp(z,y) dedy
T=_* @ p_* 0
x ) Yy

m m
Je-li hustota konstantni a S’ je obsah mnoZiny, pak

[ = dzdy Sy dady
Q _Q

=% T,=
S v S
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Urlete hmotnost a t&Zisté obdélnikové desky M : 0 <x <2, 0<y < % ktera ma

v kazdém bodé& [x,y] plosnou hustotu p(x,y) = zy.

§=03 Q=4 Q=18

Af v S
P & S vtk skl
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Hmotnost:

2
ydy

m:A//I/p(x,y)dmdyzl\//f/mydxdy:/OQxdx/O

H W=<2—o>.(g_o) )

0
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T&7i8tE je v bod& T' = [3,1] .
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Urtete t&Zist& trojuhelnika s vrcholy [0,0], [0, 1], [2,0]. Pfedpokladdme konstantni
hustotu.

T
1 =1-3
ot
0 2 X

/2 ling:cz do— |© x2+$327 171+1 1
“h\2 27%8) T 270 T, 3) 3
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Obsah trojdhelnika je S = 1. Tézi§té je tedy v bod& T = [2, 1].

’az/\
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Tlakova sila pusobici na prehradu

@ Tlakova sila pisobici na plochu o obsahu S je
F =pS,

kde p je tlak.

o UvaZujme svislou plochu pod vodni hladinou (p¥ehrada, sténa akvdria) a
tlakovou silu plsobici na tuto plochu. Tlak pod vodni hladinou neni
konstantni, ale mé&ni se s hloubkou. V dané hloubce h lze tlak vyjad¥it
vztahem

p = hpg,
kde p je hustota vody a g je tihové zrychleni. Na malou plosku stény o
obsahu AS' v hloubce h plisobi tedy sila

AF = hpgAS.
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@ Pokud si nakreslime uvaZovanou sténu v roviné xy tak, Ze y vyjadfuje
vzdalenost od hladiny, tj. hloubku, pak

AF = ypgAS.

o Celkova sila F' na plisobici na sténu je soutet viech sil plsobici na vechny

plosky stény, tedy
F=//ypgd5=pg//ydmdy,
M M

kde M je uvaZovand svisla sténa.
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VMY

o Vypolet tlakové sily pomoci jejiho tézisté:

F:pg//ydxdy.

M

Sila plisobici na sténu je

Yy

1
Ty:§//ydxdy.
M

Porovnanim obou vztahl dostaneme
F =T,pgS.

Oznatime-li pr = Ty pg tlak v hloubce t&Zisté, pak

F= pTS.
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Tuhost nosniku

UvaZzujme nosnik obdélnikového priifezu o rozmérech a a b, viz obrazek.

/ré&
S
b .

Tuhost nosniku (odolnost vigi deformaci) je dana kvadratickym momentem
vzhledem k vodorovné ose prochazejici tézistém, tj.

I = / / y2 dady,

M

kde M je uvaZovany obdélnik.
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Vypoctem dostaneme

IJC://deajdy:/2 1d:1:~/2 yzdy:[x]%%-
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Pokud $itka nosniku vzroste 2 krat, pak tuhost vroste také 2 krat. Pokud vyska
nosniku vzroste 2 krat, pak tuhost vroste 8 krat. Pokud mame nosnik o
Ctvercovém priifezu, pak tuhost roste se ¢tvrtou mocninou délky strany.
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