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Lotkuv-Volterruv model

Oznatme x velikost populace koFisti a y velikost populace dravce. Nejjednodussi
model dravce a kofisti |ze popsat soustavou diferencidlnich rovnic

= azxr— cry

y' = —ay +yzy.
Jednd se o autonomni systém. P¥edpokladame, Ze viechny konstanty a, ¢, «,
jsou kladné.

@ Model ptredpoklada exponencialni rist kofisti pFi neexistenci dravce, tj. pokud
by Zadny dravec nelovil kofist, riist kofisti by byl popsan linedrni rovnici
2’ = ax. Clen czy v prvni rovnici vyjad¥uje rychlost dbytku koFisti
zpusobeného dtokem dravce.

@ Podobnég, pokud by dravec nemél k dispozici kofist, nemé&l by potravu a jeho
vymirani by bylo ddno linedrni rovnici y' = —ay. Clen vay ve druhé rovnici
vyjadFuje rychlost pfirustku dravce zplsobeného tim, Ze lovi kofist.
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Vyget¥ime staciondrni body systému
' = ax— cry
/

Yy =—ay+yxy.
Hleddme tedy FeSeni soustavy

z(a—cy) =0

y(—a+yzx) =0,

odkud ziskdme staciondrni body [0,0] a [£, ¢].

Jakobiho matice je

Y —a+yr

J(x,y):(a—cy ez )

Simona Fisnarova (MENDELU) Model dravce a kofisti



J(0,0) = (8 _Oa) .

Vlastni hodnoty jsou Ay =a > 0a A2 = —a < 0. Bod [0, 0] je tedy
stacionarni bod typu sedlo. Jednd se o stav, kdy populace dravce i kofisti

vymftely.
2.
0 —oac
J(a/’% a/c) = ay Oﬁy :
Vypocet vlastnich hodnot:
)\ —ac
ay 7}\ =N+ aa=0,
c

o
2

tedy A1 o = Fiy/aa a bod [2, 2] je staciondrni bod ohnisko nebo bod rotace.
Da se ukazat, Ze je to stfed.
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Konkrétni ptiklad proa=1,c=1, a=1, vy =1, tj. systém
= z—uwy
/

=—y+xy.
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Pohyb po uzav¥ené trajektorii znamend, Ze néjakou dobu je vic dravce a méné&
kofFisti, pak zase méné dravce a vice kofisti a tak se to stale opakuje.

@ Maximum kof¥isti znamend, Ze dravec ma potravu a tedy populace dravce
roste ke svému maximu.
Maximum dravce, ktery lovi kofist, zplisobi pokles populace kofisti na jeji
minimum.

© Minimum kofisti znamend, Ze dravec nema potravu a tedy populace dravce
poklesne na své minimum.
o

Minimum dravce zplsobi, Ze kofist za¢ne riist ke svému maximu.

Nevyhodou tohoto modelu je fakt, Ze pokud dojde vlivem né&jaké ndhodné zmény
k vychyleni stavu populace z dané trajektorie, dojde k pfesunu na jinou uzavfenou
trajektorii a tato zmé&na je trvald (do doby, neZ nastane jind ndhodnd zmé&na a
tedy opé&t pfesun na jinou trajektorii). To je pon&kud nerealistické.
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Model s logistickym riastem kofFisti

Oznatme x velikost populace koFisti a y velikost populace dravce. Uvazujme
autonomni systém

fzax(l—%) —cxy
y' = —ay +yzy.

o Model predpoklada logisticky rist kofisti p¥i neexistenci dravce, tj. pokud by
Zadny dravec nelovil kofist, rist kofisti by byl popsan logistickou rovnici
v =ar(l - £).

o Predpoklddame, Ze velikost populace kofisti K zajisti preziti dravce, tedy
vK —a > 0.
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Vy%et¥ime staciondrni body systému

fza:c(l—%)—cxy
/

Yy = —ay+yry.
Hledame tedy YeSeni soustavy
x(a—%az—cy) =0
y(—a+yz) =0,
odkud ziskdme staciondrni body [0,0], [K,0] a [5, ¢(1 — 5% )].

Jakobiho matice je

2a
_ a — Fﬂ? —CY —CX
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J(0,0) = (8 _Oa) .

Vlastni hodnoty jsou Ay =a > 0a A2 = —a < 0. Bod [0, 0] je tedy
stacionarni bod typu sedlo. Jednd se o stav, kdy populace dravce i kofisti
vymftely.

—a —cK
J(K’O)(O —a+7K>'
Vypotet vlastnich hodnot:

—a— A\ —cK

0 —a—i—'yK—)\‘_(_a_/\)(_a+7K_/\)_0’
tedy \y = —a<0a Xy =—a+~vK > 0. Bod [K, 0] je staciondrni bod
sedlo. Jedna se o stav, kdy dravec vym¥el a populace kofisti se ustélila na
nosné kapacité prostredi K.
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Vypocet vlastnich hodnot:

_,;%_aa ] —)\2—|—/\—|—ao<<1—a> =0,
Tk A VK

tedy

Vlastni hodnoty jsou bud ob& redlné zaporné nebo komplexni se zdpornou
realnou &3sti. Jedna se tedy bud o stabilni uzel nebo stabilni ohnisko.

Stabilni bod znamen4, 7e populace dravce a kofisti se ustdli na konstantnich
hodnotach a pfi nahodné zméné, ktera zpisobi vychyleni z tohoto

rovnovazného stavu, se po urité dobé vrati do tohoto rovnovazného stavu
zpét.
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Konkrétni ptiklad proa=1,c=1, a=1,y=1, K =2, tj. systém
g 1— E) —
T x( 5 Ty

Yy =-ytzy.
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Jesté jeden model

Oznatme zx velikost populace ko¥isti a y velikost populace dravce. UvaZzujme
autonomni systém

az':ax(l—i)— <y
K p+x

'~ oyt v
Y Y p+x

Y.

@ Jednd se o model s logistickym rlistem kofisti, ale na rozdil od predchoziho
modelu dravec nelovi koFist tak moc, coZ je vyjdd¥eno ohranienou funkci

—Z_ v obou rovnicich.
p+x

o P¥edpokladame, Ze velikost populace kofisti K zajisti pteziti dravce, tedy

K
R > Q.
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P¥i vySetfovani staciondrnich bod{ systému hleddme FeSeni soustavy
a c
_ 7 — = 0
x (a %% Py xy)
Y (_a+7$ ) =0,
pt+x
odkud ziskdme stacionarni body [0, 0], [K, 0] a [z*,y*], kde
ap * aap p ap
Tt = ,yz(a—)(—!—).
V- k(y—a)) \c  cly—a)

Body [0, 0], [K, 0] vyjadfuji stejn& jako v pFedchozim modelu vyhynuti obou

populaci nebo populace dravce. Zajim3 je tedy hlavn& bod [z*,y*]. D4 se ukézat
nasledujici:

o Pokud z* > %, je [x*,y*] stabilni stacionarni bod.

o Pokud z* < %, je [x*,y*] nestabilni staciondrni bod, ale existuje jediny
cyklus, ke kterému v3echny trajektorie konverguji. Na rozdil od klasického
Lotkova-Volterrova modelu se tedy systém p¥i vychyleni z rovnovdhy po &ase
zase vrati zpét na stejnou trajektorii.
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