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Ropna skvrna

Kruhova ropna skvrna na hladin& se rozsifuje tak, Ze polomér roste rychlosti, ktera
je nepfimo imé&rna druhé mocnin& poloméru. Sestavte diferencidlni rovnici
popisujici tento proces a vy¥este ji, tj. zjistéte, jakd funkce popisuje proces
zvétSovani poloméru olejové skvrny v Ease.
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Ropna skvrna

Kruhova ropna skvrna na hladin& se rozsifuje tak, Ze polomér roste rychlosti, ktera
je nepfimo imé&rna druhé mocnin& poloméru. Sestavte diferencidlni rovnici
popisujici tento proces a vy¥este ji, tj. zjistéte, jakd funkce popisuje proces
zvétSovani poloméru olejové skvrny v Ease.

Ozna&me:

r=r(t)... polom&r skvrny

Cas miizeme mé&Fit v hodinich, polom&r v metrech. Rychlost riistu polom&ru 7 je
vyjadrena derivaci v’ = %, kterou mé¥ime v metrech za hodinu.

Podle zadani je derivace ' je nep¥imo tim&rna funkci 2. Nep¥ma timé&rnost
znamena, Ze existuje konstanta k € R, Ze plati:

1
' =k—.
7 =
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Reseni rovnice

dr 1

dt T2
r2dr=kdt

3

%:kt—l—c

3 =3(kt +c)

r= /3(kt+c)

Pro uréeni hodnot konstant k a ¢ bychom potfebovaly dodate&né informace,
naptiklad velikost polomé&ru skvrny v potate€nim €ase (¢t = 0) a po hodin& (t = 1),
tj. podminky 7(0) = Ro, (1) = R;.
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tén

V jezefe je polatetni mnoZstvi nelistot. Do jezera tele konstantni rychlosti &ista
voda, misi se se znelisténou a odtéka. Pfedpokladame, Ze voda v jezefe je dobre
promichavana a pritok na odtoku je stejny jako na pfitoku. Sestavte diferencidlni
rovnici popisujici vyvoj nelistot v jezefe v Case. Poté rovnici vyfeste, tj. najdéte
funkci, kterd popisuje zdvislost nelistot na Case.
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Samocisténi jezera

V jezefe je polatetni mnoZstvi nelistot. Do jezera tele konstantni rychlosti &ista
voda, misi se se znelisténou a odtéka. Pfedpokladame, Ze voda v jezefe je dobre
promichavana a pritok na odtoku je stejny jako na pfitoku. Sestavte diferencidlni
rovnici popisujici vyvoj nelistot v jezefe v Case. Poté rovnici vyfeste, tj. najdéte
funkci, kterd popisuje zdvislost nelistot na Case.

Ozna&me:

t... &aslhod]

y =y(t) ... mnoZstvi nelistot v jezefe [g]

Yo - .. pocatedni mnoZstvi nelistot

... priitok = mnoZstvi vody, které p¥itete/odtete za jednotku Zasu [m®/hod]
(je konstantni)

V ... objem jezera (konstantni) [m®]
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Ciska voda Y nedishot 2uediiiéua voda
—_

V objewn [l —>
he o/ Jnod ‘k Loncendhvace ) w®/ drod

necvstot ¢
ﬂ'% nedishot 2a 1 hod

Rychlost Gbytku nelistot v jezefe (tj mnoZstvi neéistot které z jezera odtecou za
jednotku &asu) Ize vyjadfit jako —y’ a zaroveh jako r. Rovnice popisujici vyvoj
nelistot v ase, spole¢n& s potateéni podminkou, je tedy

/

-
= —— O =
y 7Y y(0) = o
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Rovnice

=l

0:
y 7Y y(0) = yo

je homogenni linedrni rovnice. Jeji obecné Yeseni je
-
y=ce V'

Dosadime po&ateéni podminku:

y(0) =yo: yo=-ce’ = c=1yp.

t

Vyvoj netistot v &ase t je tedy urden funkei |y = yoe™ v

&
¥

7
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Znedistovani jezera

V jezefe je voda o objemu 1000 m?®. Do jezera p¥itéka a odtékd voda stejnou
konstantni{ rychlosti - priitok je 2m?/hod. Voda v jezeFe je na potatku Zistd,
zalne v8ak pritékat znetisténa voda. Koncentrace nedistot na pfitoku je 3mg/m3.
Vasim ukolem je zachranit Zivot v jezefe tak, Ze udrZite koncentraci necistot v
jezete pod hodnotou 1 mg/m3. Kolik mate ¢asu na zastaveni p¥isunu ne&istot?
P¥edpokladejme, Ze voda je v jezefe dob¥e promichavana.

Simona Fisnarova (MENDELU) Aplikace rovnic 1. ¥adu ZMTL 7/19



Znedistovani jezera

V jezefe je voda o objemu 1000 m?®. Do jezera p¥itéka a odtékd voda stejnou
konstantni{ rychlosti - priitok je 2m?/hod. Voda v jezeFe je na potatku Zistd,
zalne vSak ptitékat znelisténd voda. Koncentrace nelistot na pfitoku je 3mg/m3.
Vasim ukolem je zachranit Zivot v jezefe tak, Ze udrZite koncentraci necistot v
jezete pod hodnotou 1mg/m3. Kolik mate ¢asu na zastaveni p¥isunu ne&istot?
P¥edpokladejme, Ze voda je v jezefe dob¥e promichavana.

Oznaéme:

t... &as [hod]

y =y(t)... mnoZstvi nelistot v jezefe [mg]

Yiece

soekat odiece :
2wilvod /AT 2w/ hod
V=4000 m . S
SW\ /m’b AA’ hCE{é*v* qu
3 mesistot  dooo 7;%) “‘ﬁ /W necistot
\H/

émg necislot 3+ 1 hod 0,002 la mg necishof

za 4 hoo
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Rychlost zm&ny mnoZstvi nelistot v jezeFe je uréena derivaci yy'. Zdroveh je
vyjad¥ena rozdilem nelistot, které do jezera pfitecou a z jezera odtelou za
jednotku &asu, tj. 6 — 0,002y. Rovnice popisujici vyvoj nelistot v jezefe v Case je
tedy, spolu s po&ate¢ni podminkou:

y' =6-0,002y, y(0)=0]

Rovnici miiZeme ¥esit bud jako linedrni nebo se separovanymi promé&nnymi.
MUzZeme si v8imnout, Ze konstantni ¥eSeni y = 3000 mg odpovidd koncentraci
necistot v jezefe shodné s koncentraci na pfitoku, popisuje tedy rovnovazny stav,
ktery po néjakém Case nastane, pokud nelistoty budou stale pfitékat. Toto FeSeni
nds nezajima, YeSime separaci proménnych.

1

. ay=at
60,002y 7

~0,002

T2 gy = —0,002 dt
60,002y 7 ’

In(6 — 0,002y) = —0,002t + ¢

Z potate¢ni podminky y(0) = 0 dostaneme ¢ = In 6.
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Zbyva zjistit, v jakém Case ¢t dosdhne koncentrace nelistot v jezefe hodnoty
1mg/m3. Koncentrace je ddna podilem 155, tedy mnoZstvi netistot odpovidajici
koncentraci 1 mg/m3 je y = 1000 mg. Do vztahu

In(6 — 0,002y) = —0,002¢ + In6
dosadime tedy y = 1000 a vypo&teme odpovidajici ¢:

In4 = —0,002t + In6
_ In6 —1In4

= 5001n(3/2) ~ 202
000z~ 200In(3/2) ~ 20

P¥isun nelistot je potfeba zastavit do 202 hodin, tj. do 8 dni 10 hodin.
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Pokud nds zajimd explicitni vyjad¥eni vyvoje necistot v Case, miizeme vyjadfit y ze
vztahu
In(6 — 0,002y) = —0,002¢t + In 6

takto:
6 — 0,002y = ¢—0,002t+In6 _ ,—0,002t In6 _ ,—0,002t
—0,002y = —6 + 6~ -002¢
y = 3000(1 — e 002y,

AXA

Aoo0

1000 4-
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Populace jelenii

Populace jelenl v ndrodnim parku p¥ibyva rychlosti 10 % za rok. Sprava parku
kaZdy rok odebere 50 jedincli. Napiste diferencialni rovnici, kterd popisuje vyvoj
populace jelend v parku.
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Populace jelenii

Populace jelenl v ndrodnim parku p¥ibyva rychlosti 10 % za rok. Sprava parku
kaZdy rok odebere 50 jedincli. Napiste diferencialni rovnici, kterd popisuje vyvoj
populace jelend v parku.

Oznatme:

t... Cas

y =y(t)... mnoZstvi jedincii
Vyvoj populace je popsan rovnici:
y' = 0,1y — 50.

Jedna se o rovnici se separovanymi proménnymi, ktera je zdrovefi linedrni.
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Rovnici
y =0,1y — 50
—0,1t.

miiZeme vyFesit nap¥. pomoci integragniho faktoru, ktery je e
yle—o,lt _ 07 1ye—0,1t — _506—0,1t
(ye—o,u)/ — 5001t
ye O = —50/€_O’lt dt +¢
ye_o’lt =500 % 4 ¢
y = 500 + ce®l?

Je-li yo potatetni stav populace, tj. y(0) = yo, pak yo = 500 + ¢, tj. ¢ = yo — 500
a dostaneme
y = 500 + (yo — 500)e® 1L,
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Chladnuti polévky

V kuchyni je teplota 20 °C. Za jak dlouho se pravé vypnutd vrouci polévka ochladi
na 25°C, pokud po 10 minutdch ma teplotu 60°C?

Ndavod: Podle Newtonova zdkona je rychlost ochlazovani télesa na vzduchu p¥imo
Gmérna rozdilu teploty télesa a vzduchu.
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Chladnuti polévky

V kuchyni je teplota 20 °C. Za jak dlouho se pravé vypnutd vrouci polévka ochladi
na 25°C, pokud po 10 minutdch ma teplotu 60°C?

Ndavod: Podle Newtonova zdkona je rychlost ochlazovani télesa na vzduchu p¥imo
Gmérna rozdilu teploty télesa a vzduchu.

Oznatme:
t... ¢as [min]
T =1T(t)... teplota polévky [°C]
Rychlost ochlazovani polévky vyjadfime jako —T" = —%. Podle Newtonova

z3kona je tedy —T" p¥imo (im&rnd rozdilu T — 20. P¥im3d dmé&rnost znamend, Ze
existuje konstanta k € R, Ze plati:

—T" = k(T — 20).
Zaroveh plati podminky 7°(0) = 100 a T7'(10) = 60.

Je pot¥eba najit YeSeni rovnice, které spliiuje tyto podminky a pak zjistit, pro jaké
tjeT = 25.
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Regeni rovnice

T = —k(T —20), T(0)=100, T(10) =60

Jedn3d se o rovnici se separovanymi promé&nnymi. V&§imnéme si, Ze konstantni
feSeni T' = 20 znamena, Ze polévka vychladla na pokojovou teplotu. Tato situace
nds nezajima, YeSime tedy separaci proménnych.
dT
dt
dT = —kdt

—k(T — 20)
1

T-20

In(T —20) = -kt + ¢

Dosazeni podminek:
T(0)=100: In80=c
1 —In4 In2
T(10) = 60: Ind0 = —10k + 80 =  — 200 — 140 In2
10 10
Re¥enf rovnice Ize tedy vyjad¥it vztahem

In2
In(T — 20) = —Ill—ot +In 80.
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Zbyva zjistit, pro jaké t je T'= 25. Dosadime T' = 25 do rovnice
In2
In(T — 20) = —Ill—ot +1n80

a dostdvame

In2
Inb5 = —Et—i-lnSO

1;1—021& =1n80 —Inb
2, 80
10 5
In2
In 16 41n2

Polévka se ochladi na 25°C za 40 minut.
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Z3avéretnd poznamka: Ze vztahu

In2
hﬁT—2®::—€6t+h@0

miZeme vyjadFit explicitné teplotu polévky v zavislosti na ¢ase. Vyraz T' — 20
(vnitfek logaritmu) vyjad¥ime pomoci exponencidlni funkce pravé strany (plyne z
vlastnosti inverznich funkci)

_ =24 11080
T—-20=e 10 ,

tj.
ln2t 7ln72t

T =20 4 e~ Tot+In80 _ o0 4 o=t . 80 _ 90 4 g5

RK
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Polesny ma podezteni, Ze pytlaci zastelili divo¢dka a chce zjistit ¢as jeho smrti.
Teplota divotaka p¥i jeho nalezeni byla 30 °C, po hodin& 25°C, pfitem? teplota
Zivého divotaka je 37°C.
@ Urgete as zastreleni divotdka v p¥ipadé, Ze teplota vzduchu byla celou dobu
0°C.
@ Sestavte diferencidlni rovnici popisujici chladnuti divotdka v p¥ipadg, Ze
teplota vzduchu klesala spojité o 1°C za kaZdou hodinu, pfic¢emz v okamziku
nalezeni byla 0°C.

ZMTL 17 /19
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Zastreleny divocak

Polesny ma podezteni, Ze pytlaci zastelili divo¢dka a chce zjistit ¢as jeho smrti.
Teplota divotaka p¥i jeho nalezeni byla 30 °C, po hodin& 25°C, pfitem? teplota
Zivého divotaka je 37°C.
@ Urgete as zastreleni divotdka v p¥ipadé, Ze teplota vzduchu byla celou dobu
0°C.
@ Sestavte diferencidlni rovnici popisujici chladnuti divotdka v p¥ipadg, Ze
teplota vzduchu klesala spojité o 1°C za kaZdou hodinu, pfic¢emz v okamziku
nalezeni byla 0°C.

Oznatme:
t... &as [hod]
t =0... &as nalezeni divoc¢aka
T =T(t)... teplota divotika [°C]
T, =T,(t)... teplota vzduchu [°C]
Rychlost klesani teploty divoddka vyjdd¥ime jako —T" = —%. Podle Newtonova

zakona ochlazovani je —T" p¥imo Umérnd rozdilu T — T, tj. existuje konstanta
k €R, ze plati =T" = k(T — T,).
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ad 1) T,, = 0 a ¥e¥ime tedy dlohu
T = —kT, T(0)=30, T(1)=25.

Jedn3 se o linedrni homogenni rovnici, jejim# obecnym ¥efenim je T' = ce™**.
Dosazeni podminek:
T(0)=30: 30=c
30 6 6
T(1)=25: 25=ce® = ef=—"=_- = k=h|(_
(1) ce e ==z n <5)

Ze vztahu T = ce ¥t vyjad¥ime ¢as

—kt =1n (T> = t:—lln <T)
c k c

a dosadime vypoctené ¢, k a T = 3T:

In 27

t=-1 360 ~ —1,15.

Divotak byl zast¥eleny p¥iblizng p¥ed 1,15 hod (tj. pfed 1hod 9min) od jeho
nalezeni. Teplotu divo¢dka v zavislosti na €ase lIze vyjad¥it vztahem T" = 30 (%)t.
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ad 2) Teplota vzduchu nenfi konstantni a d4 se vyjadfit funkei T, = —t, takZe
dostaneme rovnici
T = —k(T +1).

Re¥ime tedy tlohu
T + kT = —kt, T(0)=30, T(1)=25.

Jedni se o linedrni rovnici, kterou miizeme ¥e&it pomoci integraéniho faktoru e®?.
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