8 Pruzkumova analyza dat

Cilem pruzkumové analyzy dat (také znamé pod zkratkou EDA - z anglického
nazvu exploratory data analysis) je nalezeni zvlastnosti statistického chovani dat a
ovéreni jejich predpokladii pro nasledné statistické zpracovani (MELOUN - MILIT-
KY 1994).

Pro¢ tyto vlastnosti potfebujeme zkoumat? VétSina bézné pouzivanych statistic-
kych metod predpoklada urcité vlastnosti zpracovavanych souborti nebo vybéra, nej-
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® minimalni rozsah vybéru,
e normalita (tj. splnéni pfedpokladu, Ze vybér pochéazi ze zdkladniho souboru
s normalnim rozdélenim),

® absenci siln¢ vychylenych hodnot,

® vzijemna nezavislost prvkl vybéru.

Splnéni téchto podminek podminuje pouziti nejznadméjSich a nejpouzivanéjSich
statistickych charakteristik, tzv. momentovych — aritmetického primeéru, rozptylu,
smérodatné odchylky, koeficienti Spicatosti a Sikmosti. Pouhé okularni posouzeni -
zvlasté u velkych soubort dat - neni prukazné a mnohdy ani technicky mozné. Grafic-
ké a pocetni metody prizkumové analyzy dat mohou rozhodovani o splnéni riznych
ptedpokladii objektivizovat. Mnohé soubory métenych dat jsou zcela unikatni a Casto
nelze (jak z technickych, tak i1 z ekonomickych divodil) méteni opakovat nebo dopl-
nit. V téchto ptipadech nam prizkumova analyza dat miize poskytnout velmi cenné in-
formace jesté pred provedenim vlastni statistické analyzy, upozornit na mozné pro-
blémy a pomoci pii volbé nejvhodnéjSich metod zpracovani (nebot’ i statisticka analy-
za stoji Cas a penize - a v neposledni fad€ znacnou praci - a chybné stanovené metody
analyzy nebo jeji nespravné provedeni miize mnohdy zcela znehodnotit dilezity a na-
kladny vyzkumny nebo komer¢ni projekt).

Prizkumové analyza dat je relativné moderni statistickou disciplinou, jejiz roz-
voj je spojen s rozsifenim vypocetni techniky. VétSina postupli priizkumové analyzy
dat je totiz zaloZena na grafickych metodach, které je mozné efektivné provadet jen s
pouzitim specidlnich statistickych programi. Vyhodou téchto metod (oproti metodam
pocetnim) je jejich nazornost, relativni nevyhodou je nutnost urcité zkusenosti pfi je-
jich interpretaci. Proto je nejvhodnéjsi kombinovat pocetni (testy) a grafické meto-
dy.

Priizkumové analyza dat vyuziva piedevsSim robustnich kvantilovych charakte-
ristik (o nich podrobnéji v kapitole 4.1 v 1. dilu). Zédkladem pro konstrukci kvantilo-
vych charakteristik je poradkova statistika, coz jsou vzestupné usporadané prvky
souboru X(1)<x@) < ... £ X(n) . Pokud budou v dal$im textu indexy oznacujici jednotlivé
prvky v zavorce - x(1) - bude se jednat o pofadkovou statistiku. Z takto upraveného
souboru je mozné konstruovat kvantilové charakteristiky. Obecné plati, ze stfedni
hodnota i-té poradkové statistiky je rovna 100P; procentnimu kvantilu, coz je hodnota
pod kterou lezi 100P; procent prvki souboru. Urcitym kvantilem je tedy kazdy prvek
souboru. Hodnota P; se nazyva poradova pravdépodobnost. Obecné se P; stanovi
takto
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Pro tcely prizkumové analyzy dat se obvykle P; voli (MELOUN - MILITKY 1994)
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V priuzkumové analyze dat se pouziva vybranych kvantili pro pofadové prav-
dépodobnosti P; = 2" pro i =1, 2, 3, 4. Vzhledem k tomu, Ze se tyto vybrané kvantily
obvykle oznacuji pismeny, nazyvaji se pismenové hodnoty. Jejich pichled je
v tabulce 8.1 .

i-ty kvantil P; Pismeno
median | 27 =1/2 M
kvartily | 27 =1/4 F
oktily 2°=1/8 E
4| sedecily |2%=1/16 D

W N | ==

Tabulka 8.1 - Pfehled zakladnich kvantili pouZivanych v prizkumové analyze dat a jejich pis-
menové ekvivalenty

Pro odhad pismenovych hodnot se pouziva technika poradi a hloubek. Kazda z
usporadanych hodnot xg je urcena trojici {Kj, R;, H;}, kde je

Ki=1 rostouci potadi (pofadové Cislo poradkové statistiky pocitané od
nejmensiho prvku);
Ri=n+1-i klesajici poradi (kde n je celkovy pocet prvkil);

H; = min{ Kj, R} hloubka potadkové statistiky (je to mensi z hodnot Kj, R;).

Potom plati, ze hloubka medianu je
n+1
Hy = —

Pokud tato hodnota neni celé ¢islo, provadi se linearni interpolace mezi dvéma pro-
sttednimi prvky souboru. Hloubky dolnich pismenovych hodnot jsou

l1+int(H; _))

L= —2 )

kde L je obecné oznaceni kvantilu (L = M, F, E, D), int (x) je celociselna cast x. Ozna-
¢eni L - 1 znaci vzdy ,,pfedchozi“ kvantil, tj. D-1=E,E-1=F F-1=M.

Pokud je Hy. celé Cislo, potom plati, Ze dolni kvantil se rovna
Lp =xam,)
a horni kvantil

Ly= X(n+1-H,)




Priklad 8.1

VWycislete pismenové hodnoty pro zadanou ciselnou radu o 19 prvcich.

xiy |1 |2 [3 |4 |5 [6 |7 [8 |9 |10[11[12|13]14]15[16|17]|18]19
Ri |1 |2 (3 |4 |5 [6 |7 [8 |9 |10[11[12|13]14]15[16|17]18]19
Ki [19]18[17]16|15[14]13|12|11]10{9 |8 |7 |6 |5 (4 |3 |2 |I
Hi (1 [2 (3 [4 [5 [6 |7 [8 |9 [10]9 |8 |7 |6 |5 |4 |3 |2 |l

Tabulka 8.2 - Metoda poiadi a hloubek

V tabulce 8.2 jsou vycisleny hodnoty potadkové statistiky, rostouciho a klesaji-
ciho poradi a hloubky pro jednoduchou cCiselnou fadu ¢isel 1 - 19. Vidime, Ze nejveétsi
hloubku (10) mé prostfedni prvek souboru - median. Jeho hloubka je (19 + 1)/2 = 10.
Ostatni kvantily se ziskaji podle vyse uvedenych vzorct. Napft. pro kvartil plati - (1 +
10)/2 = 5,5, tj. musime interpolovat mezi 5. a 6. prvkem. To je hodnota dolniho kvarti-
lu, horni kvartil je roven 19 +1 - 5,5 = 14,5, tj. interpolujeme mezi 14. a 15. prvkem.
Podobné vypocitame oktil s pouzitim hloubky kvartilu a sedecil s vyuzitim hloubky
oktilu. Tabulka 8.3 uvadi pfisluSné pismenové hodnoty.

Kvantil Dolni kvantil | Horni kvantil
Median - M 10.000 10.000
Kvartil - F 5.500 14.500
Oktil - E 3.250 16.750
Sedecil - D 2.125 17.675

Tabulka 8.3 - Hodnoty pismenovych hodnot pro zadanou ¢iselnou fadu

8.1 Zakladni grafické metody pruzkumové analyzy dat

Mezi zakladni ukoly prizkumové analyzy dat patii posouzeni:
® stupné symetrie a Spicatosti rozdéleni,

® Jokalnich koncentraci dat,

® vybocujicich métent,

® shody s teoretickym rozdélenim (zpravidla s normalnim).
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NejbéznéjSimi prostfedky pro splnéni téchto tkoll jsou specialni grafické meto-
dy, pfedevsim
e diagram rozptyleni,
rozmitnuty diagram rozptyleni,
krabicovy graf,
vrubovy krabicovy graf,
graf hustoty pravdépodobnosti,

graf rozptyleni s kvantily.




Grafické metody maji oproti pocetnim testim (napf. testim normality, nezavis-
losti, apod.) urc¢ité vyhody i nevyhody. Na jedné stran¢ nedavaji jednoznacné rozhod-
nuti o pfijeti nebo odmitnuti urcité hypotézy jako testy, o mife nesouladu s teoretic-
kym rozdélenim musi rozhodnout analytik na zéklad¢ svych znalosti, ale na druhé
stran¢ jejich rozborem je mozné postihnout piic¢iny nesouladu s ur¢itym rozdélenim
(napft. vliv Sikmosti, Spicatosti, odlehlych hodnot, je mozné i detekovat smés vice roz-
dé€leni apod.). Napftiklad pfi posuzovani normality je statisticky test na dané hladiné
vyznamnosti prukazny, ale pouze ndm zamitne nebo nezamitne nulovou hypotézu (tj.
ze vybér pochazi nebo nepochazi z normalniho rozdéleni), ale neanalyzuje pficiny.
Vhodna grafickd metoda prizkumové analyzy dat - v tomto piipadé napt. kvantilovy
nebo rankitovy graf - takto jednoznac¢nou informaci neposkytne (o mife normality mu-
si rozhodnout hodnotitel), ale na druhé stran¢ poskytne mnoho informaci o moznych
pri¢inach nenormality (napf. vybocujici méteni, Sikmost apod.).Uvadi se také (ME-
LOUN - MILITKY 1994), ze grafické metody jsou citlivEjsi, ,,pfisnéjsi*, nez obvykle po-
uzivané testy, kde jejich schopnost detekce zavisi predevsim na sile testu. Proto se do-
porucuje pii posuzovani vybéri pomoci grafickych metod prizkumové analyzy dat
ob¢ skupiny metod kombinovat a zavéry délat az na zaklad¢ posouzeni vysledkti obou
skupin.

8.1.1 Graf rozptyleni

je v podstaté vyneseni hodnot souboru na Ciselnou osu. I takto jednoduché gra-
fické zndzornéni mé daleko vyss§i vypovidaci hodnotu neZ pouha fada ¢isel. Je mozné
rychle odhalit lokalni koncentrace dat (velké nakupeni hodnot v ur¢itém useku Ciselné
osy) a podezielé vybocujici hodnoty (extrémné nizké nebo vysoké). Grafické schéma
je na obrazku 8.1 .

Rozmitnuty graf rozptyleni je podobny jako pfedchozi a ma i stejné pouziti.
Body jsou vSak pomoci generatoru ndhodnych ¢isel ve vhodném métitku ,,rozhoze-
ny“ ve sméru osy Y, aby v mistech s velkou koncentraci hodnot nedochéazelo k jejich
splyvani. Grafické schéma je na obrazku 8.1 .
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Obrazek 8.1 — Schéma grafu rozptyleni a rozmitnutého grafu rozptyleni.




8.1.2 Krabicovy graf
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je jednim z nejbéznéjsich zplisobti grafického znazornéni dat. Je soucasti vétSiny
modernich statistickych programii. Také se nékdy mliizeme setkat s ndzvem ,,vousata
krabicka* (z angl. nazvu ,,box and whisker plot*). Umoziiuje pfedevsim

® znazornéni robustniho odhadu polohy — medianu,
® posouzeni symetrie rozdéleni,

e identifikaci podezielych odlehlych méfeni.

Jeho zakladem je obdélnik s vhodné zvolenou Sitkou a délkou rovnou interkvartilo-
vému rozpéti Rr = Fy - Fp (). rozdilu horniho a dolniho kvartilu). Uvnitt obdélniku
(,,krabicky*) je cara ptedstavujici polohu medidnu M. Od obou protilehlych stran ob-
délniku pokracuji usecky (,,vousy*), které¢ jsou ukonceny prilehlymi hodnotami -
horni Bpy a dolni Bpp. Prilehlé hodnoty jsou ty prvky souboru, které lezi nejblize
vnitinich hradeb souboru - dolni hranice hradby Bp a horni hranice By. Tyto hodno-
ty se vypocitaji By = Fy + 1.5Rg, resp. Bp = Fp - 1.5Rg. Samotné vnitini hradby nej-
sou v grafu zpravidla znazornény. Koncové body tsecek jsou tedy nejmensi a nej-
vyssi ,,bezproblémové*“ hodnoty souboru. Body lezici mimo vnitini hradby jsou
povaZovany za ,,podezielé“ (odlehl¢, vybocujici) a jsou graficky zndzornény (kiizky,
kolecky apod.) v ptislusnych vzdalenostech. Grafické schéma je na obrazku 8.2 .

8.1.3 Vrubovy krabicovy graf

je variantou piedchoziho grafu. Na ,krabicce™ se vytvoii zafez, jehoz Siika je
rovna intervalu spolehlivosti medianu (dolni hranice Ip, horni hranice Iy). Hranice se
vypocitaji podle vzorct

Lo=Ms BT R CL57-Rg
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Ostatni charakteristiky jsou stejné jako u krabicového grafu. Grafické schéma je na
obrazku 8.2 .
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Obrazek 8.2 - Obecné schéma krabicového (a) a vrubového krabicového grafu. (b). Nahore je
pro srovnani diagram rozptyleni s vyzna¢enymi dilezitymi body pro konstrukci krabicovych gra-
fii. Prazdnymi kolecky jsou vyznacena ,,vybocujici“ méfeni. Symboly: M- mediin, Fpg) — dolni
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(horni) kvartil, Ipgy) — dolni (horni) hranice intervalu spolehlivosti medianu, Bpgy — dolni(horni)
vnitini hradba souboru (podle MELOUN - MILITKY 1994).

8.1.4 Graf rozptyleni s kvantily

je jeden z nejuniverzalnéjsich a také nejpouzivangjsich prizkumovych grafii. Na
ose X se vynasi potfadova pravdépodobnost, na ose Y potadkova statistika. Zakladni
tvar grafu vznikne spojenim bodu {P;, X }linearnimi useky. Zakladni tvar pro nor-
malni rozdé€leni je sigmoidalni, nejprve konkévni, potom konvexni. Ke zvyseni pte-
hlednosti a vypovidaci schopnosti grafu se zakresluji kvantilové obdélniky (pro kvar-
til, oktil a sedecil) a poloha medidnu. Kazdy obdélnik mé4 na ose X soutfadnice dané
hodnotami dolniho a horniho pfislusného kvantilu (kvartil 0.25 a 0.75; oktil 0.125 a
0.875 a sedecil 0.0625 a 0.9375). Na ose Y jsou vynaSeny piislusné poradkové statis-
tiky (tedy vzestupné uspotadané hodnoty). Vodorovné hrany kvantilovych obdélniki
nam tedy na ose Y ukazi hodnoty pfislusnych kvantili. Byva zde téz zakreslen median
M vcetné svého intervalu spolehlivosti.

Pomoci grafu rozptyleni s kvantily se posuzuje zejména:

® seSikmenost rozdélent,
® modalita (unimodalni - vicemodalni rozdéleni),

e odlehlé hodnoty.

SeSikmenost rozdéleni se posuzuje podle vzdjemné polohy kvantilovych obdél-
nikd. Symetrické rozdé€leni je charakterizovano tim, ze jednotlivé obdélniky jsou sy-
metricky jeden uvnitt druhého. Nejlepsi kontrola je podle vzdélenosti dolnich a hor-
nich stran pfislusnych obdélnikti. Pokud se jednd o vyrazné¢ levostranné rozdéleni (se-
Sikmené k niz$im hodnotadm), potom jsou vzdélenosti mezi dolnimi stranami vyrazné
mens$i neZ mezi hornimi stranami. Je to zptisobeno tim, ze relativné stejny usek soubo-
ru - napt. 25% hodnot mezi dolnim kvartilem a medidnem - je koncentrovan do men-
Stho rozpéti hodnot na ose Y. U pravostranného rozdéleni je situace opacnd - mensi
vzdalenosti jsou mezi hornimi stranami obdélniki.

Modus (nejcasteji se vyskytujici hodnota v souboru) se pozna podle toho, Ze na
kvantilové funkci je vytvoren ,,schod* - iisek rovnobézny s osou X. Je to zpusobeno
tim, Ze je zde koncentrovano vice stejnych hodnot. Vicemodalni rozdéleni maji tako-
vych stejnych ,,schodii* nékolik (nejpocetnéjsi vyskyt v souboru ma vice hodnot).

Odlehl¢ hodnoty identifikujeme tak, Ze na kvantilové funkci se projevi na pra-
vém konci nahly vzrist (nebo pokles na levém konci). Grafické schéma je na obrazku
8.3.
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Obrazek 8.3 - Obecné schéma grafu rozptyleni s kvantily a jeho srovnani s grafem rozptyleni a
krabicovym grafem. Vysvétleni symbolu viz v textu (podle MELOUN - MILITKY 1994).

8.1.5 Kvantil — kvantilovy graf (Q-Q graf), normalni pravdépodob-
nostni graf

Tento typ grafu porovnava kvantily experimentalniho a vybraného teoretic-
kého rozdéleni (tedy vlastné vzestupné usporadané namétené hodnoty a odpovidajici
hodnoty stanovené pomoci pfislusné pravdépodobnostni funkce daného rozdéleni).
Jsou konstruovany tak, Ze pokud experimentalni rozdéleni plné odpovida teoretické-
mu, potom je grafem piimka. Jakékoli odchylky od tohoto ,,idealniho* tvaru indikuji
odchylky od ptedpokladaného teoretického rozdéleni. Q-Q graf Ize sestrojit pro rizna
rozdéleni, pouze se jinak stanovuji ptislusné hodnoty na osach X a Y. Podrobnéji ke
konstrukci Q-Q grafii pro vybrand zndma rozdéleni viz napf. MELOUN - MILITKY
1994.

Specialnim pfipadem Q-Q grafu pro normalni rozdéleni je rankitovy graf.

Rankitovy graf je konstruovan tak, Ze na jedné ose jsou vynaseny kvantily nor-
movaného normalniho rozdéleni up; (to jsou tabelované hodnoty nebo je mozné je zis-
kat napt. v Excelu pomoci funkce NORMSINYV) a na druhé ose potadkové statistiky
xg. Pokud zkoumané rozdéleni skute€né odpovidd normélnimu, potom je grafem
pfimka. Ve statistickych programech je obvykle pro srovnani vykreslena srovnavaci
pfimka, na které by leZely vSechny body v ptipad¢ idealni shody s normalnim rozdé-
lenim. Na zaklad¢ typickych tvaria sestrojeného grafu, které jsou schématicky uvedeny
na obrdzku 8.4 , je mozné soudit na hlavni pfic¢iny odchylky od normality. Kromé
téchto zakladnich vzort je mozné také detekovat i jiné ptipady, napf. siln¢ odlehla me-
feni (odlehly bod je daleko od ostatnich, zpravidla mimo srovnavaci ptimku).

8.1.6 Graf hustoty pravdépodobnosti

Pojem hustoty pravdépodobnosti zname jiz z 1. dilu, z kapitoly o 5.3 o funkcich
nahodnych proménnych. Vime tedy, ze pro teoreticka rozdéleni je mozné konstruovat
tzv. frekvencni funkci, kterd se také nazyva (v ptipad¢ spojitych velicin) hustota prav-
dépodobnosti. Tato funkce je velmi uzitecnéd pro posouzeni rozloZeni dat, pro detekci
nehomogenity (vyskyt vice oblasti s vy$si koncentraci dat nebo odlehlych hodnot) ne-




bo seSikmeni (nesoumérnost) rozdéleni. Z toho vyplyva, ze kdybychom byli schopni
sestrojit graf hustoty pravdépodobnosti pro empiricka data, porovnat jej s ptisluSnym
teoretickym (obvykle normalnim) rozd€lenim, ziskali bychom velmi dobry prosttedek
pro posouzeni odchylek od piislusného teoretického rozdéleni. Sestrojit frekvencni
funkci teoretického rozdéleni je mozné jako derivaci distribu¢ni funkce. Jak ale tuto
funkci sestrojit pro empiricka data, u nichz zadnou teoretickou funkci nezndme? Re-
Seni nabizi technika nazyvana jadrovy odhad hustoty.

Xp| @ Xpl P

Xp| © X

Obrazek 8.4 — Zakladni tvary odchylek od normalniho rozdéleni v rankitovém grafu — rozdéleni
ploché (a), Spicaté (b), levostranné nesoumérné (c) a pravostranné nesoumérné (d). POZOR! Ta-
to interpretace plati pro usporadani os, které je uvedeno na obrazku. Pokud jsou osy prehozeny
(tj. na ose X jsou méiené hodnoty a na ose Y jsou ocekavané kvantily normalniho rozdéleni) je in-
terpretace opacna!!

Princip metody je pomérné jednoduchy, matematické provedeni ale dost kom-
plikované a jeji rutinni uziti je mozné pouze s vyuzitim specializovanych statistickych
programdi.

Vychazime z nasledujici myslenky: pro kazdou z N empirickych hodnot se se-
stroji elementarni kiivka hustoty pravdépodobnosti s plochou pod kiivkou 1/N, ktera
se nazyva jadro. Toto jadro mlize mit teoreticky jakykoli tvar, obvykle se pouziva
frekven¢ni funkce normdlniho rozdéleni (Gaussova kiivka). Tyto elementarni kiivky
se sectou a vysledkem je kiivka, kterd urcitym zptisobem modeluje rozlozeni empiric-
kych hodnot. Princip konstrukce je schématicky znazornén na obrazku 8.5 . Je nutné
zdiiraznit, ze se jedna o odhad rozloZeni hodnot, neni to jednozna¢né determinovana




kiivka, kterou by bylo mozné vyjadiit né¢jakym jednoduchym vzorcem. Vysledny tvar
zavisi ptfedevsim na dvou faktorech:

® tvaru jadra,

e Sifce jadra.

Tvar jadra mize byt v podstaté libovolny, obvykle se pouziva normalni rozd¢le-
ni. Velmi dulezita je Sitka jadra (tj. Sitka elementarnich funkci sestrojenych kolem da-
tovych bodi). Pokud je Sitka mala, vypada vysledna kiivka jako pohoti s mnoha Stity
a neposkytuje informaci o podstatnych vlastnostech daného rozdé€leni. Naopak velka
Sitka zpiisobi, ze kiivka je velmi hladk4 a vysledek z hlediska interpretace je stejny
nebo jeste horsi neZ v ptipadé malého (zkého) jadra. Spravny odhad $itky jadra vy-
zaduje urcitou zkuSenost, a v pripad€, ze mame moznost Sitku jadra volit, tak 1 expe-
rimentovani. N&které programy umoziuji tuto volbu, jiné se snazi o optimalni odhad
jadra na zakladé vestavénych (zpravidla itera¢nich) algoritmd, ale v obou ptipadech si
musime uvédomit, Ze se jedna o odhad a vysledek neni zcela objektivni. I pfes uve-
dené nedostatky je graf hustoty pravdépodobnosti velmi oblibenym diagnostickym na-
strojem, pfedev§im pro moznost rychlého a nazorného porovnani empirickych hodnot
s teoretickym rozd€lenim. Uvadi se empirické pravidlo (KuPKA 1997), Ze pti dosta-
te€né velikosti vybéru (N > 50) dvé vyraznd maxima na grafu hustoty pravdépodob-
nosti svéd¢i o pravdépodobné nehomogenité vybéru a lze uvazovat o jeho rozdéleni na
dvé ¢asti. Vyskyt velkého mnozstvi lokalnich maxim svédci obvykle o pfili§ uzkém
jadru.

Naproti tomu pouziti tohoto grafu mé také svd omezeni. Nelze jej pouzit
k odhadu kvantild nebo ke konstrukei distribu¢ni funkce.

Statistické programy, pokud tento graf maji ve své vybavé, obvykle jej vykreslu-
Ji ve srovnani s normalnim rozdélenim.

Zajemci o matematickou formulaci konstrukce grafu, o postupy k vedouci
k ur€eni sitky jadra najdou nejpouzivanéjsi techniky napt. v MELOUN-MILITKY 1994.
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nsouqopodgpaead ejosny

empirické (namérené) hodnoty

Obrazek 8.5 — Schéma konstrukce grafu hustoty pravdépodobnosti. Vysledna souctova kfivka je
znazornéna tucné.




Priklad 8.2

Provedte prizkumovou analyzu dat pro zadané soubory pomoci grafickych me-
tod.

Pro ilustraci provedeni a interpretace pruzkumové analyzy dat pomoci zaklad-
nich grafickych metod byly generovany 3 vybéry - podle rovnomérného, normélniho a
exponencialniho rozd€leni. Rozd¢€leni byla vybréana tak, Ze kromé zakladniho statistic-
kého rozdéleni (normalniho) se zde vyskytuje i rozd€leni vyrazné nesymetrické (ex-
ponencidlni) a naopak rozdéleni s velmi pravidelnym rozloZenim hodnot v daném in-
tervalu (rovnomérné). Zakladni zadani je v tabulce 8.4.

Pro aplikaci prizkumové analyzy dat je nutné z prvotniho zapisu ud¢€lat porad-

kovou statistiku, tj. vzestupné usporadany vybér. Poté miizeme aplikovat vySe popsa-
né zakladni grafické metody.
Vysledek pro normalni rozdéleni je na obrazcich 8.6 , 8.7 , 8.8 a 8.9 . Z grafu rozpty-
leni (teckového grafu) na obrazku 8.6 vidime, ze dany vybér vykazuje urcité lokalni
koncentrace dat (skupiny nahlouc¢enych bodit). V oblasti dolnich hodnot jsou dvé po-
mérn¢ izolované hodnoty, ale z krabicového grafu je ziejmé, Ze se ziejmé nejedna o
vybocujici (extrémni) hodnoty, nebot’ pouze jedna vybocuje z vnitinich hradeb soubo-
ru, a to velmi tésné. Srovnani polohy medianu a aritmetického praiméru indikuje velmi
dobrou shodu, coz je typické pravé pro normalni rozdéleni nebo symetrickd rozdéleni
blizka normalnimu. Analyza kvartila (,,krabi¢ky*) naznacuje, ze dany vybér bude zie-
jmé velmi mirné pravostranny, nebot’ dolni ¢ast ,,krabicky* je o néco delsi nez horni,
coZ znamena, ze v useku mezi medidnem a hornim kvartilem (horni Cast krabicky)
jsou data vice koncentrovana nez v dolni ¢ésti (tj. mezi medidnem a dolnim kvarti-
lem).

Krabicovy graf pro normalni rozdéleni
64
62 |-
60 |-
58 |-
56 |-
54 |-
52 |-

48
46 |
44 |-
42 |-
40
38 |
36 |-
34
32

00 §§OO§8 0§0§§§88§ §OO

o I
normalni

Obrazek 8.6 — Krabicovy graf a graf rozptyleni pro generovana data normalniho rozdéleni. Popis
jednotlivych prvki grafu je v textu. Kratka ¢arka oznacuje polohu aritmetické-
ho priméru.
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K podobnym zavérim mizeme dojit pomoci grafu rozptyleni s kvantily. Jednot-
livé kvantilové obdélniky jsou v podstaté symetrické, coz indikuje prakticky syme-
trické rozloZeni bodii mezi jednotlivymi vyznamnymi kvantily. Cara spojujici jednot-
livé hodnoty vykazuje urcitou ,,stupniovitost danou pravé lokdlnimi koncentracemi
dat.

Dalsi dva grafy na obrazcich 8.8 a 8.9 umoziuji kvalitné¢ posoudit shodu
s normalnim rozdélenim.

Kvantil-kvantilovy graf vykazuje dobrou shodu, ktera je indikovana tim, ze jed-
notlivé body (kvantily) lezi velmi tésn¢ kolem srovnavaci linie. Je nutné si uvédomit,
ze ideélni shodu s ptimkou nedosdhneme prakticky nikdy, jde v podstaté o miru tés-
nosti, s jakou se métené (nebo v tomto piipadé generované) hodnoty primykaji srov-
navaci linii. VéEt$i odchylku vykazuji pouze dvé nejniz$i hodnoty, ale vzhledem
k tomu, ze vybér je dostatecné velky (50 hodnot), zfejmé tato odchylka nebude mit
vEtsi vliv.

Tento zavér potvrzuje 1 graf hustoty pravdépodobnosti, kdy jadrovy odhad hus-
toty empirické kiivky (Carkovan€) se téméf shoduje s teoretickym pribéhem normal-
niho rozdéleni vypocitaného pomoci aritmetického priméru a smérodatné odchylky
vybéru. Potvrzuje pfedpoklad velmi mirné Spicatosti (empirickd kiivka je vyssi nez
teoretickd, coz indikuje vys$si koncentraci hodnot v oblasti tohoto vrcholu) a pravo-
stranné nesoumérnosti (vrchol empirické kiivky je mirn€ vpravo od teoretické kiivky).

Stejné vystupy byly vytvoteny pro rovnomérné rozdéleni na obrazcich 8.10 ,
8.11,8.12 a 8.13 . Pro rovnomérné rozdéleni je typické to, jak jiz nazev napovida, ze
data jsou v podstaté stejnomérné rozdélena v daném intervalu (je to také symetrické
rozdéleni, od normélniho se 1isi tim, Ze v oblasti kolem stfedni hodnoty nedochdzi
k vyssi koncentraci dat nez na ,,okrajich® rozdéleni, jejich hustota je stale stejna).

11



Pivodni hodnoty Poradkové statistiky
Rozdéleni Nornalni Exponencialni Rovnomérné

Z i 5 £ Z g Z g Z 8
3 E g E & E 3 g 3 E
3 = 5 3 3 3 3

1 50.1 8.7 68.5 25 32.7 14 2.5 11 10.5
2 60.4 68.9 60.7 44 34.1 43 4.1 39 13.9
3 54.1 24.2 17.5 11 41.6 34 4.2 49 16.2
4 49.5 7.1 36.4 24 41.6 28 4.7 33 16.7
5 53.6 48.8 53.9 42 41.7 7 5.9 3 17.5
6 60.6 23.7 26.9 45 42.0 4 7.1 41 17.6
7 46.0 5.9 66.3 9 42.8 45 7.7 18 19.4
8 56.4 26.7 35.5 26 42.8 17 7.8 30 19.7
9 42.8 93.0 52.1 14 43.2 1 8.7 46 19.8
10 62.4 54.5 56.1 19 44.7 25 10.1 27 20.5
11 41.6 80.0 10.5 32 45.0 23 15.0 12 20.7
12 53.1 179.6 20.7 38 45.8 15 15.1 31 21.0
13 52.2 151.0 59.0 7 46.0 32 15.1 20 23.4
14 43.2 2.5 44.2 30 46.1 36 19.7 42 26.6
15 52.0 15.1 66.7 47 46.7 20 20.6 6 26.9
16 48.9 115.0 40.4 16 48.9 26 22.8 22 27.2
17 51.5 7.8 59.2 34 49.1 30 22.9 45 30.1
18 52.0 65.4 19.4 50 49.3 6 23.7 29 31.5
19 44.7 72.3 33.1 31 49.4 3 24.2 19 33.1
20 54.6 20.6 234 4 49.5 33 25.7 47 35.2
21 56.8 146.3 56.1 49 49.7 8 26.7 8 35.5
22 56.6 31.8 27.2 33 49.8 50 28.1 4 36.4
23 56.0 15.0 48.6 39 49.9 22 31.8 26 36.6
24 41.6 67.9 57.0 1 50.1 44 35.6 34 38.9
25 32.7 10.1 57.5 28 50.2 40 36.9 16 40.4
26 42.8 22.8 36.6 35 51.2 49 43.2 40 42.8
27 54.2 45.8 20.5 17 51.5 27 45.8 14 44.2
28 50.2 4.7 60.3 36 51.8 42 46.9 36 48.5
29 60.7 175.3 31.5 15 52.0 5 48.8 23 48.6
30 46.1 22.9 19.7 18 52.0 10 54.5 37 49.6
31 49.4 55.2 21.0 13 52.2 31 55.2 38 52.0
32 45.0 15.1 60.1 48 52.4 38 61.0 9 52.1
33 49.8 25.7 16.7 46 52.7 18 65.4 44 53.3
34 49.1 4.2 38.9 40 52.8 24 67.9 5 53.9
35 51.2 72.3 64.8 12 53.1 2 68.9 10 56.1
36 51.8 19.7 48.5 5 53.6 37 72.1 21 56.1
37 55.5 72.1 49.6 3 54.1 19 72.3 24 57.0
38 45.8 61.0 52.0 27 54.2 35 72.3 25 57.5
39 49.9 80.3 13.9 20 54.6 47 79.0 13 59.0
40 52.8 36.9 42.8 41 54.8 11 80.0 17 59.2
41 54.8 130.3 17.6 37 55.5 39 80.3 32 60.1
42 41.7 46.9 26.6 23 56.0 48 85.5 28 60.3
43 61.4 4.1 67.2 8 56.4 9 93.0 2 60.7
44 34.1 35.6 53.3 22 56.6 16 115.0 50 62.6
45 42.0 7.7 30.1 21 56.8 41 130.3 35 64.8
46 52.7 139.4 19.8 2 60.4 46 139.4 7 66.3
47 46.7 79.0 35.2 6 60.6 21 146.3 48 66.4
48 52.4 85.5 66.4 29 60.7 13 151.0 15 66.7
49 49.7 43.2 16.2 43 61.4 29 175.3 43 67.2
50 49.3 28.1 62.6 10 62.4 12 179.6 1 68.5

Tabulka 8.4- Generovana rozdéleni pro ilustraci pouZiti grafickych metod pruzkumové analyzy
dat
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Obrazek 8.7 — Graf rozptyleni s kvantily pro normalni rozdéleni
al

- }E}/ﬁéf

-

B | 1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 ‘
-3. 00 -1. 00 1. 00 3. 00

U—normal.

Obrazek 8.8 — Kvantil-kvantilovy graf pro normaélni rozdéleni
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Obrizek 8.9 — Graf hustoty pravdépodobnosti pro normalni rozdéleni. Carkovana &ara je jadro-
vy odhad hustoty empirickych hodnot, plna ¢ara je frekvencni funkce normalniho
rozdéleni.

Tyto vlastnosti jsou potvrzeny také prislusnymi grafy. Na grafu rozptyleni (tec-
kovém) a krabicovém vidime, Ze ,,krabicka* je ve srovnani s normalnim rozdélenim
pomérné dlouha (to je prave indikace skutecnosti, ze kolem stiedni hodnoty nedochazi
k vétsi koncentraci dat, to potvrzuje i teckovy graf vedle). Také aritmeticky primeér se
velmi dobfe shoduje s medianem (hodnoty prakticky splyvaji). Vzhledem ke zna¢né-
mu interkvartilovému rozpéti zddné hodnota nelezi mimo vnitini hradby souboru. Ten-
to typ krabicového grafu je typicky pro ,,plocha* rozdéleni, tj. pro takova, kterd nevy-
kazuji vyznamnéjsi koncentrace hodnot.

Vyse uvedené typické vlastnosti rovnomérného rozdéleni se na grafu rozptyleni
s kvantily projevi tim, ze kvantilové obdélniky na jsou skoro ¢tvercového tvaru a
spojnice empirickych hodnot je témét piimka (oproti esovitému tvaru u normalniho
rozdélent).

Kvantil-kvantilovy graf a graf hustoty pravdépodobnosti také potvrzuji typické
vlastnosti rovnomérného rozdéleni — na Q-Q grafu (obrazek 8.12 ) je patrny typicky
tvar pro ploché rozdé€leni (viz schématicka zndzornéni na obrazku 8.4 ). Také empiric-
ka kiivka grafu hustoty pravdépodobnosti ukazuje na ploché a viceméné soumérné
rozdéleni (kfivka je plossi — nizsi — a SirSi, tj. ma vyssi variabilitu, nez kfivka normal-
niho rozdé€leni). Z obou obrazki je ziejmé, ze rozdily mezi rovnomérnym a normal-
nim rozdélenim nejsou velké a Zze modelovani takového rozdéleni pomoci obvyklého
normalniho rozdéleni ve vét§ing ptipadii vyhovi.
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Krabicovy graf pro rovnomerné rozdeleni
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Obrazek 8.10 — Krabicovy graf a diagram rozptyleni pro generované rovhomérné rozdéleni
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Obrazek 8.11 - Graf rozptyleni s kvantily pro generované rovnomérné rozdéleni
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Obrazek 8.12 — Kvantil-kvantilovy graf pro rovnomérné rozdéleni
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Obrazek 8.13 — Graf hustoty pravdépodobnosti pro rovnomérné rozdéleni

Poslednim ptikladem je exponencidlni rozdéleni. Jeho grafické interpretace jsou
na obrazcich 8.14 , 8.15 , 8.16 a 8.17 . Je to typicky vyrazné nesoumérné rozdéleni,
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coz je ihned nazorn¢ vidét z grafického zobrazeni na obrazcich 8.14 a 8.15 . Na dia-
gramu rozptyleni (teckovy graf) vidime, ze vétSina hodnot je koncentrovana v dolni
¢asti (oblast nizsich hodnot), jedné se tedy o vyrazné levostranné nesoumérné rozde-
leni. O této skutecnosti také svéd¢i vyrazny rozdil mezi medidnem a aritmetickym
prumérem (kratka ¢arka). Na horni strané (vyS$$i hodnoty) vidime nékolik hodnot vy-
razn¢ presahujicich vnitini hradby souboru, pfi¢emz by tyto hodnoty musely byt v
pripadé konkrétnich méfeni velmi pozorné posuzovany z hlediska jejich spravnosti a
vypovidaci schopnosti. Na grafu rozptyleni s kvantily je levostranné seSikmeni vidét
velmi nazorné: vzdalenosti mezi dolnimi a hornimi stranami kvantilovych obdélnik
jsou znacné odlisné - velkd koncentrace nizkych hodnot zplisobuje, ze dolni strany
jsou u sebe velmi blizko, coz je typické pravé pro levostrannou nesoumérnost. Také
spojnice empirickych hodnot vykazuje tvar typicky pro levostranné rozdéleni — stejny
jako na Q-Q grafu.

Krabicovy graf pro exponencialni rozdeleni

180 =1

0 0 000 0

Hodnoty

o
5

FT T T T T T T T T T T T T T

I o I

Obrazek 8.14 — Krabicovy graf exponencidlniho rozdéleni
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Obrazek 8.15 — Graf rozptyleni s kvantily pro exponencialni rozdéleni
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Obrazek 8.16 — Kvantil-kvantilovy graf exponencialniho rozdéleni
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Obrazek 8.17 — Graf hustoty pravdépodobnosti exponencialniho rozdéleni

Grafy shody s normalnim rozdélenim potvrzuji vyraznou odchylku od normal-
niho rozdéleni. Na kvantil-kvantilovém grafu snadno rozezname vyrazné levostranné
rozdéleni (podle typického tvaru z obrazku 8.4 c). Stejny zavér potvrzuje obrazek 8.17
, kde miizeme potvrdit levostrannost a $picatost rozdéleni.

Tabulka 8.5 wuvadi pro srovnani zdkladni statistické charakteristiky vSech tfi
vybéra. Vidime, ze statistické charakteristiky dobfe odpovidaji predbéznym zavérim,
které jsme ucinili na zédklad€ rozboru prizkumovych grafti (normalni rozdéleni je mir-
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n¢ pravostranné, rovnomérné ma vyssi variabilitu a je soumérné, exponencialni je sil-
né levostranné s nejvyssi variabilitou danou odlehlymi hodnotami). Je to potvrzeni
faktu, ze ztéchto relativné jednoduchych exploratornich grafi miizeme pomérné
rychle a spolehlivé analyzovat zékladni vlastnosti posuzovanych vybéra.

Charakteristika (bodové Rozdéleni
odhady zikladniho souboru) normalni rovnomérné | exponencialni
aritmeticky pramér 50.25 41.38 53.11
median 50.70 41.60 40.05
rozptyl 41.77 322.48 2210.70
smérodatna odchylka 6.46 17.96 47.02
koeficient nesoumérnosti - 045 - 0.08 1.12
koeficient SpiCatosti 3.29 1.59 3.49

Tabulka 8.5 — Statistické charakteristiky ti'i generovanych rozdéleni (koeficient Spicatosti pro
normalni rozdéleni je roven 3, koeficient nesoumérnosti nule)

8.2 Ovéreni predpokladii o datech

Pfi pouziti obvyklych metod matematické statistiky (tedy pokud pracujeme s
vybéry) se zpravidla predpoklada, ze se jednéa o nezavislé nahodné veliCiny pochézeji-
ci z normalniho rozdéleni a Ze vybér ma dostate¢ny rozsah pro spolehlivy odhad pa-
rametrl a testovani hypotéz. Pred provedenim vlastni statistické analyzy bychom tedy
méli ovetit nasledujici vlastnosti:

e dostate¢ny rozsah vybéru,

® nezavislost prvkl vybéru,

e normalitu vybéru,

e homogenitu vybéru.

8.2.1 Urceni minimalni velikosti vybéru

Zakladni postupy tykajici se pottebné velikosti vybéru byly uvedeny v I. dilu,
v kapitole 5.5.3 na str. 88.

8.2.2 Ovéreni normality vybéru

vvvvvv

lyzy dat, je na ném zaloZena vétSina obvykle pouZzivanych statistickych metod, napf.
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metody korela¢ni a regresni analyzy, mnohé testy apod. Pokud neni normalita vybéru
prokézana, je nutno hloubéji analyzovat data a pokusit se zjistit pfiiny. Data, u kte-
rych se normalita neprokazala, je mozné také analyzovat (zpravidla specidlnimi nebo
modifikovanymi metodami) nebo je mozné data pfiblizit normalité pomoci tzv. trans-
formace.

Grafické metody posouzeni normality jsme probrali v pfedchozi kapitole (je to
predevs§im kvantil-kvantilovy, resp. rankitovy graf a dale graf hustoty pravdépodob-
nosti). Kromé toho existuje jesté celd fada testli normality. Jeden z nich je uveden v 1.
dilu na strané 115 (kapitola 7.4.1.5). Krom¢ ného se Casto pouzivaji napt. Shapiro-
Wilktv, D’ Agostiniiv omnibus test, ddle Anderson — Darlingtv, Jarque — Bertv, Kol-
mogorov- Smirnoviv test a dalsi.

Uvedeme jesté¢ dva testy, které jsou Casto pouZivany ve statistickych progra-
mech, a to D’ Agostintiv omnibus test a Shapiro-Wilkiv test.

D’Agostiniiv omnibus test (test kombinace vybérové Sikmosti a Spicatosti)
(MELOUN - MILITKY 1994)
Pro realné velikosti vybera se pouziva testovaci statistika

2 2
C=7(g))+2°(g,)
kde hodnoty Z(g,)a Z(g,) jsou normalni aproximace vybé&rové Sikmosti, resp. $pi-
Catosti. Pro vypodet Z (g, ) potiebujeme vypocitat nasledujici pomocné veli¢iny:
(n + 1)(n + 3)

Y =
S 6(n-2)

G 3(n? +27n—70)(n + 1)(n + 3)
 (n-2)n+5n+7)(n+9)

W=-1+2G-1

2

W2 -1
Z téchto pomocnych veli¢in se ur¢i aproximace

2
1 Y (Y

Z(g)= ——1In| —+ || ~| +1
&) JInW | A (Aj

Pro vypocet normalni aproximace $picatosti vypocitame veli¢inu S pomoci vztahu

-y —E(g,)

~ /D(g,)

A=

kde je
o3 vypocitana vybérova Spicatost
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E(gy) stfedni hodnota vybérové Spicatosti, kterd se pro normalni rozdéleni vypocita
podle vzorce
6

E =3-——
(82) N+l

D(g2) je rozptyl vybérové Spicatosti vypocitany podle vzorce

24n(n—2)(n-3)

D(g,)~ 2 .

(n+1)"(n+3)(n+5)

Dale se vypocita Sikmost veli¢iny S

6(n* —5n+2) |6(n+3)(n+5)
g5 =
(n+7)(n+9) \n(n—-2)n-3)

A:6+L L+ 1+ 4 ,
29|29 | gXS)

Aproximace Spicatosti se vypocita

a pomocné hodnota

Z(g,)=

Pokud zkoumany vybér pochazi z normalniho rozdéleni, potom statistika C ma rozdé-
leni % se dvéma stupni volnosti. Tento test je povazovan za velmi silny. M vyhodu v
tom, ze pomoci n¢ho lze oddélené testovat samostatné hypotézy o vlivu Sikmosti nebo
Spicatosti na normalitu, resp. nenormalitu vybéru. Aproximace Z(g,)a Z(g,) tedy

lze pouzit jako samostatné testovaci statistiky. V téchto ptipadech maji obé aproxima-
ce normované normalni rozdéleni N (0,1).

Vzhledem k relativné zdlouhavému vypoctu se doporucuje pro pouZiti tohoto
testu vypracovat jednoduchy program, ktery vypocita hodnotu C i hodnoty obou apro-
ximaci. Pokud alespoii jedna z aproximaci nevyhovuje normalité, je celé rozdéleni
povazovano za statisticky vyznamné odliSné od normalniho.

Shapiro — Wilkiiv test
Tento test byl odvozen pro mensi vybéry (doporuceny rozsah vybéru 3 — 50 prv-

k). Testové kritérium je
N 2
{Z ;X (i) }
i=1

> (x; ~x)?

i=1

W =
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kde koeficienty a; jsou tabelovany ve specialnich tabulkach. Nulovéa hypotéza o nor-
malité se zamit4, pokud kritérium W je mensi nez tabelovand kritickd hodnota W ..

8.2.3 Ovéreni predpokladu nezavislosti prvki vybéru

Zakladni test autokorelace 1. fadu (von Neumantv test) je uveden v I. dilu na str.
116 (kapitola 7.1.4.6).

8.2.4 Ovéreni homogenity vybéru

Problematika nehomogennich vybért je velmi slozitd, nebot’ jejich pficin mtze
byt mnoho (zména podminek experimentu, nestejnomérnost métenych vlastnosti
apod.). Zde se omezime na ptipad tzv. odlehlych (vybocujicich) méfeni. Jsou to hod-
noty, které se svou velikosti velmi vyrazné 1isi od ostatnich, jsou ,,podezield®, Ze ne-
patii do zkoumaného vybéru.

Pii komplexnim statistickém ovétfovani ,,odlehlosti hodnot se pouzivaji kom-
plikované procedury zahrnujici sestaveni modelu jejich chovani, je nutno znat jejich
rozdéleni apod.

Existuji ovSem relativné jednodussi metody, zpravidla zaloZzené pouze na pied-
pokladu, Ze ,,spravna“ data maji normalni rozdéleni. Mezi tyto metody patii modifi-
kace vnitinich hradeb. S pojmem vnitinich hradeb souboru jsme se jiz setkali u kra-
bicovych grafu. Vypocitaly se jako dolni (resp. horni) kvartil + 1.5-nasobek interkvar-
tilového rozpéti. Jejich modifikace spociva v tom, Ze misto konstantni hodnoty 1.5 se
pouziva parametr K, ktery je volen tak, aby pravdépodobnost P(n,K), ze z vybéru ve-
likosti n pochézejicitho z normélniho rozdéleni nebude Zadny prvek mimo vnitini
hradby byla dostate¢n¢ vysoka (napt. 0.95).Pro vybéry v rozmezi 8 < n < 100 se pou-
ziva aproximace (MELOUN - MILITKY 1994)

Kz2.25—ﬁ

n
Potom se horni (By ) a dolni (Bp' ) modifikovana hradba vypocita

Bp =Fp -KRe By =Fy + K Rg

Prvky, které lezi mimo tyto modifikované hradby, povazujeme za ,,podezielé” a
podrobime je dalsi analyze.

Tyto hodnoty mohou totiz velmi vyrazné ovlivnit predevs§im aritmeticky pramér
a rozptyl (a vSechny na nich zaloZené charakteristiky), a proto si vyzaduji specidlni
pozornost. Zasadn¢ nelze tyto hodnoty ihned z dalsi analyzy vyloucit! Musime velmi
pozorng analyzovat pficiny, které vedly k vyskytu takto odlehlych hodnot. Na jedné
stran¢ to mohou byt opravdu ptic¢iny opraviiujici vylouceni téchto hodnot z dalsi ana-
Iyzy, napt. hruba chyba méteni, Spatny zapis dat apod., ale na druhé stran€ musime
velmi peclivé zvazovat ,,pfirozené pticiny jejich vyskytu. Jednou z moznosti je napf.
to, ze méfend veli¢ina mize byt charakterizovana seSikmenym rozdélenim, kde tako-
vato - zdanlivé vybocujici - hodnota miize byt pfijatelnd. Pokud opravdu zjistime, ze
se jedna o vybocujici hodnotu, potom miizeme pouzit k dalsi analyze tzv. robustnich
metod, coz jsou metody zalozené zpravidla na kvantilech, u nichz je vliv vybocujicich
hodnot vyrazné oslaben. VZzdy bychom méli mit na paméti, Ze vylouceni hodnoty z
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analyzy je posledni a krajni moznosti a méli bychom ji uzivat jen v ptipadech, kdy
jsme zcela piesvédceni o nepfijatelnosti dané hodnoty.

Jiné Casto pouzivané testy homogenity, napt. Grubbsiiv nebo Dixoniiv — jsou
uvedeny v L. dilu na stranéch 114 a 132.

V nasledujici ¢asti si ukazeme vySetfeni zakladnich predpokladid vybért na
praktickém ptikladu.

Priklad 8.3:

Pri vyzkumu tykajici se mechanickych a fyzikalnich viastnosti dieva byla kromé
Jjinych udajii mérena hustota dieva na zkusebnich téliscich. Ddle byla na kazdem teélis-
ku zjistéena prumérna Sirka letokruhii (prumeér z 10 letokruhu). Stanovte odhady za-
kladnich parametru obou velicin a pomoci pruzkumové analyzy dat zjistete, zda byly
splnény zakladni predpoklady pro pouziti momentovych odhadii. Mérend data jsou v
tabulce 8.6

Na obrazcich 8.18 , 8.19 , 8.20 a 8.21 jsou postupné znazornény krabicové gra-
fy, kvantil-kvantilové grafy, grafy hustoty pravdépodobnosti a grafy rozptyleni
s kvantily.

V piipad¢ krabicového grafu vidime soumérnou ,.krabi¢ku®, coz svéd¢i o syme-
trii dat v okoli medianu. Aritmeticky primér se témét kryje s medianem, graf neindi-
kuje Zadné odlehlé body. Velmi dobrou symetrii vybéru hustota dfeva potvrzuje také
graf rozptyleni s kvantily (obrazek 8.21 ) — vSechny kvantilové obdélniky jsou vza-
jemné symetrické a nejsou indikovany zadné vybocujici body. Kvantil-kvantilovy graf
1 graf hustoty pravdépodobnosti potvrzuji vynikajici shodu s normalnim rozdélenim —
v ptipadé Q-Q grafu témét vSechny body lezi na srovnavaci pfimce, v grafu hustoty
pravdépodobnosti se jadrovy odhad hustoty (¢arkovana Céara) témeét kryje s kiivkou
normalniho rozdéleni (plna ¢ara).

Zcela jinak vypada situace u vybéru ,,primeérna Sitka letokruhii“. VSechny grafy
signalizuji vyraznou nesoumeérnost a piitomnost vybocujicich bodl. Krabicovy graf
ukazuje silnou koncentraci hodnot mezi dolnim kvartilem a medidnem (velmi uzka
spodni ¢ast krabicky), zna¢ny rozdil mezi hodnotou medidnu a aritmetického pruméru
a tfi nejvyssi hodnoty jsou siln€ ,,podezielé. Koncentraci dat jemnéji analyzuje graf
rozptyleni s kvantily, kde je zfetelna nejvyS$si mira koncentrace mezi sedecilem a okti-
lem a také mezi oktilem a dolnim kvartilem. Také grafy popisujici shodu s normalnim
rozdélenim zcela jasné indikuji siln€ levostranné rozdéleni (typicky ,,prohnuty* tvar
Q-Q grafu a velmi vymluvny tvar jadrového odhadu hustoty oproti normalnimu roz-
déleni v grafu hustoty pravdépodobnosti svédcici o levostranném a Spi¢atém rozdéle-
ni).

Interpretace vSech grafii prizkumové analyzy dat je tedy velmi zietelnd. Vybeér
,hustota dieva“ pochézi ziejme z normalniho rozdéleni s téméf idealni soumérnosti a
vykazuje jen velmi mirné zplosténi rozdéleni, zatimco vybér ,,primérna Sitka letokru-
ht“ vykazuje jasné znaky siln¢ seSikmeného levostranného rozdéleni se tfemi silné
vybocujici body.
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Priumérna Primérna
Cisto | "o | Sitka Cislo | TR e
vzorku revz; letokruhu | vzorku drevz; letokruhu
(kg/m’) (mm) (kg/m’) (mm)
1 516 1.3 21 413 1.0
2 528 1.5 22 362 1.3
3 396 2.0 23 489 1.0
4 487 1.1 24 466 1.1
5 356 3.5 25 472 1.0
6 507 0.8 26 404 3.1
7 390 1.4 27 401 1.5
8 427 1.3 28 450 0.9
9 347 1.2 29 433 0.9
10 376 2.1 30 470 1.1
11 457 1.4 31 451 1.1
12 451 0.9 32 412 1.6
13 509 1.7 33 428 1.3
14 435 3.5 34 468 1.3
15 424 1.2 35 422 1.7
16 410 1.1 36 414 1.6
17 480 1.6 37 476 2.0
18 441 1.3 38 440 1.4
19 460 0.8 39 489 1.8
20 495 2.2

Tabulka 8.6 — Hodnoty vybéri ,,hustota difeva“ a ,,primérna Sika letokruha*
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Obrazek 8.18 — Krabicové grafy pro vybéry ,,hustota difeva* (vlevo) a ,,primérna §ifka letokru-

hu“ (vpravo)
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Obrazek 8.19 — Kvantil — kvantilovy graf pro vybér ,hustota dieva“ (nahoie) a ,,primérna Sifka
letokruhu“ (dole)
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mérna Sirka letokruhu* (dole)
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Vybér

Gmérna Tabulka 8.7 — Odhady parametri obou

primérna yp

Parametr h(;lvstota — vybéri
reva letokruhu 5 o

aritmeticky pramér 44236 | 1.50 Tyto predbézné zavéry potvr-
median 441.00 1.30 zuji odhady parametri vybéru, uve-
rozptyl 2028.80 0.43 dené v tabulce 8.7 a také vysledky
smérodatna odchylka 45.04 | 0.65 testd predpokladi vyberu, které jsou

Sikmost 0181 180 uvedeny v tabulce 8.8 .
Spicatost 241 508 Je zfejmé, Ze hodnoty parame-

tri z tabulky 8.7 potvrzuji, Ze vybér
»prumeérna Sitka letokruh* je silné levostranny (hodnota koeficientu Sikmosti 1,80) a
Spicaty (hodnota 5,98). O ptitomnosti vychylenych hodnot svéd¢i také znaénéa odchyl-
ka aritmetického priméru a medianu (odchylku musime porovnavat vzhledem
k hodnotam, ze kterych je pocitdna — rozdil mezi medianem a aritmetickym primérem
v pripad¢ Sitek letokruhi (absolutné 0,2 mm) ¢ini asi 13 % z hodnoty priiméru, zatim-
co rozdil v piipadé hustoty dieva (absolutn& 1,36 kg/m’) ¢&ini asi 0,3 % z hodnoty
praméru). Naproti tomu hodnoty koeficientd Sikmosti a Spicatosti u vybéru ,hustota
dieva“ potvrzuji, ze vybér pochézi z rozdéleni, které je velmi blizké normalnimu.

Test Vybér kfieti’;oi:;in Ilf;:itll:)l:: Vysledek testu
D'Agostiniiv test hustota 0.701 5.9915 normalita nezamitnuta
normality letokruhy 47.599 | 5.9915 normalita zamitnuta
von Neumanniv test|  hustota 0.240 | 2.0211 nezavislost prokdzana
nezavislosti letokruhy 1.128 | 2.0211 nezavislost prokazana
Hranice
Odlehlé hodnoty
. dolni horni
Homogenita
(modifikované hustota 279.80 | 606.70 zadné
vnitini hradby)
letokruhy | - 0.09 2.84 hodnoty 5(3.5); 14(3,5); 26(3,1)

Tabulka 8.8 — Vysledkaii testii predpokladi vybéru

Také tabulka 8.8 potvrzuje vysledky prizkumové analyzy, kdy normalita byla
zamitnuta pro vyber praimérnd Sifka letokruhu a byly zde potvrzeny tii odlehlé body.

Je nutné si uvédomit, ze vyse popisovany piiklad byl volen umysin¢ tak, aby
jednotlivé postupy priizkumoveé analyzy dat byly jasné vidét a Ze v mnoha ptipadech
znacné znalosti a zkuSenosti. Také vybér metod v této kapitole byl zuZen jen na ty nej-
jednodussi a nejpouzivanéjsi. Dalsi ptiklady a rozbor dalSich pouzivanych metod je
mozné nalézt napt. v publikacich MELOUN - MILITKY 1994, TUKEY 1977, CHAMBERS
ETALL. 1983 a dalSich.
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8.3 Transformace dat

Pokud prizkumové analyza dat odhali, Ze rozdéleni vybéru dat se pfilis lisi od
normalniho rozdéleni, nastava problém s volbou statisticky spravného zpusobu vy-
hodnoceni dat a ziskani co nejvérohodnéjsich odhadii parametrii. Nenormalita dat totiz
znemoziuje pouzit napt. aritmeticky prumér jako odhad stfedni hodnoty (a samozie;j-
me vSechny charakteristiky na néj vypocetné vazané), pouzit obvyklé postupy pro in-
tervalovy odhad, pro stanoveni dulezitych kvantili, apod. Odmitnuti normality je vét-
Sinou zpUsobeno asymetrii dat, proto vétSina zplisobli odstranéni nenormality se snazi
asymetrii odstranit. O nékterych zptsobech transformace jsme se zminili v I. dilu,
v kapitole 5.4.2.2.3 na stran¢ 78.

Jedou z nejucinngjSich metod pro odstranéni asymetrie dat je nelinearni trans-
formace. Jeji princip si popiSeme podle obrazku 8.22 :

e Mame vybér, ktery se vyznacuje silnou asymetrii (data vyznacena cernymi

trojuhelnicky — jsou to hodnoty vybéru ,primérna Sitka letokruhu*
z ptedchoziho ptikladu). Data se vyznacuji jednak silnou koncentraci mezi
hodnotami 1 a 1,5, jednak odlehlymi hodnotami. Musime nalézt vhodny tvar
transformacni funkce (na obrazku 8.22 vyznacena tu¢nou ¢arou);

® pomoci vhodné funkce transformujeme pivodni data tak, aby nova data (na
obrazku 8.22 jsou jejich hodnoty vyznacCeny Cernymi kosoctverci) byla sy-
metrickd (je vidét, Ze transformace odstranila hlavni odlehl¢ hodnoty a Ze
,»hova data“ vykazuji podstatné vyssi miru symetrie nez pivodni — trans-
formace pro nejvychylenéjsi pivodni hodnoty - 3,5 - je vyznacena pomoci
kratce Carkované Cary);

® v souboru ,,novych dat* jiz miZzeme vypocitat aritmeticky primér b&znym
zpusobem (tato data jsou normalni), stejné jako interval spolehlivosti, apod.;

e odhady parametri vypocitané pro transformované hodnoty promitneme (re-
transformujeme) do ptivodnich soutfadnic pomoci inverzni funkce. Tim zis-
kame spolehlivéjsi odhady parametri a intervaly spolehlivosti nez
z puvodnich dat.

Hlavnim problémem je najit vhodnou funkci, kterd by méla splnit tato kritéria:

e musi byt nelinearni (linearni funkce by pouze zménila métitko a posunula
data);

e musi byt monotonni (aby zistalo zachovano poradi dat — tj. vyssi pivodni
hodnoty budou i vyssi transformované);

e m¢la by zajistit maximalni symetrii nebo (I1épe) maximalni normalitu dat.

Velmi vhodnou funkci je Box-Coxova transformace, coZ je funkce patfici mezi

mocninné transformacni funkce. Jeji tvar je nasledujici:

}\'_
x -1 A=0

Y(x)=
In x A=0
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transformovany primér a jeho
promitnuti do pivodnich dat

/

primér puvodnich dat
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Obrazek 8.22 — Princip nelinearni transformace dat

Tato transformace U¢inné piiblizuje vybér normalité jak z hlediska Sikmosti, tak
1 z hlediska extrémnich hodnot. Uréeni hodnoty A, samotna transformace a pfedevsim
nasledna retransformace parametri jsou teoreticky i vypocetné velmi naro¢né postupy
a pro jejich realizaci je tfeba vykonny statisticky program (z téch dostupnéjSich tuto
transformaci provadi napt. ADSTAT). Teorii Box — Coxovy transformace viz napf.
MELOUN - MILITKY 1994 nebo KuPKA 1997.

Jeji Gcinnost si prokaZzeme na datech z predchoziho ptikladu (na vybéru ,,pri-

o

meérna Sifka letokruhti®).

Priklad 8.4:

Pomoci Box-Coxovy transformace stanovte odhady parametrit vybéru ,, prumer-
na Sirka letokruhu “, jehoz data jsou uvedena v tabulce 8.6 .

Praktické provedeni vypocetné naro¢né nelinearni transformace je mozné jen
s pouzitim specializovaného statistického programu.

Nejdiive je nutné posoudit opravnénost transformace (tedy zda transformace
bude mit ,,statisticky ptfinos®, tj. podstatné zlepsi odhady parametrt).

Pomoci programu ADSTAT byla nalezena optimalni hodnota A = -0,93 (tato
hodnota zajistuje maximalni symetrii 1 normalitu transformovanych dat, ktera je cha-
rakterizovana koeficientem Spicatosti = 2,58 a koeficientem Sikmosti —0,0085, coz je
velmi podstatnd zména oproti hodnotam téchto koeficient pro netransformovana da-
ta, které jsou uvedeny v tabulce 8.7 ).
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Pomoci hodnoty A byly vypocitany transformované hodnoty (x’) s normalnim
rozd&lenim, pro které jiz byl vypocitan klasicky primér (X'= 0,247) a hodnoty roz-

ptylu (S'2 =0,0625) a smérodatné odchylky (S’ = 0,25).

ZlepSeni normality je mozné posoudit také na Q-Q grafech ptivodnich a trans-
formovanych dat (viz obrazek 8.24 ). Je ztetelné, Ze transformace data ,,znormalizova-
la®, nebot’ témét vSechny body lezi perfektné na ptimce, zatimco horni Q-Q graf (pred
transformaci) vykazuje prabéh typicky pro levostranné rozdéleni.

Poté je nutné posoudit opravnénost transformace (tedy zda transformace bude
mit ,,statisticky pfinos®, tj. podstatné zlepsi odhady parametrli) pro stanovenou hodno-
tu parametru A. To se provadi pomoci grafu logaritmu vérohodnostni funkce (viz ob-
razek 8.23 ). V tomto grafu se na ose X vynasi hodnoty A a na ose Y hodnoty logarit-
mu vérohodnostni funkce stanovené podle vztahu

n
InL(L) = —rzllnsz(x') +( =D Inx,
i=1
kde je s*(x’) vybérovy rozptyl transformovanych dat.

V grafu je také nakreslen interval spolehlivosti optimalni hodnoty A. Pokud ten-
to interval obsahuje hodnotu A = 1, potom Box-Coxova transformace neni ze statistic-
kého hlediska pfinosem. Je nutno upozornit, ze v nékterych piipadech tento graf neda-
va vysledky, které¢ by byly jednoznacné interpretovatelné (transformace ano — ne),
v tom pfipadé je nutno se fidit porovnanim ptivodnich a transformovanych odhadut pa-
rametrli a provést rozbor statistického pfinosu transformace.

Transformované hodnoty statistickych charakteristik byly pomoci Taylorova

rozvoje v okoli transformovaného priiméru promitnuty (retransformovany) do ptivod-
niho méfitka, ¢imz byly ziskdny hodnoty uvedené v pravém sloupci tabulky 8.9 .
Je zfejmé, ze transformaci doslo k vyraznému posunu stfedni hodnoty, ktera jiZ neni
tolik zatizena odlehlymi méfenimi. Vyznamna zména nastala také u konfiden¢niho in-
tervalu, ktery je ve shod¢ s nesoumérnym rozdélenim piivodnich dat také nesoumérny
(dolni ¢ast ma rozsah 1,32-1,20 = 0,12, zatimco horni 1,48-1,32 = 0,16), coz lépe od-
povida realité¢ (nesoumérnému rozdéleni s delSim ,.hornim* koncem), nez soumérny
interval vypocitany z ptivodnich hodnot. Z retransformovaného rozdé¢leni je také moz-
né vypocitat jakékoli kvantily, jez budou také nesymetrické. Dal§im pifinosem trans-
formace bylo snizeni variability (mens$i hodnoty rozptylu a smérodatné odchylky).

Zavérem je nutno zdlraznit, Ze ackoli je Box-Coxova transformace jedna
z nejlepsich a neucinngjsich, v nékterych ptipadech jeji postup selze (zvlaste, jestlize
je optimalni hodnota parametru A ur€ovana automaticky programem) a ziskané hodno-
ty nejsou pouzitelné (napf. nepfijatelné malé nebo naopak velké hodnoty charakteris-
tik variability, nevérohodné hranice konfiden¢nich intervalti apod.). V téchto piipa-
dech musime pfistoupit bud’ k ,,ruénimu* hledani optimalni hodnoty A, coz je postup
velmi naro¢ny na znalosti analytika nebo zkusit pouzit jinou transformaci, kterd vede
k normalnimu rozdéleni. Dal$i moZnosti je pouzit pro ptiivodni data kvantilovych (ro-
bustnich) odhadi parametrti.
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Parametr pred transformaci po retransformaci
(ptivodni parametry) | (,,opraveny parametr*)

aritmeticky primér 1,50 1,32
dolni hranice konfiden¢niho 129 120
intervalu priméru ’ ’

horni hranice konfidenéniho 171 1.48
intervalu priméru ’ ’

rozptyl 0,43 0,18
smérodatnd odchylka 0,65 0,43

Tabulka 8.9 — Odhady parametra pro puvodni a retransformované hodnoty

hranice intervalu spoleh- hodnota A = 1 neni soucasti
40. 00 livosti parametru A intervalu spolehlivosti pa-
rametru A, coZ naznacuje, Ze
B . . transformace bude statistic-
B ! ! kv u¢inna
20,00 L !
- R : kiivka logaritmu vé-
- \: i rohodnostni funkce
0.00 ! ! pro rizné hodnoty A
L — | |
] optimalni hodnota A, |-4-> |
-20.001 | |
-40.00 ! !
-60.00[ : |
| | | | | | | | | | | | ‘ | | | | | | |
-6, 00 -2.00 2. 00 6. 00
Lambda

Obrazek 8.23 — Graf logaritmu vérohodnostni funkce pro posouzeni opravnénosti Box-Coxovy

transformace
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b, 00

4. 00

3. 00

,‘:f_:LJ
~  2.00
_n
T L.00

0. 00

-1.00

2“ DO | 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 |

-3. 00 -1.00 1. 00 3.00
U—normal ni

1,50

71HOD | 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 ‘

-3, 00 -1.00 1. 00 3. 00
J—normal nit

Obrazek 8.24 — Porovnani Q-Q grafii puvodnich dat (nahofe) a dat po transformaci (dole)
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9 Analyza rozptylu (ANOVA)

S pojmem ,analyza rozptylu“ (zkratkou se oznacuje jako ANOVA —
z anglického nazvu ANalysis Of VAriance — coz je mezinarodné uzivané a srozumi-
telné oznaceni) jsme se jiz setkali v I. dilu tohoto textu — v kapitole 7.4.3.2 na strané
125, tedy v kapitole o statistickych testech pro vice vybéri. Zde byla pouze stru¢na
zminka o existenci této metody, s tim, ze podrobnéji bude rozebrdna v samostatné ka-
pitole. Divodem je hlavné to, ze se jedna, ve srovnani s ostatnimi testy, o relativné
sloZitou a rozsdhlou metodiku s mnoha variantami.

ANOVA je vlastné statisticky test, ktery testuje nulovou hypotézu o shod¢ stied-
nich hodnot pro vice vybéri. Pojmem vice vybérti rozumime 3 a vice (testy pro 1 a 2
vybéry viz 1. dil v kapitolach 7.4.1, 7.4.2 a 7.5, tedy ,.klasické* F-testy, t-testy, event.
neparametrické testy). Na tomto misté je nutné pripomenout fakt, ktery byl jiz zda-
vodnén v kapitole 7.4.3, Ze je nepFipustné pouzivat pro simultinni hypotézu (tj.
pro vice nez 2 vybéry) o rovnosti priméri opakované t-testy (souvisi to se zvyso-
vanim hodnoty chyby I. druhu nad nastavenou mez). Naopak to ovS§em mozné je — te-
dy analyzu rozptylu muizeme pouZzit pro srovnani dvou vybért, dosazena hladina vy-
znamnosti bude shodn4 s t-testem.

Uved’me si n¢kolik ptikladd, kdy je vhodné tuto metodu pouZzit.

1) Pti ovéfovani u¢innosti nového typu hnojiva, o kterém se predpoklada, ze
bude vhodné do lesnich skolek, je nutné stanovit vliv riznych dévek hnojiva na rist
semenackda.

2) Je potieba prokazat vliv riznych druhd hnojiv na rist.

3) Byl vyvinut novy pocitacovy sortimentacni program, ktery na zéklad¢ zmete-
nych biometrickych veli¢in porostu je schopen vypocitat vytéznost jednotlivych sor-
timentll. Je nutné porovnat jeho vysledky s jinymi, dosud pouzivanymi metodami
(napt. metodou kvalifikovaného odhadu a stavajicimi sortimentacnimi tabulkami).

4) Byly odebrany vzorky dfeva uréité dfeviny v riiznych lokalitach. Ukolem
analyzy je vysSetfit, zdali se mechanické a fyzikalni vlastnosti dieva 1isi podle lokalit.

Vsechny uvedené piiklady spojuje spole¢na myslenka — postihnout vliv jednot-
livych urovni urcitého faktoru (napt. druhu nebo davky hnojiva, riznych metod, rizné
lokality) na néjakou méfenou veli¢inu (napf. vysku semenacku, hustotu dieva, zpené-
zeni sortimentd, apod.). Jak je mozné tuto velmi ¢astou tlohu vyftesit?

Vychazime z nasledujici uvahy: pokud by zkoumané faktory nemély na pfislus-
nou métenou veli¢inu zadny vliv, potom se jejich pusobeni neprojevi na statistickych
charakteristikach této veli¢iny. Pokud by napf. rizné¢ davky hnojiva nemély vliv na
rust semendcku, podle métitelnych faktorti (napt. vysky, tloustky kofenového krcku,
apod.) nijak nepozname, na které semenacky bylo hnojivo aplikovano. Naopak, pokud
bude vliv daného faktoru (resp. urc€ité jeho urovné, napt. urcité davky hnojiva) vy-
znamny, potom se to ziejmée projevi na piisluSnych statistickych charakteristikdch mé-
fené veliCiny, pfedev§im na mife variability — rozptylu - a hlavni mife polohy — arit-
metickém praméru. OdliSnost rozptyli a aritmetickych priméra jednotlivych po-
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rovnavanych vybéri se tedy povaZuje za miru intenzity plisobeni posuzovanych
faktoriu (jejich urovni).

Princip analyzy rozptylu mizeme vysvétlit s urCitym zjednoduSenim vysvétlit
takto:

e testujeme nulovou hypotézu, ze stfedni hodnoty jednotlivych vybéri (sku-
pin) se nelisi;

e tento predpoklad si mizeme predstavit tak, ze kazda skupina (vybér) je vy-
bérem ze stejného zakladniho souboru;

e jestlize tento piedpoklad plati, potom ve vSech skupinach bude stejna tro-
ven rozptylu, z ¢ehoz vyplyva, Ze rozptyl zakladniho souboru mizeme od-
hadnout pomoci rozptylu uvniti skupin;

® na zaklad¢ tohoto odhadu celkového rozptylu mizeme odhadnout i ptedpo-
kladany rozptyl mezi skupinami

e tento predpokladany rozptyl porovname se skuteCnym rozptylem mezi sku-
pinami;

e pokud je skuteény rozptyl mezi skupinami nepravdépodobné velky, coz
otestujeme F-testem, pak nulovou hypotézu o rovnosti praméri skupin za-
mitneme.

Znamena to, ze zakladem metodiky analyzy rozptylu je rozklad celkového roz-

ptylu na dvé slozky, coz je graficky zndzornéno na obrazku 9.1 .

Celkovy rozptyl
(mira variability celého pokusu)

l
I |

Rozptyl mezi skupinami Rozptyl uvnitt skupin
(ta Cast celkové variability, (ta ¢ast celkové variability,
ktera je vysvétlena plisobenim faktoru) ktera je vysvétlena ndhodnymi vlivy

pusobicimi na jednotlivé hodnoty uvniti skupin)

Obrazek 9.1 — Schéma rozkladu celkového rozptylu na dvé slozky

Jak jiz bylo uvedeno, ANOVA ma Siroké moZnosti pouZiti a tomu odpovidajici

mnozstvi variant. V nésledujicim textu se zminime pouze o nejbéznéjsich z nich.

Zakladni varianta analyzy rozptylu, na které si vysvétlime zakladni principy, se
nazyva jednofaktorova parametrickd ANOVA. Vychazi z ptedpokladu, ze jsou spl-
nény nasledujici podminky:

® jednotlivé posuzované vybéry jsou navzijem zcela nezavislé,

e vsechny vybéry pochazeji z normalniho rozdéleni,

e vSechny vybéry maji homogenni rozptyl (tj. vSechny vybéry pochazi ze

zéakladnich soubort se stejnym rozptylem).

Pokud jsou splnény tyto podminky, mizeme porovndvat priméry (tedy parame-
try) jednotlivych vybért. Pokud tyto podminky splnény nejsou (hlavné normalita), po-
tom musime pouzit neparametrickou obdobu analyzy rozptylu, kterd se ve své jedno-
faktorové podob¢ nazyva Kruskal — Wallistiv test. V této souvislosti je nutné dodat, ze
vuci mirnému poruseni predpokladii je ANOVA pomérné robustni (tedy jeji vysledky
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a interpretace neni zasadn¢ ovlivnéna mirnym nesplnénim piedpokladit). Plati, Ze ¢im
jsou vetsi vybéry, tim je mozné ocekavat vyssi robustnost vici nesplnéni podminek.
Pro odolnost vii¢i nesplnéni podminky homogenity rozptyli je dalezité, aby jednotlivé
vybéry mély stejnou velikost. Cim jsou vybéry mensi a ¢im jsou vétsi rozdily v jejich

Obrazek 9.2 ukazuje zakladni typy analyzy rozptylu. Podrobnéjsi déleni je pro-
vedeno pro pouzivanéj$i — parametrickou — analyzu rozptylu, podobné clenéni je
mozné udélat i pro neparametrickou cast, ale krom¢ jednofaktorové neparametrické
analyzy rozptylu tyto metody nejsou moc pouzivang.

ANOVA l()brz'\zek 9.2 - Rozdéleni zakladnich typi analyzy rozpty-
u

‘|| parametricka || Kromé jednofaktorové analyzy rozptylu je
mozné posuzovat i vliv vice faktorti. Pomérné
bézné se pouziva dvoufaktorovd ANOVA (ta bude
—| Jiednofaktorova podrobné&ji rozebrana v kapitole 9.2), troj- a vice-
faktorové analyzy rozptylu jsou jiz pomérné vzac-
né, protoze v téchto piipadech je znacné obtizné
sestaveni vhodného modelu a interpretace vysled-
ki, v neposledni fad¢ je také obtizené zalozeni po-
kusu (nutnost mnoha pokusnych skupin). Dtive od

vvvvvv

s pevnymi efekty

s nahodnymi efekty

— vicefaktorova

ka narocnost vypoctu, ale v dnesni dob¢, kdy je
mozné vyuzit vykonné statistické programy, toto
-1 s pevnymi efekty | JjiZ neni prekazkou.

Modely analyzy rozptylu se také d€li podle
— s nahodnymi efekty | typu Urovni posuzovaného faktoru (tyto trovné se
nazyvaji efekty nebo hladiny). Pokud jsou efekty
—| se smiSenymi efekty | peyné nastavované experimentatorem (napf. pevné
stanovené davky hnojiv), potom hovoifime o pev-
*|| neparametricka || nych faktorech. Pokud jsou efekty vysledkem mé-
feni (je to tedy ndhodna veli¢ina), jedna se o na-
hodné efekty. Ve vicefaktorovych modelech je mozné se setkat i se smiSenymi efekty,
kdy cast faktorGi je pevnych a c¢ast ndhodnych. V literatufe se setkavame také
s ozna¢enim Model I (pro modely s pevnymi efekty) a Model II (pro ndhodné efekty),
event. Model III (pro smiSené efekty).

9.1 Jednofaktorova analyza rozptylu

9.1.1 Zakladni model a vypocet tabulky analyzy rozptylu

Jak jiZ bylo uvedeno, jednofaktorova ANOVA testuje nasledujici hypotézu:
Ho: i = 2= =... =
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(tj. sttedni hodnoty & skupin jsou shodn¢)

oproti hypotéze
H;: alespon mezi dvéma skupinami je statisticky vyznamny rozdil stfednich hod-

not.

Zékladni model analyzy rozptylu je mozné zapsat takto:

Vij =M+ g

kde je
Yii Jj-ta méfend hodnota (pozorovani) v i-té skuping
1) konstanta spole¢na pro vSechny pozorovani, tj. primérna teoretickd hodnota

Qi
Sij

meiené veliCiny za predpokladu, ze by neplsobily zadné faktory (za predpo-
kladu zanedbani ndhodné chyby)

efekt - hodnota vyjadfujici i¢inek urovné A; pisobiciho faktoru A

nahodna chyba s N(0,67), tj. ta &ast hodnoty yij, kterou neni mozné vysvétlit
ani konstantni urovni (i) ani pasobenim faktoru

Uspotadani dat pro jednofaktorovou analyzu rozptylu je v tabulce 9.1 . Zde jed-
notlivé symboly ptedstavuji:

® X,,X5,..., Xy - skupinové priméry (priméry méfenych hodnot ve sku-
pinach — sloupcich),

® 1y, ny, ..., ng - skupinové Cetnosti (nejlepsi je, kdyz jsou ve vSech skupi-
nach stejné, jednak to zarucuje maximalni silu a robustnost testu, jednak
zjednodusSuje vypocet, ovsem ANOVA se da fesit i s rozdilnymi ¢etnostmi
ve skupindch),

e X - celkovy aritmeticky primér (je to primérnd hodnota skupinovych
primérti (pro stejny pocet pozorovani ve skupinach) nebo vazeny aritmetic-
ky primér skupinovych priméra (pro rozdilny pocet pozorovani ve skupi-
nach),

e N — celkovy pocet vSech prvki ve vSech skupinach (soucet skupinovych
cetnosti).

Urovet faktoru
Celkem
Ay Aj Aj Ax
L X11 X21 Xi1 Xkl
Opa&ova}nl X12 X22 cee Xi2 v Xk2
meéfeni
(jednotliva
pozorovani) <.
In, 2n, m; kn,
praméry Xy X, X; Xk X
pocet n; n, ... n; ... Ny N

Tabulka 9.1 — Usporadani dat pro jednofaktorovou analyzu rozptylu

Zakladem feSeni je tzv. tabulka analyzy rozptylu (viz tabulka 9.2 ):
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. - « .. | Prumérny ¢tve- ees
Zdroj variabili- Souet &tvercii odchylek Pocet stup‘nu rec odchylek Testové kritéri-
ty volnosti (rozptyl) um
k - Y SG
mezi skupinami | Sg = zni (Xi - X) DFg=k -1 Mg =—"
i=I DF;
k n; S M
uvniti skupin | g _ » (X —x )2 _ M, = R Nl €
s R~ ij i DFR=N-k R F=—H
(rezidualni) i DFR MR
k n; >
i=1 j=1

Tabulka 9.2 — Schéma usporadani tabulky analyzy rozptylu

V tabulce 9.2 se ve vzorci pro sumu ¢tvercit odchylek mezi skupinami (Sg) pou-
ziva Clen n; pouze tehdy, jsou-li Cetnosti ve tfidach nestejné.

Nulovou hypotézu zamitame, plati-li, Ze

F 2> Fl—a;k—l;N—ka
kde Fi.q:k-1:nk je kvantil Fisher-Snedecorova rozdéleni na hladin€ vyznamnosti (1-o) a
se stupni volnosti (k-1) a (N-k).

Pokud nulovou hypotézu nezamitneme, potom vypocet kon¢i — neprokazali jsme
rozdil stfedni hodnoty mezi jednotlivymi skupinami a dale pfedpokladame, Zze vSech-
ny vybéry pochazi zjednoho zakladniho souboru nebo ze zadkladnich soubori se
shodnou stfedni hodnotou.

V pfipad¢, Ze nulovou hypotézu zamitneme, potom se alesponl jedna skupina
statisticky vyznamné odliSuje od ostatnich a nelze ptijmout ptredpoklad, ze vSechny
skupiny (vybéry) pochdzi ze stejného zakladniho souboru. V tomto pifipadé nas zpra-
vidla zajima, mezi kterymi skupinami nastal onen detekovany rozdil. K tomu slouzi
metody mnohondsobnych porovnani.

Tento potup je uveden na obrazku 9.3 .

Hy nezamitnuta STOP
DATA ANOVA
- provést mno-
Hy zamitnuta honasobna po-
rovnani

Obrazek 9.3 — Porovnani postupu analyzy rozptylu v pripadé zamitnuti a nezamitnuti H,

9.1.2 Mnohonasobna porovnani

Metody mnohondsobnych porovnani jsou vlastné také statistické testy, kterymi
porovnavame vzajemné rozdily mezi skupinovymi priméry a posuzujeme statistickou
vyznamnost téchto rozdilti. Znamena to tedy, Ze mnohonasobnych porovnani musime
udélat tolik, kolik je moznych kombinaci pruméra. Tyto testy nam odpovi na otazku —
mezi kterymi skupinami je statisticky vyznamny rozdil praméra?
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Metody mnohonéasobnych porovnani standardné pouzivame u Modelu I (tedy
modelu s pevnymi efekty). Zde madme presné definovany jednotlivé trovné faktort a
zajimaji nas rozdily pravé mezi nimi. Pokud pouzivame Model II (model s ndhodnymi
efekty), potom zpravidla mnohonésobna porovnani neprovadime, protoze pouze doka-
zujeme, ze nahodné vybrané urovné néjakého faktoru se od se lisi, ale neni nutné a
ucelné ,,presn¢ testovat rozdily mezi takto ndhodné stanovenymi urovnémi — pokud
urovné vybereme v dal§im vybéru jinak, mtze byt vysledek jiny.

Jako ptiklad si mizeme vzit prvni pfiklad z ivodu kapitoly 9 - pokus zaméte-
ny na posouzeni vlivu ddvek hnojiva na rtist semenacki v lesni skolce. Pokud zalozi-
me fizeny pokus, kdy na jednotlivych zdhonech pouzijeme pfesné odstupniované dav-
ky hnojiva (a zabezpecime jinak plnou srovnatelnost podminek), miizeme se ptat, jak
takto pevné stanovené davky hnojiva ovliviuji rist. To je piiklad na Model I (s pev-
nymi efekty) a zde ma smysl pouzit metody mnohonasobného porovnani.

Naproti tomu, jestlize pouze ziskdme ndhodné tdaje o hnojeni danym hnojivem
ve Skolkach (napf. dotazem — nékde udaje poskytnou, nékde neposkytnou, davky hno-
jiva a jeho pouzivani se li$i — jsou dany nejen doporucenim vyrobce, ale i mistni zku-
Senosti, ekonomickymi moznostmi, apod.), potom ziejmé testovani konkrétnich rozdi-
It mezi $kolkami nema vypovidaci schopnost. Udaje jsou ndhodné a pii dalsi akci by
mohlo dojit ke zcela jinym vysledkiim na zaklad¢ toho, jaké udaje bychom ,,sehnali®.
Na druhé strané, pokud ovSem vime, Ze Skolky, kde jsme se dotazovali, poskytuji ko-
rektni Gdaje (napft. z predchozi zkuSenosti) a jsou napft. reprezentanty urcitého zptso-
bu hospodateni v danych ptirodnich a klimatickych podminkach, a ze rozdily mezi
nimi mizeme zevseobecnit, potom za urcitych okolnosti mize mit i v tomto piipadé
metoda mnohondsobného porovnani smysl.

Z ptedchoziho ptikladu vyplyva, ze rozdily mezi Modelem I a II jsou nékdy
velmi jemné a mnohdy zavisi na kontextu a na otazkach, které si klademe. Jinym ty-
pickym piikladem mtize byt posuzovavani rozdila urcité vlastnosti mezi lokalitami,
odkud byly odebrany pokusné vzorky. Pokud vybereme napf. 5 lokalit pevné (a médme
zdivodnéno, pro¢ pravé tyto lokality), mize se jejich vybér povazovat za vliv
s pevnym efektem a provadime mnohondsobnd porovnani. Pokud ovsem lokality vy-
bereme nahodné (napft. podle dopravni dostupnosti apod.) z mnoha moznych, které by
ptichdzely v uvahu a jinak se podstatné nelisi, potom pomoci analyzy rozptylu pouze
dokézeme, ze mezi ndhodn¢ vybranymi lokalitami je (nebo neni) statisticky vyznam-
ny rozdil ve studované vlastnosti (tj. ze dand vlastnost mé na urcitém Gzemi jistou mi-
ru variability), ale zkoumat rozdily mezi konkrétnimi lokalitami uz nema smysl.

Kromé vyse uvedenych existuje jesté jen specialni typ mnohonasobného porov-
nani — srovnani pokusnych zasahii s kontrolou (napft. pouziti riiznych hnojiv a kon-
trolniho pokusu bez aplikace hnojiva — zajima nas hlavné vliv aplikace hnojiva oproti
jeho nepouziti, ale ne uz tolik rozdily mezi jednotlivymi hnojivy).

Metod mnohonésobného porovnani je celd fada — mezi nejznamé;jsi patii metoda
Tukeyho, Scheffeho, Duncana, SKN (Student-Newman-Keuls) nebo Bonfferoniho.
Kazd4 z téchto metod mé svoje vyhody i nevyhody, jejich mnozstvi (ptfedchozi vycet
neni zdaleka uplny) uz samo o sob& naznacuje, ze zadna z nich neni naprosto vSeo-
becné pfijimana jako idedlni.

V tomto textu si uvedeme ty metody, které si ziskaly nejvyssi ,,popularitu a
jsou také soucasti vétSiny statistickych programi — Tukeyho a Scheffeho metodu a
specializovany Dunnettiiv test pro porovnani s kontrolou.
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Testy mnohondsobného porovnani maji obecné nizsi silu testu nez ANOVA sa-
ma. To mize n€kdy vést k paradoxni situaci, kdy ANOVA zamitne nulovou hypotézu
(4. indikuje statisticky vyznamny rozdil alesponi mezi dvéma primeéry) a pfitom testy
mnohonasobného porovnani zadny rozdil neukézi jako vyznamny. K tomuto jevu do-
chazi hlavné tehdy, je-li nulova hypotéza analyzou rozptylu zamitnuta ,,tésné* (tj. tes-
tové kritérium je jen o malo vys$si nez kritickd hodnota), potom testy s nizsi silou (tj.
méné ,,piisné®, s vétsi tendenci nezamitnout nulovou hypotézu) nemusi detekovat
zadny statisticky vyznamny rozdil.

9.1.2.1 Tukeyho metoda mnohondsobného porovnani

Je to vlastné obdoba t-testu a testuje se nulova hypotéza
Hy: pq = up, (A #B) oproti alternativni hypotéze Hi: w4 # us,
tj. nulova hypotéza tvrdi, Ze sttedni hodnoty porovnavanych skupin 4 a B se nelisi.
Testové kritérium ma tvar

XA —Xp

q= TSE 9.2)

kde SE (stfedni chyba - smérodatnd odchylka - rozdilu priméri skupin 4 a B) ma
tvar pro shodné pocty pozorovani (n) ve skupinach 4 a B

SE= |—R (9.3)

kde Mg je rezidudlni rozptyl (viz tabulku 9.2 ). Z hlediska sily testu a ptipadné robust-
nosti (odolnosti, necitlivosti) k poruseni predpokladii analyzy rozptylu je u tohoto tes-
tu doporucen stejny pocet pozorovani jesté diraznéji nez u ,,zakladni* analyzy rozpty-
lu (tj. u vypoctu podle tabulky 9.2 ) .

Pro rizné pocty pozorovani (na, ng) ve srovnavanych skupinach 4 a B plati tvar

se= a1 1) »

n, 0Ny

Testové kritérium g se porovna s kritickou hodnotou qg; nk: k; (pocet stupiii vol-
nosti N-k se Casto oznacuje jako V), ktera se nazyva ,,studentizované rozpéti“ (studen-
tized range) a je soucasti podrobnéjSich statistickych tabulek (zde tabulka 1
v priloze). Pokud je hodnota testového kritéria ¢ mensi nez kritickd hodnota, potom
pfijimdme nulovou hypotézu o rovnosti stiednich hodnot obou porovnavanych sku-
pin.

Tento test musime provést pro vSechny mozné kombinace skupin.

Tukeyho test patii k nejuzivangj§im a povazuje se také za jeden z nejlepSich
z hlediska vhodného kompromisu sily testu a moznosti vyskytu chyby I. druhu (o
chybé¢ I. a II. druhu a jejich vzajemnych vztazich viz 1.dil, kapitola 7.3). Jeho modifi-
kaci je SNK test, kdy vypocty testového kritéria jsou stejné, 1isi se pouze kritické hod-
noty, které uzivaji jinych stupiii volnosti (podrobnéji viz napt. LEPS 1996 nebo ZAR
1984). Uvadi se (LEPS 1996), Ze SNK test ma vyssi silu testu (mensi pravdépodobnost
chyby II. druhu, je tedy ,,piisné€jsi*, ma vyssi schopnost spravné zamitnout ve skutec-
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nosti neplatnou hypotézu), ale na druhé strané¢ ma vyssi pravdépodobnost chyby I.
druhu (skute¢nd pravdépodobnost chyby I druhu, tedy ,,nebezpeci, Ze zamitneme ve
skutecnosti platnou hypotézu, je u SNK testu vyssi nez deklarovana hladina vyznam-
nosti).

9.1.2.2 Scheffeho metoda mnohondasobného porovnani

Tento test se také nazyva testem nasobnych kontrastii (multiple contrasts) a je
povazovan za slabsi nez Tukeyho test (tj. ma vyssi ,,nachylnost® k chybé¢ II. druhu, te-
dy obvykle detekuje méné rozdili mezi sttednimi hodnotami nez Tukeyho test).

Nulova hypotéza je stejna jako u Tukeyho testu, testové kritérium se nazyva S a
vypocita se podle vztahu

S= Xa—Xg| (9.5)

SE
kde je
1 1
SE= Mgl —+— (9.6)
N, nNg
Kriticka hodnota je
S(l = \/(k - 1) ) F(x;k—l;N—k 9.7

Urcitou praktickou vyhodou tohoto testu je fakt, ze k jeho provedeni nepotfebujeme
zadné specialni hodnoty (zpravidla uvadéné jen v rozsahlejsich specializovanych sta-
tistickych tabulkach) jako jsou hodnoty g pro Tukeyho test, ale vysta¢ime s ,,béznou‘
hodnotou F, jejiz tabulky jsou soucasti nejen vSech statistickych tabulek, ale 1 vétSiny
ucebnic, a také je mozné je ziskat ptimo v tabulkovych kalkulatorech (napt. v Excelu
funkce FINV).

9.1.2.3 Dunnettova metoda mnohondsobného porovnani s kontrolou

Tento test slouzi k testovani jiné varianty nez ptedchozi dva testy — nikoli
k porovnani primérii vSech skupin mezi sebou, ale k porovnani jednotlivych skupin se
skupinou kontrolni. Pokud mame celkem k skupin, z nichZ jedna je kontrolni, potom
pomoci Dunnettova testu provedeme k-1 porovnani (ostatni skupiny versus kontrola).
Nulova hypotéza je formulovéana jako
HO: HA = Ukontrola
oproti alternativni hypotéze (mlize byt konstruovana jako jednostranna — v tom ptipa-
dé nam zélezi na tom, zda je pramér porovnavané skupiny vyssi nebo nizsi nez kon-
trolni - nebo oboustrannd — v tom ptipadé€ je dilezité pouze to, Ze se oba prumeéry lisi,
ktery z nich je vétsi nebo mensi, neni jiz podstatné):
Hi: pa # Ukontrola (Oboustrannd)
Hi: pa > Hkontrola (Jeédnostrannd)
Hi: pa £ kontrola (Jednostrannd)
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Testové kritérium je obdobné jako u Tukeyho testu

— Xkontrola ~ XA (9.8)

a SE

kde je SE (pro stejnou velikost porovnavané a kontrolni skupiny)

2M
SE= 7R (9.9)
n
a pro rozdilnou velikost kontrolni a porovnavané skupiny
1 1
SE= Mgl —+—— (9.10)
N Dgontrola

Kritickd hodnota je q*aa ):N-k;p Pro jednostrannou hypotézu, kde o(7) znamena
hodnoty jednostranného studentizovaného rozpéti ¢ pro hladinu vyznamnosti ¢; pro
oboustrannou hypotézu je kriticka hodnota q*a(g);N_k;p — symbol ¢(2) znamena hodnoty
oboustranného studentizovaného rozpéti ¢~ pro hladinu vyznamnosti . Kritické hod-
noty jsou tabelovany ve specialnich tabulkédch (jinych nez pro Tukeyho test) — zde
v ptiloze tabulka 2.

Testovani se provadi nasledujicim zpisobem:

e vsechny priméry usporadame podle velikosti od nejmensiho do nejvétsiho

e testujeme kontrolni skupinu postupné oproti ostatnim, pfi¢emz za¢indme od

nejvetsich rozdilt (pokud bude pro nejvétsi rozdil pfijata nulova hypotéza,
mensi rozdily uz nemusime testovat, zde bude samoziejmeé platit stejny vy-
sledek)

® pocet stupna volnosti p se urci podle ,,vzdalenosti* porovnavanych pramért
(jestlize napf. porovndvame druhy pramér s patym, je hodnota p = 4 (2, 3,
4, 5), pokud prvni s druhym, je hodnota p =2 (1, 2) apod.
Podobny zptisob testovani se pouziva u SNK testu.

V ptipad¢ oboustranného testu zamitame nulovou hypotézu, jestlize testové kri-
térium je mensi nez q*a(g);N_k,p. Jestlize pouzijeme jednostranny test, potom zéalezi na
typu alternativni hypotézy:

® pro Hi: 4 2 fhonnrola zamitame nulovou hypotézu, jestlize plati g > q*a(l ):N-

k:p
e pro Hi: iy < tkonnrola Zzamitdme nulovou hypotézu, jestlize plati |g| > q*aa ):N-
k;ps .
4.9 <- q a):Nkp

Uvadi se, ze sila Dunnettova testu je vyssi nez u piredchozich mnohonasobnych
porovnani (provadime méné testli — jen k-1). Vzhledem k tomu, Ze porovnani kontrol-
ni skupiny s ostatnimi je hlavnim cilem tohoto testu, doporucuje se, aby kontrolni

skupina méla vice ¢lenil nez ostatni, a to o néco méné nez -/ k — I -krat vice nez ostatni
skupiny, pro které plati pozadavek stejného poctu pozorovani. Napt. mame-li 5 skupin
(1 kontrolni a 4 ,.k porovnani) a pocet ¢lenti v ostatnich skupinach je 8, potom dopo-
ruc¢eny pocet ¢lent kontrolni skupiny je ,,0 néco méné nez §-+/5—1“, tj. asi 13-15.
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Postup vypoctu jednofaktorové analyzy rozptylu si ukdZzeme na piikladu.

Piiklad 9.1:

V ramci vyzkumu viastnosti dreva z ruznych lokalit byla také porovnavina hus-
tota dieva (v kg/m’). Rozhodnéte, zdali mezi hustotou dieva ze ¢ty riznych lokalit je
statisticky vyznamny rozdil. Mérené udaje jsou v tabulce 9.3 .

_E — (g (3} < }E, — (g (3} <
s | E|E|E| E)LE | E|E| E| E

_5 = — — — 5 — — — —
1 )| 454 | 399 | 382 | 490 § 21 |[ 442 | 411 | 398 | 418
2 || 467 | 447 | 404 | 505§ 22 || 505 | 439 | 437 | 505
3 11470 395 | 440 | 404 | 23 | 511 | 450 | 474 | 446
4 || 476 | 443 | 466 | 520§ 24 || 486 | 507 | 406 | 457
5 || 435 460 | 424 | 385 25 |[ 465 | 486 | 405 | 446
6 || 448 | 418 | 381 | 500 § 26 |[ 452 | 490 | 479 | 448
7 11 395 505 | 489 | 450 § 27 || 474 | 502 | 416 | 448
8 || 447 | 446 | 506 | 490 | 28 || 447 | 395 | 456 | 452
9 || 438 | 457 | 501 | 520 § 29 |f 399 | 391 | 491 | 450
10 || 432 | 446 | 497 | 502 | 30 | 447 | 501 | 394 | 506
11 || 422 | 448 | 485 | 501 | 31 | 395 | 439 | 398 | 504
12 || 413 | 448 | 504 | 506 |} 32 442 | 383
13 || 408 | 452 | 448 | 452 ] 33 423 | 383
14 |1 399 | 450 | 438 | 474 | 34 454

15 || 454 | 406 | 499 | 447 | 35 426

16 || 404 | 416 | 502 | 502 } 36 489

17 || 390 | 416 | 408 | 447 § 37 390

18 || 385 | 458 | 406 | 490 | 38

19 || 450 | 456 | 391 | 443} 39

20 || 450 | 448 | 387 | 460 | 40

Tabulka 9.3 — Méfené hodnoty hustoty diteva (v kg/m®)

b 413

V tomto pripadé povazujeme jednotlivé lokality za ,,pevné vybrané a jde ndm
pouze o porovnani hustoty dfeva dané dieviny mezi témito lokalitami — zadani tedy
povazujeme za model s pevnymi efekty (model I).

Nejprve si rozebereme podstatu ulohy, kterou mame fesit. Chceme zjistit, zda
rustové podminky na jednotlivych lokalitich maji vliv na hustotu dfeva. Tento vliv by
se projevil odliSnymi hodnotami aritmetickych primér jednotlivych skupin. Nasim
ukolem je vysetfit, zdali udaje, které mame k dispozici, nas opraviuji k predpokladu,
ze hustota dieva na vSech lokalitach je stejna.
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Pted provedenim samotné analyzy rozptylu musime vysSetfit splnéni piedpokla-
di, pfedev§im normality vybérti a homogenity rozptylu. Pokud pouzijeme testy nor-
mality (napt. z kapitoly 8), zjistime, Ze ptedpoklad normélniho rozdéleni je ve vSech
ptipadech splnén. BliZsi pfedstavu o jednotlivych vybérech podavaji krabicové a tec-
kové grafy na obrazku 9.4 .
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Obrazek 9.4 — Krabicové grafy hustoty dieva z porovnavanych lokalit

Z grafl je ziejmé, Ze vybéry maji oblasti lokalnich koncentraci dat, ale piede-
v§im vzhledem k pomérné vysokému poctu hodnot v jednotlivych vybérech byly
vSechny pfijaty jako normalni. Také je ziejmé, Ze porovnani aritmetickych praméra
(kratké carky v krabicovém grafu) signalizuje, ze vybéry zlokality 1 — 3 jsou si
z hlediska polohy dosti blizké (kolem 440 kg/m®), lokalita 4 se pon&kud odchyluje
(kolem 470 kg/m?). Také test homogenity rozptylu pro vice vybért (Bartletiiv test) ne-
zamitl nulovou hypotézu, tedy vSechny rozptyly budeme povazovat za shodné. Tim
jsou splnény zékladni pfedpoklady pro provedeni analyzy rozptylu.

Rozlozeni méfenych hodnot a skupinovych priméra vici celkovému aritmetic-
kému priméru je zobrazeno na obrazku 9.5 Na horizontalnich urovnich (Lokalita 1 —
4) jsou zobrazeny jednotlivé méfené hodnoty. Kazda lokalita ma stejnym typem cary
vyznacen svilj skupinovy primér (X;) — Lokalita 1 plnou ¢arou, Lokalita 2 dlouze

carkované, Lokalita 3 ¢erchované a Lokalita 4 kratce ¢arkované. Bilou ¢arou je zobra-
zen celkovy aritmeticky primér (X). Oboustranné Sipky vyznacuji vzdalenosti skupi-
novych primért od priméru celkového. Tyto vzdalenosti vyjadiuji tu ¢ast celkové va-
riability, kterd je vysvétlitelna rozdily mezi skupinami a tedy ptisobenim zkoumaného
faktoru — Lokality. Cim je $ipka delsi, tim je vétsi odchylka od celkového priméru,
coz znamena vyssi vliv faktoru. Druha ¢ast celkové variability — vnitroskupinova —
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neni na obrdzku znazornéna (je tvoiena odchylkami vSech méfenych hodnot dané
skupiny od pfislusného skupinového priméru — tedy napt. u Lokality 1 odchylkami
viech ,kosoétverci® od plné tenké &ary). Ukolem analyzy rozptylu je posoudit, zda
podil variability mezi skupinami oproti vnitroskupinové variabilité¢ je tak velky, Ze jej
nelze vysvétlit ndhodnymi chybami a vlivy, ale také ptisobenim posuzovaného fakto-
ru.
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Obrazek 9.5 — Zobrazeni méfenych hodnot a skupinovych praméri vici celkovému priméru

Zakladni potiebné charakteristiky vSech vybéra jsou v tabulce 9.4 a vysledky
vypoctu analyzy rozptylu jsou v tabulce 9.5 .

Vybér Pocet Primér Rozptyl
Lokalita 1 31 440.6 1114.3
Lokalita 2 37 444.6 1094.8
Lokalita 3 33 438.7 2009.1
Lokalita 4 31 469.9 1207.7
Celkem 132 448.1

Tabulka 9.4 — Zakladni charakteristiky porovnavanych vybéra

Zdroi variabilit Soucet ¢tvercii| Pocet stupiii | Primérny ¢tverec | Testové | Hodnota | Kriticka
! y odchylek volnosti odchylek (rozptyl) | kritérium P hodnota
Mezi skupinami 19863.67 3 6621.22
Uvnitt skupin 173364.59 128 1354.41 4.89 0.003 2.68
Celkem 193228.27 131

Tabulka 9.5 — Vysledky analyzy rozptylu

Z tabulky 9.5 vyplyva, ze nulova hypotéza o ,,nulovém* vlivu jednotlivych loka-
lit na hustotu dfeva byla zamitnuta (testové kritérium 4.89 je vétsi nez kritickd hodno-
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ta 2.68) a znamena to, Ze alespont mezi dvémi lokalitami existuje statisticky vyznamny
rozdil v hustoté dieva.

Vzhledem k tomu, Ze tento piiklad chapeme jako pokus s pevnymi efekty, mu-
sime pokraCovat déle a zjistit, mezi kterymi lokalitami tento rozdil existuje. To prove-
deme pomoci metody mnohonasobného porovnani. Dale jsou uvedeny vysledky obou
zde uvadénych metod — Tukeyho 1 Scheffeho.

a) Tukeyho metoda mnohonasobného porovnani

Pro vypocet pouzijeme vzorce 9.2 a 9.4 (jednotlivé vybéry maji rizny pocet
prvkl) a vysledky jsou uvedeny v tabulce 9.6 .

IPorovnéni (Cisla oznacuji| Rozdil SE (podle Testové Kriticka | Vysledek porovnani (H,
jednotlivé Lokality) primért | vzorce 9.4) kritérium q | hodnota q | zamitame/ /nezamitame)
3-4 -31.21 6.51 4.79 3.68 Zamitame
3-2 - 584 6.23 0.94 3.68 Nezamitame
3-1 - 1.92 6.51 0.29 3.68 Nezamitame
1-4 -29.29 6.61 4.43 3.68 Zamitame
1-2 - 3.92 6.34 0.62 3.68 Nezamitame
2-4 -25.37 6.34 4.00 3.68 Zamitame

Tabulka 9.6 — Vysledky Tukeyho metody mnohonasobného porovnani (vysledné hodnoty jsou za-
okrouhleny na dvé desetinna mista)

Pro vypocet SE se pouzila hodnota Mg = 1354.41, kritickd hodnota byla pie-
vzata z tabulek pro qo s.4:12s.

Z vysledkt v tabulce je vidét, ze vyznamné rozdily (tj. pripady, kdy testové kri-
térium je vyS$i nez kritickd hodnota) existuji pro dvojice 3- 4, 1- 4 a 2 — 4. Mezi
ostatnimi skupinami (lokalitami) nebyly vyznamné rozdily potvrzeny. Znamena to, ze
hustota difeva na Lokalit¢ 4 se vyznamné 1i$i od vSech ostatnich lokalit, tedy ze
z hlediska hustoty dieva tvofi Lokalita 4 jednu skupinu a ostatni lokality (1, 2, 3) sku-
pinu druhou.

b) Scheffeho metoda mnohonasobného porovnani
V tomto piipadé pouzijeme vzorce 9.5 a 9.6 , jejichz vysledky jsou uvedeny
v tabulce 9.7 .

Vysledek
Porovnani (€isla oznacuji jednotlivé .. . . | SE (podle vzorce| Testové kritérium| Kriticka hodnota | porovnani (H,
. Rozdil pramért L
Lokality) 9.6) S S zamitame/
Inezamitame)
3-4 -31.21 9.21 3.39 2.83 Zamitame
3-2 - 5.84 8.81 0.66 2.83 Nezamitame
3-1 - 1.92 9.21 0.21 2.83 Nezamitame
1-4 -29.29 9.35 3.13 2.83 Zamitame
1-2 - 3.92 8.96 0.44 2.83 Nezamitame
2-4 -25.37 8.96 2.83 2.83 Nezamitame

Tabulka 9.7 — Vysledky Scheffeho metody mnohonasobného porovnani
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Kritickd hodnota byla vypocCitdna podle vzorce 9.7, kde hodnota
Fo,05:3;128 = 2.675.

Vidime, Ze vysledky jsou podobné, az na srovnani lokalit 2 a 4, kde nebyla (na
rozdil od Tukeyho testu) zamitnuta nulova hypotéza (nezaokrouhlené hodnoty jsou
S =2,831 a S, =2.833). Tento vysledek souvisi s faktem, ze Scheffeho test ma nizsi
silu, tedy 1 niz8i schopnost zamitnout nespravnou hypotézu, coz se projevi prave
v takovychto hrani¢nich ptipadech (kdy testové kritérium a kriticka hodnota si jsou
dosti blizké).

9.2 Dvoufaktorova analyza rozptylu

9.2.1 Zakladni model dvoufaktorové analyzy rozptylu a jeji varianty

Pokud posuzujeme vliv vice faktori na urcitou veli¢inu, pouzivame obecné
vicefaktorovou analyzu rozptylu. Jeji principy si ukdZeme na nejjednodussi varianté —
dvoufaktorové analyze rozptylu, ANOVA s vys$Sim poctem parametrt se fesi obdob-

vvvvvvvvvv

Zékladni model dvoufaktorové analyzy rozptylu je nasledujici:

yij:u+oci+[3j+(rij)+8ij (9.11)

kde je

Yii métend hodnota (pozorovani) v ovlivnéna i-tou urovni faktoru A a j-tou urovni
faktoru B

1) konstanta spole¢na pro vSechny pozorovani, tj. primérna teoretickd hodnota
meiené veliCiny za predpokladu, ze by neplsobily zadné faktory (za predpo-
kladu zanedbani ndhodné chyby)

o efekt - hodnota vyjadfujici i€¢inek urovné A; pisobiciho faktoru A

Bi efekt - hodnota vyjadtujici ucinek urovné B; pusobiciho faktoru B

Tij interakce mezi faktory (tento ¢len je volitelny, protoze mohou existovat mode-
ly s interakci i bez interakce)

Eij nahodna chyba s N(0,67), tj. ta &ast hodnoty yij> kterou neni mozné vysvétlit

ani konstantni urovni (i) ani pasobenim faktorti

Z modelu 9.11 vyplyva, ze v ptipad¢ dvoufaktorové analyzy rozptylu testujeme
vice nulovych hypotéz nez v ptipad¢ jednofaktorové analyzy rozptylu:

1) ,,vliv faktoru A je nevyznamny “,

2) ,,vliv faktoru B je nevyznamny

3) ,,vliv interakce T je nevyznamny* (tato hypotéza je ,,nepovinna“).

Pokud je vliv interakce (pfesnéjsi by bylo fici, Ze interakce sama) je nulovy (ne-
vyznamny), potom je vliv faktort Cisté aditivni. Znamena to, ze rozdil v primérech
mezi jednotlivymi urovnémi faktoru A je konstantni a neni nijak ovlivnén hladinami
faktoru B (a naopak, samoziejmée). Naopak pokud je interakce ptitomna, potom jed-
notlivé trovné jednoho faktoru ovliviiuji hodnoty Urovni druhého faktoru. Zda je in-
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terakce ,,pfitomna‘“ (tj. zda ma logicky smysl a do modelu redlné patii) je nutné roz-
hodnout na zékladé analyzy problému, ktery se pomoci analyzy rozptylu fesi. Pokud
se dospéje k ndzoru, Ze interakce je z hlediska podstaty problému nelogicka nebo ne-
podstatnd, model se zuzi a fesi se jako ANOVA bez interakce.

Dvoufaktorova ANOVA zahrnuje nékolik moznych variant uspotadani pokusu,
z nichz nejdulezitéjsi jsou uvedeny na obrazku 9.6 :

e ANOVA s opakovanim — pro kazdou kombinaci urovni obou faktori (pro

kazdou buiiku, celu) je zméteno nekolik hodnot,
» vyvaZeny pokus — pocet meéfenych hodnot ve vSech bunkéach je stejny,
* nevyvaZeny pokus - pocet méfenych hodnot v buiikéch je rizny,

e ANOVA bez opakovani — v kazdé bunice je jen jedna méfena hodnota.
Nejvyhodnéjsi je pouZzivat vyvaZenou analyzu rozptylu s opakovanim — tato varianta
je nejjednodussi na vypocet a ma nejvyssi silu testu. Pokud neni mozné vyvazeny
model pokusu dodrzet, je vhodné pouzivat tzv. proporéni uspotadani (podrobnéji

v kapitole 9.2.3).
Dvoufaktorova ANOVA
[

vyvazZeny pokus

|
pevné efekty nahodné efekty | | smiSené efekty

nevyvazeny pokus

| |
pevné efekty nahodné efekty | | smiSené efekty

bez opakovani

I |
pevné efekty nahodné efekty smiSené efekty

Obrazek 9.6 — Zakladni ¢lenéni dvoufaktorové analyzy rozptylu

Pokusy s opakovanim mohou mit pevné, ndhodné nebo smiSené faktory — zde je
toto Clenéni dulezité, protoze pro jednotlivé varianty plati rizné zplisoby vypoctu (a
také se 1i8i interpretace, jak jiz bylo vysvétleno v predchozi kapitole).

9.2.2 Dvoufaktorova ANOVA s opakovanim a vyvazenym modelem

Toto uspofadani je zédkladnim typem dvoufaktorové analyzy rozptylu. Uspora-
dani méfenych hodnot a faktort je uvedeno v tabulce 9.8 . Faktor A mé a urovni (A,
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Ay, ..., A,), faktor B ma b trovni (By, Ba, ..., By). V kazdé buiice je n opakovani meé-
fené veliiny (napf. v buiice tvoifené kombinaci urovni A; a B jsou opakovani xjij,
X112y « e Xlln)-

Tabulka dvoufaktorové analyzy rozptylu je velmi podobna jednofaktorové ana-
Iyze rozptylu, pouze je zde vice fadkt pro faktory a piibyl fadek pro interakci. Jeji
schéma je v tabulce 9.9 . Pro lepsi pochopeni vztahil v této tabulce jsou na obrazku 9.7
graficky znazornény vztahy mezi jednotlivymi zdroji variability.

Testova kritéria se v tomto piipadé pocitaji tfi (pro vyznamnost faktoru A, fakto-
ru B a pro interakci) a jejich konkrétni vzorec zavisi na typu faktora (zda se jedna o
faktory pevné, ndhodné nebo smisené). Piehled testovych kritérii pro jednotlivé kom-
binace faktori udava tabulka 9.10 .

Testova kritéria se porovnavaji s kritickymi hodnotami Fy.f1.p F-rozdéleni, kde
je a hladina vyznamnosti, f7 jsou stupné volnosti dané Citatelem vyrazu pro vypocet
F-kritéria v tabulce 9.10 a f2 jsou stupné volnosti dané jmenovatelem vyrazu pro vy-
pocet F-kritéria v tabulce 9.10 (pfislusné vyrazy pro vypocet stupniii volnosti jsou ve
sloupci ,,pocet stupiiti volnosti* tabulky 9.9 ). Napft. kritickd hodnota pro Model I a
pro faktor A (vzorec Ma/Mr podle tabulky 9.10 ) je Fo.a-1:a0(n-1), protoze pocet stupiili
volnosti pro My je a-1 (podle tabulky 9.9 ), pro Mg je to ab(n-1).

FAKTOR A
Ay A, A,
X111 X211 Xall
X112 X212 Xal2
B, a
X1ln X21n Xaln
X121 X221 Xa2l
X122 X222 Xa22
=) B,
& X X
12n 22n Xa2n
o e
o
=
<)
X1bl X2b1 Xabl
X1b2 X2b2 Xab2
By
X1bn X2bn Xabn

Tabulka 9.8 — Uspoiadani dat pro dvoufaktorovou analyzu rozptylu s opakovanim a s vyvaZenym
modelem
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Zdrl())gli\;;rla- Soucet ¢tverct odchylek Pocet stupiiii volnosti :5:1?; lel{l}(]rcot;s:;lc)
a[ b n 2 3
Faktor A ; ; kz_“lxijk DF, =a-1 M, =—A
S, =~ = _C DF,
bn
b(a n 2 S
X
Faktor B _]Z:i E kZ::l ijk DF; =b-1 g =—
Sg = -C DF;
an
Interakce A S SN S S DF.. = D(b=1 _ SAB
<B AB =OF TOA TOB ag =(a-1)(b-1) AB = pp
AB
Variabilita a b n 2
VySVétlené z Z Z Xl_]k DF — ab _ 1
faktory a in- g — i j=1\k=1 _C F
terakei F~
n
Variabilita SR
uvniti bunék SR = SC - SF DFR = ab(l’l - 1) R —
(rezidualni) DFR
Celkovi a b n 5
elkova va- S,. = x2 —C —N _
riabilita C zz 2 Xijk DFc =N-1
i=1 j=1k=l1
a b n 2
22 Xijk
. i=1 j=1k=1
kde je C= ! a N =abn

Tabulka 9.9 — Schéma usporadani dvoufaktorové analyzy rozptylu s opakovanim a s vyvaZenym

modelem

Pokud plati, Ze testové kritérium je vyssi nez kritickd hodnota, potom zamitdme
nulovou hypotézu o nevyznamnosti pfislusného faktoru nebo interakce a dale pracu-
jeme s pfedpokladem, Ze dany faktor nebo interakce ma na méfenou veli¢inu statistic-
ky vyznamny vliv.

Tabulka 9.9 obsahuje vypocet vlivu interakce. Pouziva se v téch piipadech, kdy
je interakce ma ziejmy realny smysl nebo si nejsme jisti (ale nemizeme ji uréit¢ vy-
loucit). V né€kterych ptipadech ovSem pfedem (apriori) vime, Ze interakce do modelu
nepatii, ze oba faktory ptisobi ¢isté aditivné. Potom se pouzije vypocet bez interakce.
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Ten se 1i8i od schématu uvedeného v tabulce 9.9 ve zpiisobu vypoctu testového krité-
ria F pro faktory A a B - ziskame je tak, Ze hodnoty Ma a Mg délime hodnotou

Sag +S
R =—_AB "R (9.12)
DF,; + DFy
z ¢ehoz vyplyva, ze v tomto pripad¢ veskerou variabilitu nevysvétlenou plisobenim
faktori A a B povazujeme za ndhodnou slozku. Pochopitelné odpada tieti kritérium
pro interakci.

CELKOVA VARIABILITA POKUSU

Variabilita uvnitf bunék (nahodna

Variabilita vysvétlena ptlisobenim faktoru

. sloZzka variability nevysvétlena piso-
a interakce ty nevy p

benim faktoru a interakce)

variabilita | variabilita | variabilita
vysvétlena | vysvétlena | vysvétlena

pusobenim | piisobenim | plisobenim
faktoru A faktoru B interakce

Obrazek 9.7 — Vztahy mezi jednotlivymi zdroji variability ve dvoufaktorové analyze rozptylu s

opakovanim
, Model I Model TI Model Il
Testovany (oba faktory jsou (oba faktory jsou na- (faktor A je pevny,
efekt Y A faktor B je nahod-
pevné) hodné¢) ny)
M M M
faktor A —A A A
Mg M s5 M .5
Mg Mg Mg
faktor B — —
Mg M Mg
M M M
interakce AxB AB AB AB
Mg Mg Mg

Tabulka 9.10 — Vypocet testového kritéria F pro rizné typy dvoufaktorové analyzy rozptylu s
opakovanim (podle ZAR 1984)

Pokud je vliv urcitého faktoru povazovan za vyznamny, potom je mozné pouzit
metod mnohonasobného porovnani ke zjisténi, mezi kterymi skupinami tento statistic-
ky vyznamny rozdil existuje. Pouziva se pon¢kud upravenych metod mnohondsobné-
ho porovnani jednofaktorové analyzy rozptylu, jez jsou uvedeny v kapitole 9.1.2.
Kazdy faktor se posuzuje samostatné. Jestlize napt. vyjdou oba faktory jako vyznam-
né, potom se zvlast’ posuzuji rozdily mezi trovnémi faktoru A a zvlast mezi trovnémi
faktoru B.

Pouziti metod mnohonasobného porovnani si ukazeme na Tukeyho metodé, je-
jiz zakladni verze je popsana v kapitole 9.1.2.1. Vychazime ze vzorcii 9.2 a 9.3, kde se
upravi hodnota n ve jmenovateli vzorce 9.3 tak, Ze pouzivame pocet hodnot toho fak-
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toru, ktery pravé neposuzujeme (napf. jestlize zjistujeme rozdily mezi trovnémi fak-
toru A, potom ve jmenovateli vzorce 9.3 bude vyraz bn, pokud posuzujeme rozdily
mezi urovnémi faktoru B, pak pouZzijeme vyraz an, kde a (resp. b) je pocet urovni fak-
toru A (resp. B) a n je pocet opakovani (méteni, pozorovani) v buiice.

Piiklad 9.2:

V ramci akreditace zkusebny dreva byla statisticky zkoumana spravnost prdce
laborantu a prislusnych méricich zarizeni. V tabulce 9.11 jsou vysledky mereni vih-
kosti direva (v %) provedené 10x jednotlivymi laboranty na vSech méricich zarizenich.
Rozhodnéte, zdali je mozné predpokladat, Ze vysledky dosazené na vSech zarizenich a
provedené vsemi laboranty zarucuji stejné vysledky.

Zadani tohoto ptikladu patii mezi typické ptiklady pouziti dvoufaktorové analy-
zy rozptylu s opakovanim. Pokud ma néjaké laboratot poskytovat vérohodné vysled-
ky, musi zarucit, Ze at’ méfeni provadi kdokoli na jakémkoli pfistroji (se srovnatelny-
mi parametry a presnosti), budou vysledky stejné. Pouhé ,,okularni* posouzeni dosa-
zenych vysledkl nestaci, vysledky musi byt porovnany pomoci co nejobjektivnéjsi
metody. ANOVA je jednim z nejlepsich statistickych nastrojti takové kontroly.

V nasem piipadé mame faktor A (zafizeni) se ¢tyfmi urovnémi (@ = 4) a faktor
B (Iaboranti) se tfemi urovnémi (b = 3). Pocet opakovani v buice je n = 10.

Provedeme analyzu rozptylu podle schématu v tabulce 9.9 . Musime také roz-
hodnout, zda do vypoctu zahrneme interakci. V tomto ptipad¢ je ziejmé, ze ,,presnost™
pfistrojui a
laborantli je nezavisld, ze je mozné pouzit model bez interakce. Pro srovnani budou
vypocitany oba modely, aby bylo mozné posoudit jejich rozdily. Model s interakei je
v tabulce 9.12 a model bez interakce (ktery budeme povazovat za konecny vysledek)
v tabulce 9.13 .

Z tabulky 9.12 vyplyva, Ze interakce je opravdu zanedbatelnd a miizeme pouzit
jako vyslednou tabulku 9.13 (bez interakce). Porovnanim prvnich dvou fadka zjistime,
ze statisticky vyznamny vliv mé faktor A, tj. jednotliva zatizeni. Znamena to, Ze ale-
spoi jedno zatizeni se svymi vysledky vyznamné odliSuje od ostatnich. Naopak faktor
B - tj. laboranti — nevykazuji statisticky vyznamné rozdily a vSichni méfi na stejnych
zafizenich stejné presné.

Analyzovany model ma typické pevné efekty (zajimaji nas Ctyfi konkrétni zafi-
zeni a tfi konkrétni laboranti v urcité laboratofi, nejedna se o nahodny vybér z riznych
laboratoii), mizeme provést mnohonasobné porovnani, abychom zjistili, které (pii-
padné kterd) zafizeni se vzajemné¢ vyznamné lisi ve svych vysledcich. Pouzijeme mo-
difikovanou Tukeyho metodu.
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Zavizeni 1 | Zarizeni 2 | Zatizeni 3 | ZaFizeni 4
7.8 8.6 7.5 8.6
7.8 6.9 9.4 8.7
7.8 8.5 7.4 8.5
8.0 7.6 8.9 8.1

Laborant 1 7.9 7.4 7.1 9.4
8.1 7.6 7.3 10.0
8.0 7.1 9.1 8.9
7.8 6.7 7.2 9.5
8.0 6.6 7.3 7.9
8.0 8.0 6.9 9.0
7.8 7.0 8.7 7.9
8.2 8.2 8.5 8.9
8.3 8.0 7.5 8.9
8.0 7.1 8.4 7.0
Laborant 2 8.2 8.0 8.1 9.2
8.3 7.0 7.2 9.6
8.2 8.0 7.5 9.5
8.3 8.4 6.6 8.9
8.4 7.3 8.1 8.9
7.8 9.0 7.7 9.6
8.3 7.9 6.8 7.0
8.3 8.2 8.0 6.4
8.3 8.0 6.8 6.3
8.2 8.0 7.1 8.9
Laborant 3 8.1 8.0 8.0 9.0
8.1 8.0 8.4 9.0
8.3 7.1 7.9 9.3
8.2 7.2 6.5 9.8
8.1 7.2 8.6 9.9
8.1 8.3 9.1 10.0

Tabulka 9.11 — Zadani pfikladu na dvoufaktorovou analyzu rozptylu s opakovanim

Jako zéklad se pouzije vzorec 9.2, pomoci kterého vypocitdme testové kritérium
g, pricemz vzorec 9.3 pro vypocet SE modifikujeme do podoby

SE :\/MR :\/0’520 =0.132
bn 3-10

Vysledky mnohonasobného porovnani jsou v tabulce 9.14 . Z jejich vysledkl vyply-
va, ze statisticky vyznamné rozdily jsou ve dvojicich 2 — 4, 1 - 4 a 3 — 4, jinymi slovy,
Ze zatizeni Cislo Ctyfi dava vyznamné odlisné vysledky, rozdily mezi ostatnimi zatize-
nimi jsou ndhodné. Testova kritéria se porovnavaji s kritickou hodnotou q rozdéleni
qo.05:4;114 = 3.686.
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Soucet Potet Priumérny
. R . ouce . ocev . Ctverec Testové | Kriticka | Hodnota | Vliv zdroje
Zdroj variability Ctvercd | stupni s e s
. | odchylek [kritérium| hodnota P variability je
odchylek| volnosti
(rozptyl)
faktor A (zafizeni) 20.594 3 6.865 12.794 2.689 0.000 vyznamny
faktor B (laborant) 0.363 2 0.182 0.338 3.080 0.714 nevyznamny
Interakee 1.295 6 0.216 0402 | 2.184 | 0876 | nevyznamny
(laborant X za¥Fizeni) ’ ’ ’ ’ ) VY Y
Celkova variabilita
vysvétlena faktory a 22.252 11
interakci
Variabilita uvnitf
57.948 108 0.537
bungk (rezidualni)
Celkova variabilita 20.200 119
pokusu
Tabulka 9.12 — Vysledna tabulka analyzy rozptylu s interakei
Soucet Pocet Primérny
. N . N . étverec Testové Kriticka Vliv zdroje
Zdroj variability c¢tvercu | stupnu e, . Hodnota P e eres .
. | odchylek | kritérium | hodnota variability je
odchylek| volnosti
(rozptyl)
faktor A (zaFizeni) 20.594 3 6.865 13.209 2.684 0.000 vyznamny
faktor B (laborant) 0.363 2 0.182 0.349 3.076 0.706 nevyznamny
Celk?vé Vf\riabilita 20957 5
vysvétlena faktory
Variabilita uvniti
bunék (rezidualni) 59.243 14 0.520
Celkova variabilita 20.200 119
pokusu
Tabulka 9.13 - Vysledna tabulka analyzy rozptylu bez interakce
Porovnani (Cisla Vysledek
oznacuji Rozdil SE Testové Kriticka porovnani (H,
jednotliva pruméri kritérium q hodnota q zamitame/
Zarizeni) /nezamitime)
2-4 -1.057 0.132 8.026 3.686 Zamitame
2-1 -0.393 0.132 2.988 3.686 Nezamitame
2-3 -0.090 0.132 0.684 3.686 Nezamitame
3-4 -0.967 0.132 7.342 3.686 Zamitame
3-1 -0.303 0.132 2.304 3.686 Nezamitame
1-4 -0.663 0.132 5.038 3.686 Zamitame

Tabulka 9.14 - Vysledky mnohonasobného porovnani pomoci Tukeyho metody
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Zaveér muzeme formulovat tak, ze vSichni laboranti méii stejné (rozdily jejich
méfeni jsou ndhodné), zatizeni 4 poskytuje vyznamné odlisné vysledky méteni vlh-
kosti dfeva nez ostatni zatizeni.

9.2.3 Dvoufaktorova ANOVA s opakovanim a nevyvaZzenym modelem

Pokud neni mozné dodrzet vyvazeny model méteni, coz je velmi doporuceno
(je zaruCena nejvyssi sila testu), je mozné pracovat i s nevyvazenym modelem, ale
s uréitymi omezenimi. Nejlepsi pfipad nevyvazeného modelu je tzv. proporéni uspo-
radani, kdy Cetnosti v jednotlivych buitkach odpovidaji vzorci

ST
kde je
S pocet pozorovani s hladinou 1. faktoru
r pocet pozorovani s hladinou 2. faktoru
N celkovy pocet vSech pozorovani

Ptiklad proporéniho uspotddani je uveden v tabulce 9.15 . Napi. pro bunku
X11 = 24.9/72 = 3.

Ay A, Az Ay >
B, 3 6 9 6 24
B, 4 8 12 8 32
B3 2 4 6 4 16
> 9 18 27 18 72

Tabulka 9.15 — Ptiklad proporéniho uspoiadini dat pro nevyviaZeny model analyzy rozptylu.
Cisla v buiikdch udavaji po¢ty hodnot.

Pokud je toto uspotfddani dodrzeno, je mozné pouzit feSeni podle tabulky 9.9
s Upravami vyplyvajicimi ze zménénych pocti hodnot v bunkach. Upravené feseni je
v tabulce 9.16 . Vypocty se provadi obdobné jako u vyvazeného modelu.

Pokud chybi jedna nebo nékolik malo hodnot (obvykle ne vic nez je pocet trov-
ni) do vyvazeného nebo proporc¢niho modelu, je mozné tyto hodnoty dopocitat. Po-
drobnosti jsou uvedeny napt. v ZAR 1984.

Siln€ nevyvazené (nepropor¢ni) modely je mozné spocitat jen pomoci pfiblizné-
ho rozkladu pomoci tzv. ekvivalentnich ¢etnosti (podrobnosti viz MELOUN-MILITKY
1994) nebo pomoci specidlnich postupii regresni analyzy (viz ZAR 1984).

9.2.4 Dvoufaktorova ANOVA bez opakovani méreni

V nékterych ptipadech se stava, ze méfeni pro jednotlivé kombinace faktor
nelze replikovat, takze v kazdé buiice je jen jedno méteni. I tento piipad Ize statisticky
zpracovat, i kdyz zde jsou — oproti metod¢ s vyvazenym experimentem s opakovanim
— jista omezeni, pfedevS§im nemuizeme uvazovat s interakci. Je tomu tak proto, Ze uv-
nitt bunék neni zadna variabilita a tedy nemtizeme vypocitat My (tj. variabilitu uvnitf
buné¢k). K odhadu celkové variability slouzi pouze tzv. ,,zbytkova* variabilita (v an-
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glicky psané literatufe oznacovana jako ,,remainder®), ktera se ziska jako rozdil celko-
vé variability a aditivné pusobicich faktort.

Usporadani tabulky analyzy rozptylu pro dvoufaktorovou analyzu rozptylu bez
opakovani je uvedeno v tabulce 9.17 .

Zdroj varia-

Soucet ¢tvercu odchylek

Pocet stupiiii volnosti

Priamérny ¢tverec

bility odchylek (rozptyl)
2
b Dy
. Z 2 Xijk Sa
Faktor A _ g\l DF, =a-1 =—=2
aord ISy =2~ = -C A A DF
i=1 Z A
n;
j=1
2
)
Xijk
b j Sy
Faktor B _ i=lk=1 DF; =b-1 B =
Sp = Zl - -C B DF,
J:
2 nj;
i=1
S
Interal];ce Ax Sag =Sp—SA —Sp DF,z =(a—1)(b—-1) | Mg = Dll:\B
AB
n; 2
Variabilita e
vysvétlen . | &k DF; =ab-1
faktory a in- Q. = z z k=1 -C F
terakei F . 3 n.
1=l j= ij
Variabilita SR
uvnitf bunék Sg =S¢ =Sg DF; =ab(n-1) R =
(rezidualni) DFR
n;
Celkova va- S :Za:zb:ixg -C DF~- =N-1
riabilita €~ oo otk ¢
i=1 j=1k=
a b 1 2
X
Zz Z ijk a b

i=1 j=1 k=1

kde je C=
N

Tabulka 9.16 — Tabulka dvoufaktorové analyzy rozptylu s nevyvaZenym modelem a proporénim

usporadanim
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Vypocet testovych kritérii pro obé nulové hypotézy: (1) vliv faktoru A je nulo-
vy; (2) vliv faktoru B je nulovy, je zaloZen na vztazich

M My
F=—"% nebo —2 (9.14)

E ME

Pokud model skute¢né neobsahuje interakci, potom vztah 9.14 plati s obvyklymi
hodnotami chyby I. i II. druhu pro vSechny typy modell (s pevnymi, ndhodnymi i
smiSenymi efekty). Pokud je mozné, ze model realné interakci obsahuje (ale my ji
nemuzeme spocitat), potom hodnoty ze vztahu 9.14 plati jen pro model s ndhodnymi
efekty, v piipadé modelu s pevnymi efekty a pro pevny efekt v modelu se smiSenymi
efekty vzristd pravdépodobnost chyby II. druhu — test je tedy ,,m&k¢i, ma zvysenou
schopnost nezamitnout nulovou hypotézu.

V piipad¢ pevnych efekti mizeme provadét mnohonasobnd porovnani obdobné
jako u ptedchozich metod, napt. pomoci Tukeyho testu, pouze upravime vypocet chy-
by SE na tvar pro faktor A:

SE=_|— (9.15)

a obdobné pro faktor B dosadime ve jmenovateli pocet trovni faktoru A — a. Kriticka
hodnota bude pro faktor A go.q:@-1)-1) @ pro faktor B qu:p:@-1)0p-1)

Zdroj variabi- Priumérny ¢tverec

lity Soucet ¢tvercu odchylek Pocet stupni volnosti odchylek (rozptyl)
a( b 2
2| 2 X Sa
Faktor A ‘O Jl DFA:a—l MAZF
Sy = C A
b
b/( a 2 S
X..
Faktor B é E y DFB =b-1 Mg =B
Sp="—""-C DFy
a

Variabilita ne-

s o S
vysvétlena pii- _ _ _ _ - “E
sobenim fak- Sg =S¢ =54 S DFg; = (a-1)(b-1) | Mg DF

toru E
a b )
Celkova Sc=22x;-C DFc=N-1
variabilita i=1 j=1
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C:% a N=ab

Tabulka 9.17 — Uspoiadani tabulky pro dvoufaktorovou analyzu rozptylu bez opakovani

Piiklad 9.3:

V ramci biometrického vyzkumu byl zkouman vliv socidalniho postaveni stromii v
porostu a svétové strany na velikost tloustkového priristu. V tabulce 9.18 jsou hodno-
ty tloustkového prirustu za 10 let v mm. Rozhodnéte, zda néktery posuzovany faktor
md statisticky vyznamny viiv.

Trida socialniho postaveni stromu v porostu

1 2 3 4 5

- S 36 28 21 20 18
3£ Z 35 28 22 21 20
’% = J 32 26 23 22 18
\Y 35 27 22 22 19

Tabulka 9.18 — Zadani prikladu 9.3:

Cilem analyzy je prozkoumat, zda dva vybrané faktory — svétova strana a tfida
socidlniho postaveni stroml v porostu — maji statisticky vyznamny vliv na velikost
tloustkového ptirtstu v poslednich 10 letech.

Ptedpoklada se, ze socialni postaveni stromi v porostu bude mit vliv na velikost
ptiriistu (tfida 1 — stromy naduroviiové, vyrazné vyssi nez ostatni a obvykle nejsilngj-
§i; tfida 2 — stromy uroviiové, obvykle nejpocetnéjsi skupina tvofici ,,hlavni troven®;
ttida 3 — stromy do Grovné vrustajici; tfida 4 — stromy poduroviiové; tfida 5 — stromy
odumirajici), nebot’ velikost ptirtistu souvisi s moznostmi vyZzivy i ptistupu svétla.

Svétova strana ma vliv na ukladani tloustkového pfirGstu predevs§im tam, kde
prevlada urcity smér vétru (souvisi s tvorbou tahového a tlakového dieva) nebo ptisobi
jiné vlivy s timto faktorem spojené.

V tomto piipadé se nepfedpokladd vyznamny vliv interakce.

Provedeme vypocet podle tabulky 9.17 , jejiz vysledky jsou uvedeny v tabulce
9.19.

Soucet | Pocet Primérny
. N . . .o étverec Testové | Kriticka Vliv zdroje
Zdroj variability ¢tvercu | stupniu . Hodnota P e
.| odchylek |kritérium| hodnota variability je
odchylek | volnosti
(rozptyl)

Faktor A (tfida socialniho postaveni) || 628.500 4 157.125 | 115.675| 3.259 0.000 | vyznamny

Faktor B (svétova strana) 2.950 3 0.983 0.724 1 3.490 0.557 | nevyznamny

Variabilita nevysvétlena faktory 16300 12 (58 1.358

Celkem 647.7501 19




Tabulka 9.19 — Vysledky dvoufaktorové analyzy rozptylu bez opakovani

Porovnani (Cisla Vysledek
oznacuji jednotlivé Rozdil SE Testové Kriticka porovnani (H,
tFidy socialniho pruméri kritérium q hodnota q zamitame/
postaveni) /mezamitame)
5-1 -15.750 0.583 27.031 4.508 Zamitime
5-2 - 8.500 0.583 14.588 4.508 Zamitime
5-3 - 3.250 0.583 5.578 4.508 Zamitime
5-4 - 2.500 0.583 4.291 4.508 Nezamitame
4-1 -13.250 0.583 22.740 4.508 Zamitame
4-2 - 6.000 0.583 10.297 4.508 Zamitame
4-3 - 0.750 0.583 1.287 4.508 Nezamitame
3-1 -12.500 0.583 21.453 4.508 Zamitame
3-2 - 5.250 0.583 9.010 4.508 Zamitame
2-1 - 7.250 0.583 12.443 4.508 Zamitame

Tabulka 9.20 — Vysledky mnohonasobného porovnani pomoci Tukeyho metody

Z vysledkii vidime, Ze statisticky vyznamny vliv mé faktor A (tfida socidlniho
postaveni), protoze testové kritérium F (115,675) je vétsi nez kritickd hodnota
Fo,05:4:12 = 3.259. Naopak vliv svétové strany nebyl potvrzen, tedy tloustkovy pfirtst
se u stromt ve studovaném tizemi uklada z hlediska postaveni vici svétovym strandm
rovnomeérn¢.

Jestlize povazujeme tfidy socialniho postaveni za pevné faktory, mizeme pro-
vést Tukeyho metodu mnohonasobného porovnani, jejiz vysledky jsou v tabulce 9.20 .
Vidime, Ze tfida 1 a tfida 2 tvofi samostatné skupiny (lisi se vyznamné¢ od vsech ostat-
nich), nevyznamné rozdily jsou mezi tfidou 4 a 3 a také t€sné mezi tfidami 4 a 5 (toto
zamitnuti nulové hypotézy je ziejmé ,,vysledkem® chyby II. druhu, protoZe neni moz-
né, aby tiida 4 byla nevyznamné odlisna jak od t¥idy 3 tak od tiidy 5, piicemz tfidy 5 a
3 se od sebe vyznamné lisi). Je tedy mozné uzavftit, ze tiidy 1, 2 a 5 tvoii samostatné
skupiny, které se lisi od vSech ostatnich, tfidy 4 a 3 tvofi dalsi homogenni skupinu.

9.2.5 Vyuziti analyzy rozptylu v plianovani pokust

9.2.5.1 Usporadani zakladnich pokusnych planii

Jestlize zakladame realné pokusy, v mnoha piipadech se musime vyrovnat se
skute€nosti, ze neni mozné zarucit naprosto shodné podminky na riznych pokusnych
plochach nebo pro rizné pokusné jedince. Tyto piipady jsou velmi Ccasté
v zemé&délstvi, lesnictvi, ekologii, biologii, 1¢katstvi apod.
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Typickym ptikladem jsou terénni pokusy. VétSina biotickych i abiotickych pod-
minek prostfedi se kontinudln¢ méni podle toho, kde zalozime pokusné plochy — ob-
vykle plati, ze blizké plochy jsou si podobné&jsi nez plochy vzdalené. Jestlize napf.
chceme sledovat vliv hnojeni na rist semenackti v lesni Skolce, je mozné zalozit po-
kus, kde se urcité¢ zdhony budou hnojit ur¢itym piipravkem. Abychom vsak vyloucili
vliv vSech ostatnich faktorG krom¢ hnojiva, musime zabezpecit, aby vSechny dalsi
faktory pusobici na rtst byly identické. Coz je v praktickych podminkéch, napt. lesni
Skolky, velmi obtizné. Kazdy zahon se poné€kud lisi napt. ptidou, zastinénim, obsahem
vody apod. Proto je nutné¢ pokusné zdhony rozmistit tak, aby se na kazdém zahonu
aplikovala vSechna hnojiva, a to v ndhodném pofadi. Cilem tohoto usporadani je mi-
nimalizovat vliv heterogennich podminek na jednotlivych plochach pfi zachovani
zakladni podminky statistické analyzy — nezavislosti opakovani. Takovym usporada-
nim pokusi, které splnéni tohoto cile umozni (a také naslednym vyhodnocenim) se
zabyva specidlni odvétvi statistiky — planovani pokusii.

Metodika planovani pokusu je zna¢n¢ rozsahla a zahrnuje velky pocet riznych
typi usporadani pokusii a zpiisobii jejich vyhodnoceni. Zde se pouze dotkneme nejpo-
uzivangj$ich metod. Kromé nich se pouziva cela fada specidlnich technik planovani
pokust, jejichz naplanovani i vyhodnoceni je velmi technicky narocné a je umoznéno
specializovanymi statistickymi programy, napf. neuplné nahodné bloky, split-plot
techniky, fecko-latinské ¢tverce a dalsi.

Obrazek 9.8 ukazuje rozdil mezi chybnym zalozenim pokusu (vlevo) a sprav-
nym (vpravo) pomoci tzv. uplnych znadhodnénych blokii. Zkoumame vliv tfi druhd
hnojiva na rust (skupiny H1 — H3) a porovnavame je s kontrolni skupinou (K) bez
hnojeni. Vlevo kazdy zdhon obsahuje vSechna opakovani jedné skupiny — to je chybné
zalozeni pokusu, protoZe naprosto nezohlediiuje rozdily ristovych podminek po plose
Skolky a napft. kontrolni skupina a skupina hnojend hnojivem H3 mohou mit zna¢né
rozdilné podminky. Spravné uspotradani ukazuje prava c¢ast obrazku 9.8 , kde je jasné
vidét, ze vSechna opakovani jednotlivych skupin jsou rovnomérné rozlozena po celé
plose pokusného pozemku. Jednotlivé druhy oSetfeni (napf. hnojiva) se v bloku rozdé-
leni ndhodné, napt. pomoci losovani, tabulek ndhodnych ¢isel nebo pomoci schémat
uvadénych v odborné literature. Diilezitou podminkou je maximalni homogenita pod-
minek kazdého bloku. Toto uspotadani zohlediiuje vliv rtiznych rastovych podminek a
dava maximaln¢ objektivni podminky pro vyhodnoceni toho vlivu, ktery nas zajima —
v tomto ptipad¢ druhu hnojiva.

K || K H1| | H1 K || H1 H2 | | H3
Logs L e H2 || H3 Hi|| K
H2 | | H2 H3 | | H3 = e B
H2 || H2 H3 || H3 H3 || H2 K || HI

Obrazek 9.8 — Schéma nespravného (vlevo) a spravného (vpravo) uspoiadani znahodnénych blo-
ki
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K |H1 |H2 | H3 K |H1 |H3 |H2
K |H1 | H2|H3 H1 |K |H2 |H3
K |H1 |H2 | H3 H2 | H3 | H1 | K
K |H1 | H2 | H3 H3 |H2 |K |H1

Obrazek 9.9 — Vlevo je nespravné usporadani pokusu, vpravo spravné uspoiadani - jedna
z moznych variant latinského ¢tverce

Jingym zplisobem uspotadani jsou tzv. latinské étverce, které¢ obsahuji v kazdém
fadku a kazdém sloupci jedno opakovani kazdé skupiny. Pouzivaji se piedevsim tehdy,
jestliZze ani v rdmci bloku neni mozné dodrzet dostatecnou homogenitu podminek a je
nezbytné heterogenitu eliminovat. Toto usporadani je také ekonomické, protoze vy-
zaduje minimalni pocet pokusnych plosek a riznorodost podminek se hodnoti ve dvou
na sebe kolmych smérech. Umoznuje vyloucit vliv existujicich rozdilti v podminkach
pokusu mezi jednotlivymi fadky a sloupci, protoze celkova hodnota vysledku pokusu
pro jednotliva oSetfeni (napf. druh hnojiva, riizné kultivary, rizné druhy vychovnych
zasahtl, apod.) je dand souctem hodnot z pokusnych jednotek (plosek, policek, zkus-
nych ploch, pokusnych jedinct, apod.), které jsou umisténé vzdy jiném fadku a
v jiném sloupci. Mozné uspoiadéni latinského ctverce ukazuje obrazek 9.9 . Moznosti
usporadani latinskych ¢tverct je hodné, jejich pocet se stanovi podle vztahu n/(n-1)/,
kde 7 je pocet sloupcti a fadku, tedy napt. pro n = 3 je to 12 ctverctl, pro n =4 uz 576,
pron =15 je to 161 280 kombinaci atd.

9.2.5.2 Vyhodnoceni zakladnich pokusnych planii

Vyhodnoceni znahodnénych bloki 1 latinskych ¢tverct se provadi pomoci ana-
lyzy rozptylu.

Znéhodnéné bloky jsou vlastné zobecnénim parového t-testu pro vice skupin nez
dvé (stejné jako je jednofaktorovda ANOVA zobecnénim t-testu pro nezavislé vybery).
Vypocet se provadi v podstaté podle schématu dvoufaktorové analyzy rozptylu bez
opakovani (tabulka 9.17 ), kde jeden faktor (pevny) jsou pokusné zasahy (napt. hnoje-
ni), druhy faktor (ndhodny) je zafazeni do bloku. Jedna se tedy vlastn€ o Model III
(smisené faktory) dvoufaktorové analyzy rozptylu bez opakovani. Pouzivaji se i stejné
metody mnohondsobného porovnani (napt. Tukeyho pro porovnani skupin mezi sebou
nebo Dunnettova pro srovnani s kontrolou).

Piiklad 9.4:

Pri vyzkumu ucinku novych druhu hnojiv byl zaloZen pokus metodou znahodné-
nych bloku pro porovnani ucinkii tri druhii hnojiva (H1, H2 a H3). Jedna skupina byla
ponechana bez hnojenti jako kontrolni (K). Posudte, zda hnojiva zlepsuji riist sadebni-
ho materialu v lesni skolce oproti kontrolni skupiné a zda se lisi mezi sebou. Mérenou
velic¢inou v tabulce 9.21 je priimérna vyska sazenic na kazdé dilci plosce v cm.

Tzv. ,,polni pokusy jsou typickym piikladem pouZiti zndhodnénych blokid. Ob-
vykle porovnavaji vliv né¢jakého opatteni (hnojeni, vychovného zasahu, zplisobu oset-
feni nebo také kultivaru, provenience, apod.) na produkci (nebo jinou méfitelnou
vlastnost) dan¢ho pokusného materialu.
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Blok 1| VyskaBlok 2] Vyska]Blok 3| VyskalBlok 4 [ Vyska]Blok 5| Vyska
K |[21.6] Hl [240] H2 | 26.0 ] H1 | 239 ] H3 | 233
Hl [ 241 ] H3 | 294 K [221 ) H3 | 21.6 ] H2 | 26.6
H2 [ 26.3 K 1941 H3 | 23.1 )] H2 [ 245 K 19.8
H3 [ 258 ) H2 | 28.5 ] HI | 27.5 K 179 1 Hl | 243

Tabulka 9.21 — Blokové usporadani zadani prikladu 9.4

Pro analyzu rozptylu musime data z tabulky 9.21 uspotadat do tvaru vhodného
pro vypocet (viz tabulku 9.22 ), ¢imz vznikne tabulka dvoufaktorové analyzy rozptylu
bez opakovani. Zde uz jsou samoziejme hodnoty setazeny podle blokli a zpusobl
osetfeni.

Osetieni (hnojivo) Tabulka 9.22 — Zadani pfikladu 9.4 ve tvaru
Blok vhodném pro analyzu rozptylu

K H1 H2 H3
21.6 | 241 | 263 | 25.8

K vypoctu pouzijeme schéma ta-
! bulky 9.17 a vysledek je v tabulce 9.23 .
2 194 | 240 | 285 29.4 | Porovnanim kritickych hodnot a testo-
3 211 275 | 260 | 23.1 vych kritérii zjistime, ze faktor ,,zplisob
4
5

osetfeni — druh hnojiva“ ma statisticky
179 | 239 | 245 | 21.6 | vyznamny vliv na vysku sazenic, zatim-
19.8 2473 26.6 233 Cco druh}'/ faktor — blOky — nikoliv. Zna-
mena to, ze mezi bloky nebyly zasadni
rozdily v ristovych podminkach, coz dokazuje splnéni zakladni podminky pouziti
zndhodnénych bloki — homogenitu podminek v ramci bloku. To umozni objektivni
posouzeni vlivu faktoru ,,druh hnojiva®. Mame za kol posoudit jednak vyznamnost
vlivu pouziti hnojiva vii¢i kontrole, jednak druhy hnojiva mezi sebou. Prvni tikol vy-
feSime Dunnettovym testem, druhy ,.klasickym* Tukeyovym testem. Vysledky Dun-
nettova testu jsou v tabulce 9.24 a Tukeyova testu v tabulce 9.25 .

V tabulky 9.24 vyplyva, ze G¢inky vSech hnojiv vyznamné zvysSuji vyskovy rist,
protoze ve vSech piipadech byla zamitnuta nulova hypotéza o nevyznamném vlivu
jednotlivych hnojiv. Byla pouzita jednostrannd hypotéza Hy: pa = Hkontrola Oproti Hy:
HA = Hikontrolas Protoze vSechny priméry hnojenych skupin byly vyssi. Kritické hodno-
ty byly stanoveny jako q*{),()j;N_k;p, kde N-k =16 a p ,,vzdélenost* porovnavanych sku-
pin (pro K - H2 se p = 4, pro dalsi srovnavanou dvojici K - HI se p =3 apro K — H3
se p = 2). Muzeme tedy tuto ¢ast uzaviit tvrzenim, ze vSechna hnojiva statisticky vy-
znamn¢ zlepsSuji vyskovy rist sazenic.

Tabulka 9.25 udava vysledky Tukeyova testu pro porovnani vSech skupin mezi
sebou. Vidime zde potvrzeni vysledku Dunnettova testu (vSechna hnojiva se statistic-
ky vyznamné 1i8i od kontroly) a navic zde mame i porovnani vSech hnojiv mezi sebou.
Vysledky ukazuji, ze se jednotliva hnojiva mezi sebou nelisi (veskeré rozdily mezi
HI1, H2 a H3 jsou nevyznamné). Pokud tedy pouzijeme jakékoli hnojivo, zlepSeni
rustu bude prakticky stejné.
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Soutet Potet Priamérny
. N . ouceo ocev . étverec Testové Kriticka Vliv zdroje
Zdroj variability Ctvercu stupni . Hodnota P e
. odchylek | kritérium | hodnota variability je
odchylek volnosti
(rozptyl)
OgSeti‘eni (hnojivo) 106.981 3 35.660 10.776 3.490 0.001 vyznamny
Blok 27.053 4 6.763 2.044 3.259 0.152 nevyznamny
Varvialiilit,a nevysvétlena 39711 12 3309
oSetienim a blokem
Celkem 173.745 19
Tabulka 9.23 — Vysledky analyzy rozptylu pro zadani prikladu 9.4
Porovnani (pismena Vysledek
oznacuji jednotlivé Rozdil SE Testové Kriticka porovnani (H,
druhy hnojiva a kontrolu|| praméra kritérium q | hodnota q zamitame/
(K)) /nezamitame)
K - H2 -6.22 1.150 5.406 2.230 Zamitame
K - H1 -4.60 1.150 3.998 2.060 Zamitame
K -H3 -4.48 1.150 3.894 1.750 Zamitame
Tabulka 9.24 — Vysledky Dunnettova testu pro zadani piikladu 9.4
p ., _ Vysledek
T)rovnafu ,(plsmena Oz,flacu‘" Rozdil Testové Kriticka porovnani (H,
jednotlivé druhy hnojiva a riaméra SE Kritérium hodnota itame/
kontrolu (K)) P q q zamitime
/mezamitame)
K-H2 -6.22 0.814 7.646 4.046 Zamitame
K-H1 -4.60 0.814 5.655 4.046 Zamitame
K - H3 -4.48 0.814 5.507 4.046 Zamitame
H3 - H2 -1.74 0.814 2.139 4.046 Nezamitame
H3 - H1 -0.12 0.814 0.148 4.046 Nezamitame
H1 - H2 -1.62 0.814 1.991 4.046 Nezamitame

Tabulka 9.25 - Vysledky Tukeyho testu pro zadani prikladu 9.4

Vyhodnoceni latinskych ¢tverct je ponékud komplikovangjsi, protoze se zde
uvazuje vlastné se tfemi faktory — postavenim ,,pokusné plochy®, tj. policka tabulky
na obrazku 9.9 , které¢ je dané pozici fadku (prvni faktor) a sloupce (druhy faktor) a
dale typem oSetfeni (hnojivo, kultivar, ...), coz je tieti faktor. K feSeni tedy potiebu-
jeme ttifaktorovou analyzu rozptylu bez interakce, coz jiz presahuje rozsah tohoto tex-
tu. Zajemci najdou podrobnosti o planovani experimentt (i daleko slozitéjSich nez zde
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popsan¢ zakladni typy) vcetné podrobné tfeSenych piikladli v rozsahlé literature
k tomuto tématu, z nasich napt. MYSLIVEC 1957, GROFiK 1987, ze zahrani¢nich napf.
MONTGOMERY 1991, MEAD 1988 a mnohé dalsi.

9.3 Neparametricka ANOVA

Neparametrickda ANOVA se pouziva predevsim tehdy, jsou-li vyrazné naruSeny
zékladni predpoklady pro provedeni parametrické analyzy rozptylu, tedy predevSim
normalita a homogenita rozptylu. Nutno podotknout, ze parametrickd ANOVA sama je
vuci naruseni predpokladii pomérné robustni (,,0dolna®) a neparametrické metody po-
uzivame zpravidla pii vyrazném poruseni predpokladil a také tehdy, maji-li jednotlivé
vybéry velmi malo prvkl (nebo jsou jejich pocty siln€ nevyvazené) a normalitu neni
mozné spolehlivé stanovit. Pfi pouziti neparametrické analyzy rozptylu musime, tak
nosti zamitnout nulovou hypotézu). Uvadi se (LEPS 1996), ze pfi splnéni predpoklada
normality a homogenity ma neparametrickd ANOVA asi 95 % sily testu parametrické
analyzy rozptylu. V tomto pfipad¢ obvykle pouzijeme béZznou parametrickou analyzu
rozptylu. OvSem v ptipad¢, ze predpoklady pro parametrickou analyzu rozptylu jsou
vyrazné naruseny, je neparametrickd ANOVA silngj$im testem nez parametricka.

9.3.1 Kruskal-Wallistv test (K-W test)

Tento test je neparametrickd obdoba jednofaktorové analyzy rozptylu, podobné
jako je Mann-Whitneytv (Wilcoxonliv) test neparametrickou obdobou t-testu.
K-W test je zalozen, tak jako vétSina neparametrickych testii, na potadi prvku.
Postup provedeni testu je nasledujici:
e prvky vSech vybéra (skupin) slouc¢ime do jednoho sdruzeného vybéru (mu-
sime zachovat informaci o tom, ze kterého vybéru ktery prvek pochazi);
e prvky sdruzen¢ho vybéru sefadime podle velikosti od nejmensiho
k nejvyssimu;
e takto sefazené prvky ocislujeme podle poradi (nejmensi prvek dostane ¢islo
1, druhy nejmensi 2, atd), ptfi¢emz prvky stejné hodnoty obdrzi primérné
potadi téchto prvki;
e dale jiz pracujeme pouze s poradim — potadi jednotlivych prvkil rozdélime
znovu do pavodnich vybért (skupin);
® v jednotlivych skupindch potfadi prvka secteme — ziskame hodnoty R;
e vypocitame testové kritérium
12 kR?

2.

H=
N(N+Dig n

~3(N+1) (9.16)

kde je
N celkovy pocet vSech prvkl ve vSech vybérech dohromady
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n; pocet prvki v i-tém vybéru
Ri soucet potadi v i-tém vybéru;

e pokud jsou mezi prvky skupiny stejnych hodnot (a tedy stejnych potadi),
opravime kritérium H podle vztahu

H
He=——7—7—"— (9.17)
ST
Z (ti - tl )
1— i=1
N’ -N

kde je
ti pocet stejnych hodnot v i-#é skupiné stejnych hodnot
m pocet skupin stejnych hodnot

e testové kritérium H (nebo Hc, pokud porovnadvame vybéry, kde jsou skupiny
stejnych hodnot) porovname s kritickou hodnotou H (resp. x?). Pokud je tes-
tové kritérium mensi nez kritickd hodnota, nezamitdme nulovou hypotézu o
rovnosti pramert.
Kriticka hodnota pro K-W test je dvoji:
e pro malé vybéry (do n; < 8 pro 3 vybéry, n; <4 pro 4 vybéry a do n; <3 pro
5 vybéril) je to tabelované specidlni kritérium H (tabulka 3 v ptiloze),
e pro V33 vybery a pro v&tsi pocet vybéri nez 5 je to statistika y* pro k-1
stupiili volnosti.
Pokud je nulova hypotéza zamitnuta, je mozné stejné jako u parametrické analy-
zy rozptylu zjistit, mezi kterymi skupinami (vybéry) existuji statisticky vyznamné
rozdily.

a) pro stejné pocty prvkii ve vSech skupinach

V tomto ptipadé pouzivame test zalozeny na Tukeyho testu (viz kapitolu
9.1.2.1). Vychazime z obdoby testového kritéria pro Tukeyho test (rovnice 9.2), ale
misto priméra pouzijeme soucty poradi R; (tedy pro srovnani skupin 4 a B hodnoty
R 4 a R 3)

_SATRB 9.18
q SE (9.18)

kde je
SE - Jnmml(;kﬂ) 9.19)

Testové kritérium g porovname s kritickou hodnotou qq.:k, kde & je pocet vSech
porovnavanych skupin v celém K-W testu.

b) pro nestejné velké skupiny (pocty prvki v jednotlivych skupinach se 1isi)
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V tomto piipad¢ pouzijeme Dunniiv test, ktery je zaloZeny na testovém kritériu

Rg-R,
= 9.20
Q SE (9.20)
kde je
R primérné potadi v porovnavanych skupinach (tedy R ,= Ru/nsa Ry = Rp/np)

SE se vypocita podle vztahu

SE= WNH)(mj 021
12 n, ng

a pokud vybéry obsahuji skupiny stejnych hodnot, potom se SE vypocita podle upra-
veného vztahu

SE = (9.22)

N(N+1)_§<ti3_ti)( 11 j

12 12(N-1) \n, ng

kde je symbolika stejna jako u vztahu 9.17.
Testové kritérium Q se porovnd s kritickou hodnotou Q,, ktera je tabelovana ve
specidlnich tabulkach ( v ptiloze Tabulka 5).

Priklad 9.5:

V ramci limnologického vyzkumu byla ve ctyrech vodnich nadrzich mérena hod-
nota pH. Z kazdé nadrze bylo odebrano 8 vzorkii (jeden vzorek z nadrze cislo 3 byl
znehodnocen) a zjistené hodnoty pH jsou v tabulce 9.26 . Posudte, zda se hodnoty pH
v jednotlivych nadrzich lisi.

Vstupni hodnoty meéfeni ztabulky 9.26 musime upravit do podoby vhodné
k vypoctu — vSechny Ctyti vybéry spojit dohromady, sefadit podle velikosti a jednotli-
vym méienim piifadit jejich potadi. Vysledky tohoto postupu jsou v tabulce 9.27 .

gflb;:k;;f:é;rz;dam pikladu 9.5 = hodnoty - T | Nadrz 2 | Nadrz 3 | Nadrz 4
7.73 7.80 7.84 7.87
V ptipadé€ skupin stejnych hodnot je nut- 7.69 773 775 771
no dat pozor na spravné piifazeni poradi. 768 771 774 771
Napt. se ve sdruZzeném souboru vyskytuji 776 781 777 79]
¢tyfi hodnoty 7.74. Podle setazenych 770 774 780 774
hodnot by mély ,,teoreticky* dostat pota- 775 778 R 731
di 12, 13, 14 a 15. Vypocitame pramér 7'70 7'74 7.81 7'79
téchto potadi ((12+13+14+15)/4=13.5) a - . - .
toto poradi se pfifadi vSem hodnotam 773 7.78 7.85

7.74. Stejné se postupuje i s ostatnimi skupinami stejnych hodnot (v piikladu je jich
celkem 7). Poté se jednotliva potadi (od této chvile jiz nepracujeme s méfenymi hod-
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notami, pouze s poradimi s korekei!!) rozdéli do pivodnich vybért, coz je uvedeno
v tabulce 9.28 . Dole v této tabulce jsou vedeny soucty potadi R; a Cetnosti jednotli-
vych vybéri n;. Podle vzorce 9.16 vypocitdme kritérium H a vzhledem k tomu, ze ve
vybérech jsou skupiny stejnych hodnot, musime provést korekci Hc podle vztahu
9.17.

12 | 552 132.5% 1457 163.5°
+ + +

B -3-32=11.876
31-32| 8 8 7 2
= 11.876 )
He = 1—(23 _2)"‘(33 _3)+(33 —3)4-(43 _4)+(33 _3)+(23 _2)+(33 _3)—11.943
31° -31

Z vypoctu je vidét, ze korekce H¢ je vyznamna pouze pii velkém poctu rozsahlych
skupin stejnych hodnot, jinak je jeji vliv zanedbatelny. Vysledné testové kritérium po-
rovname s kritickou hodnotou X20.05;3 =7.815. Vysledkem je zamitnuti nulové hypoté-
zy a piijimame zavér, ze hodnoty pH se v jednotlivych nadrzich lisi.

Poradi s Poradi s Poradi s
.. .| Poradi | korekeci na . ,| Poradi | korekcina v .| Poradi | korekci na
Mérena . Mérena . Meérena .
hodnota bez skupiny hodnota bez skupiny hodnota bez skupiny
korekce | stejnych korekce | stejnych korekce | stejnych
hodnot hodnot hodnot
7.68 1 1 7.74 12 13.5 7.80 23 23.5
7.69 2 7.74 13 13.5 7.80 24 23.5
7.70 3 3.5 7.74 14 13.5 7.81 25 26
7.70 4 3.5 7.74 15 13.5 7.81 26 26
7.71 5 6 7.75 16 16 7.81 27 26
7.71 6 6 7.76 17 17 7.84 28 28
7.71 7 6 7.77 18 18 7.85 29 29
7.72 8 8 7.78 19 20 7.87 30 30
7.73 9 10 7.78 20 20 791 31 31
7.73 10 10 7.78 21 20
7.73 11 10 7.79 22 22

Tabulka 9.27 — Vzestupné usporiadané hodnoty pfikladu 9.5. Skupiny stejnych hodnot jsou vy-
znaceny Sedé a jejich poradi bez korekce tuénou kurzivou. Vysledna poradi, se kterymi se bude
dale pracovat, jsou v pravém sloupci (poriadi s korekei)

Vzhledem k tomu, Ze nemdme stejny pocet prvkil ve vSech vybérech, musime

jako metodu mnohondsobného porovnani pouzit Dunniiv test. Pouzijeme vztahy 9.20
2.9 22 (musime pra aat korekel na skuniny hndnnﬂ s vyusledky kteréd mml 1L\ Pdery

l{ tabu]é%aquq Z &

, | Q’an%jp
770 375 T74
7.72 8 7.78
7.73 10 7.78
7.73 10 7.80
7.76 17 7.81
n, 8 n, 8 n, 7 n, 8
R, 55 R, 132.5 R, 145 R, 163.5




Tabulka 9.28 — Poradi v ramci jednotlivych vybéru (dole jsou uvedeny soucty poradi R;)

Tabulka 9.29 — Vysledky Dunnovy metody mnohonasobného porovnani

9.3.2 Dvoufaktorova neparametricka ANOVA

Dvoufaktorova neparametrickd ANOVA pro klasické modely s opakovanim ne-
bo bez opakovani neni pfili§ Casta. Technicky je to vlastné rozsifeni a uprava Kruskal-
Wallisova testu. Podstata spoc¢iva v tom, Ze se stejné jako u K-W testu vSechny hodno-
ty nahradi potadim. Poté se pro kazdou buiiku spocitaji sumy potadi, stejné¢ jako pro
fadky a pro sloupce (tedy pro oba faktory). Samotné soucty ¢tvercti odchylek potadi a
nasledné vypocty se pak provadéji v podstaté stejné jako v piipad¢ parametrické ana-
Iyzy rozptylu (podle schémat v tabulkach 9.9 a 9.17 ) s urCitymi korekcemi, pokud se

Vysledek
Rozdil , ey o Y L.
- sy o, Testové Kriticka porovnani (H,
Porovnani mezi vybéry |[ primérnych SE e r . L,
L. kritérium Q hodnota Q zamitame/
poradi s
/nezamitame)
Nadrz 1 - Nadrz 3 -13.839 4.692 2.949 2.639 Zamitame
Nadrz 1 - Nadrz 4 -13.563 4.533 2.992 2.639 Zamitame
Nadrz 1 - Nadrz 2 - 9.688 4.533 2.137 2.639 Nezamitame
Nadrz 2 - Nadrz 3 - 4.152 4.692 0.885 2.639 Nezamitame
Nadrz 2 - Nadrz 4 - 3.875 4.533 0.855 2.639 Nezamitame
Nadrz 4 - Nadrz 3 - 0.277 4.692 0.059 2.639 Nezamitame
vyskytuji skupiny stejnych hodnot. Podrobny postup véetné prikladu uvadi napt. ZAR
(1984).
Cast¢jsi je uziti neparametrického testu v ptipad¢ zndhodnénych blokt — zde se

tento postup nazyva Friedmantv test. Pouziva se predevs§im v piipad¢, kdyz k trovni
pevného faktoru (tj. toho, jehoz vliv na méfenou veli¢inu zkoumame, druhym fakto-
rem pak jsou bloky) nepochazi z normalniho rozdéleni a predpoklad normality je silné
naru$en. Je nutné si znovu uvédomit, ze i Friedmantv test ma mensi silu testu nez pa-
rametrickd metoda (napf. pro k =2 je to asi 64 % sily parametického testu, pro k = 3
je to asi 73 % a se vzrastajicim poctem vybéru sila testu stoupa az na 95 % pro velky
— teoreticky nekonecny - pocet vybéril). Proto se pouziva jen tehdy, je-li jeho pouziti
nutné, ale v téchto pripadech je obvykle silnéjsi nez parametricky test.

Predpokladame a Grovni pevného faktoru a b bloki. Jako obvykle, méfena data
nahradime poradim, ale jinak nez u K-W testu. V ramci kazdého bloku setadime hod-
noty podle velikosti a pfifadime jim potfadi. Potom secteme hodnoty potadi pro kazdy
pevny faktor a ziskdme a hodnot, obvykle ozna¢ovanych R;. Testové kritérium se sta-
novi

2 12 & .o
=——— YRS -3b(a+1 9.23
%r ba(a+1)i§ i —3b(a+1) (9.23)

kde je
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a  pocet urovni pevného (zkoumaného) faktoru
b  pocet blokli
Ri  soucet poradi pro i-tou Groven pevného faktoru

Testové kritérium porovname s kritickou hodnotou y’...1. Pro nékteré kombina-
ce a a b existuji specialni hodnoty Friedmanova rozdéleni (zvlasté pro a = 3 — viz Ta-
bulka 4 v pftiloze). Pokud je testové kritérium vyssi, zamitdme nulovou hypotézu o
nevyznamném vlivu studovaného (pevného) faktoru.

Pokud se vyskytnou skupiny stejnych potadi, pouzijeme vzorec

a 2
2
iR;_ i=1
i=1 1

2) _is a
(Xr )C ~ ba(a+]) 2T ©-24)
12 a—1

kde je

>T== (9.25)

Jestlize je nulovad hypotéza zamitnuta, miiZeme zjistit, mezi kterymi urovnémi
pevného faktoru existuje statisticky vyznamny rozdil. PouZijeme modifikaci Tukeyho
nebo Dunnettova (pro srovnani s kontrolni skupinou) testu. Testové kritérium je
v ptipad€ Tukeyho testu

Ry —Rjp

=—A B 9.26
q SE (9.26)

sp— |ba@+D 9.27)
12

a testové kritérium q se porovnava s kritickou hodnotou studentizovaného rozpéti

q(x;oo;k-
Pro ptipad Dunnettova testu (porovnani s kontrolou — viz kapitola 9.1.2.3) se SE

vypocita
SE = /ba(Z’Ll) (9.28)

kde je

Piiklad 9.6:
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Pouzijte Friedmanitv test pro zadani prikladu 9.4. Mérené hodnoty jsou

v tabulkach 9.21 a 9.22 .

V tomto ptikladu znovu posoudime vliv tii druhli hnojiva na vyskovy rast se-
menacki, tentokrat pomoci neparametrického testu. Vysledky potom porovname se
zavery piikladu 9.4.

Osetreni (hnojivo)
Blok K H1 H2 H3
hodnota| poradi |hodnota| poiradi |hodnota| poiradi |hodnota| poradi
1 21.6 1 24.1 2 26.3 4 25.8 3
2 19.4 1 24.0 2 28.5 3 29.4 4
3 22.1 1 27.5 4 | 26.0 3 | 23.1 2
4 17.9 1 23.9 3 | 245 4 1216 2
5 19.8 1 243 3 | 266 4 | 233 2
Soudet 5 14 18 13

Tabulka 9.30 — Poradi pro Friedmaniiv test

Pro Friedmantv test musime méfené hodnoty nahradit pofadim. Vychézime
z tabulky 9.22 , kde jsou méfené hodnoty usporddany podle urovni pevného faktoru
(druh hnojiva) a podle blokii. Kazdé hodnoté v kazdém tadku (bloku) pfidélime pota-
di. Naptiklad v 1. bloku — 1. fadku tabulky — je nejmensi hodnota 21.6 (tiroven fakto-
ru ,,hnojivo* K), tedy dostane poradi 1, nasleduji hodnoty 24.1 urovné H1 (potadi 2),
25.8 urovné H3 (potadi 3) a 26.3 trovné H2 (potadi 4). Potom secCteme poradi ve
sloupcich (pro jednotlivé trovné faktoru ,,hnojivo*) a ziskdme tak hodnoty R;. Tento
postup je zfejmy z tabulky 9.30 .

Poté vypocitdme testové kritérium

i-(s2 +14% +182 +132)—3-5-5 =10.68
5-4-5

Kriticka hodnota je podle specialnich tabulek Friedmanova rozdéleni 7.8, podle
hodnoty X20,05;3 = 7.815, tedy testové kritérium je vyssi nez kritickd hodnota, nulovou
hypotézu proto zamitdme — pouzita hnojiva maji statisticky vyznamny vliv na méte-
nou veli¢inu.

Pro metodu mnohonasobného porovnani pouzijeme Dunnettiv test (porovnava-
me s kontrolou), jehoz vysledky jsou v tabulce 9.31 .

%=

P - i Vb b Vysledek
orovna.nl fnem vy ’e r,e m bez Rozdil soucti Testové Kriticka porovnani (H,
hnojeni (K) a vybéry - SE - o
S poradi kritérium q hodnota q zamitame/
hnojenymi (H1 - H3) L,
/mezamitame)
K - H2 -13.000 4.082 3.184 2.060 Zamitame
K - H1 -9.000 4.082 2.205 2.060 Zamitame
K - H3 -8.000 4.082 1.960 2.060 Nezamitame

Tabulka 9.31 — Vysledky Dunnettova testu
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Dunnettlv test prokazal statisticky vyznamné rozdily mezi kontrolou a vybéry
H1 a H2, neprokézal vyznamny rozdil mezi kontrolou a vybérem H3. Oproti parame-
trické analyze rozptylu se zde projevila mensi sila neparametrického testu, protoze
v ptikladu 9.4 byl prokazén vyznamny rozdil mezi kontrolou a vSemi vybéry.

10 Korelacni a regresni analyza

V piedchézejicich kapitolach jsme zkoumali jednotlivé jevy (statistické znaky)
izolovang€ — zabyvali jsme se tzv. jednorozmérnymi soubory, tj. soubory popisujicimi
pouze jeden statisticky znak a nezajimaly nds jeho vazby a vztahy k jinym jevim.
V redlném svéte (v ptirode, spolecnosti, ekonomice,...) se ovSem jevy nachdzeji ve
vice nebo méné slozitych vzajemnych vztazich — navzajem na sobé zavisi a podminuji
se. Proto se statisticka analyza nemiize omezit pouze na zkoumani izolovanych jevi,
ale musi se také zabyvat analyzou jejich vzajemnych vztaha.

Vztahy mezi jevy se mozné zkoumat jak pro znaky kvantitativni (mé&fitelné) tak
1 pro znaky kvalitativni. Vzhledem k tomu, Ze v oborech studovanych na LDF MZLU
v Brné analyzujeme v nejvétsi mife znaky kvantitativni, bude se tato kapitola zaby-

71



vat prfedevSim jimi a metodami, které jejich vzdjemné vztahy popisuji — korelacni a
regresni analyzou.

Vztahy mezi jednotlivymi znaky zkoumame obvykle na vicerozmérném statis-
tickém souboru.

10.1 Vicerozmérny statisticky soubor

Vicerozmérny statisticky soubor je mnozina C soubéznych realizaci urcitého
poctu veli¢in X;, X5, ..., X,,. Tento nazev ptislusi téz mnozing n objektq, jejichz m urci-
tych vlastnosti je soubézné predmétem statistického Setfeni. Mnozina C vznikne zis-
kanim hodnot znakt X;, X5, ., X, na prvcich mnoziny n. C je potom mnozina uspota-
danych m-tic hodnot /x; x2 _ x,/znaka X;, Xo, , X

Vicerozmérny statisticky soubor si miizeme piedstavit napf. na veli¢inach méie-
nych pfi biometrickych analyzach porostii. Naptiklad v urcitém porostu je na jistém
poc¢tu stromti (mnozina n objektll)) méfena vycetni tloustka stromu, vyska stromu,
vyska nasazeni koruny a Sitka koruny (m ur€itych vlastnosti). Znakem X; je potom
vycetni tloustka, znakem X vyska stromu, znakem X; vyska nasazeni koruny a zna-
kem X je Sitka koruny. Pocet zkoumanych vlastnosti m = 4. Vysledkem takového még-
feni je mnozina uspotfddanych m-tic hodnot konkrétnich métfenych hodnot
[x1.x2 . xm/ kde x; je konkrétni méfena vycetni tloustka, x, vySka, atd. Mnozinu C
mizeme zapsat takto'

T
Xy X1l X1 X1,m
— T | _
C— XJ - Xj,l X],l Xj,m (101)
T
| Xp | _Xn,l Xni Xn,m_

Ve vztahu 10.1 si kazdy Fadek mizeme predstavit jako hodnoty vSech veli¢in
mérené na jednotlivém stromu (napf. x;; je vycetni tloustka 1. stromu, x;; je i-ta
vlastnost (napf. vySka nasazeni koruny) 1. stromu atd. Kazdy sloupec predstavuje
jednu méfenou veli¢inu (napf. sloupec tvofeny hodnotami xi 1, ..., X1, ..., Xn,1 jSOU
hodnoty prvni métené veli¢iny (vycetni tloustky) pro vSech n méfenych stromi).
Vsechny métené hodnoty tohoto sloupce tvoii veli¢inu X; — vycetni tloustku.

Tak jako u jednorozmérnych velicin, i zde je typické, Ze jednotlivé veliCiny jsou
nahodné, tj. jejich konkrétni métené hodnoty jsou vysledkem piisobeni nahodnych
vlivi. Proto v této souvislosti mluvime o vicerozmérné nahodné veli¢iné, pro které
plati stejné vlastnosti jako pro jednorozmérné ndhodné veliCiny (frekvencni a distri-
buéni funkce, odhady parametrii polohy, rozptyleni i tvaru, statistické testy apod.),
toze obvykle vychazi z operaci s vektory a maticemi. V této kapitole teorii viceroz-
mérnych ndhodnych veli¢in omezime na minimalni moznou miru a budeme se piede-

! Vzhledem k tomu, e v této kapitole budeme pracovat s vicerozmérnym souborem, musime
v zépisech vzorcl néjak odlisit zapis matic a vektorti od ostatnich prvkd vzorcti — tedy matice a vekto-
ry budou zapisovany tucné.
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v§im zbyvat vypocetnimi postupy téch metod, které jsou z praktického hlediska roz-
hodujici a interpretaci jejich vysledkti. Podrobnéjsi informace o vlastnostech viceroz-
mérnych ndhodnych veli¢in je mozné ziskat napt. v. MELOUN-MILITKY 1994 nebo ve
specializovanych monografiich vénovanych tomuto tématu, napi. SIOTANI ET ALL.
1985, KENDALL-STUART 1966, MORRISON 1984 a mnoho dalSich.

Ve vicerozmérnych souborech kromé analyzy jejich vlastnosti také zkoumame

vztahy mezi nimi, a to prostfednictvim statistické zavislosti.

10.2 Statisticka zavislost a korelace

O statistické zavislosti znakt X;, X, ..., X, mluvime, kdyz hodnoté znaku X;
pfislusi vzdy nejméné jedna hodnota kazdého z ostatnich znak:

® jestlize hodnoté znaku X; prislusi libovolné hodnoty vSech ostatnich znakii,
nazyvame vsechny znaky X;, X, ..., X, statisticky nezavislé;

® jestlize hodnoté znaku X; ptislusi hodnoty vSech ostatnich znakl podle urci-
tého potadku, nazyvame vSechny znaky X;, X, ..., X;, stochasticky zavislé;

® jestlize hodnot¢ znaku X; pfislusi pravé jedna hodnota vSech ostatnich zna-
k, nazyvame vSechny znaky X;, Xo, ..., X, funk¢éné zavislé.

Sledujeme-li zavislost znaku X; na ostatnich znacich X;, X, ..., Xi.l, Xivj, ...,
Xn, nazyvame znak X; zavisly znak (zavisla proménnd), ostatni znaky tvoii soubor
nezavislych znakl (nezavislych proménnych).

Vyse uvedené typy statistické zavislosti jsou graficky zndzornény na obréazcich
10.1, 10.2 a 10.3 . Na obrazku 10.1 je ptiklad nezavislych znakt, kdy zjevné mezi
znaky X; a X, neexistuje zadny podstatny vztah, tedy jakékoli hodnoté jednoho znaku
muzeme prifadit libovolnou hodnotu znaku druhého a z hodnoty jednoho znaku ne-
muzeme odvodit hodnotu znaku druhého. Vz4jemna nezavislost je vyjadiena na ob-
razku bilou pferusovanou ¢arou, ktera je rovnobézna s osou X, coz naznacuje neexis-
tenci statistické zavislosti. Znamena to, Ze ,,model* zavislosti nepiinese jakékoli zlep-
Seni oproti tomu, kdyZz pro jakoukoli hodnotu X; vyjadiime hodnotu X, pomoci arit-
metického priméru. Na obrazku 10.2 je znazornén piipad stochastické zavislosti, kdy
je vidét mezi znaky X; a X, zfetelny vztah (urcity trend — ten je vyjadfen na obrazku
bilou ¢arou), kdy je zfejm¢ mozné najit vhodné vyjadieni tohoto vztahu (obvykle ma-
tematicky model — to je ten ,,uréity poradek™ z vyse uvedené definice statistické zavis-
losti) a pomoci tohoto modelu (,,pofadku*) pfifadit zndmé hodnoté jednoho znaku
hodnotu znaku druhého s urcitou pravdépodobnosti. Zde je zifejmé, Ze oproti aritme-
tickému priméru pfinese pouziti modelu zptesnéni urceni hodnoty X, pro urcitou
hodnotu X;. Napiiklad pro hodnoty X; = 20 a X; = 40 je hodnota X, vyjadiena arit-
metickym primérem stejnd - 23.6 — naznaceno ¢ernou ¢arkovanou carou. Pokud pou-
zijeme modelové zavislosti (jak model urcit a vypocitat, bude vysvétleno pozdéji), pro
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Obrazek 10.2 — Piiklad stochastické zavislosti
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Obrazek 10.3 — Piiklad funk¢éni zavislosti

Na obrazku 10.3 je ptiklad posledni moznosti — funkéni zavislosti, kdy je kazdé
hodnot¢ jednoho znaku pfifazena druh4 hodnota zcela jednoznac¢né — podle funkéniho
predpisu, v tomto piipad¢ je to funkce x, = sin(x;). V tomto piipad¢ je kazdé hodnoté
jednoho znaku pfifazena pouze jedna hodnota druhého znaku. Je ziejmé, ze funkéni
zavislost je zvlastni pripad stochastické zavislosti, kdy je hodnota druhého znaku pfi-
fazovana ne s ,,urCitou®, ale s jednoznacnou, tj. ,,stoprocentni* pravdépodobnosti.

Statisticka analyza nejCastéji zkouma stochastické zavislosti. Je tomu tak proto,
ze v realném svété jsou prakticky vSechny méfené nebo jinak zjiStované veliiny v
rizné mife zatizeny nahodnymi vlivy. Tento prvek ndhodnosti se samoziejm¢e promita
1 do jejich vzdjemnych vztahil, které je proto mozné charakterizovat jako pravdépo-
dobnostni — stochastické.

Statistické zavislosti se déli do nékolika skupin podle typu znak, jejichz zavis-
lost popisuji:

® Kkorelace — popisuje vliv zmény urovné nezavisle proménnych znakl na
zménu urovné zavislého znaku a plati pro kvantitativni (mérené) znaky;

e kontingence — popisuje zavislost kvalitativnich (slovnich, popisnych) zna-
ki, které maji vice nez dvé alternativy, tzv. mnoZnych znakia (napt. druh
dfeviny, narodnost, apod.);

® asociace - popisuje zavislost kvalitativnich (slovnich, popisnych) znakii,
které maji pouze dvé¢ alternativy, tzv. alternativnich znaki (napf. pohlavi,
odpovédi typu ano/ne, ...).

V nasledujicim textu se budeme z diivodi uvedenych v uvodu této kapitoly za-

byvat predevs§im korelacni zavislosti.

Korelaci délime podle riiznych kritérii, napt.:

e poctu korelovanych znaku
» jednoducha — popisuje vztah dvou znakd,
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* mnohondsobnd — popisuje vztahy vice nez dvou znaki,
» parcialni — popisuje zavislost dvou znaki ve vicerozmérném statistickém
souboru pfi vylou€eni zavislosti ostatnich znakd;

e smyslu zmény hodnot analyzovanych znaka
» kladnd — se zvySovanim hodnot jednoho znaku se zvySuji 1 hodnoty dru-
hého znaku (obrazek 10.4 vlevo),
" zapornd - se zvySovanim hodnot jednoho znaku se zmenSuji hodnoty
druhého znaku (obrazek 10.4 vpravo).
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Obrazek 10.4 — Priklad kladné (vlevo) a zaporné Korelace (vpravo

Ulohy spojené s korelacni zavislosti feSi soubor metod a pocetnich ukont, které
se souhrnné nazyvaji korelaéni pocet. Podle zaméteni tloh jej délime na

e Kkorela¢ni analyzu
= zjiStuje existenci zavislosti a jeji druhy,
» mefi tésnost zavislosti,
= ovetuje hypotézy o statistické vyznamnosti zavislosti;
® regresni analyzu
= zabyva se vytvorenim vhodného matematického modelu zévislosti,
» stanovi potiebné parametry tohoto modelu,
= oveétuje hypotézy o vhodnosti a diilezitych viastnostech modelu.

V souvislosti s korelacni a regresni analyzou se Casto hovofi také o korela¢nich
a regresnich modelech.

Zaveérem této kapitoly je nutné zdlraznit, ze prokazani statistické zavislosti
jeSté nemusi znamenat pri¢innou (kauzalni) zavislost. Lze najit mnoho piipadu,
kdy urcité veliiny vykazuji statistickou zavislost a pfitom mezi nimi neni mozné pro-
kazat zadnou skutecnou pfi¢innou zavislost. Mnoh¢ statistické prirucky uvadéji rizné
humorné az absurdni ptipady ,korelaci®, napt. mezi poctem mrazovych dni a poctem
vrazd v USA (LEPS 1996) nebo piijmy knézi a spotiebou alkoholu, mezi ristem poctu
televizi a pocCtem chovanct psychiatrickych 1é¢eben, apod. V takovychto ptipadech je
zdéanliva korelace zpiisobena jinymi, do této zavislosti nezahrnutymi faktory, a mlu-
vime o zprostfedkované korelaci. Je tedy vidy nutno pozorné zvazit na zakladé
podrobné znalosti studovaného problému, jestli prisluSna (statisticky prokaza-
na!) korelace ma skute¢né logické zdiivodnéni a je mozné ji rozumné interpreto-
vat.
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10.3 Formulace korela¢nich a regresnich modeli

Rozdil mezi korelaénimi a regresnimi modely si mizeme dobie ukazat na dvou
skupinach uloh, kter¢ se lisi vzajemnym postavenim jednotlivych velicin.

10.3.1 Korela¢ni modely

Pro tuto skupinu tuloh je typické, Ze se jedna o vicerozmérny soubor, kde ndm
jde o postizeni zavislosti mezi jednotlivymi proménnymi. Nemame dopiedu urceno,
ktera proménna na které zavisi, tj. ktera je nezavisla a ktera je zavisla. Tyto lohy ma-
ze ptevzit kterdkoli proménna. Model tohoto typu se nazyva korelacni. Jednotlivé
udaje pro korelacni model se ziskavaji obvykle méfenim a jejich hodnoty jsou expe-
rimentatorem neovlivnitelné. Konkrétni méfené hodnoty jsou zpravidla ndhodnym
vybérem ze zékladniho souboru. Mezi typické priklady patii:

e vztah mezi tloustkou a vySkou métenou na ndhodn¢ vybranych stromech,

e vztah mezi tloustkovym pfirtistem a klimatickymi faktory méfenymi na na-

hodn¢ vybranych bodech,

e vztah mezi délkou a Sifkou listli méfenou na ndhodné vybranych listech,
apod.

Obecné 1ze korelacni model maticové zapsat jako n x m rozmérné pole dat, kde
m je pocet proménnych (tj. sloupcti matice X), kde j = 1,2, ..., m a n je pocCet hodnot
kazdé proménné (tj. pocet m-rozmérnych bodul x;), kde i =1.2. ..., n.:

X1 X Xy X1m
Xo1 Xop ottt Xgj X2m
X = (10.2)
Xip Xppooor Xyt Xy
_an Xn2 an Xnm_

10.3.2 Regresni modely

Druhé skupina uloh se lisi v tom, ze vysvétlujici (nezavisla) proménna je
pFedem nastavovana a experimentatorem ovlivnitelna, tedy je nendhodnd. Znamena
to, ze mame dopiedu urceno, které veliCiny jsou nezdvisle proménné a ktera je zavisle
proménnd. Tyto modely se nazyvaji regresni. Jako typické ptiklady mizeme uvést:

e vztah mezi taxacni veli¢inou porostu a vékem, kdy vék je pfedem urcen
(napf. rustova tfada porostil s vékem odstupniovanym po 10 letech, ve kte-
rych méfime danou taxacni veli¢inu);

e vztah mezi vySkou a tloustkou (tloustka je doptedu urcena, napt. tloustko-
vymi stupni a métime pouze vysku pro stromy urcené tloustky);

e vztah mezi vySkovym rastem sazenic a odstupnovanymi ddvkami hnojiva
(davky hnojiva jsou pevné nastaveny, vyskovy rast se méti jako ndhodna ve-
li¢ina);
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apod.

V zasadé¢ se regresni modely dé€li na dvé hlavni skupiny - linedrni a nelinearni,
a to bud’ z hlediska parametrii nebo proménnych. Nejdilezité;si je hledisko linearity z
hlediska parametrti.

Za linearni regresni model se povazuje takovy, ktery ma parametry v line-
arnim postaveni. Z toho vyplyva, ze za linearni model se povazuje i takovy, jehoz
grafickym obrazem je kifivka, ale jehoz parametry jsou ve vzajemném linearnim po-
staveni. Napt. model y = a + bx + cx” je linearnim modelem, protoze parametry a, b,
¢ ma v linearnim postaveni, ackoli jeho obrazem je kiivka - parabola. NejbeznéjSim
linearnim modelem je samoziejmé piimkovy model y = a + bx.

Linearni regresni model je mozné formulovat takto

m
E(Y/X)ZZBJ' -£(x) (10.3)
j=0
kde je
E(y/x) podminéna stfedni hodnota ndhodné veli¢iny y v misté x
Bi Jj-ty parametr regresni funkce
f(x;) regresor regresni funkce (né¢jaka funkce nezavisle proménné x)

Regresory jiz nesmé&ji obsahovat zadny nezndmy parametr regresni funkce
(moZné regresory jsou napr. x, X%, cos X, ...). Pokud regresni model obsahuje absolutni
¢len, potom jej =0, 1, 2, ..., m, pokud ho neobsahuje, potomj =/, 2, ...., m.

Regresni model je bud’ aproximaci ,,idedlniho* (teoretického) modelu fr(x;,3)
nebo je odvozen na zakladé znalosti chovani modelovaného experimentalniho systé-
mu. Problémem je to, ze zpravidla ,,idedlni* model nezndme, a proto ho nahrazujeme
vice nebo méné piesnou aproximaci. To znamend, ze misto neznamych teoretickych
parametri B vypocitame vhodnou metodou ,,pouze jejich odhady b, tedy skutecny
regresni model se muze vyjadrit

y'=2bf(x) (10.4)
=0

Za nelinearni modely se povazuji takové, jejichz parametry nejsou ve vza-
jemném linearnim postaveni, napf. y = a-x” nebo y = a-e™ a mnoho a mnoho dal-
pouziti se rozsifilo az v posledni dobé¢, kdy problém s obtiznym vypoctem parametra
diky vypocetni technice pomalu mizi. Ze skupiny nelinedrnich modelt se mize
z praktickych diavodi vyclenit skupina linearizovatelnych modelii, coz jsou neline-
arni modely, které 1ze vhodnou transformaci pfevést na linearni model. Napt. Michaj-
lovovu ristovou funkci

k
y=a-e* (10.5)

lze prevést logaritmickou transformaci na linedrni tvar In y = In a + k-(1/t)-In e. Tim
1ze zjednodusit vypocet parametri, které se vypocitaji pro zlinearizovany tvar modelu
a zpétné se retransformuji na parametry nelinedrniho modelu. Tento zplisob ovsem

13

neni statisticky zcela ,,Cisty* a v souc¢asné dobé¢, kdy je mozné pouzivat profesionalni
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statistické programy s kvalitnimi algoritmy pro vypocet nelinedrnich modeli, se pou-
ziva jen v ptipadech, kdy tyto programy nejsou k dispozici nebo pro prvotni odhad pa-
rametr.

Na tomto misté je nutno zdUraznit, Ze neni vZdy mozné korelacni a regresni
modely od sebe prisné oddélovat. VétSina hodnot vstupujicich do statistické analyzy
je ziskdna piimym pozorovanim (métenim), a tedy moznost pfedem nastavit nezavisle
proménnou byva v mnoha ptipadech omezend nebo nemozna. Naptiklad pro veliiny
vycetni tloustka a vyska, které byly ziskdny nahodnym vybérem, se také obvykle sta-
novuje regresni model, 1 kdyz, ptisn¢ vzato, zde neni mozné pokladat jednu proméen-
nou za zavislou na druhé a ndhodna variabilita obou proménnych bude pfiblizné stej-
na. V téchto ptipadech je ziejmé vhodnéjsi hovoftit o vysvétlujici proménné (misto o
nezavislé) a o vysvétlované proménné (misto o zavislé). V ptipadé Ze X je ndhodna
proménna, chdpeme regresi ¥ na X jako studium zavislosti odpovédi (reakce) veliciny
Y na zjisténych hodnotach vysvétlujici proménné X. Vztahy pouzivané pii feSeni ko-
relacnich a regresnich modell jsou v podstaté shodné, 1isi se hlavné jejich vyznam a
interpretace.

10.4 Korelacni analyza linearniho modelu

Zéakladnim prostiedkem korelacni analyzy jsou miry korelace. Jsou to statistické
charakteristiky, které popisuji tésnost studované zavislosti. Jak bylo uvedeno
v ptedchozi kapitole, z hlediska korela¢ni analyzy neni podstatné, kterd veli¢ina je vy-
svétlovanad a kterd vysvétlujici.

10.4.1 Korelaéni koeficient

Korela¢ni koeficient je zdkladni mirou linearni zavislosti. RozliSujeme nékolik

vvvvvv

® vicenasobny - definuje miru linedrni stochastické zavislosti mezi nahodnou
veli¢inou X, a nejlepsi linedrni kombinaci slozek X, Xj, ..., X, ndhodného
vektoru X,

® parovy - zvlastni piipad vicendsobného korela¢niho koeficientu, kdy vyja-
dfuje miru linedrni stochastické zavislosti mezi nahodnymi veliCinami X a
X

® parcialni - definuje miru linedrni stochastické zéavislosti mezi nahodnymi
veli¢inami X; a X pfi zkonstantnéni dalSich slozek vektoru X,

® poradovy - neparametricka modifikace parového korela¢niho koeficientu.

K pochopeni vyznamu a funkce korelacniho koeficientu v korela¢ni a regresni
analyze je vhodné blize osvétlit jeho podstatu.

Uvazujme nejjednodussi piipad parového korelaniho koeficientu (vSechny na-
sledujici ivahy plati i pro vicerozmérné vybeéry, ale tyto pfipady neni mozné graficky
znazornit).

M¢jme nahodny vektor X se dvéma slozkami x; a X,. Na obrazku 10.5 jsou Cer-
nymi body zndzornény experimentalni (méfené¢) hodnoty (x»;), bilymi kolecky jsou
znézornény odpovidajici hodnoty vypocitané na zékladé regresniho modelu (x5;) — o
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zpusobu jeho vypoétu bude pojednano v kapitole 10.5. Carkované je vyznacena polo-
ha aritmetického priméru zavisle proménné (X, ).

Pti odvozeni korelacniho koeficientu vychdzime z rozkladu celkového rozptylu
experimentalnich bodii okolo aritmetického priméru

S;, == (10.6)

na dvé slozky:

® rozptyl vysvétleny regresnim modelem (rozptyl bodl regresniho modelu
okolo celkového aritmetického priméru)

S2, =i (10.7)

e rozptyl rezidualni (rozptyl experimentalnich bodl okolo vypocitanych
hodnot regresniho modelu)

L r\2
Z(Xzi —Xzi)

St = (10.8)

X,X
2X1
n

Zatimco prvni slozku (rozptyl vysvétleny modelem) mtizeme vysvétlit zavislosti
Xz na xj, druhou slozku (rozptyl rezidualni) musime ptisoudit vlivu neuvazovanych
nebo neznamych Ciniteld.

Na stupeni korelace miizeme tedy usuzovat podle toho, jakym dilem se obé
sloZky podileji na celkovém rozptylu hodnot x,. Kdyby totiz model dokonale vysti-
hoval danou zavislost, byl by celkovy rozptyl plné vysvétlen prvou slozkou (rozpty-
lem vysvétlenym modelem). Plati tedy, ze ¢im je vétsi podil prvni slozky, tim je kore-
lace tésnéjsi a znak x; pfispiva ke zpfesnéni odhadu hodnoty znaku x,. K ¢iselnému
vyjadieni stupné (miry) korelace se tedy mize pouzit pomér

2 2
_ Sx'z _ _le

=—t=
S,

X

2
R )

(10.9)

2 - . . o g . .
kde R” se nazyva koeficient determinace. Vyjadiuje, jaka ¢ast celkového rozptylu je
vysvétlena modelem. Jeho odmocnina se nazyva koeficient korelace a pouZziva se
jako nejbéznéjsi mira linearni korelace

Si'z Sile
R = Sz = —ST (1010)
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REZIDUALNI VARIABILITA
(odchylka méFenych a modelovych

w CELKOVA VARIABILITA - vypocitanych —hodnot)
(odchylka méfenvch hodnot
od priméru)
-

VARIABILIT A
VYSVETLENA MODELEM
(odchylka modelovych hodnot

od primé&ru)

X1

Obrazek 10.5 - Rozklad celkového rozptylu v regresnim modelu

10.4.1.1 Parovy korelacni koeficient

Parovy korelacni koeficient slouzi v pfipadé¢ jednoduché korelace (zavislosti
dvou veli¢in) k posouzeni tésnosti zavislosti. Korela¢nich koeficienti je n¢kolik dru-
h, mezi nejbéznéjsi patii:

e Pearsoniiv

e Spearmaniiv (korelace potadi)

10.4.1.1.1 Pearsonuv korela¢ni koeficient

Pearsoniiv korelacni koeficient je zakladni mirou linearni korelace. Vzhledem
k tomu, Ze jeho vypocet vychazi z momentovych charakteristik polohy a variability, je
nezbytnou podminkou jeho pouziti dvourozmérné normalni rozdéleni. Korelacni
koeficient se stanovi se podle vzorce

COVy x
Lix, Loy, T 9 o 10.11
XXz XX le 'sz ( )
kde vyraz
1 n
COVix, = EZ(XH _Xl)'(XZi _Xz) (10.12)
i=1

se nazyva kovariance. Obvyklejsi vyraz (pouziva se, jestlize kovarianci pocitame
z vybéru, coz je nejcastejsi ptipad, je to vlastné bodovy odhad kovariance zdkladniho
souboru) je
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n
COVy x, :LZ(XM _Xl)'(XZi _Xz) (10.13)
n-1ig
Korela¢ni koeficient je tedy standardizovana (normovana) kovariance. Tato
standardizace se provadi proto, aby bylo mozné pracovat s velicinami méfenymi
v raznych jednotkach a bylo mozné tésnost zévislosti porovnavat. Vysledny vztah pro

Pearsontiv korelacni koeficient je

XX XHX
122 221
nig S

: 10.14
S (10.14)

S| X2

_li(xli _Xl) (X2i _Xz)

nebo pro bodovy odhad kovariance

_ 1 i(xli _Xl) (X2i _Xz) (10.15)

rxlxz - rxle - n—1¢ 1 g '
1=

kdeje S, proi= 1,2 bodovy odhad smérodatné odchylky podle vztahu

S

S| X)

§ = (10.16)

Zakladni vlastnosti korelacniho koeficientu jsou nasledujici:
® je to bezrozmérna mira linedrni korelace;
® nabyva hodnoty 0 —1 pro kladnou korelaci, 0 — (-1) pro zdpornou korelaci;

® hodnota 0 znamend, ze mezi posuzovanymi veli¢inami neni zadny linearni
vztah (miZze byt nelinedrni) nebo tento vztah zustal na zaklad¢ dat, které
mame k dispozici, neprokazan;

® hodnota 1 nebo (-1) indikuje funkéni zavislost;

e hodnota korela¢niho koeficientu je stejnd pro zavislost x; na x, i pro opac-
nou zavislost x> na x;.

Je nutno zdUraznit, ze nekorelovanost (tj. r = 0) jeSté nemusi znamenat neza-
vislost posuzovanych veli¢in! Musime si uvédomit, ze korela¢ni koeficient méii jen
pfimocarou zéavislost a pokud je zavislost kiivocard, nemusi Pearsonliv korela¢ni koe-
ficient ukazovat zadnou tésnou vazbu mezi veli¢inami (i kdyz mezi nimi ve skutec-
nosti existuje!!). Priklad takovych dat ukazuje obrazek 10.6 .

Zde je jasn¢ vidét vyrazna kvadraticka zéavislost. Korelacni koeficient se ale blizi 0,
coz indikuje nekorelovanost. Pokud pouzijeme vhodny kvadraticky model, mira kore-
lace bude 0.96, tedy velmi silna.

Silu zavislosti musime posuzovat vidy v kontextu posuzovanych veli€in,
pfedevsim vzhledem k tomu, co vime o zavislostech mezi nimi! Mnoh¢ statistické
ptirucky uvadéji ,,univerzalni* stupnice hodnoceni sily korelace,ale neni vhodné tyto
stupnice opravdu univerzalné pouzivat. Jsou to stupnice typu: » < 0.2 — zadna nebo
velmi slaba korelace, 0.2 — 0.4 slaba korelace, atd. Je nutné si uvédomit, ze v urcitém
typu zavislosti bude r = 0.8 povazovano za slabsi zavislost (za piedpokladu, Ze obvyk-
1¢ hodnoty » se pohybuji tieba v rozmezi 0.90 — 0.95), naopak u jinych veli¢in miize
byt » = 0.5 povazovano za silnou zévislost. Toto hodnoceni je nutné vZdy provadét
s hlubokou znalosti FeSené problematiky, ne schématicky podle obecnych stupnic!
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Obrazek 10.6 — Priklad dat s kiivo¢arou zavislosti, kde Pearsoniiv korela¢ni koeficient indikuje
linearni nekorelovanost (r se bliZi nule)

10.4.1.1.2 Spearmanuv korela¢ni koeficient

Tento koeficient se také nazyva Kkorelace poradi, protoze vychazi nikoli
z méfenych hodnot, ale z jejich poradi. Je to tedy obdoba kvantilovych charakteristik
nebo neparametrickych testii. Ma také obdobné pouziti. Spearmantv korelacni koefi-
cient se pouziva tehdy, je-li hrubé poruSen predpoklad dvojrozmérné normality a neni
tedy mozné pouzit Pearsontiv korelacni koeficient. NejCastéjsi pri¢inou poruseni nor-
mality jsou odlehld méfeni, kterd mohou Pearsoniv korelacni koeficient naprosto
,»zmast*“ a pokud bychom soudili podle jeho vysledku, dospéli bychom pravdépodobné
k velmi nesprdvnym zavérim. Takovym bodiim se fika vlivné a jejich detekci a dalsi-
mu zpracovani bude vénovana ¢ast kapitoly o regresni diagnostice. Pro normalné¢ roz-
loZzena data jsou hodnoty obou koeficientl velmi blizké. Pokud se jejich hodnoty
znacné lisi, je v datech né&jaky problém, ktery je zdhodno prozkoumat.

Vypocet Spearmanova korelacniho koeficientu vychéazi z poradi hodnot, které
stanovime pro oba soubory zvlast. Postupujeme podle stejnych zasad jako u nepara-
metrickych testl (viz napt. Wilcoxontv test v I. dilu, str. 126 nebo Kruskal - Wallistiv
test v 9. kapitole tohoto dilu), tj. sefadime hodnoty od nejmensi k nejvétsi, s tim, ze
stejnym hodnotdm pfifadime primérna poradi. Poté spocitame diference jednotlivych
poradi d; a vypocitdme hodnotu Spearmanova korelacniho koeficientu podle vztahu

n
62 d;
i=1
n’—n
Pokud se v datech vyskytuji skupiny stejnych hodnot, pocita se Spearmantv ko-
relacni koeficient podle upraveného vzorce

X X Ty 2Ty,
_ i (10.18)

Ts 3 3
(“ . “—zZTm](“én—zzm]

rg=1- (10.17)

113—11

kde je
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kde je t; pocet stejnych hodnot v i-té skupiné stejnych hodnot v souboru X;, resp. Xa.
Vysledek podle vztahu 10.18 se od vysledku podle vztahu 10.17 podstatnéji lisi jen
tehdy, je-1i v obou souborech velké mnozstvi skupin stejnych dat.

Piiklad 10.1:

Je dan vybeér velikosti n = 20, kde jedna proménnd predstavuje mérené hodnoty
délky bukovych listii, druhda promeénnd sirky listiu (v mm). Data jsou v tabulce 10.1 .

—_

2 Tx, = BT

ZTXZ ==

Vypocitejte Pearsonitv a Spearmaniiv korelacni koeficient.

Zadani - méi‘ené hodnoty

Poradi pro vypocet Spearmanova

korela¢niho koeficientu

Cislo | Délka listu | Sika listu | Délka listu | Siika listu i = (K, - K,
méieni (x1) (x2) Ky (Ky) e
1 24 14 1 1.5 0.25
2 29 19 2 3.5 2.25
3 30 14 3 1.5 2.25
4 33 22 4.5 7 6.25
5 33 23 4.5 8 12.25
6 34 19 6 3.5 6.25
7 37 20 7 5 4.00
8 39 27 8 11 9.00
9 41 21 9 6 9.00
10 42 26 10 10 0.00
11 45 30 11 14 9.00
12 47 24 12 9 9.00
13 48 28 13.5 12 2.25
14 48 32 13.5 16 6.25
15 49 29 15 13 4.00
16 53 32 16 16 0.00
17 35 32 17 16 1.00
18 56 35 18 18 0.00
19 59 43 19 20 1.00
20 63 40 20 19 1.00

Tabulka 10.1 - Zadani piikladu 10.1 a pofadi pro vypocet Spearmanova Kkorela¢niho koeficientu
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Pearsontiv korelacni koeficient vypocitame podle vzorce 10.14, kde je X =
43.25 mm, X, = 26.50 mm, Sy; = 10.58 mm a Sy, = 7.665 mm. Vysledek je 0.9334.

Toto ¢islo svéd¢i o vysokém stupni korelace mezi obéma veli¢inami.

Potadi pro Spearmantiv korelacni koeficient jsou jiz ptipravena v tabulce 10.1 .
Pouzijeme vzorec 10.17, protoze skupin stejnych dat je jen malo (v kazdém vybéru
dve), takze korekce podle vzorce 10.18 je jen nepatrna. Hodnota =di* = 85 vysledna
hodnota je rs = 0.9361. Pokud bychom pouzili korekci podle vzorce 10.18, byl by vy-
sledek 0.9359. Data jsou graficky zndzornéna na obrazku 10.7 . Vidime, Ze se jedna o
datové soubory bez vybocujicich (vlivnych) bodl, coz potvrzuji témét shodné hodno-
ty obou korela¢nich koeficientt (0.933 a 0.936).

50
’540— . M
= 30 o« o
% 20 A . ‘0 L *
E—;‘- 10 - * *

0 \ \ \ \

20 30 40 50 60 70
délka listu (mm)

Obriazek 10.7 — Grafické znazornéni dat Prikladu 10.1

Naésledujici ptiklady na obrazku 10.8 ukazuji rozdily mezi pouzitim Pearsonova
a Spearmanova koeficientu pro data s vlivnymi body.

10 12
]
8 y 10 "
6 *
3l

otn‘ 61

4 R 1
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0 2 4 6 8 10 0 1 2 3 4 5 6

Obrizek 10.8 - Priklady dat s vlivnymi body. Cara ukazuje zdanlivy pfimkovy trend.
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Obrazek 10.8 vlevo ukazuje ptipad pomérné silné kladné korelace (body vpra-
vo) s nékolika odlehlymi body vlevo nahote. Pearsontiv korelacni koeficient to ihned
»Zaznamena“ a jeho hodnota je —0.449, tj. zaporna korelace! Odlehlé body (pouze tii
z celkového poctu 28) zcela obratily smysl korelace. Spearmantiv korelacni koeficient
ma hodnotu 0.391, tedy zachova smysl korelace.

Piiklad napravo ukazuje jinou moznost — dva v podstaté¢ samostatné soubory,
které kazdy sdm nemaji vyznamny korela¢ni vztah — body jdou rovnobézné s osou X.
Jejich spojenim vznikne zdanlivé pomérné silnd korelace, kterou Pearsontiv korelacni
koeficient ,,oceni hodnotou 0.818, zatimco Spearmantiv korelacni koeficient dosahne
nizké hodnoty (statisticky nevyznamné) 0.283.

Obecné tedy plati, Ze pro normalni data bez vlivnych bodii pouzivame Pearso-
nuv korelaéni koeficient, pro data s vlivnymi body nebo s dvourozmérnym vyrazné
nenormalnim rozdélenim je vhodnéj$i neparametricky Spearmantv koeficient.
V kazdém piipad¢ je vhodné znazornit data graficky a analyzovat ptipadné problémo-
vé hodnoty.

10.4.1.2 Mnohondsobny korelacni koeficient

Mnohonasobny korelaéni koeficient pouzivame tehdy, zkoumdme-li zavislost
vice veli¢in nez dvou. V piipad¢ korelacnich modeld to znamena, ze matice X ma vi-
ce nez dva sloupce (ndhodné veli¢iny), v ptipad¢ regresnich modell je zkouména za-
vislost mezi vysvétlovanou (zavislou) proménnou a dvéma a vice vysvétlujicimi (ne-
zavislymi) proménnymi.

Zakladem pro vypocet mnohondsobného korelacniho koeficientu je korelacni
matice parovych (jednoduchych) korelacnich koeficientd R. Je to symetricka ctver-
cova matice fadu m x m, kde na diagonale jsou jedni¢ky a mimodiagonalni prvky jsou
tvofeny parovymi korela¢nimi koeficienty R;

1 R, Ry; Rim
R, 1
R = (10.21)
R, e 1 - Ry
1
_le Rm2 Rmi 1 B
V matici R plati, ze R;j = R;i. Z matice R lze vypocitat mnohonasobny korela¢ni
koeficient pro zavislost mezi x; a vektorem x (tvofenym slozkami x», ..., Xy,) podle
vzorce
det(R
R1(2,3,...,m) = 1—7( ) (10.22)
det(R 1)
kde je

det(.) determinant vyrazu v zavorce

Rg)  matice vznikla vypuSténim i-tého fadku a j-tého sloupce (v tomto ptipad€ prv-
niho fadku a sloupce, obecné vzdy Cisla pfed zavorkou, které oznacuje zavisle
proménnou)
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Mezi zékladni vlastnosti mnohonasobného korela¢niho koeficientu patii:
e (O0<R<I
e pokud je R = 1, znamena to, ze zavisle proménna x; je presné linearni kom-
binaci veli€in X, ..., Xi,
e pokud je R = 0, potom jsou také vSechny parové korelacni koeficienty nu-
lové
® s rastem poctu vysvétlujicich (nezavislych) proménnych hodnota vicena-
sobného korela¢niho koeficientu neklesa, tj. plati
Vypocet mnohondsobného korelaéniho koeficientu podle vzorce 10.22 je velmi
rychly a vyhodny napt. pomoci tabulkového kalkulatoru. Bézné pouzivané kalkulatory
(napt. Excel) jsou schopny samy spocitat korelacni matici i determinant matice, coz
umozni velmi rychly vypocet mnohonasobného korelacniho koeficientu.

10.4.1.3 Parcialni korelacni koeficient

V tadé¢ piipadil je potfebné sledovat ve vicerozmérném souboru (vybéru) inten-
zitu vztahu mezi dvéma proménnymi pii vylouceni vlivu ostatnich. K tomuto tcelu se
pouziva parcialni Kkorela¢ni koeficient, ktery definuje miru linearni stochastické
zavislosti mezi nahodnymi veli¢inami x; a x; pFi zkonstantnéni dalSich sloZek vek-
toru X. Podle toho, kolik dal§ich proménnych je z hodnoceni zavislosti ,,vylou¢eno®,
rozliSuji se parcidlni korelacni koeficienty riznych tadu. Parovy korelacni koeficient
je vlastné parcidlni korelacni koeficient nultého fadu (Zadna proménna neni vylouce-
na). Parcidlni korelacni koeficient prvniho fadu sleduje zavislost mezi dvéma promén-
nymi pii vylouceni vlivu tieti (jeji oznaeni se dava do zavorky) - napf. Riy3).

Vypocet parcialnich korelac¢nich koeficientt je také zaloZzen na parovych kore-
lacnich koeficientech.
Parcialni korela¢ni koeficient prvniho fadu se obecné vypocita podle vztahu

R — Rjj =Ry Ry
ST By

Parcialni korela¢ni koeficient druhého fadu se obecné vypocita podle vztahu

(10.23)

Rijo —RicayRjkqy

J - Rika) Ji- Rfk(l))

Ze vzorcil0.23 a 10.24 vyplyva obecny vyraz pro vypocet parcialniho korelac-
niho koeficientu (m-1)-ho fadu

(10.24)

Rij(kl) =

A-B-C
Rijaa. i-titt..j-1) = \/(1 ~ Ble B Cz)

(10.25)

kde je
A Rz, icLisl,.j-2)

B Ri 102, icLitl,..j-2)

C Rj,j—l(l,Z,...,j—l)
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Ze vztahu 10.25 je ziejmé, Ze se jednd o vzorec, kdy k vypoctu parcidlniho korelacni-
ho koeficientu urcitého tadu, napt. r-tého, je nutné znat parcialni korelacni koeficienty
1., 2., ..., r-1. fadu. Tyto vztahy jsou vhodné piedevsim pro ,,ru¢ni vypocty na kalku-
lacce, ale jsou (zvlasté pii vypoctu parcidlnich korelacnich koeficientll vyssich radi)
velmi zdlouhavé a narocné na presnost (jakakoli chyba se pienasi do vypoctu parcial-
nich korela¢nich koeficientli vyssich adu).

Pro vypocet na pocitaci je vhodné uzit vzorce
(=D’ - det(Ry5;))

Rij(l,z,,..,m) = (10.26)
kde je
det(R(ij)) determinant korela¢ni matice R (viz vzorec) s vynechanym i-tym tad-

kem a j-tym sloupcem

Vypocet pomoci vzorce 10.26 se také velmi pohodlné provadi v tabulkovém
kalkulatoru.

Vyznam parcidlnich korelacnich koeficientl je napt. v tom, Ze s jejich pomoci
lze odhalit klamné (zdanlivé) korelace. Je nutné si uvédomit, Ze vyznamna parova ko-
relace neni dikazem skute¢né pticinné souvislosti. Predstavme si situaci, kdy zkou-
mame stupen korelace v korelacnim modelu se slozkami x;, X, a x3, kdy za vysvétlo-
vanou proménnou povazujeme X; a zkoumame stupenn zavislosti na ostatnich dvou
slozkach. Vysoka mira korelace, napi. Rj», nemusi jest¢ znamenat, Ze jev vyjadieny
nahodnou veli¢inou X, ma skute¢nou pfi¢innou souvislost s jevem vyjadienym na-
hodnou veli€¢inou x;. Je nutné také zkoumat vzajemny vztah vysvétlujicich promén-
nych x; a xs, protoze v piipad¢ jejich silné korelace by vysokd hodnota R;; mohla byt
zplisobena praveé silnou vzajemnou korelaci vysvétluyjicich proménnych a nikoli vli-
vem X na x;. Pravé v takovychto ptipadech mohou pomoci parcialni korela¢ni koefi-
cienty.

Vyuziti korelacnich koeficientli pro hodnoceni zavislosti si ukdzeme na nasledu-
jicim ptikladu.
|

Piiklad 10.2:

V ramci biometrického vyzkumu byl na jednotlivych stromech vyzkumné plochy
zkoumdn vztah mezi velicinami objem (v), vycetni tloustka (d;; zde zjednodusené
oznaceno d), vyska (h) a délka zelené koruny (k). VySetrete tésnost korelacni zavislosti
objemu na tloustce, vysce a délce zelené koruny. Merené hodnoty jsou v tabulce 10.2 .

Zadani budeme povazovat za korelacni model se ¢tyfmi nahodnymi veli¢inami
v, d h, k (vSechny hodnoty byly méteny nebo vypocitany z naméfenych veli¢in na na-
hodné¢ vybranych stromech). Nasim tkolem je zjistit, zda je opravnény piedpoklad, ze
objem stromu je v korelacni zavislosti na vycetni tloustce, vySce stromu a délce zele-
né koruny.

Prvnim krokem bude vypocet mnohondsobného korela¢niho koeficientu Ry ).
Vyuzijeme vypoctu podle vzorce 10.22. K tomuto vypoctu potiebujeme nejprve sesta-
vit korela¢ni matici R, kterd bude zahrnovat parové korela¢ni koeficienty pro vSechny
mozné kombinace proménnych. Pro nés priklad vypada korela¢ni matice takto:
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v d h k
A 1 0.98096 | 0.93911 0.92014
d 0.98096 1 0.92987 0.90576
h 0.93911 0.92987 1 0.93457
k 0.92014 | 0.90576 | 0.93457 1

Vidime, ze korelacni koeficienty jsou ve vSech piipadech vysoké, to znamena, ze exis-
tuji statisticky vyznamné korelacni zavislosti nejen mezi vysvétlovanou a vysvétluji-
cimi proménnymi, ale i mezi vysvétlujicimi proménnymi navzajem. Je ziejmé, ze
mnohonasobny korelacni koeficient bude také vysoky (musi byt nejméné roven nej-
vys$imu z parovych korelac¢nich koeficientil). Pro dalsi vypocty a snazsi oznaCovani
fadkl a sloupcli matic oznac¢ime objem (v) jako proménnou 1, tloustku (d) jako pro-
ménnou 2, vysku (h) jako proménnou 3 a délku zelené koruny (k) jako proménnou 4.
K vypoctu Ry 34) potfebujeme kromé zakladni korela¢ni matice R také matici s vy-
pusténym fadkem a sloupcem vysvétlované proménné (v nasem piipadé 1. proménna -
objem, tedy R1)).

2 3 4
2 1 0.92987 | 0.90576
3 0.92987 1 0.93457
4 0.90576 | 0.93457 1

Vypocitame determinanty matice R a matice Ry (bud’ pomoci ,kiizového pravidla“
nebo mizeme napi. vyuzit specidlni funkce DETERMINANT tabulkového kalkulato-

ru Excel) a dosadime do vzorce
1- 0.000487 = 0.98445
0.015782

Vzhledem k vysokym korelacim mezi vysvétlujicimi proménnymi je zde realny
ptedpoklad, Ze vysoké hodnoty korelac¢nich koeficientli mezi objemem a vysvétlujici-
mi proménnymi nemusi byt pouze dusledkem redlné pti¢inné zavislosti, ale mohou
byt zplsobeny pravé tésnymi vazbami mezi vysvétlujicimi proménnymi. Abychom
zjistili skuteény stupen zavislosti objemu na zadanych vysvétlujicich proménnych,
musime zjistit stupenl zavislosti mezi dvojici proménnych s vyloucenim vlivu ostat-
nich, tedy pouzit parcialnich korelacnich koeficient. V tomto ptipadé je nutné vypo-
¢itat parcialni korelacni koeficienty II. fadu, protoze vzdy vylucujeme dvé proménné.
Vzhledem k tomu, Ze vypocet pomoci vzorce 10.25 je velmi zdlouhavy a slozity (je
nutno nejprve vypocitat n€kolik parcidlnich korelacnich koeficientl 1. fadu a nasledné
pocitat koeficienty II. fadu), vyuzijeme maticového vzorce 10.26. Zptisob vypoctu
pomoci determinantl matic si ukdZeme podrobné pro piipad zavislosti R34, t]. za-
vislost objemu na tloust'ce pii zkonstantnéni (tj. vylouceni vlivu) vysky a délky koru-
ny. K vypoctu potiebujeme matice R(12), R22) a R(11). Vypocitame jednotlivé determi-
nanty stejné jako v ptipadé mnohondsobného koeficientu a dosadime do vzorce

~ (DUdetR) (12001207
Jdet(R ;) - det(R J0.01578-0.01314

Obdobn¢ vypocitame 1 dalsi parcidlni koeficienty:

L2(3.4) =0.83836

(22) )
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R1,3(2,4) =0.20109 R2,4(1’3) =-0.03136
R1,4(273) =0.21558 R3,4(1,2) =0.52316
R2’3(1,4) = 0.12668

— £ — £

72 B> e £

= —_ £l s B — £l Q
a1 el El S| s 2| | | 5| =
2 .0 3 S = 2 2 N5t S =
Nz ey > > © e o > > ©
| O o > > a ) Q > > =)
i v d h k i v d h k
1 0.077] 12.5 ] 12.0 6.4 26 10.003] 6.0 7.8 1.1
2 0.003| 6.0 7.4 2.4 27 10.080] 12.0 | 13.5 6.8
3 0.077] 12.5 ] 12.2 6.0 28 10.009] 7.0 7.8 1.4
4 0.007| 7.0 6.8 1.2 29 10.012] 7.0 9.6 3.8
5 0.014| 7.0 9.9 3.5 30 ]10.029] 8.5 9.9 34
6 0.005| 6.0 9.0 2.0 31 10.065] 12.0 | 11.2 4.6
7 0.029] 9.0 | 10.0 3.9 32 10.071] 12.0 | 12.0 5.1
8 0.009| 7.0 8.0 2.3 33 10.009] 7.0 7.9 1.5
9 0.013| 8.0 9.8 3.6 34 10.017] 8.0 9.0 2.2
10 ]10.095] 13.0 | 13.5 6.4 35 10.102] 13.0 | 13.5 6.9
11 10.044] 10.0 | 11.0 3.0 36 10.003] 6.0 7.8 4
12 10.034] 9.0 | 10.8 4.1 37 10.048] 10.0 | 12.1 4.6
13 ]10.115] 14.0 | 13.9 8.3 38 10.049] 11.0 | 10.8 4.3
14 10.021] 80| 10.2 3.6 39 10.014] 7.0 ] 10.0 3.7
15 10.025] 9.0 9.3 3.1 40 10.061| 11.0 | 12.5 5.9
16 10.132] 15.0 | 14.0 861 41 [0.098] 13.0 | 13.8 9.5
17 10.011] 7.0 9.0 2.8 42 10.071] 12.0 | 12.0 6.7
18 10.048] 11.0 | 10.0 5001 43 [0.011] 7.0 8.9 3.9
19 ]10.010] 7.0 8.6 2.8 44 10.017| 8.0 9.3 3.5
20 ]10.132] 15.0 | 14.0 7.6 1 45 10.023] 8.0] 104 3.6
21 10.065] 11.5]| 11.9 5.5 46 10.065| 11.5 | 12.2 5.8
22 10.029] 9.0 | 10.0 3401 47 10.077] 12.0 ] 13.0 6.0
23 10.065] 11.5] 11.8 561 48 10.091| 13.0 ] 13.0 5.3
24 10.071] 12.0 | 12.0 5.3 49 10.059] 11.0 | 12.0 4.8
25 10.012] 7.0 9.4 3.0 50 10.036] 9.5 ] 10.5 3.7

Tabulka 10.2 — Zadani pfikladu 10.2

Je vidét, ze pouziti parcidlnich korelac¢nich koeficientli ukéazalo jiny obrazek o zavis-
lostech v tomto vicerozmérném vybéru. Z hodnot téchto koeficientli vyplyva, ze sku-
teCna pri¢innd zavislost ziejm¢ bude hlavné mezi objemem stromu a jeho vycetni
tloustkou, ostatni zavislosti budou ziejmé statisticky nevyznamné (kromé zavislosti
mezi vyskou a délkou koruny). VSechny hodnoty korela¢nich koeficientl je nutné tes-

tovat, coz bude podrobnéji popsano v kapitole 10.7.1.
]
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10.5 Regresni analyza linearniho modelu

10.5.1 Zakladni tvar linearniho regresniho modelu

Zakladni ulohou regresni analyzy je nalezeni vhodného linedrniho modelu stu-
dované zavislosti. V ¢em tato Gloha — ve statistice nazyvana regresni loha — spoci-
va? Pfi jejim feSeni se snazime nahradit kaZdou méfenou (experimentalni, empiric-
kou, zjisténou) hodnotu zavisle proménné (vysvétlované proménné) ¥ hodnotou
teoretickou (modelovou, vyrovnanou, predikovanou), tj. hodnotou leZici na spojité
funkci (modelu) nezavisle proménné (vysvétlujici proménné) X (X) — jeden normdalni
a jeden tu¢ny symbol je zde proto, ze nezavisle proménna X muiize byt jedna veli¢ina
nebo matice vice veli€in.

Pti formulaci linedrniho regresniho modelu (tj. spojité funkce nezéavisle pro-
ménné) vychdzime z rovnice 10.3. Tento model je moZzné rozepsat

Y1 X1t X X Xim B €
WP Xo1 Xpp vt Xpj vt Xon || B, €
_ : + (10.27)
Yi Xip X o Xjj 0 Xim Bj &
_yn_ an Xn2 an Xnm _Bm_ _Sn_
— —
y i X J B €

coz lze zapsat v maticové forme

y=Xp+eg, (10.28)

kde je

y n x I-rozmérna zavisle proménnd (je to jeden sloupec n méfenych hodnot -

radka)

X n X m-rozmérnd nezavisle proménna (teoreticky nastavované, nenahodné hod-
noty, v praxi ovSem n¢kdy také métené, je to m sloupcti po n hodnotach)

B m x I-rozmérny vektor regresnich koeficientl (ty urcuji velikost zmény zavisle
proménné na jednotkové zméné nezdvisle promeénné, je jich tolik, kolik je ne-
zavislych proménnych — tedy m)

€ n x I-rozmérny vektor chyb (vyjadiuji tu cast celkové variability, ktera neni
vysvétlena modelem — kazda hodnota ma svou chybu, je jich tedy stejné jako
hodnot — n)

Pokud je pocet nezavislych proménnych m = I, potom se jedna o jednoduchy
linearni regresni model (zavislost jedné zavisle proménné na jedné nezdvisle pro-
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meénné), pokud je m > I, potom se jedna o0 mnohonasobny linedrni regresni model
(zavislost jedné zavisle proménné na nékolika nezavisle proménnych)®.
Z vyse uvedenych vztahli vyplyva, Ze podstatou regresni analyzy je
e stanovit nejvhodnéjsi tvar regresniho modelu (tedy urcit ptislusnou rov-
nici, kterd bude popisovat zavislost Y na X)

e vypocditat jeho parametry (tj. stanovit konkrétni hodnoty parametra f).

Jak jiz bylo uvedeno v kapitole 10.3.2 o formulaci regresnich modelt, teoreticky
(,,idedlni*) model nezndme (idedlni model plati pro zakladni soubor a my ve valné
vétsing pripadu, prakticky vzdy, pracujeme s vybérem, tedy s uréitym ,,vysekem* za-
kladniho souboru). Pii stanoveni konkrétni rovnice modelu mame v podstaté¢ dvé
moznosti:

1) Pouzit model, ktery vizualné a/nebo podle statistickych Kkritérii nejlépe
odpovida méFenym hodnotam. Vizualni odhad modelu mizeme z technickych di-
vodu aplikovat pouze na jednoduchou regresi (kdy mizeme veli¢iny Y a X lehce gra-
ficky znazornit) nebo maximalné na model se dvéma nezavisle proménnymi (mizeme
zobrazit v trojrozmérném grafu). Statisticka kritéria vhodnosti modelu, kterd budou
probrana v dalSich kapitolach, lze uplatnit i pro mnohonasobné modely. Daleko dule-
pousti-li povaha FeSeného problému jakykoli tvar modelu a nejsme tedy vazani
omezenimi a podminkami danymi realnym systémem, ktery modelujeme. Napfi-
klad jestlize modelujeme zavislost vysky porostu na véku (ristova funkce), nemtizeme
pouzit ptimku, i kdyby namétend data z ristové fady porostll ndhodou nejlépe vyho-
vovala tomuto ,,modelu. Tim bychom pfipustili, Ze rast je neukonceny, roste nade
vSechny meze, je stale (v mladi i ve stafi) stejn¢ rychly a pod. a ziskali bychom na-
prosto nesmysIné hodnoty, zvlasté¢ predikované. V tomto ptipadé musime pouzit né-
kterou z riistovych funkei, které spliuji pozadavky kladené na modelovani ristu zi-
vych organismd.

2) Nejprve najit mnoZinu modell, které svymi vlastnostmi vyhovuji reSené-
mu problému (v piikladé uvedeném v bodé 1) by to byly riistové funkce — napt. Mi-
chajlovova, Korfova, Chapman-Richardsova a dal$i) a teprve mezi nimi najit podle
statistickych kritérii ten model, ktera nejlépe vyhovuje mérenym datim. Tento
ptistup je mozné povazovat za nejleps$i, nebot’ splni jednak pozadavek, Ze model musi
byt realny, jednak vyhovi statistickym pozadavkim na regresni modely.

Stejné€ jako tvar modelu, nezndme ani teoretické hodnoty parametrii & Proto je
pfi praktickém vypoctu modelu nahrazujeme jejich (co mozna nejlepSimi) odhady b.
Musime tedy pouzit takovou metodu, kterd nam umozni ziskat ,,co mozna nejlepsi®
odhady parametrli regresniho modelu. K tomuto ucelu se obvykle pouzivad metoda ne-
jmensich ¢tverci (viz kapitola 10.5.2).

? Kromé téchto piipadii, kterymi se budeme dale podrobngji zabyvat, ve statistice existuji i me-
tody pro feSeni vztahli mezi vice zavisle proménnymi a vice nezavisle proménnymi — v pfipade, ze jak
matice zavislych, tak i nezavislych proménnych jsou ndhodné (obdoba korela¢niho modelu), fesi tuto
ulohu kanonicka korelace, v piipad€, ze matice nezavislych proménnych je nenahodna (obdoba re-
gresniho modelu), potom se pouziva metoda projekce latentnich proménnych. Tyto metody jsou
velmi slozité teoreticky i interpretacné a k jejich praktickému feseni je potieba specializovany software.
V tomto uéebnim textu se jimi nebudeme zabyvat.
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Nejjednodussim regresnim modelem (a také jednim z nejpouzivanéjSim) je
pfimka. Jeji rovnice je y’=a + bx, kde koeficient a se nazyva absolutni ¢len a je to
soutfadnice praseciku piimku s osou Y (tedy hodnota zavisle proménné Y pro nulovou
hodnotu X), koeficient b se nazyva regresni parametr a je to hodnota urcujici sklon
piimky (smérnice piimky).
Regresni parametr vyjadiuje,
o kolik se zméni hodnota y,
jestlize se x zméni o jednot-
ku. Geometrickd interpretace
je na obrazku 10.9 .

regresni
parametr

A vuupuioxd dysiaez

absolutni ¢len

Obriazek 10.9 — Geometricka in-
terpretace ¢leni regresniho mo-
delu primky

nezavisle proménna X

10.5.2 Metoda nejmensich étverci (MNC)

10.5.2.1 Princip MNC

MNC je zaloZena na principu, ktery je graficky znazornén na obrazku 10.10 .
Vzhledem k moznostem grafického zndzornéni je princip ukézan pro jednoduchy re-
gresni model. Cernymi body jsou znazornény méfené hodnoty, pi¢emz poloha i-této
bodu je dana uspoiadanou dvojici [Xj,y;], pficemz hodnota x; je nastavovana, pevna a
hodnota y; je méfend. Témto hodnotdm odpovidaji jejich ,,protéjsky* na regresni care,
které jsou zobrazeny bilymi krouzky. Jsou to hodnoty, které byly vypocitany pomoci
pouzitého regresniho modelu a oznacuji se y;. Pro kazdou hodnotu x; mohu pomoci

rovnice regresniho modelu vypocitat hodnotu y;. Nasi snahou je, aby rozdily mezi
méfenou hodnotou y; a vypocitanou (modelovou) hodnotou y; byly co nejmensi, tj.

aby model co nejlépe prokladal métena data.

To se ndm povede, jestlize nalezneme takovy tvar regresni funkce, ktery mini-
malizuje hodnotu souctu ¢tvercii (druhych mocnin) odchylek skuteénych (méfenych) a
modelem vypoctenych hodnot zévisle proménné Y, podle vztahu

(v, —y;)* = min. (10.29)

n
i=1

Rozdil yi — yi’ se nazyva reziduum (je to tedy rozdil mezi méfenou a modelovou
hodnotou). Toto kritérium by se tedy mélo piesnéji nazyvat kritériem nejmensiho
souctu rezidudlnich ¢tvercli. V grafickém vyjadieni podle obrazku 10.10 musime mi-
nimalizovat plochu vodorovné vysrafovanych ctverct.

Je nutné podotknout, Ze tato metoda nehledd absolutné nejlepS§i matematicky
model, ale nejlepsi z dané tfidy modelt (napt. nejlepsi primku, parabolu, ...). Volba
nejlepsi tfidy modelu je na statistikovi.
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Z matematického hlediska nalezneme minimum (tj. extrém funkce) tak, Ze pro-
vedeme postupné parcialni derivace podle vSech parametri. UkdZeme si postup pro
nejjednodussi piipad — primku.

Regresni model ptimky ma tvar y;" = a + bx;. Pokud dosadime tento vyraz do

vztahu 10.29 misto y;’, dostaneme vyraz
n

> (y; —a+b-x;)* =min.
i=1

vypocitana -‘
hodnota regresni
méiena ¢ara
hodnota
-
=
QL
£ -
£
A < | 1 Y
;‘ priumér Y
‘®
N
Z
: >y
(=)
=
\
hodnoty nezavisle proménné X
Obrizek 10.10 — Grafické znazornéni principu MNC (podle MINARIK 1995)
Provedeme parcialni derivaci podle a a potom podle b
n
2
GZ(yi—a+b-Xi) N
i=1
! =2>(y;—a—b-x;)-(-1)=0
0Oa i=1
c 2
5Z(Yi_a+b'xi) n
i=1
1 :2Z(Yi_a_b'xi)'(_xi):0
ob i=1
Upravou téchto vztaht ziskame normaélni rovnice piimky ve tvaru
n n
Dy, =n-a+b} X; (10.30)

i=1 1=1
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n n n
Y xy; =a) x; +b> x} (10.31)
i=1 i=1 i=1

Normalni rovnice ptimky tvofi soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou nezna-
mych a, b, kterou mizeme fesit zndmymi metodami linedrni algebry (napt. pomoci
determinantt).

Nevyhodou tohoto postupu je fakt, ze soustavy normalnich rovnic musime
zvlast sestavovat a fesit pro kazdou tfidu modelt (pro piimky, paraboly, hyperboly,
...) a také pro rizny pocet nezavisle proménnych. Proto je vhodné pouzivat obecné
maticové vyjadireni MNC, jejiz hlavni vyhodou je naprosta univerzalnost pouziti bez
ohledu na typ pouzitého linearniho modelu a poc¢tu nezdvislych proménnych.

Normalni rovnice pfimky 10.30 a 10.31 (stejné jako jakékoliv jiné normalni

rovnice) mizeme piepsat

n
Z Yi
i=1

n

M-

._.
Il
—_

o

L)

n | n n (10.32)
2 XiYi 2 X 2 Xi | 3
|i=1 4 Li=l i=1 ] b
%\f_—/ — ~— ——
g A
do maticového zapisu
g—A-b=0 (10.33)
Jednotlivé ¢leny rovnice 10.33 miiZeme vypocitat takto
n
1 L0 | & .
g = 1= =Xy (1034)
X1 Xn
Ya 2 XY
Li=1 i
n
1 1 I x n in T
A:{ } D=, = 1=X" X (1035)
X X
: 1 x 2 X; lez

i=l i=1
Jestlize dosadime do maticového zapisu 10.33 pravé strany vztahti 10.34 a
10.35, dostaneme

X'y -X"X-b=0 (10.36)
z ¢ehoz jednoduchou upravou ziskame obecny vyraz pro vypocet vektoru regres-
nich Kkoeficienti b

T v|! T
bz(X X) X'y (10.37)
Ve vyie uvedenych vzorcich vyraz X' znamena transpozici matice X, vyraz X'
znamena inverzi matice X. Matice X je matice nezdvisle proménnych (jestlize poci-
tame tzv. absolutni ¢len — v rovnici piimky @ — pak musime ptidat vektor jednicek),
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vektor y je fada méfenych hodnot zavisle proménné (viz rovnici 10.27). Velkou vyho-
dou vypoctu pomoci vyrazu 10.37 je jednak jeho jiz zmin€na univerzalnost a také
fakt, ze potfebné maticové operace (ndsobeni, transpozice a inverze) zvladaji bez pro-
blémil bézné tabulkové kalkulatory (napt. Excel nebo Quattro Pro), takze neni napros-
to problémem pomoci nich velmi rychle vypocitat regresni koeficienty jakéhokoliv li-
nearniho regresniho modelu bez nutnosti provadét derivace a sestavovat soustavy
normalnich rovnic.

Pomoci maticovych operaci se mohou také pifimo vypocitat modelové hodnoty
y;’. Pouzije se vyraz

y'=X-b (10.38)
kdy se za b dosadi vztah 10.37 a ziskdme
-1
y=X(XT-xJ" X"y (10.39)
kde vyraz
-1
X(XT X) XT (10.40)

se nazyva projekéni matice H. Tato matice se nazyva ,,projekéni* proto, Ze je schop-
na promitnout libovolny vektor do ,,roviny* nezavisle proménnych, tj. z méfenych
hodnot y stanovit modelové hodnoty y’. Ma také znacné pouziti v tzv. regresni dia-
gnostice.

Piiklad 10.3:

Pri vyzkumu zavislosti tloustky kiiry na ruznych faktorech byl také zkouman
vztah mezi tloustkou kiiry (Y), vycetni tloustkou (X;) a vekem (X3). Predpokladame li-
nearni regresni model y’ = a + b;x; + byx,. Pomoci metody nejmensich ctvercii sta-
novte parametry tohoto regresniho modelu a modelové hodnoty. Mérené hodnoty jsou
v tabulce 10.3. Pro jednoduchost reSeni a moznost znazornéni matic se vypocet pro-
vede pouze pro 10 méreni.

Vycetni Vek Tloustka Tabulka 10.3 - MéFené hodnoty tloustky
tloustka (cm) (roky) ktiry (cm) kiry, vycetni tloust’ky a véku.
X1 X2 Y
19.40 56 0.46 o o )
Ze zadani vyplyva, Ze musime
21.40 62 0.66 > ;o x
pouzit vztah 10.37 pro vypocet pa-
21.90 72 1.34 o S
rametril b a 10.39 pro vypocet mo-
26.40 3 1.83 delovych (predikovanych) hodnot.
28.70 77 2.06 VyuZzijeme moznosti ndsobeni ma-
28.80 77 2.20 tic, které poskytuji moderni tabul-
29.10 85 2.26 kové kalkulatory.
31.10 86 243 Nejdiive vypocitame vyraz b
31.60 86 23 = X" X)"' X" y. Je nutné si uvédo-
3560 89 279 mit, Ze musime zachovat vzdjemné

postaveni matic pii ndsobeni tak, jak
je uvedeno ve vzorci (u matic rozli-
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Sujeme nasobeni zprava a nasobeni zleva). Transpozice matice znamena zameénu fadki
a sloupcti matice. Inverze matice je nalezeni takové matice, jejiz soucin s ptivodni ma-
tici d& jednotkovou matici (prvky hlavni diagonaly jsou rovny jedné).

Vzhledem k tomu, Ze regresni model uvazuje i absolutni ¢len, pfidame k matici
X jednotkovy vektor, takze vysledna matice nezavisle proménnych bude mit podobu

19.4 56 1
214 62 1
219 72 1 (10.41)
264 73 1 ’
19,4 21,4 21,9 264 28,7 288 29,1 311 31,6 356
T 28,7 77 1
X' X=(5 62 72 73 77 77 8 8 8 89 |-
288 77 1
1 1 1 1 1 1 111 1
291 85 1
311 86 1
31,6 86 1
356 89 1
Vysledkem je ¢tvercova matice
7743.96 213788 274
21378.8 59289 763 (10.42)

274 763 10
Z této matice uréime inverzni matici stejné velikosti (X' X)™

0.036 -0.016 0.222
0.016  0.008  -0.169 (10.43)
0.222 -0.169 6.917
a vynasobenim této inverzni matice puvodni transponovanou matici ziskame vyraz
XXX’
0.034 0.011  -0.129 0.016 0.035 0.039 -0.076 -0.021 -0.003 0.093
-0.034 -0.018  0.053 -0.010 -0.015 -0.017 0.042 0.018 0.010 -0.029 (10.44)
1.756 1.185  -0.396 0.436 0.271 0.293 -0.994 -0.718 -0.607 -0.225

Dals$im krokem je vynéasobeni této matice zdvisle proménnou y a vysledkem je vektor
parametrd b = (X' X)" X" y v potadi b}, b, a

0.069

0.039 10.45
-3.037 ( )

Zjistili jsme tedy, ze a =-3.037, b; = 0.069, b, = 0.039, a tedy regresni model
ma tvar

=-3.037 + 0.069.x; + 0.039.x,

Pti vypoctu projekéni matice (se kterou se jesté nékolikrat v dalSim textu setka-
me, zvlasté v ¢asti vénované regresni diagnostice) vyuzijeme matice 10.44, kterou vy-
nasobime zleva matici X. Vysledkem je projekéni matice H (zvyraznény jsou diago-
nalni prvky matice, protoze maji zvlastni dilezitost v detekci vlivnych bodu i pii dal-
Sich vypoctech):
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0.516 0.381 0.059 0.178 0.120 0.124 -0.137 -0.103 -0.086 -0.052
0.381 0.294 0.118 0.149 0.101 0.102 -0.039 -0.036 -0.030 -0.041
0.059 0.118 0.581 0.055 -0.030 -0.043 0.340 0.135 0.071 -0.285
0.178 0.149 0.055 0.118 0.114 0.116 0.039 0.061 0.069 0.103
0.120 0.101 -0.030 0.114 0.136 0.139 0.030 0.086 0.104 0.200
0.124 0.102 -0.043 0.116 0.139 0.143 0.023 0.084 0.103 0.210
-0.137 -0.039 0.340 0.039 0.030 0.023 0.333 0.223 0.184 0.005
-0.103 -0.036 0.135 0.061 0.086 0.084 0.223 0.200 0.189 0.161
-0.086 -0.030 0.071 0.069 0.104 0.103 0.184 0.189 0.188 0.208
-0.052 -0.041 -0.285 0.103 0.200 0.210 0.005 0.161 0.208 0.492

(10.46)

Pokud matici 10.46 vynasobime vektorem y, ziskdme vektor predikce yp, tj.
modelové (vyrovnané) hodnoty regresniho modelu (obvykle ozna¢ované)

0.50

0.87

1.30

0.516 .-+ -+ —0.052 0.46 1.65
: P : : ~ 1.96 (10.47)

: S : : - 1.97

-0.052 -+ -+ 0492 2.79 2.30

E/_/

projekéni matice zavisle 248

proménna 2.52

2.91

H’_J

vypoc¢itané hodnoty modelu
|

10.5.2.2 Piedpoklady metody nejmensich étvercii

Metoda nejmensich ¢tvercli ma optimalni vlastnosti za dodrzeni téchto predpo-
kladu:

1) Regresni parametry 3 mohou teoreticky nabyvat jakychkoli hodnot (existuji ovSem
omezeni dand povahou problému, ktery je regresnim modelem feSen).

2) Regresni model je linearni v parametrech.

3) Matice nezavisle proménnych X mé hodnost rovnou m. To znamena, Ze Zadné dva
jeji sloupce nejsou rovnobézné (kolinearni) vektory, tedy mezi nezavislymi pro-
ménnymi nedochézi k tzv. multikolinearité.

4) Nahodné chyby maji nulovou stiedni hodnotu E(g;) = 0, konstantni a kone¢ny roz-
ptyl E(¢®) = 0 a jsou nekorelované. Také podmindny rozptyl D(y/x) = o je kon-
stantni (tzv. podminka homoskedasticity).

Pokud jsou tyto podminky splnény, potom jsou odhady b, ziskané metodou nej-
mensich ¢tvercll, nejlepsi nevychylené linearni odhady regresnich parametr (ME-
LOUN - MILITKY 1994):

® nejlepsi odhady b jsou proto, ze jejich libovolna linedrni kombinace ma ne-

jmensi rozptyl ze vSech nevychylenych linedarnich odhadt a také odhady
rozptyll jednotlivych regresnich koeficientll jsou minimalni ze vSech moz-
nych nevychylenych odhadi (mohou existovat vychylené odhady s niz§im
rozptylem),
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® nevychylené odhady b jsou proto, Ze plati E(B - b) = 0, jinymi slovy, stfed-
ni hodnota vektoru odhadt E(b) je rovna vektoru regresnich parametrt .

Je nutné si uvédomit, ze z urcitého zakladniho souboru mizeme provést teore-
ticky nekone¢né mnoho vybéri stejného rozsahu a vzdy vyjdou pon€kud jiné hodnoty
regresnich koeficientli. Tedy i regresni koeficienty jsou ndhodnou veli¢inou, pro kte-
rou mizeme pocitat bézné statistické charakteristiky, tedy 1 stfedni hodnotu nebo roz-
ptyl, a také je mizeme testovat a pocitat pro n¢ intervalové odhady.

Z podminek MNC si bliz§i vysvétleni zaslouzi body 3. a 4. — piedeviim vy-
klad pojmt multikolinearita a homoskedasticita.

Jednou ze zakladnich podminek feSeni regresniho modelu metodou nejmensich
¢tverct je to, ze nezavislé (vysvétlujici) proménné nejsou nezavislé jen podle nazvu,
ale jsou skute¢n¢ vzajemné nezavislé. Tento predpoklad vSak nebyva casto splnén.
Jev, kdy v linearnim regresnim modelu existuje zavislost mezi vysvétlujicimi promén-
nymi, se nazyva multikolinearita. Podrobné teoretick¢ zdiivodnéni podstaty tohoto
jevu viz napt. v MELOUN - MILITKY 1994. Tento jev zpUsobuje pii feSeni a interpretaci
problémy dvojiho druhu - statistické a numerické (vypocetni).

Mezi statistické problémy patii:

e nelze oddélené sledovat skutecny vliv jednotlivych vysvétlujicich vstup-
nich proménnych na vysvétlovanou (zavislou) proménnou — skutecné
vztahy mezi nezdvislymi proménnymi a zavislou proménnou je v tomto pii-
padé Casto ,,maskovan‘ vztahy mezi ,,nezavislymi“ proménnymi;

e nestabilita odhadi regresnich parametru - hodnota odhadu je velmi citli-
va i na malé zmény v datech (napft. pridani bodu nebo mala chyba méteni),
coz miize vést napt. k tomu, zZe odhady maji nespravné znaménko, coz zne-
moznuje jejich spravnou vécnou interpretaci;

e velké rozptyly odhadii regresnich parametria - mize nastat paradoxni si-
tuace, ze model jako celek je vysoce vyznamny, ale vSechny jednotlivé re-
gresni koeficienty nevyznamné (podrobnéji v kapitole tykajici se testovani
regresniho modelu).

Mezi vypocetni problémy patii:

e multikolinearita zptisobuje §patnou podminénost matice X' X, coz mé za
nasledek, ze determinant této matice je nula nebo ¢islo blizké nule

® tyto skutecnosti zplisobuji potiZe pri invertaci matice, takze takovyto re-
gresni model neni jednoznacné feSitelny (singularita matice).

Mezi hlavni pti¢iny multikolinearity patii:

e preurcenost regresniho modelu - regresni model ma zbyte¢né mnoho ne-
zavisle proménnych, z nichz nékteré jsou linedrni kombinaci jinych, a tedy
jsou v modelu zbyte¢né, nijak nepiispéji k ur¢eni hodnoty y ze znamé hod-
noty x. Ve statistickych programech existuji postupy, které¢ jsou schopny ur-
it spravny pocet nezavisle proménnych — napi. krokova regrese, podrobny
vyklad téchto postupii je nad rdmec tohoto ucebniho textu — piebytecné
proménné je nutné z modelu odstranit;

e nevhodné rozmisténi experimentalnich bodi - vznikaji bud’ z neplanovi-
tych nebo Spatné postavenych experimentli, kdy hodnoty vysvétlujicich
proménnych maji pfili§ malou variabilitu, takze i mald odchylka v méteni
muze zpUsobit napf. ,,obraceni regresni ¢ary (z kladné korelace se stane za-
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pornd) tuto situaci ukazuje obrazek 10.11 , kde vlevo je schématicky zachy-
cena situace, kdy se u dvou bodl nezavisle proménné X, které jsou velmi
blizko u sebe (tedy proménna X ma velmi malou variabilitu) vyskytla urc¢ita
experimentalni chyba (naznacena Sipkami). Tato chyba miize byt tak mala,
ze takto namétfené hodnoty jsou povazovany za spravné (spravné hodnoty —
cerné tecky, hodnoty s chybou - ¢erné ctverecky). Vysledkem je uplné ,,ob-
raceni* smyslu modelu (spravny model — slaba plna ¢ara, nespravny model -
silnd plné ¢ara). Na pravém obrazku je zachycen vliv chyb téZe velikosti na
body, které¢ jsou v ,,rozumné* vzdalenosti, tj. proménna X ma piimeienou
variabilitu. Zde chyba zpisobi zménu smérnice, ale smysl modelu je zacho-
van. Abychom u takto rozmisténych bodu ,,dosahli* obraceni smyslu mode-
lu (naznaceno ¢arkovanou €arou), museli bychom se dopustit nepravdépo-
dobné velké chyby (naznacena ¢arkovanou Sipkou), kterou bychom jisté od-
halili.

e povaha modelu - v né¢kterych typech modelt, napi. polynomech, se vysky-
tuje multikolinearita prakticky vzdy, coz je v tomto ptipad¢é dédno uz struktu-
rou modelu.

V této souvislosti je nutné zdlraznit, ze multikolinearita nemusi ,,vadit* vzdy.
Pokud pfi regresni analyze jde jen o ,,vyhlazeni“ experimentalnich dat a nikoli o po-
stizeni skute¢nych zavislosti mezi proménnymi, zistavd problémem jen numerické
hledisko. Pokud ovSem je nasim cilem rozkryti vazeb v regresnim modelu a zjisténi
téch proménnych, které vyznamné ptispivaji k objasnéni variability zavisle proménné,
potom je multikolinearita piisobi vazné potize. OvSem i v tomto ptipadé¢ je skuteCnym
problémem pouze silnd multikolinearita, kdy silné zavislosti mezi vysvétlujicimi pro-
ménnymi ,,prehlusi® skute¢né vazby mezi vysvétlovanou a vysvétlujicimi proménny-
mi. Zavaznost multikolinearity se testuje specidlnimi metodami, které jsou obsazeny
ve statistickych programech.

Dal§im problémem spojenym s vypodtem modelu pomoci MNC je problém
konstantniho rozptylu dat (homoskedasticity). MNC vyZaduje, aby hodnoty y mély
v celém rozsahu hodnot x konstantni variabilitu (jako na obrdzku 10.12 — méfené
hodnoty jsou jako by mezi dvéma myslenymi rovnobézkami). Pokud tomnu tak neni
(schématické znazornéni je na obrazku 10.13 ), jedna se o nekonstantni rozptyl — he-
teroskedasticitu. Tento jev se vyznacuje tim, ze rozptyl méfeni se pro rizné hodnoty
x vyrazné méni a ,,mrak* bodu ziskava tvar klinu. Pficinou heteroskedasticity byva
obvykle zména podminek nebo nedodrzeni postupu méteni, porucha pfistroje, apod.

Diagnostické nastroje k uréeni miry multikolinearity a heteroskedasticity budou
uvedeny v kapitolach tykajicich se testovani a regresni diagnostiky.

Dalsi podminky tykajici se chyb a rezidui — normalita, nezavislost — se testuji
béznymi metodami (test normality, autokorelace).

10.6 Intervalové odhady parametrii korelace a regrese

V ptipadé, ze pracujeme s vybéry, jsou statistiky vypocitané pomoci korela¢ni
analyzy a MNC (napf. korelaéni koeficienty, regresni koeficienty, apod.) vlastné bo-
dovymi odhady pfislusnych parametrii zdkladniho souboru. Jak jiz bylo uvedeno, je
tomu tak proto, ze ze zakladniho souboru mizeme teoreticky vytvofit nekonecné
mnoho vybéru a jejich vypocitané statistiky se budou pro jednotlivé vybéry ponc¢kud
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lisit. Je proto nutné tyto vybérové statistiky zobecnit pro zékladni soubor a tedy vypo-
¢itat intervalové odhady, ve kterych se budou posuzované parametry nachézet s pre-
dem zvolenou pravdépodobnosti. Z hlediska feSeni konkrétnich problém mohou mit
tyto intervalové odhady vyssi dillezitost nez samotné vypocitané parametry regresniho
modelu.

10.6.1 Intervalovy odhad korela¢niho koeficientu

V této kapitole budeme oznacovat vybérovy korelacni koeficient R (vypocitany
pfimo ze zadanych hodnot) a korela¢ni koeficient zakladniho souboru (ndm nezndmy)

symbolem p.

spravny prubéh
regresni ¢ary

chyba
méieni

nespravny
pribéh
regresni ¢ary

Obrazek 10.11 — Vliv malé variability (vlevo) a pFimérené variability (vpravo) nezavisle promén-
né na chybu regrese (podle MINARIK 1995)

énna

W

le prom

4

ZAavis

nezavisle proménna

Obrazek 10.12 — Schématické znazornéni dat s konstantni variabilitou (homoskedasticka data)
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Obrazek 10.13 - Schématické znazornéni dat s nekonstantni variabilitou (heteroskedasticka data)

Pti konstrukci intervalového odhadu korela¢niho koeficientu vychézime z po-
znatku, Ze rozd¢leni nahodné veli¢iny R neni v béznych ptipadech normalni. Proto se
pro tento odhad nepouzivaji pfimo hodnoty vybérového korela¢niho koeficientu, ale
pouzivame Fisherovu transformaci

Z(R) =arctgh(R)=0.5In 1 R

(10.48)

ktera ma ptiblizné normdlni rozdéleni se stiedni hodnotou E(Z) = Z(p) a rozpty-
lem D(Z) = 1/(n-3).
Pomoci Fisherovy transformace se vypocita transformovany intervalovy odhad

Z(p)=Z(R)+ Zy s (10.49)

|-
W

kde z;.4» kvantil normovaného normalniho rozd¢€leni. Tyto transformované hranice se
pomoci vztahu 10.48 retransformuji na pivodni hodnoty R (transformace i retrans-
formace se provadi bud’ pomoci tabulek — viz Tabulka 6 v 1. dilu nebo pomoci funkci
Excelu FISHER(R), resp. FISHERINV(Z(R)).

Pro vyssi rozsah vybéru (n > 50) je mozné pouzit statistiku

1-R?

=R+ .
p=REt o, — (10.50)
kde #;_q/2,0-2 je kvantil Studentova rozdéleni pro (n-2) stupiiti volnosti.
Pro velké rozsahy vybért (n > 500) je mozné pouzit vztahu
1-R?
p=Rztz .- (10.51)
2 A/n—1

Tyto vztahy je mozné pouzit i pro parcidlni korela¢ni koeficienty s tim, Ze pocet
stupiii volnosti se stanovi vyrazem f=n - k - 2, kde k je pocet proménnych, které po-
vazujeme za konstantni a pro vicenasobny korela¢ni koeficient s poétem stupii vol-
nosti (n - m).
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Pro Spearmantiv korelacni koeficient se také pouzivaji vztahy 10.48 a 10.49
s tim, Ze néktefi autofi (napt. ZAR 1984)se upravi vyraz pro vypocet rozptylu Z a vy-
sledny vztah je
1.06

Z(ps):Z(Rs)izl_% : -3

(10.52)

Piiklad 10.4:

Vypocitejte intervalové odhady korelacnich koeficientit podle prikladu 10.1.

Odhad Pearsonova korela¢niho koeficientu (jeho vypocitand hodnota je
0.9338) udelame pomoci Fisherovy transformace

R =0.9338 = Z(R) = 1.6873, z ¢ehoz plyne intervalovy odhad podle vzorce
10.49

1
Z(p)=1.6873 £ 1.96* —— =1.6873 £0.475 =(1.2123; 2.1623),

kde 1.96 je kvantil normované¢ho normalniho rozdéleni uy os. Hodnoty Fisherovy trans-
formace se retransformuji na pivodni hodnoty R a vyjde interval (0.837; 0.974).
Fisherovu transformaci i retransformaci je mozné provést podle statistickych tabulek
nebo pomoci funkci Excelu (funkce FISHER pro pfevod na R — Z, resp. FISHERINV
pro ptevod Z — R).

Odhad Spearmanova korela¢niho koeficientu se provede stejnym zptisobem a
vysledkem je interval (0.842; 0.975). Pokud by se pouzil vzorec 10.52, vysledek se
zméni jen nepatrné na interval (0.838; 0.975).

10.6.2 Intervalové odhady regresnich koeficientu

Interval spolehlivosti pro parametr [3; se stanovi

Bj=b;*t., /D)) (10.53)

kde D(b;) je rozptyl parametru b; vypocitany podle vzorce.

D(b))=0"-c;, (10.54)
kde je
cjj Jj-ty diagonélni prvek matice (X' X)
02 odhad reziduélniho rozptylu, ktery se vypocita
n
1\2
2 (vi-¥i)
ol=HL (10.55)
n—m
kde je
Vi meétend (experimentélni) i-t4 hodnota zavisle proménné
y'i vypocitand (modelovd) i-ta hodnota zavisle proménné
m pocet parametri modelu (v¢etné absolutniho ¢lenu, pokud je obsazen v mode-
lu)

102



Pro nejbéznéjsi model — piimku y = a + bx — je mozné pouzit vztah 10.53 s tim, Ze se
jako odhad smérodatné odchylky parametrd pouZije pro absolutni ¢len a vztah
(SMELKO 1991)

S X
D(a) == 1+~ (10.56)
n-2 Sy
a pro regresni parametr b
S
/Db)=—2__ (10.57)
S,Vn—2
kde je
Sx smérodatnd odchylka nezavislé (vysvétlujici) proménné
X aritmeticky prameér nezavislé (vysvétlujici) proménné

syx  smérodatnd odchylka rezidui

Piiklad 10.5:

Stanovte intervalové odhady regresnich parametrii pro data z prikladu 10.1

Nejdiive musime stanovit vhodny regresni model. Vzhledem k charakteru bodo-
vého pole tohoto dvourozmérného vybéru (viz obrazek 10.7 ) se rozhodneme pro mo-
del piimky. Pomoci MNC vypoéitime regresni koeficienty a = -2.752 a b = 0.676.
Regresni model ma tedy tvar y = -2.752 + 0.676 x, kde x je ,,délka lista* a y je ,,Sitka
listd*.

Smérodatné odchylky parametri stanovime podle vztahu 10.54. Nejprve musi-
me vypoditat matici X' X (matice X jsou tomto ptipadé méfené hodnoty ,,délka lista,
ke kterym se musi ptidat vektor jednicek kviili vypoctu absolutniho ¢lenu) postupem
uvedenym v kapitole 10.5.2.1 a vysledna matice ma tvar

39649 865
865 20

dale k ni inverzni matici (X" X), jejiz diagonalni prvky (ci; a cz2) jsou zvyraznény

0.000447 -0.01933
-0.01933 0.885912
Pomoci odmocniny ze vztahu 10.55 vypocitame rezidualni smérodatnou odchylku,

ktery ma hodnotu 2,9 a poté upravou vztahu 10.54 (G- /c;; ) vypo€itame smérodatné

odchylky obou parametrit s, = 2.729 a s, = 0.0613. Pomoci téchto udaji miizeme sta-
novit na zdkladg vztahu 10.53 intervalové odhady regresnich koeficientl
B1=-2.752£2.101* 2.729 = -2.752 + 5.734
B2= 0.676 £2.101* 0.0613 =0.676 £ 0.129
kde 2.101 je kvantil Studentova rozdéleni to o2s.15.

Vysledkem je intervalovy odhad absolutniho ¢lenu (-8.486, 2.982) a regresniho
parametru (0.548,0.805). Interpretacné zajimavy je odhad absolutniho ¢lenu. Ten totiz
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obsahuje nulu (dolni hranice je zaporna, horni hranice je kladnd), coz znamena, ze
v zédkladnim souboru nemizeme vyloucit, Ze absolutni ¢len je nulovy. To vede k zaveé-
ru, ze absolutni ¢len je v tomto modelu statisticky nevyznamny a mtize byt z modelu

vypustén. Kone¢ny tvar modelu bude y = bx (parametr b se musi znovu vypocitat).
]

10.6.3 Intervalovy odhad regresniho modelu

Podobné jako pro odhady parametri b lze konstruovat interval spolehlivosti i
pro regresni model (tj. pro vypocitanou hodnotu y;) v misté x; = (Xi1,Xi2, ..., Xim) pod-
le vztahu (MELOUN - MILITKY 1994)

xin = xin Tt

o5 TXTX) ', (10.58)

1-%,n—m
_ Pro model jednoduché korelace vyjadfen¢ piimkou se da vzorec piepsat do tva-
ru (SMELKO 1991)

, c n(x; —i)z
Ly =y:tte - 1 (10.59)
LT Sy
i=1

10.6.4 Intervalovy odhad mérenych hodnot (pas spolehlivosti)

Krom¢ intervalového odhadu modelu je mozné jesté vypocitat tzv. pas spolehli-
vosti méfenych (empirickych) hodnot, ktery udava rozpéti, ve kterém se budou
v zakladnim souboru nachazet hodnoty zéavisle (vysvétlované) proménné se zvolenou
pravdépodobnosti. Stanovi se podle vztahu (GROFIiK 1987)
=y tt, ¥ (10.60)

Yi(min,max)
—;n—m

Piiklad 10.6:

Stanovte intervalové odhady modelu a mérenych hodnot pro data z prikladu
10.1.

Intervalovy odhad modelu stanovime podle vzorce 10.59 a pas spolehlivosti
podle vzorce 10.60. Pouzijeme vysledkt ptikladu 10.5 (tp.025:18 = 2.101, 0 = 2.9) a vy-
po¢itame oba odhady. Ciselné vysledky jsou v tabulce 10.4 a grafické znazornéni na
obrazku 10.14 .

Vysledky se daji interpretovat nasledujicim zpisobem:

e vypocitana (modelovd) hodnota plati pro konkrétni vybér (v nasem piipadé

pro nami métenych 20 listd), tj. napt. pro délku listu 24 mm (hodnota 1) bu-
de vypocitana Sika listu 13.5 mm,;
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e intervalovy odhad modelu plati pro zadkladni soubor (tedy obecné pro
vSechny bukové listy) — jestlize bychom udélali jakykoli vybér, tj. zméfili
libovolny pocet jakychkoliv bukovych listl, tak bychom pro délku 24 mm
dostali vypocitané hodnoty Sitky listl v rozmezi 10.5 — 16.5 mm (s pravde-
podobnosti 95 %);

° stejnou interpretaci ma i1 pas spolehlivosti méfenych hodnot - jestlize by-
chom udélali jakykoli vybér, tj. zméfili libovolny pocet jakychkoliv buko-
vych listl, tak pro list dlouhy 24 mm bychom s pravdépodobnosti 95 % na-
méfili $itky v rozmezi 7.4 — 19.6 mm.

., e, Intervalovy odhad Intervalovy odhad (pas
. MéFené (empiricke) Modelové modelovyc‘;ly hodnot spolehlivo‘;}t]i) méfet?;’fch
Cislo | hodnow(mm) |\ tane) (mm) hodnot (mm)

MM pélka | Sitka | hodnoty (mm)| Dolni Horni o Horni

listu listu hranice hranice Dolni hranice hranice
1 24 14 13.5 10.5 16.5 7.4 19.6
2 29 19 16.9 14.5 19.3 10.8 23.0
3 30 14 17.5 15.2 19.8 11.4 23.6
4 33 22 19.6 17.6 21.6 13.5 25.7
5 33 23 19.6 17.6 21.6 13.5 25.7
6 34 19 20.2 18.3 22.2 14.2 26.3
7 37 20 22.3 20.6 23.9 16.2 28.4
8 39 27 23.6 22.1 25.2 17.5 29.7
9 41 21 25.0 23.5 26.4 18.9 31.1
10 42 26 25.7 24.2 27.1 19.6 31.7
11 45 30 27.7 26.2 29.1 21.6 33.8
12 47 24 29.0 27.5 30.6 22.9 35.1
13 48 28 29.7 28.1 31.3 23.6 35.8
14 48 32 29.7 28.1 31.3 23.6 35.8
15 49 29 30.4 28.8 32.0 24.3 36.5
16 53 32 33.1 31.1 35.0 27.0 39.2
17 55 32 34.4 32.3 36.6 28.4 40.5
18 56 35 35.1 32.9 37.4 29.0 41.2
19 59 43 37.2 34.6 39.7 31.1 43.2
20 63 40 39.9 36.8 42.9 33.8 459

Tabulka 10.4 — Intervalové odhady modelu a pas spolehlivosti méienych hodnot

Z grafu na obrazku 10.14 je vidét, ze intervalovy odhad modelu (¢arkované cary)
neni v celém pritbéhu métenych hodnot stejny, ale je nejuzsi pro bod, ktery je dan
aritmetickym primérem vysvétlujici 1 vysvétlované proménné (toto misto je oznaceno
¢erchovanou ¢arou, kterd na osach udava hodnoty obou primért). Je to zplsobeno
tim, ze zde je Citatel zlomku pod odmocninou ve vzorci 10.59 nejmensi (protoze je
nejmensi rozdil mezi méfenou hodnotou x a primérem X). Smérem k ,,okrajim®, tj.
dale od praméru, se intervalovy odhad rozsituje, tedy pro stejnou spolehlivost (95 %)
je Sirsi.
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Naopak pas spolehlivosti empirickych hodnot je konstantni a zavisi pouze na ve-
likosti vybéru (prostfednictvim hodnoty #) a na variabilité¢ vysvétlované proménné.

45
40 4
35
£
E 30
2 —
FIE-E I R T
3—;‘..'.' e 3_ - !
> 20 .- e _- 4 {
" 7 |
- - |
15 — % |
10 < \/ e T T T ! T T T T
20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
délka listu (mm)
¢ méiené hodnoty — ——— intervalovy odhad modelu
modelové hodnoty  ------- pas spolehlivosti méfenych hodnot

Obrazek 10.14 — Intervalovy odhad modelu a méfenych hodnot pro data prikladu 10.1

10.7 Testovani statistickych hypotéz v korela¢ni a regresni
analyze

Vzhledem k tomu, Zze obvykle pracujeme s vybéry, je nutné veskeré vlastnosti
zakladnich soubort, ze kterych pochazi studované vybery, testovat. Nejobvyklejsi tes-
ty jsou testy vyznamnosti modelu a regresnich koeficientd. Tyto testy je nutné provést
vzdy, pokud stanovime konkrétni tvar regresniho modelu (tj. vypocitame koeficienty
vSech regresnich parametrii a korelacni koeficient). Teoreticky se totiz maze stat, ze
sledované veli€iny jsou v zdkladnim souboru nezévislé, ale do vybéru se nahodou do-
stanou hodnoty, které urCitou zavislost vykazuji. Schématické znazornéni takové situ-
ace je na obrazku 10.15 . Je proto nutné se ptat, jakd je pravdépodobnost, zavislost da-
né dily najdeme jako disledek nahody pti vybéru.

Obrazek 10.15 — Hypote-
I ticky zakladni soubor dat
o s korelacnim  koeficien-
¢ »’ o . .
* 0 =
%W Pt ¢ ¢ saete o tem p=0 i regresnim
¢ . . .
IO 4 o 000 o koeficientem f=0. Za-
* ® oe® %o o RS N X .
9 * 4 ettt D) LR XX krouzkované body jsou
* o ¢ .0 v s FAI% vy
*y eoe @ e 0® o . oot moznym vybérem péti
o e PR IR o pozorovani, které vyka-
samd TR R4 . tt't"k ,
® o00 zuji statistic Znam-
é‘ OO 000 % 0¥ s maans, w000, Ju stat y W
* nou zavislost.
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10.7.1 Test vyznamnosti korelacniho koeficientu

Testujeme hypotézu
Ho: p = 0, korelacni koeficient zakladniho souboru (p) je nulovy, tj. mezi zkoumanymi
proménnymi neni statisticky vyznamna linedrni korelace.

Pro obecny ptipad mnohonasobného korelacniho koeficientu pouzijeme testové
kritérium

2
g - R(o-m) , (10.61)
(1-R?)m-1)
kde je
R je vypocitana hodnota mnohondsobného korelac¢niho koeficientu
m pocet parametri modelu,
které ma F-rozdéleni s (n-m) a (m-1) stupni volnosti. Jestlize plati, ze
FR < Fa,n—m,m—la
potom nezamitame Hy.
Tento vzorec pro parovy korelaéni koeficient pfechazi na tvar

t
o -r?

ktery ma Studentovo rozdéleni s (n-2) stupni volnosti. Plati-li ‘t‘> to.n2, potom Hy
zamitame.

Tento test je velmi citlivy na dodrzeni dvourozmérné normality. Pro urychleni
konvergence nahodné veliciny R k normalit¢ mizeme pouzit Rubenovu transformaci,
kdy veli¢inu tg nahradime veli¢inou (MELOUN - MILITKY 1994)

~n—=25-R
\/1-0.5R?

ktera ma 1 pro malé vybéry normované normalni rozdéleni.

Testovani podle vzorce 10.62 lze pouzit i pro parcidlni korelacni koeficient s
tim, Ze pocet stupiii volnosti kritické hodnoty se upravi podle vztahu f=n - k - 2, kde
k je pocet proménnych, které povazujeme za konstantni (stejn¢ jako u intervalovych
odhadti). Podobné upravime 1 vyraz v ¢itateli vzorce pod odmocninou, tj. napf. pro
parcialni korelacni koeficient I. fadu bude zde n - 1- 2, tj. n — 3 apod.

R(R) = (10.63)

10.7.2 Test vyznamnosti regresniho modelu jako celku

Je to test, ktery simultanné testuje vyznamnost koeficientu determinace a vSech
regresnich koeficientll vyjma absolutniho ¢lenu.

Ho: R’ =0, b =0, tj. regresni model je nevyznamny.

Testové kritérium i kritickd hodnota je shodné se vzorcem 10.61. Znamena to, zZe
pokud je zamitnuta nulova hypotéza, tak regresni model jako celek (tj. linearni kom-
binace vSech nezavislych proménnych) statisticky vyznamné ptispiva k odhadu zavis-
le proménné.
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Kromé¢ tohoto testu se Casto pouziva jako test vyznamnosti modelu i analyza
rozptylu. Pouzivame jednofaktorovou analyzu rozptylu (kde !faktorem* je regresni
model) v tpravé uvedené v tabulce 10.5 .

Vyuziti analyzy rozptylu jako testu vyznamnosti vychazi se schématu uvedené¢ho
na obrazku 10.5 . Celkova variabilita zavisle proménné se rozlozi na ¢ast vysvétlenou
modelem (analogie variability vysvétlené rozdilem mezi skupinami v bézné jednofak-
torové analyze rozptylu) a na Cast nevysvétlenou modelem (analogie variability vy-
svétlené rozdily hodnot uvnitt skupin).

Testové kritérium F se porovna s kritickou hodnotou F.;.n.m. Pokud je F >
Fom-1:n-m» pOotom zamitame nulovou hypotézu a piijimame zavér, ze regresni model je
vyznamny. Hodnoty F a Fg podle vzorce 10.61 vychazi ¢iselné stejné.

Zdroj ‘L o Pocet stupiii Primérny ¢tverec | Testové kri-
variability Soucet Etvercu odchylek volnosti odchylek (rozptyl) térium
mode| Sz =345 =¥V [ DFyeg =m -1 | Mygq =150
regresni model REG — Yi—Yy DFreg =m -1 REG — DF
i=1 REG
reziduum (ne- S
X n R M
vysvétleno re- _ )2 e My = F = —REG
gresnim mode- Sr z (YI Yi ) DFr=n-m DFy M
lem) i=1 R

Celkovy Sc = Z(yi - ?)2 DFc=n-1

Tabulka 10.5 — Vyuziti analyzy rozptylu jako testu vyznamnosti regresniho modelu

10.7.3 Test vyznamnosti jednotlivych regresnich koeficientt

Test uvedeny v kapitole 10.7.2 testuje regresni model jako celek. OvSem zvlasté
v modelech s vétsim poc¢tem nezavisle proménnych je nutné testovat i vyznamnost
jednotlivych regresnich koeficient. Pokud se ukaze, Ze néktery z nich neni vyznam-
ny, je zpravidla mozné ho z modelu vypustit bez ztraty vyznamnosti modelu jako cel-
ku.

MiiZeme také testovat hypotézu, Ze b; se rovna urcité hodnoté€ (nikoli pouze nu-
le), protoZe obecné plati, Ze

_b=P

t (10.64)
Sb
kde je
b vypocitané hodnota parametru (odhad parametru)
B hypoteticka (testovana) hodnota parametru
Sb sméerodatna odchylka parametru

Test pro j-ty regresni koeficient se provede nasledujicim zplisobem (s vyuzitim
vztaht z kapitoly 10.6.2):
Ho: b; = 0, tj. j-ty regresni koeficient je nevyznamny.
Pouzijeme testové kritérium
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b;-B;

T = (10.65)
J G \/q
kde je
b; odhad (vypocitana hodnota) j-t€ho regresniho koeficientu
Bi stanovena hodnota j-tého regresniho koeficientu (obvykle f3; = 0)
c odhad rezidualni smérodatné odchylky

Cij Jj-ty diagonalni prvek matice (X' X),
které ma Studentovo t-rozdéleni s (n-m) stupni volnosti.

Jmenovatel testového kritéria pro jednoduchou korelaci se mtize také stanovit
podle vzorce 10.57.

Pokud plati, ze | T; ‘ > tq/2,n-m » potom Hy zamitame a regresni koeficient pova-
Zujeme za vyznamny.

Priklad 10.7:

Testujte vyznamnost regresniho modelu i jednotlivych parametru podle prikladu
10.3.

Pro data z ptikladu 10.3 byl vypocitan mnohonasobny korelaéni koeficient R =
0.9844, z &ehoz plyne koeficient determinace R* = 0.969. PouZijeme testové kritérium
10.61

0.969(10 -3)
1-0.969)(3-1)
Kritickd hodnota Fys27 = 4.74 je mensi nez Fr. Znamena to, Ze navrzeny regresni
model je statisticky vyznamny (ale to neznamend, Ze je navrzen zcela optimalné, ze je
to nejlepsi ze vSech moznych modeld). Zaroven to znamena, ze i korela¢ni koeficient
je statisticky vyznamny.

Test pomoci analyzy rozptylu je uveden v tabulce 10.6.

=109.86

R

Soutet Primérny
Zdroj tvercit Pocet stupniiif ¢tverec Testové
variability volnosti odchylek kritérium
odchylek
(rozpty))
Model 5.330 2 2.665
Rezidua 0.170 7 0.024 109.864
Celkem 5.500 9

Tabulka 10.6 — Vysledky analyzy rozptylu pro data prikladu 10.3

Vysledky obou testl potvrzuji, Ze model jako celek je vyznamny.
Testovani jednotlivych regresnich koeficientii se provede podle vzorce 10.65
s vyuzitim vysledki ptikladu 10.3, napft. pro b;:
0.069 -0
T = =2.34

1™ 0.15547./0.036

Obdobné
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T, = 2.80

To =-7.43
Kritick4 hodnota ty 257 = 2.365, coz znamena, Ze koeficienty by a b, jsou vyznamné
(absolutni hodnoty jejich testovych kritérii jsou vyssi nez je kritickd hodnota), koefi-
cient by je (i kdyz ,,tésn¢*“) nevyznamny.

Pokud provedeme novy vypocet pro upraveny regresni model y = by + byx,, ziskdme
jiné regresni koeficienty by = 3.466 a b, = 0.0696. Korela¢ni koeficient poklesne jen
nepatrn¢ na 0.972. Pokud provedeme opakované testovani vyznamnosti, zjistime, Ze

model jako celek 1 jeho jednotlivé koeficienty jsou vyznamné.
e}

V této souvislosti je vhodné uvést mozné kombinace vysledka F-testu (test vy-
znamnosti celého modelu) a t-testd (testy vyznamnosti pro jednotlivé regresni koefi-
cienty) pro regresni modely a jejich hodnoceni — piehled je v tabulce 10.7 .

Ptesto, ze ve vétsSing pripadl tyto klasické testy vyznamnosti plné postacuji, je
nutno upozornit, Ze se na n¢ nelze vzdy ,,slepé spoléhat. Budeme to ilustrovat na na-
sledujicim ptikladu.

Vysledek F testu | Vysledek t -testu Hodnoceni modelu
nevyznamny vSechny nevyznamné | posuzované veliiny jsou linedrné¢ neza-
vislé nebo model je nevhodny (nevystihu-
je variabilitu zavisle proménné)
vyznamny vSechny vyznamné |vhodny (ale nemusi byt optimalné navr-
zen)

vyznamny nékteré nevyznamné |vhodny (je mozné vypustit nevyznamné
¢leny modelu)

vyznamny vSechny nevyznamné | zvlastni ptipad zplisobeny multikolineari-
tou — je nutné upravit nebo zcela zménit
model

Tabulka 10.7 - Hodnoceni vyznamnosti regresnich modeli na zakladé F-testu a t-testu

Piiklad 10.8:

Pro nasledujici simulovana (tabulka 10.8 ) data podle Anscomba (podle ME-
LOUN-MILITKY 1994) stanovte parametry regresniho modelu y = b; + byx. Testujte vy-
znamnost regresniho modelu i jednotlivych parametrii.

0 Vybér A | Vybér B | Vybér C Vybér D
Cislo bodu X y Y y Y y % X y Y
1 4 4.26 3.10 5.39 8 6.58
2 5 5.68 4.74 5.73 8 5.76
3 6 7.24 6.13 6.08 8 7.71
4 7 4.82 7.26 6.42 8 8.84
5 8 6.95 8.14 6.77 8 8.47
6 9 8.81 8.77 7.11 8 7.04
7 10 8.04 9.14 7.46 8 5.25
8 11 8.33 9.26 7.81 8 5.56
9 12 1084 913 {15 b 791
10 13 758 | are | 12.74 8 6.89
11 14 9.96 | 8.10 8.84 19 12.50




Tabulka 10.8 — Simulovana data podle Anscomba

Vysledky regresni analyzy téchto Ctyf vybéra jsou prekvapivé. Ackoli se podle
grafického zobrazeni na obrazku vSechny vybéry zietelné lisi, plati pro né stejné ¢i-
selné vysledky: b; = 3.0, b, = 0.5, korelacni koeficient je prakticky shodny a vSechny
parametry 1 model celkové se jevi na zaklad¢ testd jako vyznamné (hodnota Fr podle
vzorce 10.61 se pohybuje v rozmezi 17.96 — 18.00 oproti kritické hodnoté Fy s.1.0 =
5.12, hodnota t podle vzorce 10.65 pro parametr b, je roven 2.67 a pro parametr b, =
4.24 oproti kritické hodnot€ tg 5.0 = 2.26). To znamena, ze podle hodnoceni testi vy-
znamnosti z tabulky by mél byt model pro vSechny vybéry vhodny. Pfitom z obrazku
10.16 je ziejmé, Ze pfimka je vhodna pouze pro vybér A. Vybér B je mozné 1épe vy-
stthnout kfivocarou zavislosti, vybér C, ackoli je pfimce nejblize, je ovlivnén jednim
vybocujicim bodem a vybér D je zcela zvlastni ptipad dat, ktery ilustruje, jakou
»moc* miize mit v regresnim modelu jediny bod.

Vybér A Vybér B
14 14
12 +
> >
y=0,5x + 3,0
21 R=0,8164
0 t 0 t
4 6 8 10 12 14 16 8 10 12 14 16
X X
Vybér C Vybér D
14 14
*
12 + 12 +
10 +
o
>
6 4
s
4t y =0,5x + 3,0 4T y=0,5x+3,0
R=0,8162 =
o1 ol R=0,8165
0 t 0 t t t
4 6 8 10 12 14 16 8 10 12 14 16 18 20
X X

Obrazek 10.16 — Grafické znazornéni Anscombovych dat a jejich modelu

Je nutné zdlraznit, Ze v tomto pfipad€ byla data imysIné volena tak, aby nesho-
da modelu s daty byla ,,do o¢i bijici“. V mnoha piipadech jsou rozdily daleko jemné;si

vvvvvv

modelu a jeho diagnostiky budou uvedeny v dal$im textu.
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10.7.4 Testy shody jednoho, dvou a vice korela¢nich koeficientii

10.7.4.1 Test shody korelacéniho koeficientu se zadanou hodnotou (normou)
Testujeme nulovou hypotézu
Ho: o = py, tj. korelacni koeficient zdkladniho souboru p se rovna dané hodnoté (nor-

mé), tedy rozdil mezi vybérovym korelacnim koeficientem a hodnotou py je jen
nahodny.

Vzhledem k tomu, ze ndhodna veliCina » (korela¢ni koeficient) nema normalni
rozdéleni, musime i zde, podobné jako u intervalovych odhadii, pouzivat Fisherovu
transformaci podle vztahu 10.48. Pouzijeme testové kritérium

Z,=\2,-2,|-/n-3 (10.66)
kde je
Z: Fisherova transformace vybérového korela¢niho koeficientu
Zy,  Fisherova transformace normované (zadané) hodnoty korela¢niho koeficientu
zakladniho souboru
Testovée kritérium Z; porovnavame s kvantilem normovaného normélniho rozde¢-
leni z,,. Je-li testové kritérium vyssi nez z,», zamitame Hy.

10.7.4.2 Test shody dvou korelacnich koeficientii

Testujeme nulovou hypotézu
Ho: p; = po, vybérové korelacni koeficienty r; a r; pochazeji ze zakladnich souboru,
Jjejichz korelacni koeficienty jsou shodné, tedy rozdil r;- r; je pouze nahodny.

Je-li rozsah obou porovnavanych vybéra n; a n; rizny, pouzijeme testové krité-
rium

7, = ‘Z“ ~ % (10.67)
2 1 | .
+
jsou-li rozsahy vybért stejné, potom ma testoveé kritérium tvar
\zrl -7,

Ly=——— (10.68)

2

n-3

Také zde se jako kritickd hodnota pouzivd kvantil normovaného normalniho
rozdéleni z,,. Je-1i testové kritérium vyssi nez z,,, zamitdme Hy. V tom piipadé oba
vybéry pochazeji ze zakladnich soubort, jejichz korelacni koeficienty se lisi.

V piipad€, Ze nulovou hypotézu nezamitneme, piedpokladame, Ze oba vybéry
pochazi ze zakladnich soubort se shodnymi korelacnimi koeficienty a tehdy mizeme
vypocitat spolecny korelacni koeficient pro zdkladni soubor vznikly spojenim obou
porovnavanych soubort
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(n1 —3)2rl +(n2 —3)er (10.69)
zZ, = .
) (n; =3)+(n; -3)
pokud maji oba piivodni vybéry stejny pocet prvki, potom se pouzije zjednoduSeny
vzorec

z, +z,
zZ, = B (10.70)
Hodnoty z,, vychazeji transformované, konecna hodnota r,, se ziska odtransfor-
movanim podle pfisluSnych tabulek nebo pomoci funkce FISHERINV(z,,) v Excelu.

Priklad 10.9:

V prikladu 10.1 byla pro zavislost délky a Sirky bukovych listii stanovena hodno-
ta r; = 0.933 pro vyber n; = 20. Poté byl proveden na jiné lokalité vyber n, =26 a byl
stanoven r; = 0.869. Posudte, zda tésnost zavislosti na obou lokalitach je mozné po-
vazovat za stejnou.

Pouzijeme testové kritérium 10.67, protoze zavislost bude mozné povazovat za
stejnou, pokud se budou rovnat korela¢ni koeficienty

16811329

2
\/ 1 1
+
20-3 26-3
Testové kritérium je mensi nez kriticka hodnota z,, = 1.96, tedy miizeme ucinit zavér,

zZe tésnost vztahu mezi délkou a Sitkou bukovych listi na obou lokalitach je stejna.

Miuzeme tedy vypocitat spolecny korela¢ni koeficient podle vztahu 10.69
zZ, = (20-3)1.681+(26-3)1.329 _ 1.479 = FISHERINV(1.479) =r1,, =0.901
(20-3)+(26-3)

=1.101

Spole¢ny korelaéni koeficient pro obé lokality je 0.901.

10.7.4.3 Test shody vice korelacnich koeficientit

Testujeme nulovou hypotézu
Ho: p; = po= ...= pi, vSechny porovnavané korelacni koeficienty ry, r,, ..., vy pochdzi
ze zakladnich souboriu se shodnymi korelacnimi koeficienty, tedy rozdily mezi nimi (v,
— Ty ¥ — T3, ..., Vel — k) jSOU pouze nahodné.

Pouzijeme testové kritérium

2ot {gl (n; _3)Zi:|2

=l (n; -3)
i

(10.71)

které porovname s kritickou hodnotou g1
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Pokud nezamitneme nulovou hypotézu, predpokladame, Ze vSechny vybéry po-
chézi ze zékladnich souborii se spolecnym korelacnim koeficientem. Stejné jako
v ptipad¢ dvou korelac¢nich koeficientl, i zde miizeme vypocitat spolecny korelacni

koeficient
k

Z(ni _3)21

A — (10.72)

Z(ni —3)

i=1

kde transformovanou hodnotu z, pfevedeme na ry pomoci tabulek nebo FISHE-
RINV(zy).

Pokud je nulova hypotéza zamitnuta, znamena to, Ze alespoit mezi dvéma kore-
lacnimi koeficienty je statisticky vyznamny rozdil. MiZzeme provést mnohonasobna
porovnani, abychom zjistili, mezi kterymi korela¢nimi koeficienty tento rozdil je.
Pouzijeme k tomu modifikaci Tukeyho metody (viz kapitola 9 o analyze rozptylu).
Testujeme nulovou hypotézu

Ho: ps4 = ps, tj. vvbéry A a B pochazeji ze zakladnich souboru, jejichz korelacni
koeficienty se rovnaji.

Z)—Zg
== 10.73
q SE (10.73)
kde je pro shodné velikosti obou porovnavanych vybéri (n)
1
SE = (10.74)
n-3
a pro rizné velikosti obou porovnavanych vybéri (n; a n,)
1 1 |
SE= |- + (10.75)
Testové kritérium q se porovnava s kritickou hodnotou studentizované¢ho rozpéti
qcx;oo;k-
Piiklad 10.10:

Testujte shodu tri korelacnich koeficientu r; = 0.52 (n; = 24), r» = 0.56 (n; =
29)ar; =0.87 (n; = 32).

Pouzijeme kritérium 10.71, kde transformované hodnoty podle Fisherovy trans-
formace budou Z; = 0.576, Z, = 0.633 a Z3 = 1.333. Poté vyjde hodnota X2 = 0.478.
Kriticka hodnota x20,05;2 =5.991, coz znamena, ze x2 > x20,05;2, tedy zamitdme nulovou
hypotézu. Mezi porovnavanymi korelacnimi koeficienty je alespoil jeden statisticky
vyznamny rozdil. Ktery to je, zjistime pomoci metody mnohonasobného porovnani
prostiednictvim vzorct 10.73 a 10.75. Vysledky jsou v tabulce 10.9 .

114



Srovnani korela¢nich Testové Kritickd
koeficienti vybéri B a A L SE kritérium q ho((linota Vysledek testu
0.05
3-1 0.757 0.203 3.728 3.314 Zamitame H,
3-2 0.700 0.191 3.667 3.314 Zamitame H,
2-1 0.057 0.207 0.273 3.314 Nezamitame H,,

Tabulka 10.9 — Vysledky mnohonasobného porovnani korelaénich koeficienti

Vysledky je mozné interpretovat tak, ze korelacni koeficient r; = 0.87 se statisticky

vyznamné 1i81 od ostatnich dvou koeficienti, které tvotfi homogenni skupinu.
R RRRRRRRRR53,>["_——....,

10.7.5 Testy shody regresnich modela

v

Castou statistickou tilohou je vySetiit shodu regresnich modelti. Nejéast&jsi tilo-
hy jsou tyto:
® porovnava se jeden empiricky regresni model s ,,normovanym* (teoretic-
kym) modelem, tj. s danou zavislosti (napf. pfevzatou z literatury) a ovétu-
je se, zda empiricky model teoretické zavislosti vyhovuje;

® porovnavaji se dva nebo vice empirickych modeli mezi sebou a ovéiuje
se, zda je mozné piijmout tvrzeni, Ze vSechny porovndvané vybéry pochdzi
z jednoho zékladniho souboru, kde plati jeden regresni model.

Obrazek 10.17 ukazuje mozné varianty, v jakych parametrech se mohou linearni
regresni modely lisit. Obrazek A ukazuje shodné modely — obé pfimky se nelisi ani
v v absolutnim ¢lenu (tj. tseku na ose Y, viz obrazek 10.9 ) ani ve smérnici, tj. sklo-
nem piimky. Ostatni obrazky ukazuji neshodné modely — lisici se bud’ tsekem nebo
smérnici nebo obojim.

Z obrazkl vyplyva, Ze pro posouzeni shody modelil je nutné testovat jak abso-
lutni ¢len (a), tak 1 regresni koeficient (b). Jednotlivé testy si ukazeme na nejjedno-
dussim modelu — na ptimce.

10.7.5.1 Test shody empirického a teoretického modelu piimky
Testujeme nulovou hypotézu
Hy: Empiricky model y’ = a + bx pochazi ze zakladniho souboru, jehoZz model
y'=a+ px je shodny s teoretickym modelem y’y = oy +fpx, 4j. plati a = oy, [

:ﬂo-

Nejdiive budeme testovat regresni ¢len S resp. jeho odhad b. Miize se pouzit
testovaci kritérium zndmé jiz z kapitoly 10.7.3 o testovani regresnich parametrii

b—B

Sb
kde sy je smérodatna odchylka regresniho (obecné testovaného) ¢lenu regresniho mo-
delu (stanovime podle postupu v kapitole 10.7.3, které ma kritickou hodnotu te n-o.

t= (10.76)
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Obrazek 10.17 — Mozné vztahy dvou regresnich modeli — (A) shodné modely — shoduji se v useku
i ve smérnici, (B) neshodné modely — shoduji se v tiseku, ale lisi ve smérnici,
(C) neshodné modely — liSi se v useku (systematické posunuti), shoduji ve
smérnici, (D) neshodné modely — lisi se isekem i smérnici

Pokud je nulova hypotéza zamitnuta, jiz vime, ze se nejedna o shodné modely,
empiricky a teoreticky model se neshoduje minimalné ve smérnici (tedy piipad B ane-
bo D z obrazku 10.17). V tomto okamziku obvykle jiz testovani mtze skoncit, pouze
pokud je pro nas dilezité, zda se modely shoduji alespoil v useku, mizeme testovat
shodu absolutniho ¢lenu. Pokud nulovad hypotéza o regresnim ¢lenu neni zamitnuta
(smérnice povazujeme za shodné), musime pokrac¢ovat testem absolutniho ¢lenu, aby-
chom zjistili, zda modely nejsou systematicky posunuty.

Testovani absolutniho ¢lenu provedeme stejné, tj. podle vzorce 10.76.
Nulova hypotéza v tomto ptipadé fika, ze oba absolutni Cleny, empiricky i teoreticky,
si jsou rovny (v tom ptipad¢€ by ptimky lezely na sob¢, byly by shodné).
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Priklad 10.11:

Stanovte parametry modelu piimky pro vztah mezi hustotou dieva p (kg/m’) a
koeficientem objemového bobtnani aV (%). Posudte, zda se tento empiricky model
shoduje s teoretickym modelem oV = 0.028 -p. Mérené hodnoty jsou v tabulce 10.10 .

Cislo Koeficient | Cislo Koeficient | Cislo Koeficient
.. .| Hustota ., .. .| Hustota ., .. .| Hustota .,
méreni bobtnani | méreni bobtnani | méreni bobtnani

1 469.03 15.18 16 502.00 17.80 31 413.90 14.60
587.50 16.29 17 619.00 17.90 32 616.80 16.30
718.60 17.71 18 745.00 17.75 33 736.20 18.40
475.10 20.40 19 369.00 13.00 34 452.00 19.60
614.40 19.80 20 734.00 19.00 35 560.00 19.20
753.00 21.90 21 641.00 16.00 36 792.00 21.30
497.00 24.90 22 446.00 13.70 37 490.00 18.47
626.00 20.67 23 645.00 19.50 38 627.00 17.22
9 847.00 23.76 24 738.00 17.80 39 710.00 15.35
10 419.00 17.80 25 503.00 22.30 40 440.00 18.10
11 649.00 19.60 26 612.00 18.30 41 646.00 17.50
12 687.00 16.30 27 709.00 22.10 42 738.00 16.30
13 338.00 12.30 28 384.00 13.97 43 471.30 14.70
14 654.00 18.10 29 661.00 16.87 44 587.50 16.70
15 825.00 23.00 30 794.00 21.04 45 718.40 17.80

(e} BN fo | RO} RSN QUSH B}

Tabulka 10.10 — Hodnoty hustoty dieva a koeficientu bobtnani

Nejprve béznymi metodami stanovime empiricky model, pro zadanéd data bude
mit tvar aV’ = 11.842 + 0.0104-p. Teoreticky model je dan tvarem aV = 0.028-p. Mu-
sime tedy testovat nulovou hypotézu , Ze hodnoty empirického (0.0104) a teoretického
regresniho  koeficientu (0.028) se rovnaji. Vypocitdme hodnotu s, podle postupu
v kapitole 10.7.3 a pouzijeme testové kritérium 10.76

._[0.0104-0.028 _

0.002821
to.025.43 = 2.02

6.24

Porovnanim testového kritéria a kritické hodnoty zjistime, ze 6.24 > 2.02, tedy nulo-
vou hypotézu o shod¢ empirického a teoretického modelu zamitdme. Namétené hod-
noty neodpovidaji teoretickému modelu. Déle jiz testovat nemusime, protoze jsme
zodpovédéli hlavni otazku — modely nejsou shodné. Zavér testu potvrzuje 1 grafické
znazornéni na obrazku 10.18 .
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Obrazek 10.18 — Porovnani teoretického a empirického modelu

10.7.6 Test shody dvou linearnich modelu

Pro testovani shody dvou empirickych linedrnich modelt se pouzivd Chowitv
test. Vychazime z testovani shody regresnich parametrti dvou linearnich modeli

y1=XiBi + &

V2=XyB: + &
kde je
Xi matice n; x m nezavisle proménnych prvniho modelu
X, matice n, x m nezavisle proménnych druhého modelu
Y1 vektor n; xI1 zavisle proménné prvniho modelu
Y2 vektor n; x1 zavisle proménné druhého modelu

Pfi tomto testu vyuZzijeme tzv. slozeného modelu, tj. oba porovnavané vybéry
slouc¢ime do jednoho a také pro n¢j stanovime parametry stejného modelu jako pro
oba dil¢i vybéry.

Formulujeme nulovou hypotézu:

Ho: B1 = Ba, 4. regresni koeficienty obou modelii jsou shodné.

Pouzijeme testové kritérium

_ (RSC, —RSC,; —RSC,)(n - 2m)
(RSC, +RSC,)-m

Fe (10.77)
kde je
n celkovy pocet prvkii obou vybéra, tj. n; + ny
RSC; rezidualni soudet ¢tverct slozeného modelu
RSC,; rezidualni soucet ¢tvercii prvniho modelu
RSC, rezidualni soucet ¢tverct druhého modelu
Rezidualni soucet ¢tvercli se obecné vypocita
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n
1\2
RSC=>(y; - v!) (10.78)
i=1
Pti hodnoceni vysledku testu musime brat v tivahu, zda reziduélni rozptyly obou
vybéri (podle vzorce 10.55) jsou shodné nebo nejsou, tj. o> =o,> (nutno testovat F-
testem pro rozptyly). Pokud jsou, pouzijeme F-rozd€leni s m a n-2m stupni volnosti.
Pokud plati, ze 5,” # 6,7, pouzijeme po&et stupiiii volnosti m a r, kde r vypo&itame

= [(nl —m)o; +(n, ‘m)“g]z (10.79)
(n, —m)o; +(n, —m)o;

Piiklad 10.12:

Porovnejte dva modely zavislosti mezi hustotou dieva (kg/m’) a koeficientem
bobtnani (%). Stanovte, zda jsou oba modely shodné. Mérend data jsou v tabulce

10.12.

Oba porovnavané modely jsou piimkové zavislosti. Vyuzijeme vztahu 10.77.
K jeho vypoctu musime znat rezidudlni sumy c¢tvercti. Pottebné hodnoty udava tabul-
ka 10.11 .

Model a b RSC n Rezidualni
rozptyl
Model I 11.842 0.01040 266.982 45 6.209
Model 11 10.235 0.01113 215.884 48 4.693
Slozeny model 10.999 0.01079 514.614 93 5.655
Tabulka 10.11 — Udaje potiebné k vypoétu testu shody dvou modeli
Dosadime tyto hodnoty do testového kritéria
514.614-266.982 —-215.884)-(93 -4
Fo = ) O379) _ 5 926

(266.982 +215.884)-2

Vyslednou hodnotu porovname s kritickou hodnotou Fy gs.2.39 = 3.099. Znamena to, ze
testové kritérium je mensi, tedy nezamitdme hypotézu o shodé obou modelt. Vyse
uvedenou kritickou hodnotu jsme mohli pouZzit proto, ze rezidualni rozptyly obou mo-
deld jsou stejné (potvrzeno F-testem).

Vzajemné vztahy obou modell jsou zietelné z obrazku 10.19 . Smérnice obou
pfimek jsou shodné, modely se 1iSi systematickym posunutim (tedy absolutnim ¢le-
nem). Rozdil absolutnich ¢lenti je na hladin€ vyznamnosti o = 0.05 povazovan jesté za
nahodny.
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Model I Model I

Cislo Hustota | Koeficient Cislo Hustota | Koeficient

N dfeva | bobtnani . dieva bobtnani
méreni (kg/m3) (%) méreni (kg/m3) %)
1 469.03 15.18 1 363.90 12.64
2 587.50 16.29 2 596.29 17.45
3 718.60 17.71 3 685.84 13.41
4 475.10 20.40 4 367.60 16.66
5 614.40 19.80 5 635.52 21.04
6 753.00 21.90 6 730.57 17.44
7 497.00 24.90 7 381.00 14.10
8 626.00 20.67 8 630.00 17.60
9 847.00 23.76 9 727.00 18.10
10 419.00 17.80 10 430.00 15.48
11 649.00 19.60 11 644.00 16.00
12 687.00 16.30 12 761.00 22.15
13 338.00 12.30 13 358.94 11.90
14 654.00 18.10 14 650.90 16.20
15 825.00 23.00 15 790.95 19.50
16 502.00 17.80 16 410.10 17.49
17 619.00 17.90 17 653.90 16.58
18 745.00 17.75 18 729.60 17.56
19 369.00 13.00 19 457.00 18.74
20 734.00 19.00 20 615.00 17.13
21 641.00 16.00 21 727.00 18.67
22 446.00 13.70 22 393.80 10.30
23 645.00 19.50 23 618.10 15.00
24 738.00 17.80 24 815.70 20.50
25 503.00 22.30 25 476.00 11.70
26 612.00 18.30 26 650.20 14.02
27 709.00 22.10 27 762.30 18.70
28 384.00 13.97 28 470.51 17.40
29 661.00 16.87 29 627.38 18.82
30 794.00 21.04 30 744.44 18.12
31 413.90 14.60 31 396.50 10.27
32 616.80 16.30 32 653.00 17.80
33 736.20 18.40 33 753.20 19.60
34 452.00 19.60 34 413.26 19.85
35 560.00 19.20 35 627.70 15.42
36 792.00 21.30 36 817.24 19.19
37 490.00 18.47 37 418.50 17.30
38 627.00 17.22 38 642.41 18.40
39 710.00 15.35 39 794 .87 18.10
40 440.00 18.10 40 594.00 19.80
41 646.00 17.50 41 661.00 16.80
42 738.00 16.30 42 749.00 18.00
43 471.30 14.70 43 456.97 13.80
44 587.50 16.70 44 628.50 18.80
45 718.40 17.80 45 726.20 18.02
46 446.60 16.51
47 632.80 17.48
48 770.97 19.34

Tabulka 10.12 — Méfené uidaje pro porovnani dvou modeli vztahu mezi hustotou di‘eva a koefi-
cientem bobtnani
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Obrazek 10.19 — Grafické porovnani dvou modeli
|

Existuji 1 testy, které porovnavaji vice modela (nez dva) zaroven. Jejich vypocet
je znaén¢ komplikovany. Zajemci najdou podrobnosti napf. v. MELOUN-MILITKY
1994 a ZAR 1984.

10.7.7 Test vhodnosti linearniho modelu

V nékterych ptipadech je nutné posoudit, zdali pro vystizeni experimentalnich
dat je mozné vyuzit linearni model nebo je vhodné&jsi pouzit nelinedrni. K tomuto tuce-
lu se poziva napf. test Uttsové.

Hy: navrzeny linedarni regresni model je spravny.

Vyuziva se zde rezidualni soucet ¢tvercli RSC pro zkoumany model a RSC, pro
model s vyuzitim n; prvkl ve statistice

(RSC ~RSC, )n, —m)
kterd ma F-rozdéleni s n-n; a n; - m stupni volnosti. Doporucuje se volit n; = n/2 a za-
fadit mezi vybrané body ty, které maji nejmensi hodnoty diagonalnich prvkl projekéni

vvvvv

F, = (10.80)

FU > F(x,n-nl,nl-m
nelze povazovat navrzeny linedrni model za pftijatelny.
Tento test je mozné doplnit pouzitim charakteristik uréenych k porovnani
vhodnosti riznych linearnich modeli. Mezi jejich vyhody patii zpravidla snadnéjsi
vypocet a jednoduchd interpretace. Mezi ¢asto uzivané charakteristiky patii

e stfedni kvadratickd chyba predikce (MEP), ktera se vypocitd podle
vztahu
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1 i e?
MEP=—) —— (10.81)
nj_; (1 -H;; )2
kde je
ei ¢tverec rezidui modelu
Hii i-ty diagonalni prvek projek¢ni matice H
Cim je MEP menSi, tim je dany model vhodnéjsi.

e Akaikovo informacni kritérium (AIC), které¢ patii mezi nejznamé;jsii cha-
rakteristiky vhodnosti modelu

AlIC=n- ln( RSC

n

I zde plati, ze ¢im je AIC menS$i, tim je model vhodnéjsi.

Pokud je to mozné, neni vhodné spoléhat pouze na jediny test nebo charakteris-
tiku. Mohou nastat ptipady, kdy urcita statistika ,,selze, proto je vhodné porovnat vi-
ce testl a jejich zakladé rozhodnout.

Na tomto misté je nutné zdiiraznit, Ze vySe uvedené statistiky a testy mtizeme
pouzit jen pro porovnani téch modelii, které vyhovuji svymi vlastnostmi charak-
teru reSeného problému.

)+2m (10.82)

Priklad 10.13:

Porovnejte vhodnost modelu primky pro vybér A a vyber B z prikladu 10.8. Pro
vwhér B také porovnejte vhodnost modelu paraboly y = [ + fax + 35 x°.

Reseni podrobné rozebereme na piikladu vybéru A, pro ostatni vybéry je feseni
obdobné.
Pro test spravnosti modelu vyuzijeme test Uttsové:

® Vypocitame parametry modelu piimky, z nichZ nas pro vypocet testového
kritéria bude hlavné zajimat RSC (rezidualni suma ¢tvercit), v tomto piipa-
dé RSC =13.763

e Vyuzijeme diagondlnich prvki projekéni matice H (postup jejiho vypoctu
viz piiklad 10.3) pro stanoveni velikosti modelu n;. Je nutné vybrat mini-
malni diagonalni prvky v rozsahu zhruba n/2. Pro vybér A vypada matice H
takto (diagonalni prvky jsou zvyraznény a pét nejmensich vybranych prvkl
je v ramecku):

[0:100 ] 0.082  0.127 0.091 0.109 0.136 0064 0045 0.118 0.073 0.055
0.082 | 0.100 ] 0.055 0.091 0.073 0.045 0.118 0136 0064 0.109 0.127
0.127 0055 0236 0.091 0.164 0273 -0.018 -0.091 0200 0.018 -0.055
0.091 0.091 0.091 [0.09 ] 0.091 0.091 0.091 0.091 0.091 0.091 0.091
0.109 0073 0.164 0.091 [ 0.127 ] 0.182 0.036 0.000 0.145 0.055 0.018
0.136 0045 0273 0091 0.82 0318 -0.045 -0.136 0227 -0.000 -0.091
0.064 0.118 -0.018 0.091 0036 -0.045 0.73 0227 0.009 0.145 0.200
0.045 0.136 -0.091 0.091 0.000 -0.136 0227 0318 -0.045 0.182 0.273
0.118 0.064 0200 0.091 0.145 0227 0.009 -0.045 0.173 _0.036_ -0.018
0.073  0.109 0.018 0.091 0.055 -0.000 0.145 0.182 0.036 0.164
0.055 0.127 -0.055 0.091 0018 -0.091 0200 0273 -0.018 0.164 0.236
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Nejmensi diagondlni prvky jsou Hj 1, Hao, Has, Hss a Hig10. Znamena to, Ze
pro model o rozsahu n; = 5 vybereme prvky 1, 2, 4, 5 a 10.

® Vypocitame znovu regresni model pro tyto vybrané prvky, zde RSC = 3.54.
® Dosadime do vztahu 10.80 (n=11, m =2, n; =5):
13.763-3.54(5-2)
3.54(11-5)
Vzhledem k tomu, Ze 1.44 < 8.94 (F¢0s63), mizeme povazovat model piim-
ky za pfi- jatelny.

Pro vybér B obdobnym zplisobem vybereme stejné prvky (regresni parametry
obou vybéri jsou stejné) a vypocitame Fy = 29.98, coz je vétsi hodnota nez kvantil
8.94, takze model piimky je pro vybér B nevhodny.

Stejné postupujeme u modelu paraboly pro vybér B. Zde vybereme prvky 1, 2,
5,7,9 a 10 (tedy n; = 6, protoze nékteré¢ prvky Hii byly shodné) a vypocitame Fy =
5.98, coz je mensi nez 9.01 (Fy0s53), takze model paraboly je pro vybér B ptijatelny.

Pokud pro porovnani pouzijeme MEP a AIC, dostaneme vysledky z nésledujici
tabulky

=1.44

FU:

Vybér | Typ modelu MEP AIC

A piimka 1.871 6.47
A parabola 1.955 7.76
B piimka 2.204 6.47
B parabola | 3.11*10° | -138.16

Tyto vysledky potvrzuji, ze pro vybér A je vhodnéj$im modelem piimka, pro vybér B

parabola.
e}

10.7.8 Test zavaznosti multikolinearity

Problematika multikolinearity byla podrobnéji rozebrana jiz v kapitole 10.5.2.2,
ktera se tykala pfedpokladi MNC. Uvedli jsme, ze multikolinearita (ktera je v riizné
mife pritomna ve vétSiné modelti mnohonéasobné regrese) nemusi mit ,,Skodlivé™ ucin-
ky vzdy, ale az od urcité miry jejiho vyskytu. Z tohoto diivodu byl vyvinut test, ktery
,,meETi* silu multikolinearity - Scottiv test, ktery je zalozen na testovém kritériu (ME-
LOUN - MILITKY 1994)

Fr _
T,
Mp = FS (10.83)
R +1
Ts
kde je
Fr testové kritérium vyznamnosti regresniho modelu (vztah 10.61)
Ts se stanovi podle vzorce
m
2
oy
Tg =+ (10.84)

m-—1
kde T; je testové kritérium podle vzorce 10.65
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Pokud je Mt
vyssi nez 0.80 model je z hlediska multikolinearity nevyhovujici a je nutné

provést jeho upravu;

0.33-0.80 model je z hlediska multikolinearity nevhodny a je doporude-
no provést jeho upravu;
do 0.33 model je z hlediska multikolinearity vyhovujici, ipravy nejsou

potiebné.

JestliZe test potvrdi silnou multikolinearitu, je mozné vypustit nékteré proménné
(coz neni vzdy vhodné nebo mozné feSeni) nebo je mozné regresni model vypocitat
metodou racionalnich hodnosti misti MNC (podrobn&ji viz MELOUN - MILITKY 1994).

Jinym kritériem popisujicim silu multikolinearity, je Variance Inflation Factor
(VIF). Stanovi se jako diagonalni prvky matice (R)™, kde R je korelaéni matice vy-
svétlujicich (nezavislych) proménnych. Postup je jednoduchy — vypocitame korelacni
matici vysvétlujicich proménnych, provedeme jeji inverzi (oboji lze provést napt.
v Excelu) a diagondlni prvky této matice jsou ptimo VIF hodnoty. Pokud jsou hodnoty
VIF vyssi nez 10, jedné se o neptipustné silnou multikolinearitu.

Priklad 10.14:
Posud'te multikolinearitu pro data prikladu 10.2.

Ptiklad 10.2 byl zaméfen na vypocet parcidlnich korela¢nich koeficientl. Jeho
vysledky indikovaly moznost vyskytu multikolinearity (tedy vzajemné zavislosti ne-
zavislych proménnych). Mame posoudit, nakolik je multikolinearita v tomto ptipadé
zavazna. Musime stanovit regresni model (jeho konstrukce bude podrobnéji rozebrana
pozdé&ji v kapitole o regresni diagnostice). Model mé celkem Ctyfi parametry (absolut-
ni ¢len a tfi regresni parametry pro vycetni tloustku, vysku a délku koruny). Hodnoty
testovych kritérii T; jsou néasledujici: T (pro absolutni ¢len) = -9.683, T, = 10.431, T
=1.392 a T4 = 1.497. Hodnota testového kritéria pro test vyznamnosti modelu je Fr =
481.69. Z téchto udaji vypocitame T podle vztahu 10.84 s vysledkem 68.918 a dosa-
dime do testového kritéria 10.83 a ziskdme hodnotu Mt = 0.749. Podle tabulky uve-
dené jako vyhodnoceni se jednd o model nevhodny (blizi se hranici pro model nepfija-
telny) a je doporucena jeho Uprava.

Pokud bychom chtéli stanovit také VIF hodnoty, musime nejdfive vypocitat ko-
rela¢ni matici nezavislych proménnych a poté ji invertovat:

T [0.929868] 0.90576 8.020048] -5.28252] -2.32733
0.929868 [ [0.934574] C————— > [-5.28252[ 11.38007] 585082
0.90576 |0.934574| 1 22.32733| -5.85082] 8.576028

R R

Diagonalni prvky (VIF) jsou zvyraznény tu¢né. Vidime, ze v jednom piipad¢ je hod-
nota 10 pfekrocena, v ostatnich piipadech se ji VIF zna¢né blizi. Potvrzuje to tedy za-
very Scottova kritéria, ze v daném modelu je silnd multikolinearita, ktera si nezbytné
vyzaduje upravu modelu.
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10.8 Regresni diagnostika

MNC plné vyhovuje pouze v ptipadech, kdy jsou splnény jeji predpoklady podle
kapitoly 10.5.2.2. Pokud tyto pfedpoklady nejsou splnény, potom MNC nedava nej-
lepsi nevychylené odhady regresnich parametrti. Problémy mohou nastat v kterékoli
slozce tzv. regresniho tripletu - data, model a metoda odhadu.

Regresni diagnostika tedy zkouma (MELOUN - MILITKY 1994):

e kvalitu dat pro navrZzeny model
e kvalitu modelu pro dan4 data
e spInéni piedpokladi MNC

10.8.1 Analyza rezidui

Analyza rezidui (odchylek naméfenych a modelovych hodnot skute¢ného mode-
lu) je Castou metodou analyzy regresniho modelu. Vychazi se z ptedpokladu, Ze rezi-
dua e; maji stejné vlastnosti jako chyby ¢ (které vyjadiuji ndhodnou slozku teoretické-
ho, idealniho modelu). Tento ptedpoklad nebyva casto splnén. Hlavni odchylky jsou
v nésledujicich vlastnostech:

e rezidua jsou korelovand, 1 kdyz chyby jsou nezavislé;

e rezidua maji nekonstantni rozptyl;

e neindikuji spravné vybocujici body (bod s nejvyssim reziduem nemusi byt

vlivny);

e vykazuji vyssi stupen normality nez chyb (tzv. efekt supernormality).

Proto je vhodné pouzivat rizné specialni typy rezidui (podrobnéji napt. ME-
LOUN-MILITKY 1994).

K ur¢itym ucelim mtze byt velmi ndzornd a vhodna grafickéd analyza rezidui.
Pouzitivaji se tfi typy graft:

Typ grafu Osa X OsaY
I potadové ¢islo bodu i reziduum e;
11 Jj-td nezévisla proménna x; reziduum e;
111 vypocitand (modelovd) hodnota y’; | reziduum e;

Zakladni typy obrazct grafii I — III jsou na obrazku 10.20 .

Zakladnim tvarem vSech tii typd je ,,mrak® bodi (A), coz je indikace ,,bezpro-
blémového* modelu.

Tvar klinu (B) ve vSech tfech typech indikuje heteroskedasticitu (nekonstant-
nost rozptylu) zavisle proménné (obvykle pomize transformace, napf. logaritmicka,
nebo pouziti modifikované MNC).

Tvar pasu (C) u graft L. typu indikuje chybu ve vypoctu nebo ptitomnost vybo-
Cuyjicich bodi, u typu grafu II. nepfitomnost proménné x; v modelu, u typu III je to
upozornéni na moznou chybu ve vypoctu nebo na chybe¢jici absolutni ¢len.

Nelinearni (D) tvar upozoriiuje ve vSech tfech ptipadech na nespravné navrze-
ny model.
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Obrazek 10.20 — Nejcastéjsi tvary obrazce bodu v grafické analyze rezidui (podle MELOUN-
MILITKY 1994)

10.8.2 Posouzeni kvality dat

Pti posouzeni kvality dat se sleduje predev§im vyskyt tzv. vlivnych boda v za-
vislosti na pouzitém modelu. Problematika vlivnych bodl je velmi slozit4, protoze na
jedné strané mohou velmi zkreslit odhady a zvétSit rozptyl parametrt tak, Ze model je
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prakticky nepouzitelny, ale na druhé stran€ v urcitych piipadech mohou zlepsit pre-
dik¢ni schopnosti modelu. Vlivné body se v zasad¢ dé€li do tii skupin:
® hrubé chyby - jsou zpisobeny chybou métfeni nebo pozorovani, d€li se na
dvé skupiny:
» yybocujici pozorovani - jsou zpusobeny extrémni hodnotou métené veli-
¢iny (projevi se na ose y);
" extrémy - jsou zpusobeny nevhodnym nastavenim vysvétlujicich pro-
ménnych (projevi se extrémni hodnotou na ose x);

® body s vysokym vlivem (tzv. ,,zlat¢ body*) jsou specialné vybrané body,

které byly ptesn¢ zméifeny a zpravidla zlepsuji predikéni schopnosti modelu;

e zdanlivé vlivné body - jsou zptisobeny nevhodnym modelem;

Je nutné podotknout, Ze v praktickych tlohach ne vZdy pracujeme s fizenymi
experimenty, a proto moznost nastaveni vysvétlujicich proménnych je malé. V téchto
ptipadech déleni na vybocujici body a extrémy neni podstatné, jedna se prosté o vybo-
¢ujici (podezielé) hodnoty. Jejich vyznam pro dany regresni model musi byt velmi
odpovédné posouzen a prislusné udaje z modelu vypustény pouze tehdy, je-li zce-
la ziejmé, Ze se jedna o zavazné hrubé chyby méreni.

Vlivné body se urcuji riiznymi metodami, z nichZ uvedeme dv¢ zékladni:

e pomoci diagonalnich prvka projekéni matice Hj;,

® pomoci specialnich grafickych metod

10.8.2.1 Analyza prvkit projekéni matice

Diagondlni prvky projekéni matice Hj; (viz vzorec 10.40) obecné nabyvaji hod-
not v rozmezi 0 - 1. Plati, Ze ¢im vic se prvky H;; blizi jedné, tim je jejich vliv na pre-
dikci silngjsi a tim jsou vlivngj$i. Pro citlivéjsi posouzeni vlivnych bodl se pouziva
rozsifend projekéni matice

H; =H; +712 (10.85)

(n — m)- c
kde je e;i-té reziduum a o rezidualni rozptyl.

10.8.2.2 Grafy identifikace vlivnych bodii
Z mnoha grafii identifikace vlivnych bodl vybirdme dva nejjednodussi:

10.8.2.2.1 Graf predikovanych rezidui

Graf se zkonstruuje tak, Ze na osu X se vynesou predikovand rezidua, na osu Y
,klasicka“ rezidua (tj. rozdily experimentalnich a vypocitanych hodnot).

Predikovana rezidua se vypocitaji

S (10.86)

Interpretace grafu je velmi jednoducha:
e pokud v datech nejsou zadné vybocujici body, lezi body grafu na pfimce

y=X
e pokud jsou v datech extrémy, potom tyto body lezi vyrazné mimo piimku
y =X
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¢ pokud jsou v datech vybocujici hodnoty (na ose Y), lezi sice na pfimce,
ale ve vétsi vzdalenosti od mraku ostatnich boda
Schéma grafu ukazuje obrazek 10.21 .

10.8.2.2.2 Williamsuv graf
se sestroji tak, ze na osu X se vynaseji hodnoty H;; (diagonalni prvky projekcni mati-
ce) ana osu Y Jackknife rezidua. Déle se zakresli mezni linie pro vybocujici body y =
£0.95:n-m-1 @ pro extrémy x = 2 m / n.

Jackknife rezidua se vypocitaji

—m-1
S =i '\/nnnine (10.87)
TS

kde eg; jsou standardizovana rezidua

c.
— 10.88
o./1-H; ( )

E o

Csi =

>
m
A
\
\

p;

Obrazek 10.21 - Schéma interpretace grafu predikovanych rezidui. O jsou vybocujici méfeni, E
jsou extrémy (podle MELOUN - MILITKY 1994)
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Interpretace grafu je velmi jednoducha:

e pokud v datech nejsou zddné vybocujici body, lezi body grafu uvnitt mez-
nich linii;

e pokud jsou v datech extrémy, potom tyto body lezi nad mezni linii y;

e pokud jsou v datech vybocujici hodnoty, lezi vpravo od mezni linie x;

e pokud jsou v datech takové body, které jsou jak vybocujicimi hodnotami,
tak 1 extrémy, lezi tyto body Sikmo vpravo nahoru od priseciku meznich
linii.

Schéma grafu je na obrazku 10.22 .

Piiklad 10.15:
Pro Vyber C z prikladu 10.8 provedte identifikaci viivnych bodii.

Jiz ze zadani tohoto vybéru je ziejmé, ze vlivnym bodem je bod €. 10. Pouzije-
me metodu rozsifené projekcni matice a diagnostickych grafii a posoudime, nakolik
jsou schopny vlivny bod detekovat.

Z tabulky 10.13 vyplyva, ze rozsifend diagonalni matice podle vzorce 10.85
svou hodnotou 1 indikuje vyrazné vybocujici bod (z tabulky je vidét, Ze ptivodni dia-
gonalni prvek neni zdaleka tak citlivy).

e

i 0
N )

|
l
I

m

P X
|

L
2my/n . H,',' |

Obrazek 10.22 - Schéma konstrukce a interpretace Williamsova grafu. O jsou vybocujici méfeni,
E jsou extrémy (podle MELOUN - MILITKY 1994)
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Diagonalni | Diagonalni
prvky prvky

Cislo bodu | pidvodni | rozsiFené

projekéni | projekéni
matice matice
1 0.3182 0.3292
2 0.2364 0.2402
3 0.1727 0.1732
4 0.1273 0.1277
5 0.1000 0.1039
6 0.0909 0.1020
7 0.1000 0.1212
8 0.1273 0.1618
9 0.1727 0.2252
10 0.2364 1.0000
11 0.3182 0.4158

Tabulka 10.13- Hodnoty diagonalnich prvkiu projekéni matice pro Vybér C

Déle pouzijeme graf predikovanych rezidui a Williamstv graf. Na obrazku
10.23 vidime, Ze oba grafy indikuji silny vliv bodu €. 10.

10.8.3 Posouzeni kvality navrZeného regresniho modelu

V ptipad¢ jedné nezavisle proménné je situace zpravidla jednoducha - staci se-
strojit tzv. rozptylovy graf, tj. vynést hodnoty zavisle proménné proti nezavisle pro-
meénné a podle vysledného mraku bodl posoudit vhodnost navrzeného modelu.
vani vstupuji riizné interakce mezi vysvétlujicimi proménnymi (napf. multikolinearita)
a zde mohou byt prosté rozptylové grafy zavadéjici. V takovych piipadech se pouziva-

Pomérné jednoduchym diagnostickym prostfedkem muze byt graf rezidui (osa
Y) proti vysvétlované (zavisl¢) proménné (osa X). Jestlize model je nevhodny, potom
rezidua v grafu tvoii nelinearni obrazec (zpravidla tvaru U).

V piipad¢€ potieby detailn€jsiho rozboru regresniho modelu se pouzivaji, kromé
jinych, dva typy grafit (MELOUN - MILITKY 1994):

® parcialni regresni grafy,

e parcialni rezidualni grafy

10.8.3.1 Parcidlni regresni grafy

Jedna se o jeden ze zakladnich diagnostickych grafli, protoze kromé posouzeni
kvality regresniho modelu v urcitych ptfipadech umoznuji i1 indikaci dalSich podstat-
nych vlastnosti.
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Linear Regression
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Obrizek 10.23 - Williamsiv graf (nahoie) a graf predikovanych rezidui (dole) pro Vybér C. Cisla
znadi poradova cisla jednotlivych hodnot. Odloucenost bodu ¢. 10 od ostatnich
indikuje, Ze je vlivny
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Parcialni regresni graf vyjadiuje zavislost mezi vysvétlovanou proménnou (te-
dy vektorem y) a jednou vysvétlujici proménnou x; pri statisticky neménném vlivu
ostatnich vysvétlujicich proménnych, kter¢ tvofi matici X (tento symbol oznacuje
matici vysvétlujicich proménnych s vynechanou j-tou proménnou). Je to tedy urcita
grafickd obdoba parcialniho korela¢niho koeficientu u korelacnich modeli.

Podrobné teoretické odvozeni parcidlniho regresniho grafu viz (MELOUN - MI-
LITKY 1994). Zde se budeme zabyvat pouze jeho sestrojenim a interpretaci.

Parcialni regresni graf se sestroji nasledujicim zptsobem:

e ur¢ime vysvétlyjici proménnou x;, kterou budeme analyzovat,

e provedeme regresi, kde x; bude vysvétlovand (zavisle) proménnd proti zby-
lym vysvétlujicim proménnym Xj). Rezidua tohoto regresniho modelu na-
zveme vj a budou tvofit hodnoty na ose X parcidlniho regresniho grafu,

e provedeme regresi vysvétlované (zavislé) proménné y na nezavisle promén-
nych X). Rezidua tohoto regresniho modelu nazveme u; a budou tvofit
hodnoty na ose Y parcialniho regresniho grafu.

Interpretace parcidlniho regresniho grafu je nasledujici:

e pokud body parcidlniho regresniho grafu lezi na pfimce s nulovym usekem
(absolutnim ¢lenem), potom existuje skutecna linearni zavislost mezi y a x;

e smérnice pfimky prolozené body parciadlniho regresniho grafu ¢iselné odpo-
vida pfislusnému regresnimu koeficientu b; ptivodniho (posuzovaného) re-
gresniho modelu

e korelacni koeficient mezi u;j a v; odpovida parcidlnimu korela¢nimu koefi-

cientu Ryxj(x(j))

e rezidua regresni piimky mezi u; a v; odpovidaji reziduim piivodniho modelu

10.8.3.2 Parcidlni rezidudlni grafy

Je to analogie parcialniho regresniho grafu, kdy graf zobrazuje piimo zavislost
parcialnich rezidui s na x;.

V grafu se znazornuji dve slozky:

® deterministicka komponenta C, kde ¢;; = (Xij -X j) ‘b i

® vlastni parcialni reziduum s, kde s; = ¢;; +¢;

Pro parcialni rezidualni grafy plati:

® pokud je prislusna x; vhodné do modelu zafazena, potom je zavislost s na x;
linedrni s nulovym absolutnim ¢lenem, pfi¢emz smérnice této regrese je Ci-
selné rovna b;
e rezidua této regresni piimky se rovnaji reziduim ptivodniho modelu
Parciélni rezidudlni grafy se pouZzivaji predev§im ke stanoveni spravnosti zafa-
zeni urcité proménné do modelu a k indikaci pfipadnych nelinearit v pfipadé nesprav-
n¢ navrzené¢ho modelu.

10.8.4 Ovéieni piredpokladit MNC

MNC je nejbézngjsi metodou vypoétu regresnich parametri a za predpokladu
dodrzeni podminek uvedenych v kapitole 10.5.2.2 dava jejich nejlepsi nevychylené
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odhady. Pokud tyto pfedpoklady nejsou dodrzeny, odhady ziskané pomoci klasické
MNC nejsou zcela korektni. Zde si uvedeme pouze zékladni numerické a grafické me-
tody k odhaleni riiznych poruseni predpokladi MNC V takovychto piipadech je zpra-
vidla nutné pouzit riiznym zptisobem upravené MNC. Vzhledem k tomu, Ze moznych
modifikaci MNC je cela fada a jejich pouziti zavisi na typu odchylky od klasické
MNC, jejich podrobny rozbor piesahuje rozsah tohoto textu. Podrobnosti vé&etné fe-
Senych ptikladi uvadi napt. MELOUN - MILITKY 1994. V této kapitole se pouze zmi-
nime o dvou ¢astych komplikacich, se kterymi se u regresnich modelti mizeme setkat
- s heteroskedasticitou a autokorelaci chyb €.

10.8.4.1 Heteroskedasticita

Heteroskedasticita (nekonstantnost rozptylu) se u méfenych dat vyskytuje po-
meérné Casto. Za predpokladu relativni konstantni pfesnosti méfeni byva rozptyl ros-
touci funkci velikosti proménné y. V tomto ptipadé se identifikuje diagnostickym gra-
fem zavislosti 612 (kvadraty rezidui) na y; (predikovanych — vypocitanych - hodno-
tach). V ptipadé heteroskedasticity tohoto typu vzniké obrazec s vyraznym trendem
(linedrnim nebo nelinearnim).

V mnoha ptipadech se vychazi z predstavy, ze rozptyl naméfené hodnoty y; je
urcitou funkci proménné x; B (napf. exponencialni). V tomto ptipadé se pouziva Coo-
kiv - Weisbergiiv test

= , (10.89)
4 ror1\2
2:6*2(vi~v')
i=1
kde y' je aritmeticky primér predikovanych hodnot. Pokud v datech neni heteroske-

.. S|

dasticita, potom plati, ze S¢ < xz(l) (kvantil chi-kvadrat rozdéleni s jednim stupném
volnosti).

Problematika identifikace, stanoveni typu heteroskedasticity a nasledného vypo-
¢tu parametrt regresniho modelu je slozita a neni ji zde mozné podrobné rozvadét (viz
napt. MELOUN - MILITKY 1994) . Nejjednodussi metodou, jak vypocitat parametry re-
gresniho modelu pro data zatizena heteroskedasticitou, je metoda vaZenych nejmen-
Sich ¢tverct. Urceni vah modelu se provadi riznymi zplisoby. Jednoduchym, ale v
mnoha ptipadech dostateCnym zplisobem, je uziti ptfevracenych hodnot zavisle pro-
meénné, tj.1/yi.

10.8.4.2 Autokorelace

Autokorelace vznika u dat, kterd maji charakter ¢asovych fad. Jedna se vlastn€ o
zavislost rezidua s predchozimi rezidui. Podle délky posunuti hovoiime napi. o auto-
korelaci I. fadu (zavislost e na e, ), II. fadu (zavislost e na e_,) apod. Nejvyznam-

v

néjsi a nejCastcjsi je autokorelace 1. fadu. Graficky se da odhalit jako zavislost e na
e, , - pokud je v grafu vyrazna linearni zavislost, je to dikaz autokorelace rezidui. Je

nutné upozornit, Ze u malych vybéri dochazi ¢asto k tomu, ze rezidua jsou korelovana
1 tehdy, jestlize chyby ¢ korelované nejsou. Proto se doporucuje pouzivat tzv. rekur-
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zivni rezidua. Autokorelaci lze také testovat nékterymi testy, napt. Waldovym nebo
Durbinovym - Watsonovym testem - viz (MELOUN - MILITKY 1994).

10.8.4.3 Normalita chyb

K ovéfeni normality se mize pouzit testi uvedenych v kap. 3., z grafickych
technik se nejcastéji pouzivaji rankitové grafy. Kromé téchto technik se u regresnich
modelll pouziva Jarque-Berriv test (viz MELOUN - MILITKY 1994).

10.8.5 Stanoveni vhodného regresniho modelu na prikladu

Piiklad 10.16:

Pro data z prikladu 10.2 vyuzijte technik korelacni a regresni analyzy a regresni
diagnostiky a navrhnéte optimdalni regresni model s vyuZitim metody nejmensich ctver-
cl.

Pro zavislost objemu na vycetni tloust'ce, vysSce a délce zelené koruny budeme
ptedpokladat linearni regresni model
v =bgy + b;d + byh + bsk.
Pii pouziti MNC dostaneme nasledujici podobu regresniho modelu:

Levitare Vyznamnost parametru
Parametr | Odhad parametru | t-kritérium (tors.4r = 2.013)
by -0.090 28 - 9.683 vyznamny
b; 0.010 57 10.431 vyznamny
b, 0.002 27 1.392 nevyznamny
b3 0.002 08 1.497 nevyznamny
Vysledky korelacni analyzy z ptikladu 10.2 ndm daly tyto vysledky:
Charakteristika korelace Hodnota
Vicendsobny korelacni koeficient 0.984 45
Vicendsobny koeficient determinace 0.969 15
Parciélni korela¢ni koeficient II. fddu objem - tloustka | 0.838 36
Parcidlni korelacni koeficient II. fadu objem - vyska 0.201 09
Parcidlni korela¢ni koeficient II. fadu objem - délka ze-
. 0.215 58
lené koruny
Nasledujici tabulka uvadi vysledky dalSich dilezitych testi:
Vypo¢itana hod- ce 1.
Testovana Testové nota Ilfr:ltlcl:a Vysledek
vlastnost kritérium testového odnota testu
N testu
Kritéria
vyznamnost test podle model je
modelu vztahu 10.61 481.69 2.807 vyznamny
multikolinearita | Scottlv test 0.75 navrzety mod’e :
neni korektni
.. Cook - . .,
heteroskedastici- Weisbergfiy 389 384 rezidua Vyka'le:]l
ta test heteroskedasticitu
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Z dalsich testli (které zde pro usporu mista neuvadime) by vyplynulo, ze nezavislost a
normalita rezidui je dodrzena.

Jaké hodnoceni modelu mizeme z téchto podkladt udélat? Jak vysledky testl
vyznamnosti parametrit modelu, tak i parcidlni korela¢ni koeficienty ukazuji, Ze pro-
ménné vyska a délka zelené koruny nejsou v daném modelu vyznamné. DalSimi ,,vel-
kymi‘ problémy jsou multikolinearita (sv&éd¢i o linedrni zavislosti vysvétlujicich pro-
ménnych) a heteroskedasticita (svédci o nekonstantnosti rozptylu).

Je tedy ziejmé, ze dvé vysvetlujici proménné by bylo vhodné z modelu vyloucit.
Tim se cely model vyrazné zjednodusi a také bude odstranén problém multikolineari-
ty.

Pro ilustraci si ukazeme také grafické techniky posuzovani modelu - parcialni
regresni grafy. Obrazky 10.24 a 10.25 zobrazuji parcidlni regresni grafy postupné
vzhledem k proménné tloustka, vyska a délka zelené koruny. Je vidét, Ze pouze prvni
proménna - tloustka - vykazuje pfiblizn¢ linearni trend a tedy je vhodnym ¢lenem to-
hoto modelu. Ostatni proménné vytvareji mrak bodu, takze pro né tento graf linearni
model nedoporucuje.

Zjednoduseny regresni model ma tuto podobu:

Vyznamnost parametru
(to.025.40 = 2.011)

by -0.086 49 -22.214 vyznamny
b, 0.013 57 34.994 vyznamny

Parametr | Odhad parametru | t-kritérium

s nasledujicimi charakteristikami korelace:

Charakteristika korelace Hodnota
Vicenasobny korelacni koeficient 0.980 96
Vicendsobny koeficient determinace 0.962 28

Dalsi testy poskytly tyto zavéry:

. . Vypocéitana hod- | Kriticka
Testové Testovana ,
s nota hodnota Vysledek testu
Kritérium vlastnost . eire
testového Kkritéria testu
vyznamnost model je
test 10.61 Y 1224.6 4.043 nodetje
modelu vyznamny
Cook - . . .
: .| heteroskedasti- rezidua vykazuji
Weisberglv . 6.597 3.842 yxazuj
test cita heteroskedasticitu

Z vysledkt korelaéni a regresni analyzy je zfejmé, ze i1 pres zjednoduSeni modelu ko-
relacni koeficient poklesl pouze nepatrné, coz potvrzuje fakt, ze ostatni proménné ne-
mély statisticky vyznamny vliv. Stile pietrvava problém heteroskedasticity. Tento
problém je mozné vyfesit napt. metodou vazené MNC (podrobnosti viz MELOUN-
MILITKY 1994), kde pouzijeme vahu 1/y. Vypodet pomoci vazené MNC je nutné
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provadét pomoci specializovaného softwaru — statistickych programt (napi. AD-
STAT).

Linear Regression

<10 2 B“OO; 18
= . 31
= 28
2. 00
: e :
1.O0E et
—  0.00
C 40> 45%10 L. PU
1. 00| apds 17 g 9O
- vt
2,00 39
[
73“ OOL' 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 1 1 |
-2.00 0. 00 2. 00
vl
Linear Regression
L - L.BD[
1.00 33 ”
F1e 15, 7 S0 4 =
0,50 F 12 MuSoazn s 122 1
| ?4@ 2127
., L.o0 - 13 L FO0 oy 3P
- . 19 1
0. 50 U383 &
oo T > 13 26 33
-1.50 /
- T 20
72“ OO ll 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 |
~1.50 —-0. 50 0. 50 1.50
v

Obrazek 10.24 - Parcialni regresni grafy: nahoi'e pro tloust’ku, dole pro vySku. Interpretace viz v
textu.
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Linear Regression
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Obrazek 10.25 - Parcialni regresni graf pro proménnou ,,délka koruny*. Interpretace viz v textu.

Regresni model vypocitany metodou vazenyc
vysledky:

h nejmensich ¢tverch poskytl tyto

Parametr | Odhad parametru | t-kritérium Vyznamnosﬁ parametru
(to.025.49= 2.011)
by -0.069 65 - 23.902 vyznamny
b; 0.011 66 30.332 vyznamny
s nasledujicimi charakteristikami korelace:
Charakteristika korelace Hodnota
Vicenasobny korela¢ni koeficient 0.974 89
Vicendsobny koeficient determinace 0.950 41
Dalsi testy poskytly tyto zavéry:
Testovana Testové Vypotitand hod- Kriticka ,
s nota Vysledek testu
vlastnost kritérium . s hodnota testu
testového Kritéria
- n 3 T
vyznamnost mo- | et 10.61 920 4043  |modelie
delu vyznamny
. .. | Cook - rezidua vykazuji
heteroskedasticita . o 1.114 3.842 ..
Weisbergiiv test homoskedasticitu

137




Ukaézalo se, e jednoducha metoda vazené MNC dostatené odstranila heteroskedasti-
citu v datech a v rdmci danych moZznosti miize byt tento model povazovan za nejlepsi.
O vhodnosti modelu svéd¢i 1 hodnoty MEP a AIC kritéria:

Model MEP AIC

pavodni 4.8303 .10 |-498.97
zjednodugeny (klasicka MNC) {5.3958 . 10 |- 492.92
zjednoduseny (vazenda MNC) [2.6098 . 10 |-529.31

Vzhledem k tomu, Ze u obou kritérii plati, ze ¢im mensi hodnota, tim vhodnéjsi mo-
del, 1 zde se potvrzuje, Ze posledni varianta je nejvhodnéjsi.

Zavérem je nutné podotknout, Ze platnost tohoto modelu se omezuje na pouziti MNC.
Vzhledem k silngj$i multikolinearité by se zde nabizelo pouziti tzv. metody racional-
nich hodnosti, které by vedlo k jiné podobé modelu a v dané situaci by zifeymé bylo
vhodnéjsi. Podrobnosti o této vypocetni metod¢ vcetné ptikladl pouziti viz napf.
(MELOUN - MILITKY 1994).

10.9 Nelinearni regrese

Pii modelovani mnoha redlnych systémi nevystac¢ime s linedrnimi regresnimi
modely, nebot’ popisované zavislosti maji prub¢h, které je mozné popsat pouze slozi-
t¢jSimi regresnimi modely nelinearniho typu.

Jako ptiklad ndm miiZze slouzit ristova kiivka — funkce vyjadiujici zavislost
rustu (tj. zmény néjaké rustové veliiny, napt. vysky organismu) na véku. Pokud by-
chom pouzili jednoduchy linearni model, napt. ptimku, zjistili bychom, Ze se neda
smysluplné interpretovat a naprosto neodpovida realité: musili bychom pfipustit, ze
rust zivého organismu probiha stle stejné rychle, nikdy nekon¢i a roste nade vSechny
meze. To je samoziejmé nesmysl. Proto je v takovém piipadé nutné pouzit specialni
tzv. ristovou funkei, kterd splituje pozadavky kladené na spravni modelovani ristu
(naptf. ma asymptotu — tj. rust je shora omezen, funkce ma typicky tvar protdhlého
pismene S, ma inflexni bod, ve kterém dosahuje rychlost riistu maxima, apod.). Ma-
tematicky tvar rustové funkce se ovSem neda vyjadrit jednoduchym linedrnim mode-
lem, musi se pouzit model nelinearni.

Formalné povazujeme za nelinedrni takové regresni modely, jejichz parametry
nejsou ve vzajemném linearnim postaveni. Jako ptiklad mohou slouzit modely y =

]

nez u linearnich modeltl. V podstaté také pouzivame MNC a minimalizujeme soucet
rezidudlnich ¢tverct, ale problém je v tom, tato minimalizacni funkce, tzv. Gcelova,

ax’ Ly = a-¢™ nebo tieba Korfova riistova funkce y=A-¢ .A, a, b, n kjsou

parametry nelinearnich funkci, které musime stanovit..

vvvvvv
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nema jednoznacné definované minimum, mize mit minim nékolik (kromé tzv. global-
niho, tj. skutecného minima pro celou funkci miize mit jest¢ n€kolik lokalnich minim
pro urcité useky funkce). Minimum hleddme pomoci numerickych metod, které pracu-
ji itera¢n¢: zacnou s prvnim odhadem parametrt (ktery musi zpravidla zadat uzivatel),
vypocitaji prvni sviij odhad parametrti, tento odhad vezmou za zdklad nového vypo-
¢tu, provedou druhy odhad, a timto zptisobem pokracuji tak dlouho, dokud nejsou spl-
nény podminky ukoncujici vypocet (to miize byt napt. zadand nepatrnad zména souctu
¢tvercli — pokud dalsi vypocet nezlepsi odhady parametrti, tj. soucet ¢tvercti se dale
podstatnéji nezmensuje, vypocet je mozné ukoncit). Hlavnim problémem je to, ze pii
ukonceni vypoctu nevime, zda jsme opravdu v globalnim (optimélni feSeni) nebo jen
v lokalnim minimu. Vypocetnich algoritmi je celd fada (derivacni, nederivacni, speci-
alni) a kazdy ma své vyhody a nevyhody (podrobnéji k témto metoddm i k teorii neli-
nearni regrese obecné viz MELOUN-MILITKY 1994). Obecné jsou tyto metody velmi
citlivé na pocateéni odhady parametrii. Nekteré z nich zcela selzou, pokud jsou tyto
odhady zadany hodné ,,daleko* od jejich skute¢nych hodnot. Tato situace je velmi Cas-
ta, protoze v mnohych pfipadech nezndme ani piiblizné ,,jak by to asi mohlo vyjit* a
odhady parametrii zadavame v podstaté¢ ndhodné. Parametry maji v nelinearni regresi
velky vyznam a ve vétSin€ ptipadi maji ptesny fyzikalni (realny) smysl (na rozdil od
linearni regrese, kde to jsou mnohdy jen numerické koeficienty bez redlné interpreta-
ce). Kvalitni algoritmy se jiz stouto situaci uméji vyrovnat 1épe a dojdou
k prijatelnému feSeni i z velmi vzdalenych odhadd. Z vyse uvedenych skute¢nosti vy-
plyva, Ze vypocet parametrii nelinedrnich modeld je zalezitosti kvalitnich statistickych
programi.

Jednou z moZnosti, jak urcité nelinearni funkce spocitat bez nutnosti pouZiti ite-
racnich algoritmi, je linearizace. Principem je nasledujici postup:

® pomoci vhodné transformace se nelinearni model pfevede na model linearni

(napf. substituci, logaritmovanim,apod.);

e b&znou MNC se vypoditaji parametry linearniho modelu;

® parametry linearniho modelu se pfevedou (retransformuji) na piivodni neli-

nearni model.

Je nutno zdiraznit, ze linearizace zhorSuje nékteré statistické vlastnosti odhadt
parametrl, proto se pouziva jen téch piipadech, kdy neni k dispozici kvalitni program
na vypocet nelinedrni regrese.

Mirou tésnosti zavislosti u nelinearnich modeli je index korelace, ktery se vy-
pocita

S% S?
_ y _ yX
L= - — g2 (10.90)
y y
kde je
Szy’ cast celkového rozptylu vysvétlena regresnim modelem podle vzorce
n
ro—)\2
o 20i-y)
_i=l
Sy = .
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celkovy rozptyl podle vztahu

n

> (yi— 7)2

2 i=
S':11

y

n

¢ast celkového rozptylu nevysvétlend regresnim modelem (reziduélni
rozptyl) podle vzorce

2 _
Six =

L 1\2
S(yi-vi)
i=1

n

Interpretace indexu korelace je stejna jako v pripadé korelaéniho koeficientu,
pouze neplati rovnost pii pfehozeni proménnych, tedy plati Iyx # Iy. Druha mocnina
indexu korelace se nazyva index determinace a stejn¢ jako koeficient determinace
vyjadiuje, jaka ¢ast celkového rozptylu je vysvétlena regresnim modelem.

Piiklad 10.17:

Stanovte parametry Michajlovovy ristové funkce pro zadané hodnoty vysky
pomoci linearizace i pomoci statistického programu. Mérené hodnoty jsou v tabulce

10.14 .

. Vyska Rustova

Vek strorbrllu (m) | funkce (m)
10 3.7 3.0
15 6.4 6.7
20 8.9 10.0
25 11.2 12.8
30 13.3 15.0
35 15.2 16.8
40 16.9 18.3
45 18.4 19.5
50 19.8 20.6
55 21.1 21.5
60 22.3 22.3
65 23.4 23.0
70 24.4 23.6
75 25.3 24.1
80 26.1 24.6
85 26.9 25.0
90 27.6 25.4
95 28.3 25.8

100 29.0 26.1

Tabulka 10.14 — Zadané hodnoty vysky (vlevo) a vypoci-
tané hodnoty modelu — Michajlovovy rustové funkce
(vpravo)

Nejprve provedeme vypocet linearizaci. Mi-
chajlovova rustova funkce ma tvar
k
y'=a-et
ktery je mozné snadno pifevést na linearni tvar
Y = A + B-X logaritmovanim
Iny=Ina+k-(1/t)Ine.
kdelny=Y;lna=A;k=B; 1/t=Xalne=1
Znamena to, ze do linearni regrese nevstupuji pu-
vodni hodnoty ,,vék* a ,,vyska“, ale transformova-
né hodnoty: jako nezavisle proménna to bude //¢ a
jako zavisle proménna /n(h), kde h je vyska.
Béznou MNC se vypoéitaji koeficienty A =
3.502 a B = -23.909. Tyto koeficienty se musi re-
transformovat na koeficienty ptavodni nelinearni
rovnice:
lna=A=a=¢e"
k=B
Vysledné hodnoty koeficientli tedy jsou

a=e""=33179 a k=B=-23.909. Tyto hodnoty se dosadi do piivodni (nelinear-
ni) rovnice ristové funkce a vypocitaji se modelové hodnoty (jsou uvedeny v pravém
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sloupci tabulky 10.14 jako ,,ristova funkce®). Pomoci vztahu 10.90 se stanovi mira
té€snosti zavislosti Iyx pomoci vypoctu

- \/1 _ 40322 o6y
1082.092

Grafické znazornéni vysledné riistové funkce je na obrazku 10.26 . Je ziejmé, ze
vypocet pomoci linearizace dosdhl kvalitni vysledek s vysokou mirou shody
s naméfenymi daty.

Pokud pouzijeme statisticky program (v tomto piipadé ADSTAT), musime zadat
tvar modelu (podle zadané syntaxe P1*EXP(P2/X1)) a pocate¢ni odhady parametru.
Pokud zname redlny vyznam koeficienti, je to snazsi, protoze jsem schopni odhad-
nout, v jakych mezich se hodnota mize pohybovat. V naSem pfipad¢ je koeficient a
asymptota funkce, tj. maximaln¢ teoreticky dosazitelnd hodnota vysky. Zadame tedy
¢islo vys$i nez nejvySe namétfend hodnota, napt. 35 m, druhy koeficient 4 je koeficient
ovliviuyjici tvar kiivky a obvykle vychazi jako zaporné Cislo fadoveé v desitkach, za-
dame napt. —25. Po spusténi vypoctu se po nékolika iteracich objevi vysledek — a =
38.151 a k = -30.878 a mira tésnosti zavislosti je 0.989. Pokud nejsou zndmy odhady
koeficientli, kvalitni algoritmus si poradi i timto problémem, napt. jestlize byly
v tomto piikladu zadédny oba prvni odhady rovny 1, program dosel ke stejnému vy-
sledku. Vysledek prolozeni pomoci statistického programu je na obrazku 10.27 .

¥x

0 T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

w

vék

¢ Vyska stromu (m) —— Rustova funkce (m)

Obrazek 10.26 — Rustova funkce vypocitana pomoci linearizace
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Obrazek 10.27 — Rustova funkce vypocitana pomoci statistického programu
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