1 Uvod

Vyuka statistickych metod ma na lesnické a dfevaiské fakulté Mendelovy zemédélské a
lesnické univerzity v Brné (FLD MZLU) dlouholetou tradici, coz také doklada fada studijnich
textl, vydanych pro vyuku tohoto oboru (z nejvyznamnéjSich jmenujme naptf. LEPORSKY
1953, SMELKO-WOLF 1977, ZACH 1994). K vydani daliiho uéebniho textu vedly pfedevsim
nasledujici davody:

e stale vzristajici vyznam uplatnéni matematicko-statistickych metod ve vyzkumné i

provozni praxi, véetné rozvoje novych oborti (napf. statisticka kontrola kvality).

® rozvoj vypocetni techniky a vSeobecné dostupného softwaru pro osobni pocitace,

v

provozni praxi

e dalsi vyvoj metodologické zakladny oboru — do bézné praxe (a do pouzivaného

softwaru) jsou zavadény nové metody

e vyuka dalSich oborti na LDF — kromé lesnického oboru, pro ktery byly publikovany

vSechny piedchozi studijni texty, se v soucasné¢ dobé na LDF rozviji 1 obory die-
vaiského a krajinného a ndbytkového inzenyrstvi.

Pti vypracovani tohoto studijniho textu byl kladen diiraz na podrobné vysvétleni pouzi-
vanych pojmt, pfi¢emZ na nezbytné minimum bylo omezeno pouziti matematického aparatu,
dukazl tvrzeni apod. (v dalezitych piipadech jsou v textu odkazy na dalsi rozsitujici literatu-
kladu spociva ve vysvétleni ucelu, zédkladni podstaty a uziti jednotlivych metod, v€etné inter-
pretace vysledkii. Vybér metod je volen tak, aby obséhly vSeobecné zéklady statistiky, které
jsou pouzitelné v mnoha oborech, nejen v téch, pro které je primarné urcen tento ucebni text.

Témet vSechny pouzivané metody a postupy jsou dokumentovany na feSenych prikla-
dech, kterych studijni text obsahuje n¢kolik desitek. U kazdého piikladu je uvedeno zadani
(vychazejici z praktické ulohy), vSechna data potfebna k vyfeSeni (v€etné méfenych dat) a
podrobnd interpretace vysledka.

Znana pozornost byla také vénovana obrazovému a tabulkovému doprovodu textu.
Skripta obsahuji n¢kolik desitek obrazkl a tabulek, které nazorné vysvétluji zvlaste ty tseky
potéz).

Vzhledem ke znacné §ifi pouzivanych statistickych metod a pfedepsanému rozsahu stu-
dijniho textu, jsme byli nuceni celou problematiku rozdélit do dvou dila.

Tento, prvni dil, obsahuje zdkladni statistické pojmy, statistické charakteristiky a zakla-
dy matematické statistiky, véetné¢ odhadl parametrii zdkladniho souboru a testovani statistic-
kych hypotéz.

Autofi d¢kuji pani D. Harazimové za prepis podstatné ¢asti textu.




2 Zakladni pojmy

2.1 Pojem statistiky

Vymezeni pojmu ,,statistika* neni tak jednozna¢né a jednoduché, jak by se na prvni po-
hled mohlo zdat a jak by se ,,sluselo® na obor, se kterym je obvykle spojovana blizkost mate-
matickych metod, vyuziti vzorct, vypocetni techniky a ptesného, jednoznacného vyjadiovani.
Vzdyt' v kolika riznych souvislostech miizeme zaslechnout nebo cist slovo statistika (a jeho
odvozeniny):

(1) ,,Vyplite, prosim, tento statisticky vykaz o ....

(2) ,,Na zakladé¢ statistického Setfeni na reprezentativnim souboru respondentil je mozné
konstatovat, ze ...

(3) ,,Cesky statisticky titad odhaduje, ze HDP v pii§tim roce vzroste o ...

(4) ,, Na zéklad¢ poznatkd matematické statistiky se velikost ndhodného vybéru stanovi
podle vzorce...*

Na téchto nékolika ptikladech je mozné si uvédomit, ze v bézné komunikaéni praxi tim-
to slovem oznacujeme nejruznéjsi jevy a ¢innosti. Jednou se tak nazyva vyplnény statisticky
vykaz nebo dotaznik (1), jindy organizace nebo realizace statistickych zjistovani (2), v jinych
ptipadech organizace, které jsou povéfeny statistickou ¢innosti (3) a kone¢n¢ je tak nazyvana
soustava poznatkl o statistickych metodach, tj. védni obor (4).

Ovsem pokud se na vySe uvedenymi vyroky zamyslime, je zfejmé, Ze néco maji spolec-
né — vSechny se zabyvaji zkoumanim jeva, které jsou vysledkem rtiznych vlivi a pficin, a kte-
ré je mozné hodnotit jen v souborech, kde znalost izolovanych jednotlivych vyskytl nebo
hodnot jevu nam o zkoumané skutecnosti mnoho nefekne (napf. je té¢zké hodnotit nadzor vetej-
nosti na uréitou otazku, pokud se zeptame jen jednoho &lovéka nebo CSU té7ko miize odha-
dovat vyvoj HDP na zaklad¢ znalosti idaju jen o jednom podniku apod.). Tyto jevy se nazy-
vaji jevy hromadné.

Hromadné jevy tedy miizeme charakterizovat jako jevy (napt. predméty, udalosti, pro-
cesy apod.), které

e zpravidla vznikaji jako vysledek piisobeni mnoha ndhodnych i nendhodnych vlivi,

® jejichZ podstatné vlastnosti se neprojevuji v jednotlivych vyskytech téchto jevi, ale

pouze ve vétsSim mnozstvi — v souborech.

Pokud za jev oznalime napft. ,,primérnou vysku porostu® (tj. vysku, ktera s nejmensi
chybou reprezentuje vSechny vysky prostu), pak tuto veli¢inu nemizeme spravné urcit, pokud
zname udaje o vySce jen u jednoho stromu. Musime znat tyto tidaje bud’ o vSech stromech po-
rostu nebo alespoii o takovém poctu, ktery je podle statistickych zésad dostate¢ny k tomu, aby
bylo mozné pozadovany jev s potiebnou piesnosti odhadnout. Vyska stromu patii mezi tzv.
nahodné veli¢iny, kdy na vyslednou podobu jevu (Ciseln¢ vyjadienou vysku v m) ma vliv
mnoho faktor (napt. dfevina, vék, bonita, charakter stanovisté, klimatické vlivy, ptavod po-
rostu, genetické dispozice jednotlivych stromil, zptisob vychovy, apod., a také zptisob shro-
mazdeéni dat a vypoctu). Podobné na kli¢ivost semene urcitého druhu stromu neni mozné usu-




zovat na zaklad¢ vykli¢eni nebo nevykliceni jednoho semene, ale na zaklad¢ pokusu, kdy
hodnotime vétsi pocet (napt. 100) ndhodné vybranych semen, a tyto statisticky vyhodnotime.

Z vyse uvedenych tvrzeni je mozné ucinit zavér, ze statistika je védni obor zkoumajici jevy,
e které maji hromadny charakter (napf. méteni vysky stromu, vlhkosti dfeva apod.),

e 1 kterych existuje moznost opakovat soubor podminek, za nichz mize uvazovany
jev nastat (napf. opakované meéteni vysky jednoho stromu nebo vlhkosti dfeva jed-
noho vzorku stejnou metodou apod.). Metody zpracovani vysledkli tohoto typu me-
feni studuje tzv. teorie chyb.

Smyslem statistiky je tedy zobectiovat vlastnosti jevli a vztahy mezi nimi na zakladé

studia velkého poctu udaji o téchto jevech — hromadnych jevi.

Je nutné zdlraznit, ze statistika se zabyva predev§im proménnymi (variabilnimi) jevy,
tj. takovymi jejichz vlastnosti (napf. hodnoty) se méni s kazdym novym nastoupenim dané¢ho
jevu. Tak napt. tézko mizeme statisticky vyhodnotit fakt, ze v porostu 123 B3 roste strom (to
je stala, neménna vlastnost, pokud ten strom neni vytézen nebo se nezméni oznaceni porostu),
ale mizeme statisticky vyhodnocovat jeho proménné vlastnosti — napt. vysku, vycetni tloust-
ku, délku zelené koruny, objem apod. a soubor udajii o vSech stromech v porostu — hromadny
jev — nam umozni statisticky charakterizovat cely porost (napf. pomoci stfedni tloustky,
sttedni vysky apod.).

2.2 Popisna a matematicka statistika, statisticky soubor

Z hlediska charakteru studované mnoziny hromadnych jevi - statistického souboru - je mozné
statistiku rozdélit na:

® popisnou statistiku — popisuje stav jevil nebo jejich vyvoj na zakladnim souboru

e matematickou statistiku — jevy na vySetfovanych souborech zkouma prostiednic-

tvim vybéra

Popisna statistika popisuje stav nebo vyvoj jevil na zakladnim statistickém souboru.
Vymezi se soubor jednotek, na nichz se jev zkoumd, a vSechny jednotky se vySetii z hlediska
studovaného jevu, ¢imz se ziska uplna statisticka informace o studovaném jevu v pfislusném
souboru.

Matematicka statistika vznikla propojenim poznatkli popisné statistiky a matematiky
(pfedevsim teorie pravdépodobnosti). Pouziva se tehdy, jestlize je zakladni soubor bud’ ne-
znamého (nebo nekonecné velkého) rozsahu nebo jestlize je tak velky, ze neni technicky
a/nebo ekonomicky mozné vSechny jeho jednotky vySettit z hlediska studovaného jevu. Po-
tom se podle stanovenych zasad vymezi urcitd podmnozina jednotek — vybérovy soubor — na
kterém se vySetfeni zkoumaného jevu provede. Na zakladé takto ziskanych tdaji se potom
s urcitou pravdépodobnosti odhaduji prislusné vlastnosti zakladniho souboru. Prvek pravdé-
podobnosti se do matematické statistiky dostal pravé implementaci teorie pravdépodobnosti.

Vymezeni zékladniho a vybérového souboru vychazi z cile statistické analyzy. Jestlize
je nasim cilem statisticky charakterizovat jeden porost, potom je zdkladnim statistickym
souborem mnozina vSech stromti daného porostu a vybérovym souborem by byla zkusna
plocha zaloZené uvnitt porostu. Pokud nas ovSem zajima tatdz veliCina (napft. tloustka nebo
vyska stromu) pro lesni oblast nebo dokonce pro celé izemi statu (napi. pro konstrukci
oblastnich nebo vSeobecnych ristovych tabulek), potom uvazovany porost se mulze stat
“zkusnou plochou”, tj. vybérovym souborem, zatimco zékladni soubor by byla mnozina vSech
stromll dané dieviny pro studovanou oblast nebo stat. V pfipad¢ jednoho porostu se mizeme
rozhodnout (podle cile a pozadované presnosti analyzy), zda vyuzijeme analyzy zékladniho
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nebo vybérového souboru, v druhém pfipadé¢ je volba jasnd — v zadném piipadé neni
technicky a ekonomicky mozné (a v podstaté ani potfebné, nebot’ metody matematické
statistiky déavaji pfi spravném pouziti spolehlivé vysledky) zméfit vSechny stromy v ramci
rozsahlé oblasti nebo dokonce statu — zde musime pouzit vybérovy soubor.

Na tomto piikladu je mozné také vysvétlit jiny zptisob d€leni statistickych souborii: na
soubory prirozené a umélé. Jednotlivy smrkoy porost je mozné povazovat soubor pfirozeny,
protoze vSechny jednotky tohoto souboru — stromy — patii pfirozené¢ k sob€, navzajem se
redln¢ ovliviuji (napf. konkurencnimi vztahy) a vSechny spole¢né zavisi na ristovych
podminkach daného stanoviste.

Naproti tomu soubor smrkll z riznych oblasti statu pouzity jako podklad pro tvorbu
rustovych tabulek je umély, protoze tyto stromy nemaji spolu zadny redlny vztah a byly
slouceny do jednoho souboru pouze ucelove.

2.3  Statisticka jednotka, statisticky znak

V ptedchozi kapitole jsme se seznamili s pojmem statistického souboru — tj. s mnozinou
objekti, jejichz urcita vlastnost je predmétem statistického Setfeni. Zkoumané vlastnosti se
vSak nemohou zjistovat u vSech jevil najednou, ale je nutné danou mnozinu — soubor — rozdé-
lit na zakladni prvky, na nichZ se konkrétni zkoumana vlastnost zjistuje. Jednotlivé prvky této
mnoziny se nazyvaji statistické jednotky (prvky statistického souboru). Tyto jednotky musi
byt jednoznaéné vymezeny uz pred zacatkem statistického Setieni, a to ze tii hledisek:

e vécného — vymezeni, co se za statistickou jednotku bude povazovat (strom, vzorek
dreva, budova, ...),

e cCasového — vymezeni, kdy bude statisticka jednotka zatfazena do zkoumdani (ptes-
nost zalezi na typu zkoumané veli¢iny, napt. pro zasobu porostu sta¢i urcit rok, ne-
bot’ se méni velmi pomalu, naopak pii méteni teploty vzduchu je nutné zaznamenat
Cas s presnosti az na hodiny),

® prostorového — vymezeni uzemi, na které se bude statistické zkoumani vztahovat.
Statistické jednotky tedy vymezujeme ze tfi hledisek — CO (vécn¢), KDY (Casove),
KDE (prostorové). Ptikladem miize byt:

e dfevinu smrk (CO) v porostu 145 D8 (KDE) v roce 1998 (KDY)

e méfeni teploty vzduchu (CO) na méfici stanici Hiirka (KDE) 25.6.1999 v 14,00
hod. (KDY)

e student(ka) II. ro¢niku (CO) FLD MZLU v Brné (KDE) ve Skolnim roce 1997/98
(KDY)

Kazd4 Setfend vlastnost statistické jednotky je pfi statistickém zkoumani charakterizo-
vana statistickym znakem. Pokud hodnotu statistického znaku vyjadiime konkrétni hodno-
tou, nazyvame tuto hodnotu statistickou veli¢inou. V mnoha ptipadech je ureni vhodného
statistického znaku jednoznacné (napt. vyska v m a vycetni tloustka v cm pro vyjadieni za-
kladnich taxaénich veli€in stromu pro vypocet objemu pomoci objemovych tabulek), jindy je
Napt. velikost podniku mize byt popsana obratem, poctem zaméstnanct, u lesnich nebo ze-
médélskych podnikti vymérou obhospodatované piidy, velikosti majetku, apod. Podobné kva-
lita stanoviSté mize byt charakterizovdna absolutni nebo relativni bonitou, slovnim popisem
nebo jinym vyjadienim pidnich, orografickych a dalSich vlastnosti apod. V téchto ptipadech
musime vhodné znaky volit podle ucelu analyzy.




Statistickymi jednotkami ur¢it¢ho souboru mohou byt jen takové jevy a procesy, které
maji na jedné stran€ vlastnosti shodné, na druhé stran€ se jinymi vlastnostmi od sebe lisi. Za-

kladni déleni statistickych znakt je na obr.2.1 .

Statistické znaky

shodné proménlivé
I |
—  vécné vécné Casoveé prostorové
[
— Casové | |
kvalitativni kvantitativni
— prostorové
alternativni nespojité
mnozné spojité

Obrizek 2.1 - Druhy statistickych znaka

Statistické znaky shodné slouzi pro vymezeni statistickych jednotek (a tim pro vymeze-
ni statistického souboru).

Pro vlastni statistickou analyzu jsou rozhodné jiné vlastnosti statistickych jednotek
(obmény nebo varianty znaku), které se od jednotky k jednotce li§i. Nazyvaji se znaky varia-
bilni (proménlivé) a jsou vlastnim pfedmétem statistického zkoumani. Napt. pro jiz uvedeny
ptiklad statistické jednotky: dfevina smrk v porostu 145 D8 v roce 1998 (toto jsou statistické
znaky shodné, vymezuji statistickou jednotku) miizeme podle cile analyzy definovat rtizné
proménlivé znaky, které se mohou ménit pro kazdou — shodnymi znaky definovanou - statis-
tickou jednotku souboru — napt. vysku stromu v m, vycetni tloustku v cm, apod.

Nejpouzivangjsi variabilni znaky jsou znaky vécné. Délime je do dvou skupin:

znaky kvantitativni (téZ znaky ciselné) — charakterizuji uréité mnozstvi nebo veli-

kost variabilniho znaku, pfi¢emz hodnota tohoto znaku se ziska zpravidla métenim

(nebo odvozenim z ptfimo métenych nebo jinak zjistovanych veli¢in). Ptikladem

mohou byt taxacni veli¢iny stromil a porostl (vyska, tloustka, kruhova vycetni za-

kladna jako pfimo meéfené, zasoba porostu jako odvozena — ziskand vypoctem

z ptimo métenych veli¢in). Kvantitativni znaky se déli na dvé skupiny:

» znaky nespojité (diskrétni) — znaky vyjadritelné jen celymi Cisly (napf. pocet
stroml/ha, pocet zaméstnancli v podniku, pocet mechaniza¢nich prostredkil
apod.),

= znaky spojité — mohou nabyvat v daném intervalu libovolnych hodnot (napft. ta-
xacni veli¢iny stromt a porostti, rychlost automobilu apod.)

znaky kvalitativni (téZ znaky slovni) — uzivaji se pro zachyceni takovych variabil-

nich vlastnosti statistického souboru, které jsou neméfitelné, na statistickych jed-

notkach se bud’ vyskytuji nebo nevyskytuji a musi se vyjadiit slovnim popisem.

Rozdé€luji se také do dvou skupin:

= znaky alternativni — vyskytuji se jen ve dvou obménach (ano/ne, zena/muz, pfi-
tomnost Skiidce/neptitomnost sktidce apod.),




» znaky mnozné — vyskytuji se ve vice obménach (napt. dievina, ndrodnost, barva
kvétl, lesni typ, apod.).

Prostorové a Casové variabilni znaky jsou méné Casté (tyto typy se vice vyuzivaji pro
vymezovani statistickych jednotek. Pouzivaji se tehdy, jestlize u statistickych jednotek se mé-
ni misto nebo ¢as jejich vzniku nebo existence. Napt. pokud statistickou jednotku definujeme
jako smrk v lesni oblasti Drahanska vrchovina, jednim z variabilnich znaki miize byt porost,
ve kterém konkrétni méfeny strom roste. Podobné je tomu s ¢asovymi udaji. Casové a prosto-
rové znaky se Casto pouzivaji ke tfidéni statistickych soubori.

2.4  Zakladni etapy statistické analyzy

uréeni cile analyzy Obriazek 2.3-Zakladni etapy statistické analyzy

stanoveni metodiky analyzy Zakladnim ukolem statistické ana-
| lyzy dat je ziskat potfebné informace ze
zpracovavaného souboru dat. Aby tohoto

cile bylo co nejefektivnéji dosazeno, je

vlastni statisticka analyza

—— - nutné cely postup statistické analyzy pec-
zjistovani dat —— analyza dat live , 1
ivé promyslet a naplanovat — roz¢lenit do
zpracovani dat L LT Ziskani vysledka Jednothyych etap, které na sebe logicky
navazuji.
Zékladni etapy statistické analyzy
interpretace vysledki ukazuje obr. 2.3.

Prvni, zcela zakladni a nepominu-
telnou etapou, je urCeni cile analyzy.
Vzdy musime doptedu védét, k ¢emu ana-
lyza bude slouzit, na jaké otdzky ma odpovédét. Zasadné nespravny je ,,postup® opacny, kdy
nejprve ,,néco’ spocitame a pak uvazujeme, k cemu by to mohlo byt dobré, jak by se dala zis-
kana cisla a grafy interpretovat a co vlastné znamenaji nebo pouzivat statistickou analyzu
pouze k vySperkovani dila, ,,aby to Iépe — ‘védectéji‘ - vypadalo®. UrCeni cile vychazi
z dobré znalosti feSené¢ho problému a cil by mél ur¢ovat odbornik v daném oboru. Pokud za-
roven zna i statistické metody, mtize ihned urcit, zdali je dany problém feSitelny pomoci sta-
tistické analyzy a jakymi konkrétnimi postupy. Pokud tyto znalosti nema nebo je problém
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prezentace analyzy

uSetiit mnoha zklamani a také zbyte¢né vynaloZené prostiedky na zjistovani a analyzu dat.
Na zaklad¢ stanoveného cile je mozné vybrat odpovidajici statistické metody a stanovit
metodiku celé analyzy. Ta se zpravidla sklada z téchto etap:
e zjistovani dat — samotny sbér prvotnich dat podle vypracované¢ho planu — méfenti,
anketa apod.,
e zpracovani dat — pfiprava prvotnich dat do podoby vhodné pro pocitacové zpraco-
vani — uspofadani, tfidéni, vytvafeni tabulek dat vhodnych pro analyzu apod.
e analyza dat — vlastni Ciselné a grafické zpracovani statistické analyzy

e stanoveni potfebnych vystupli a vysledkil
Stanovend metodika by méla sméfovat k ziskani co nejvétsiho poctu vyuzitelnych informaci
s vynalozenim minimalnich ndkladl a objemu prace. Z tohoto hlediska se témét vzdy vyplati
konzultace se statistikem.




Poté probéhne vlastni statisticka analyza, dnes provadéna téméf vyhradné na pocita-
¢ich s pouzitim vhodnych statistickych programi. Je nutné diirazné upozornit na to, Ze neni
mozné celou statistickou analyzu zuzovat pouze na tuto etapu, i kdyz se tak Casto, bohuzel,
déje — ve stylu ,,nevim, co s tim, tak to prozenu pocitacem‘ nebo ,,vysledky z pocitace vypa-
daji hned lip*“. Bez piedchézejicich a navazujicich etap nemaji samotné vypocty, grafy a jiné
vystupy valnou cenu.

Etapa samotnych vypocéti musi byt nasledovana etapou interpretace vysledki. Ta by
méla odpovédét predevsim na otazky kladené v zadani (cili) analyzy, poptipadé rozebrat ves-
keré okolnosti, které mohou interpretaci ovlivnit. Zvlasté v piipadé, ze zavéry neodpovidaji
predpokladiim, je nutny podrobny rozbor pfi¢in, pro¢ tomu tak je. Je nutno zdlraznit, ze kva-
litu celé analyzy vytvaii z velké Casti tato etapa analyzy, nebot’ teprve zde se odpovidd na
otazky kladené zadanim. Pfedchozi etapy jsou sice diileZitou, nezbytnou, ale v podstaté tech-
nickou ¢asti.

Zavére€nou Casti byva prezentace analyzy, zpravidla zadavateli, at’ jiz je formé ptedlo-
zené zpravy nebo zivou prezentaci spojenou s vykladem.

2.5 Statistické vyjadrovaci prostiredky

Vzhledem k tomu, Ze se statistika zabyva zpracovanim hromadnych dat, tj. mnohdy
velmi rozsahlych datovych souborti, musela si vypracovat specifické vyjadrovaci prosttedky,
vztaht. Je zifejmé, ze slovni popis datovych soubort neni vzdy dostatecné ndzorny a vystizny,
stejné jako tabulky hodnot prvotnich dat (tj. dat v tom potadi a podobé, jak byly ziskavany
sttedky se staly tabulky a grafy, zpravidla specialné uzplisobené pro vyjadieni potiebné sta-
tistick¢é informace. Mezi hlavni vyhody statistickych tabulek a graft patfi:

® nazornost a prehlednost zobrazeni,

® moznost rychlého vystizeni hlavnich vlastnosti, vztaht, trendt apod.,

® odpadad nutnost zdlouhavého (a mnohdy nevystizného) popisovani jevi (tim se
ovSem nezbavujeme povinnosti udaje tabulek a grafl interpretovat, uvadét do sou-
vislosti, upozornovat na pticiny, které vedly k takovému charakteru jevu, jaké vidi-
me v Udajich tabulky).

® v soucasné dobé¢ je tvorba tabulek a grafti velmi snadnd a rychla pomoci grafickych
a textovych editorti nebo tabulkovych kalkulatora.

Velmi vhodna je kombinace tabulky a grafu (v grafu zpravidla neuvadime kvuli pte-
hlednosti pfesné hodnoty jednotlivych veli¢in, je tedy vhodné doplnéni grafu vhodné konstru-
ovanou tabulkou s hodnotami).

Mezi spole¢né zésady, platné pro tvorbu jak tabulek, tak i grafii, patii:

e zakladnim pozadavkem je vzdy obsahova a vécna spravnost, s urcitosti je nutné vy-
loucit chyby vzniklé piehlédnutim, neptesnosti vypoctl, nedostatkem kontroly,

e vystizny a struény popis (mél by shrnovat to, o ¢em prislusna tabulka nebo graf ma
vypovidat), mélo by byt dosazeno takové srozumitelnosti, aby nebylo nutno k vy-
kladu obsahu uzit zvlastniho vysvétleni (kromé zcela specidlnich ptipadd, napt. u
grafli a tabulek obsahujicich pojmy, o kterych se predpoklada, ze je uzivatel nemuze
znat, napt. v ucebnich textech),




piehlednost - ,,pieplacanost®, jak obsahova, tak 1 grafickd, tabulkam i grafim Skodi,
je nutné si vzdy rozmyslet, poptipadé i prakticky vyzkousSet, zdali mnoZzstvi udaji
neni nadbyte¢né a zdali pouzité grafické prvky prispivaji k prehlednosti tabulky ne-
bo grafu a nejsou pouze samoucelnou demonstraci grafickych moznosti ptislusného
programu a (ne)vkusu zhotovitele,

pokud to neni zfejmé z doprovodného textu, je nutné uvést zdroj udajii, odkud bylo
cerpano,

vzdy je nutné uvadét jednotky métenych velic¢in (jak v popisech tabulky, tak i na
osach a v legend¢ grafu) a hodnoty uvadét s piesnosti odpovidajici métené veli¢ing
(je napf. nesmysIné uvadét zasoby porostil, které jsou zjiStovany s presnosti £ 10
%, tj. s moznym rozpé&tim hodnot i n&kolika desitek m’/ha, na n&kolik desetinnych
mist nebo jestlize uvadime experimentalni tfidni Cetnosti na celd ¢isla, uvadét mo-
delové tfidni Cetnosti napt. na 5 desetinnych mist, apod.),

V ptipadé¢ tabulky je nutné upozornit jest¢ na dalsi zésady:

hlavicka (zahlavi) vyjadiuje obsah sloupct, legenda obsah tadkd, text hlavicky i le-

gendy musi byt strucny, jasny a vystizny.

kazdé policko tabulky musi byt vyplnéné — jestlize piislusny tidaj chybi, potom je

nutné pouzit smluvenou znacku:

» jestlize udaj neni, vyplni se poli¢ko vodorovnou ¢arkou (-),

= je-li hodnota mala tak, Zze nedosahuje hodnoty zvolené ptesnosti, uzije se nuly s
odpovidajicim poctem desetinnych mist (napft. jestlize métime s piesnosti na de-
setinu jednotky, pak zapis 0,0 znamend, Ze pfislusné hodnoty jsou mensi nez
0,05 jednotek),

= v pfipad¢, Ze neni hodnota tabulkového znaku znama, uziva se tecky (.),

= jestlize by zapis Cislem odporoval logice véci, zapise se do policka tabulky leza-
ty kiizek (x) — napfi. tak oznac¢ime policko v fadku oznaceném ,,soucet*, jestlize
by soucet pro dany sloupec nemél logicky smysl

je vhodné vyuzit riiznych typa Car a jejich sily ke grafické hierarchizaci udaji ta-

bulky — mélo by byt patné, jaké udaje spolu souvisi, které tdaje jsou na stejné urov-

ni, apod. - nebojte se vyuzit této moznosti, ale pozor na vyslednou pichlednost a

nebezpedi ,,pfeplacanosti®.

v pripad¢ hodné rozsahlych tabulek je vhodné sloupce a fadky ¢islovat.

V ptipad¢€ grafl je nutné dodrzovat nésledujici pravidla:

grafické zobrazeni vztahu mezi dvéma proménnymi se bézné déje v rovnobézkové
soufadnicové soustave,

nejobvyklejsi je soustava pravouhld se stupnicemi umisténymi na oséach:

» vodorovna osa je nositelkou stupnice pro veli¢inu nezdvisle proménnou,

= gvisla osa je ur€ena pro veli¢inu zavisle proménnou,

stupnice pro €as pfi ¢asovych zavislostech vynasime na vodorovnou osu,

volba stupnice je zavisla na rozpéti dat, kterd se maji zobrazovat, jeji délka je urce-
na pozadovanou velikosti grafu,

hodnoty zobrazovanych veli€in, které¢ se pfipisuji k bodiim stupnice, se nazyvaji ko-
ty - okrouhla ¢isla rovnomérné rozmisténa na stupnici podle hodnot vhodné funkce
(dostaneme tzv. funkéni stupnice), maji pfispivat k ptfehlednosti grafu a maji
umoznit snadné zjisténi hledanych hodnot,

vzdy se kotou oznacuje nulové hodnota (pokud ji graf obsahuje),
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e vzdalenost mezi dvéma celymi sousednimi hodnotami vynéasené veliCiny se nazyva
modul stupnice, moduly pocitime z rovnic, které matematicky vystihuji redlnou si-
tuaci poméru délky intervalu funkénich hodnot vynasené veliCiny,

e zvlaste pfi pocitacové tvorbe grafli musime dbat na to, aby i pfi Cernobilém tisku
bylo mozné rozlisit vS§echny proménné — tj. ¢ary musi rozliSeny svym stylem (plné,
carkované, cerchované apod.), popt. tloustkou, neni tedy mozné se spoléhat na au-
tomatické navrhy grafti tabulkovych procesorti nebo grafickych programi, které
vétSinou ,,navrhuji“ stejné cary odliSené pouze barvou, nikoli typem (pocitaji
s tiskem na barevnych tiskarnach). Na tyto zasady musime pamatovat i v ptipadé,
7ze mame k dispozici barevnou tiskarnu, ale vime, Ze zprava bude dale kopirovana
cernobile.

2.6  Statisticky software

Jak jiz bylo fedeno, statistika se zabyva zpracovanim hromadnych dat. Casto tedy mu-
sime pfi statistické analyze zpracovat velké objemy Ciselnych dat nebo tato data ziskavat
z rozsahlych databazi. Proto je statistika jednim z oborti, které jsou ,,pfeduréeny* pro vyuziti
pocitacovych programu a skuteéné pouziti vypocetni techniky ma ve statistice dlouhou tradi-
ci..

Zasadnim problémem prvni faze vyuziti statistického softwaru byla ,,odtrzenost™ expe-
rimentatord od vypocetni techniky — experimentator (odbornik v ur¢itém oboru) zjistil (bud’
sdm nebo po konzultaci se statistikem), Ze pro vyfeseni daného tkolu potiebuje vyuzit vypo-
¢etné narocnych statistickych postupti. Zpravidla musel sehnat programatora, ktery mu napsal
(vétSinou jednoucelovy) program, operatofi ve vypocetnim centru programem a daty ,,nakrmi-
li* salovy pocitaC a ten vydal vysledky. Pokud se ukdzalo, Ze vysledky nejsou uspokojujici,
musel se pfepracovat nebo upravit program a cely kolob¢h experimentator — programator —
operator pocitace — experimentator se opakoval. Je jasné, ze komunikace byla pomala a
mnohdy neefektivni, vyzkumné tkoly se tim opozd’ovaly a prodrazovaly (strojovy Cas salo-
vych pocitact byl velmi drahy).

Prvnim krokem ke zptistupnéni statistickych vypocti bylo vytvareni knihoven funkci a
metod, a to jak pro matematiku, tak i pro statistiku. To odstranilo nutnost vytvaret stdle znovu
jednoucelové programy. V 60. letech vznikla v USA (Houston) knihovna statistickych a ma-
tematickych programii IMSL (International Mathematical and Statistical Library) a v Oxfordu
NAG (Numerical Algorithmus Group), coz byly piivodné soustavy programi urcenych pro
salové pocitace a psané ve strojovém kodu nebo v programovacich jazycich uréenych pro vé-
deckotechnické vypoéty (FORTRAN). Tyto knihovny ve zmodernizované podobé existuji
dodnes a pouZzivaji se predev§im pro UNIX. OvSem skute¢ny prilom v pouZzivani pocitacoveé
orientovanych statistickych metod znamenal az nastup osobnich pocitact. Predevsim proto,
ze rozSifeni osobnich pocitaci umoziuje interaktivni préci se statistickymi programy, tj. pfi-
slusny odbornik miize pouzivat Sirokou paletu statistickych metod, vidi okamzité numerické i
grafické vysledky, mize na né bezprostfedné reagovat (napt. ménit metodiku, uréovat rozsah
a druh vystuptl apod.). Znamena to ovSem, ze kromé své odbornosti musi zvladnout alespoil
zakladni statistické metody a ovladani ptisluSnych programi.

Cilem této kapitoly neni popis jednotlivych statistickych programi — je jich cela tfada,
vétSina je v procesu neustalého vyvoje a popis jednotlivych verzi by byl pravdépodobné za-
staraly jiz v okamziku vydani tohoto textu. Chtéli bychom zde upozornit pouze na zakladni




principy prace se statistickymi programy a na néktera tuskali, které jejich pouzivani mize pfi-
nést.

Programy, které se pouzivaji ve statistice, mizeme rozdélit na n¢kolik skupin:

e vlastni statistické programy,

® programy primarné urcené pro jiné ucely, ale vyuzitelné pro statistickou analyzu,

e statistické a matematické jazyky.

Vlastni statistické programy jsou urceny primarné pro statistické vypocty, cemuz je
uzpusoben vstup dat, jejich zpracovani i vystup.

Vstup dat je feSen zpravidla formou tabulkového procesoru, tj. tabulky, kam je mozné
zadat data manualné nebo je nahrat ze souboru, z Internetu nebo — v ptipadé vyspélejsich pro-
gramil — ziskat dotazem z databaze. VétSina programi také umoziuje import dat z riznych ji-
nych rozsifenych formath. V tabulce je obvykle mozné i provadét potfebné tipravy dat (napf.
transformace, tfidéni, usporadani podle velikosti apod.), aby byly optimalné ptipraveny pro
naslednou analyzu.

Rozsah funkci je uren poslanim a rozsahem programu. V zésadé je mozné statistické
programy rozd¢lit na vSeobecné a specializované.

Vseobecné programy zahrnuji celou $kalu statistickych metod, které jsou obecné vyuzi-
telné (napt. vypocet zdkladnich charakteristik, praci se statistickymi rozdélenimi, testovani,
odhady parametrii zékladniho souboru, ANOVA, regrese a korelace apod.), i kdyz v rizném
rozsahu a propracovanosti jednotlivych metod. Patfi mezi né nejpouzivanéjsi a nejzndméjsi
statistické ,,baliky*, napt. SPSS, SAS, STATISTICA, S PLUS a dalsi.

Specializované programy se zamé&fuji na rizné statistické techniky, které zpravidla nej-
sou do hloubky propracovany ve vSeobecnych programech (napt. vypocet sily testti, planova-
ni pokust, analyza kvality apod.). Tyto programy se vyznacuji menSim rozsahem funkci, ale
na druhé strané ty funkce, na které se program specializuje, jsou mimotfadné podrobné rozpra-
covany. Tyto programy jsou funkéni samostatné (maji tedy svij vstup, analyzu i vystup), ale
mnohé z nich jsou schopny spolupracovat s nékterym vSeobecnym balikem, zvIasté jestlize
pochazeji z dilny jednoho vyrobce. Napt. velmi rozsahlou skupinu specializovanych progra-
mi ma firma SPSS, pfi¢emz tyto ptidavné programy je mozné spoustét a ovladat ptimo ze za-
kladniho modulu SPSS.

Mnohé programy maji moduldrni strukturu, to znamena, ze ,,povinny“ je pouze zakladni
modul (obsahujici zpravidla nejpouzivangjsi funkce) a je mozné k nému dokoupit dalsi modu-
ly (které ovSem samostatné nefunguji) s dalsimi potfebnymi funkcemi.

Dulezitou vlastnosti programt je jejich otevienost. Tim rozumime moznost upravy pii-
pravenych metod, popi. moznost jejich kombinace a ptidavani novych funkei. Nékteré pro-
gramy toto umoznuji pomoci makrojazyka nebo dokonce specializovaného matematického
nebo statistického jazyka (napt. S PLUS, ktery je zaloZen na jazyku S nebo open source sta-
tistické programovaci prostedi R). Uzaviené programy maji pevné definovanou skalu metod,
ze kterych miizeme vybirat, v nejlepsim piipadé umoznuji jejich davkové zpracovani.

Vsechny programy jsou vybaveny rozsahlymi moznostmi vystupi, zvIasté grafickych, a
v soucasné dobé prakticky vSechny v tomto sméru vyuzivaji grafickych moznosti Windows.
Samoziejmosti je také moznost exportu vysledkl do jinych rozsifenych programd.

Dalsi skupinou jsou programy, které jsou urceny pro jiné Ucely nez je statistika, ale jsou
v ptipad¢ potieby pro tento tcel vyuzitelné. Typickym piikladem jsou tabulkové procesory —
spreadsheety (naptf. EXCEL, QUATTRO PRO a dalsi), coz jsou primarné ekonomické pro-
gramy, ale vzhledem ke svym vypocetnim a grafickym moznostem jsou pro jednodussi statis-
tickou analyzu pouzitelné. V soucasné dobé také disponuji specidlnimi statistickymi moduly,
které rutinné zvladaji jednoduché statistické analyzy (napf. u Excelu je to 1 — a 2 — faktorova
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ANOVA, popisna statistika, tiidéni souboru, zakladni testy, korelacni a regresni analyza, ge-
nerovani ndhodnych ¢isel ne¢kolika zakladnich rozdé€leni apod.). Kromé toho jsou zpravidla
vybaveny mnozstvim dalSich statistickych a matematickych funkei, jejichz vhodnou kombi-
naci je mozné dosahnout prekvapivé kvalitnich vysledkll (je to ovSem podminéno znalosti
podstaty pouzivanych statistickych metod). Dalsi vyhodou tabulkovych procesort je rozsahla
moznost konfigurace a vyvoje novych aplikaci v makrojazyku (napt. VBA v Excelu). Na dru-
hé stran¢ je nutné pocitat s omezenymi statistickymi moznostmi tabulkovych kalkulatort a
nechtit po nich ,,nemozné*, pro ucely skuteén¢ hloubkové a seridézni analyzy je nezbytné nut-
né pouzit profesionalni statisticky program.

V této souvislosti je vhodné zminit zvIastni skupinu statistickych programti, které rozsi-
fuji moznosti tabulkovych procesord o rozsahlé statistické moznosti. V soucasné dobé jsou
nejznaméjsi zastupci této kategorie UNISTAT a xISTAT, které umi spolupracovat s Excelem.
Oba mohou byt nainstalovany do Excelu jako dopliiky a rozsifit menu Excelu o Sirokou na-
bidku statistickych funkci (UNISTAT miZe fungovat i jako samostatny program). Hlavni vy-
hodou tohoto pftistupu je fakt, ze data ukladana v Excelu se pfimo v Excelu zpracovavaji a vy-
sledky se také ukladaji jako listy excelovského seSitu. Tyto programy tedy umozni zachovani
vSech moznosti Excelu jako tabulkového procesoru a navic ho doplni o statistické funkce.

Pti vybéru vhodného programu je nutné si odpovédet na nékolik otazek:

® jaké spektrum metod budu v obvyklych pfipadech potifebovat a do jaké hloubky (je
napft. rozdil mezi obCasnym spocitanim regresni rovnice piimky, coz dnes umi kaz-
da ,lepsi kalkulacka a mezi komplexni regresni analyzou nelinearniho modelu
vcetné regresni diagnostiky, analyzou vhodnosti modelu apod., coz byva problém i
pro mnohy statisticky program),
® jak casto budu statistickou analyzu pottebovat (¢im Castéji, tim vice potiebuji pro-
gram, ktery co nejvice zrychluje praci, ktery umoziiuje automatizaci ¢innosti apod.),

® jaké mam financni a hardwarové moznosti (statistické programy jsou velmi drahé —
fadove desitky az stovky tisic korun — a ty rozsahlé, s vyspélymi grafickymi moz-
nostmi, vyzaduji ptislusné ,,vyspély* pocitac¢, zvlasté pro zpracovani rozséhlych da-
tovych soubort).

Druhym krokem je shromazdéni dostateCnych informaci o statistickych programech.
Pravdépodobné nejrozsahlejsSim a nejaktualnéj$im zdrojem informaci je Internet, protoze
vSechny vyznamné softwarové firmy maji své webové stranky. Na nich je mozné ziskat in-
formace o rozsahu funkci programu, kompatibilité s jinymi formaty (nutno brat s urcitou re-
zervou), hardwarovych nérocich (ty je zpravidla dobré ,,nésobit nejméné dvéma pro bezpro-
blémovy chod programu v ptipadé vétSich soubort a grafiky). Neni dobré se ale na tyto in-
formace ,,slep&* spoléhat, protoze pochopitelné kazda firma vychvaluje sviij produkt jako nej-
lepsi. Po ziskani zékladnich informaci je vhodné - pokud je to mozné - se poradit s kolegy o
jejich zkuSenostech s témito programy, popi. navstivit nékteré z webovych diskusnich for vé-
novanych pfislusnym programim (jejich adresy najdete obvykle na webovych strankach pfi-
slusného programu). Vynikajici moZnosti k ocenéni jednotlivych programili jsou demoverze
(zpravidla omezené verze programi, které bud’ neumoziuji nékteré zakladni funkce — napft.
ukladani vysledki nebo tisk, event. maji omezeny vstup dat) nebo trial verze (obvykle plné
verze programu s asovym omezenim, nejobvyklejsi doba je 1 mésic). Tyto zkusebni progra-
my je mozné si nechat poslat na disketé¢ nebo CD (zpravidla zdarma nebo jen za manipulacni
poplatek) nebo si je stdhnout z Internetu. Nejlepsi je, kdyZz zkuSebni verze umozinuje vyzkou-
Set program s vlastnimi daty (u nékterych metod je to zasadni — napf. u nelinearni regrese, kde
ruzné algoritmy pracuji rizné GspéSné s riznymi rovnicemi i daty, a je jasné, Ze jako ukéazko-
vy bude u programu ptidan takovy soubor dat, kde program pracuje bezproblémove). Velmi
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dalezité také je, zda umi uvazovany program bez problémt nacist data, ktera jsou jiz ulozena
v jinych formétech (napt. v tabulce EXCELU, QUATTRA apod. — ruc¢ni prepisovani rozsah-
lych tabulek urcité¢ neni ni¢im piijemnym, navic je to ,,oblibeny* zdroj hrubych chyb) a také
vyexportovat vysledky do vystupni zpravy. Webové adresy jednotlivych programt se daji na-
jit obvyklymi vyhleddvacimi stroji Mezi dalsi kritéria vybéru je mozné zaradit:

e podporu v CR — dileZitdj§i programy maji zastoupeni v CR, coZ je vyhodné jak
z hlediska bezproblémové koupé za K¢, tak i z hlediska dalsi podpory (Skoleni, up-
grady, rady ohledné pouzivani programu apod.),

e jazykové hledisko — vétSina programdi je v anglictiné (v soucasné dob¢ jediné rozsi-
fengjsi statistické programy v ¢estiné jsou ADSTAT nebo jeho rozsitena Windows
verze QC EXPERT (www.trilobyte.cz), ¢aste¢né lokalizovanymi programy (pielo-
zené je uzivatelské prostiedi a vystupy, v anglictiné zlstala napovéda) jsou
UNISTAT (www.unistat.cz) a STATISTICA(www.statsoft.cz)).

e zda je mozné k programu ziskat doplitkovou literaturu, pfedev§im z hlediska statis-
tické teorie pouzivanych metod — nékteré firmy dodavaji pfimo k programu piehled
pouzivanych metod (nebo alespoii odkazy na literaturu) — protoZe pouzivat ,,nezna-
mé* metody (kdy nic nevim o jeji teorii, podminkach pouziti, interpretaci vysledki)
nelze v Zadném ptipad€ doporucit.

V souvislosti se skuteCnosti, ze statistické programy jsou dnes jiz bézné dostupné, je

nutné uvést nékolik poznamek k jejich postaveni v ramci celého procesu statistické analyzy.

Uzivatel programu si musi byt vzdy védom, ze statisticky program je pouze technicky
prostfedek, ktery napomahé k vyteSeni ur¢it¢ho odborného problému. Pokud si pfipomeneme
obr. 2.3, na kterém jsou uvedeny zékladni etapy statistické analyzy, tak statistické programy
jsou pouzitelné v podstaté pouze v etapé zpracovani dat a jejich analyzy. Vzdy musi ptedcha-
zet rozbor feSené ulohy (a v ramci stanoveni metodiky téZ posouzeni moznosti vyuziti specia-
lizovaného softwaru) a nasledovat komplexni interpretace vysledkii z hlediska feSené¢ho pro-
blému. Nikdy nepouzivejme tyto programy samoucelné — ,,aby to vypadalo védecky...“, ale
pouze s jasnym cilem.

Dalsi dualezita podminka pouziti statistickych programt jiz byla vyse stru¢né zminéna —
tou je dobrd znalost pouzivanych metod. Nikdy neni mozné pouzit statistickou metodu bez
znalosti jeji teorie, bez znalosti interpretace jejich vysledkt. Musime si uvédomit, ze program
zpravidla vypise Ciselné (popft. grafické) vysledky a tim jeho tloha konci. Pokud nezndme
pouzivanou metodu teoreticky, sedime nad ,,hromadou® ¢isel a Car a nevime, co s nimi. Proto
s koupi programu vzdy je dobré si opatfit doporucenou literaturu, kde jsou jednotlivé metody

popsany.

waru, které zde byly uvedeny, stane se ndm dobrym pomocnikem. Vypocetni technika a sta-
tisticky software jsou jiZ dnes nepostradatelnym vybavenim statistika. Je nutné si uvédomit,
ze prave rozsifeni vypocetni techniky zpiistupnilo Siroké obci uzivatelii vypocetné narocné a
statisticky velmi u¢inné metody, které byly diive nepouzitelné piredevsim pro ,,neprekonatel-
ny* objem vypocti.
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3 Zakladni zpracovani jednorozmérného
statistického souboru

3.1 Prvotni zapis

Jednorozmérny zakladni statisticky soubor je tvofen v§emi uvaZzovanymi hodnota-
mi sledované statistické veli¢iny. Znamena to, Ze o zkoumané veli¢iné mame k dispozici apl-
nou statistickou informaci. Pocet hodnot znacime N a nazyvame rozsah souboru.

Prvotni zapis statistického souboru je neusporddana forma zapisu zjisténych hodnot.
Napt. pii méteni taxacnich veli€in stromil v porostu zapisujeme tidaje podle toho, jak procha-
zime porostem a métime jednotlivé stromy, pii méfeni v laboratofi jsou zpravidla tidaje zapi-
sovany podle potfadi métenych vzorki, pfi anketach podle poradi respondentii apod. Prvotni
(. laboratorni, terénni) zapis neni vhodny k pfimému statistickému zpracovani, protoze in-
formace jsou v ném nepiehledné. Hodnoty se obvykle pfendseji na rizna média, ktera umozni
snadng&jsi a rychlejsi zpracovani zjisténych dat.

Nejcastéji se pouziva:

e kartotéka (rtizné formy) - kazda jednotka souboru ma vlastni kartotécni listek.
Vhodné pro rucni zpracovani, v soucasnosti se pouziva jen velmi vzacné,

e disketa, disk (dfive dérny Stitek, dérnd paska) — vzhledem k tomu, Ze vétSina statis-
tickych analyz se provadi s pomoci vypocetni techniky, je to nejcastéjsi zplisob
ukladani dat, zde ma kazda jednotka souboru sviij kod (oznaceni, identifikaci).

Ptiklad prvotniho zépisu je v tabulce 3.1 . Jedna se o zapis z méfeni na vyzkumné plo-

Se, kdy zapis byl provadén pti postupu od stromu ke stromu. Méfenou veli¢inou je vycetni
tloustka (tj. tloustka ve vys$i 1,3 m nad patou kmene) v cm. Je ziejmé, ze z takového zéapisu
nejsme na prvni pohled ani pfiblizné schopni odhadnout zékladni charakteristiky méfenych
stromu (napf. nejsiln€jsi strom, nejslabsi strom, priimérnou tloustku apod.), je zde zfetelna
chaoti¢nost. Grafické znazornéni prvotniho zépisu je na obrazku 3.1 . IThned vidime, Ze grafic-
ké znazornéni je prehlednéjsi, je zde mozné urcit alespon extrémni hodnoty a zhruba odhad-
nout urcity interval, ve kterém se mize pohybovat stfedni hodnota. OvSem pro podrobné a
piesnéjsi posouzeni souboru je nutné ho ur¢itym zplisobem pftipravit. nejjednodussi a nejcas-
t&ji pouzivané metody zpracovani prvotnich dat jsou:

® uspotadani souboru

e tfidéni souboru

3.2 Usporadani souboru

Je to zpravidla prvni (ale nikoliv nezbytné nutny) krok zpracovéani souboru. Hodnoty se sefadi
podle velikosti vzestupné nebo sestupné. Takto uspofddanému souboru se fika poradkova
statistika. Tim se zpfehledni soubor, zpfistupni informace a zjednodusi dalsi zpracovani sou-
boru. Déle je toto uspoiadani nezbytné napft. pro praci s tzv. kvantily (podrobnéji viz kapitolu
4). Grafické zndzornéni vzestupné usporadané¢ho souboru je na obrazku 3.2 . Z graficky zna-
zornéného vzestupné usporadaného souboru mizeme lehce zjistit napt. tyto informace:

e minimalni hodnota (Xmin),
e maximalni hodnota (Xyax) souboru,
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® pocet hodnot souboru, které patii do libovolné uréeného intervalu,

e interval, ve kterém lezi vSechny hodnoty souboru < Xmin, Xmax> a jeho Sitka v jed-
notkéch veliCiny, tzv. variani rozpeti, R = Xmax — Xmin.

Pm:'fldové Cislo Vyvéetm' Pm:‘fldové Cislo Vyvéetm' Pm:‘fldové Cislo Vyvéetm'
cislo tloustka v|| ¢islo tloustka v|| ¢islo tloust’ka v
o, stromu o, stromu o stromu
méi‘eni cm méi‘eni cm méi‘eni cm
1 51 34,3 21 37 41,3 41 40 41,3
2 7 34,5 22 26 442 42 55 47,7
3 16 44,9 23 18 40,3 43 28 33,5
4 13 33,1 24 39 34,6 44 34 40,3
5 49 36,2 25 22 36,4 45 9 39,1
6 12 30,3 26 20 42,1 46 5 38,7
7 32 38,5 27 44 30,3 47 4 45,0
8 43 38,6 28 21 37,1 48 23 39,5
9 41 40,6 29 47 39,0 49 52 47,2
10 53 29,9 30 1 44,2 50 31 33,0
11 2 57,7 31 8 47,2 51 6 44.5
12 10 43,8 32 25 37,2 52 35 37,7
13 14 35,2 33 24 33,1 53 27 52,0
14 42 37,4 34 36 43,1 54 48 43,0
15 15 447 35 45 36,2 55 29 41,8
16 50 47,7 36 46 38,2
17 11 42,9 37 19 28,8
18 30 42,0 38 3 473
19 54 433 39 33 35,5
20 17 41,8 40 38 31,2
Tabulka 3.1 - Prvotni zapis statistického souboru na zakladé terénniho méreni
60,0
50,0 + |
£ 400 | Inllanlln 0 - 1.
g i _ i -
s n ~ -
N
% 30,0 -
2
:?-, 20,0
®
10,0 -
,0 AL LU U A R L R L L L AL UL LU,
m o83 T8 38 A ST 82 E 8" oa ]
¢islo stromu

Obrazek 3.1 - Grafické znazornéni neusporadaného statistického souboru (prvotniho zapisu)

Na obr 3.3 jsou schematické grafy tii usporadanych soubort:
e [. soubor bez vyrazné urovné, tj. hodnoty jsou ,,kazda jind“,
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e [l soubor s vyznamnou urovni tj. s velkym poctem stejnych, resp. malo odlisnych
hodnot, mluvime zde o lokalni koncentraci dat,

e ]I soubor se dvéma vyraznymi urovnémi. Mlze to znamenat, ze soubor je slozen

ze dvou samostatnych souborti.

Je zfejmé, Ze jiz prvotni zpracovani ziskanych dat mize podstatné ptispet ke zvoleni
dalsiho spravného postupu statistické analyzy. Je vhodné pfedev§im u mensich soubort. Do-
konalej$im zptisobem prvotniho zpracovani statistického souboru — zvlasté rozsahlejsiho (ia-
dové stovky, tisice ,... dat) - je tfidéni souboru.

E = = é ;';; = = é ;';;l = = é
2 |5:| §|% 2|5z £ |2 2|5z £ |2
] zE|l 2 |28 H] z2| 8 | S8 2 ze| & |2¢
SlzE| 2|z 2|28 227 & |28 2 |5
1|37 19]assfar|s2]35]377] a1 ] 19] 54 [433
2| 10| 53 [209] 22| 36 | 46 |382] 42 | 12| 10 [4338
3 6| 120303 23| 7| 32|385) 43| 22 26 |442
4| 27| 44 [303] 24| 8| 43 |386] 44 | 30| 1 [442
5| 40| 38 [312] 25| 46 | 5387 45| 51| 6 [445
6 | 50| 31 [330] 26 | 29 | 47 |390] 46 | 15| 15 [447
7 4| |27 45| o391 47| 3] 16 [449
8 | 33| 24 [33,1] 28 | 48 | 23 |395] 48 | 47 | 4 [450
9| 43| 28 [335] 20 | 23 | 18 |403] 490 | 31| 8 [472
10 | 1| 51 ]343] 30 | 44 | 34 [403] 50 | 49 | 52 472
1| 2| 7 ]3a50 31| of a1 [406] 51| 38| 3]473
12 | 24 [ 390 [3a6] 32| 21| 37 [413] 52| 16| 50 [477
13| 31435233 41|40 |a3]s3]| 2| s5]417
14 | 39 [ 33 |355] 34 | 20| 17 [418] 54| 53| 27 | 520
15 s |40 |362] 35| 55| 20 fa8]ss| | 2]577
16 | 35 | 45 |362] 36 | 18 | 30 [4200
17 | 25 [ 22 |364] 37 | 26 | 20 [ 42,1
18 | 28 [ 21 |37 38 | 17| 11 [429
19 | 32 [ 25 |372] 39 | 54 | 48 [ 43,0
20 | 14 | 42 [374] 40 | 34 | 36 | 43,1
Tabulka 3.2 - Vzestupné uspoiradany soubor
70
60
50 +
5
> 40 +
2
2 30 4
%
20 -
10 -
0 B s s s s s s s s s Bt
2 82 28 " X wdgYere 23R AR RT -y

¢islo stromu

Obrazek 3.2 - Grafické znazornéni vzestupné usporadaného statistického souboru
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vzestupné usporadané prvky souboru

Obrazek 3.3 - Priklady mozZnych pribéhi vzestupné usporadanych soubori

3.3 Tridéni souboru

Zpracovani rozsahlych datovych souborti neni technicky jednoduché. Zvlasté v ,,pred-
pocitacové* éfe to znamenalo imornou rutinni praci, pii které zpravidla vznikala spousta chyb
(coz znamenalo stejné¢ umorné prepocitavani a hledani chyb). Proto byly hledany zplisoby, jak
zjednodusit alespon zakladni statistické vypocty (napf. statistické charakteristiky). Vhodnym
feSenim byla technika tfidéni souboru.

Je nutné podotknout, Ze v soucasné dobé€ jiz nema tiidéni soubort takovy vyznam jako
v minulosti, protoze pii pocitaCovém zpracovani dat uz pfili§ nezélezi na velikosti zpracova-
vanych souboril a také nebezpeci vypocetnich numerickych chyb je minimalizovano. Ptesto
se v n¢kterych oborech tfidénad data stale pouzivaji (jak z dvoda historickych — pro tfidéna
data existuji vyzkouSené a dlouhodobé pouzivané metody zpracovani, tak i z praktickych —
napt. tfidéni do velikostnich nebo kvalitativnich tfid, apod.) a mezi n¢ patii 1 lesnictvi. Je to-
mu tak piedevsim z prvniho uvedené¢ho diivodu (napt. pro tfidénd data — tloustkové tfidy ne-
bo stupné - jsou k dispozici prakticky pouzivané tabulky ke zjiStovani zasob, napt. objemové
nebo JOK) i praktickych (rychlej$i méfeni a ptitom prakticky dostate¢nd presnost vysledku).
Typickym ptikladem tfidéného statistického souboru (ktery jako tfidény soubor jiz vznika pii
méteni) je bézné pouzivany ,.sveérkovaci zapisnik (manudl)®, tj. vysledek méfeni vycetnich
tlousték stromt v porostu. Métené tloustky nejsou do dalSich vypocth postoupeny ve své sku-
te¢né hodnote, ale jsou zatazovany do ,.tloustkovych stupni* (které maji podle ucelu a pres-
nosti metody zpravidla rozsah 2 — 4 cm). Tato metoda ma nékolik vyhod: zrychli se tim mé-
feni (neni nutné odecitat presné hodnoty, ale pouze zatazovat do danych intervalil) a vypocet
(napf. pfi vypoctu prumérné tloustky neni nutné scitat nékolik set Cisel, ale pouze nasobit
stiedy tloustkovych stupnii jejich Cetnostmi, tj. poCty stromi zafazenych do jednotlivych
stupniil), pfiCemz piesnost tohoto méfeni a vypoctu je dostatecnd pro uvazované praktické vy-
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uziti (napf. vypocet zasob porostli). Z hlediska statistiky jsou potom stiedni hodnoty tloust-
kovych stupni tfidni reprezentanti, hrani¢ni hodnoty tlouStkovych stupiii hranicemi tiid a
pocty stromi v jednotlivych tlouStkovych stupnich absolutni tfidni ¢etnosti (podrobné vysvét-
leni téchto pojmu nésleduje nize).

3.3.1 Podstata a ucel tridéni

Ttidéni souboru spociva v rozdeleni celého souboru do skupin — tiid. TFida je vymeze-
na dolni a horni hranici, tj. nejmensi a nejvyssi hodnotou, ktera bude povazovéna za zataze-
nou do uvazované tfidy. V ramci kazd¢ tfidé se vhodné zvoli jedna hodnota, ktera zastupuje
(reprezentuje) vSechny hodnoty patiici do dané tfidy (to je tfidni reprezentant) a spocita se
pocet hodnot zatazenych do dané tfidy (to je absolutni tfidni Cetnost). Hlavni vyznam tiidéni
jiz nyni za¢ina vystupovat. Misto toho, abychom v dalSich vypoctech pocitali se vSemi hodno-
tami souboru (napft. nékolika sty nebo tisici), budeme pouzivat jen tfidni reprezentanty a tiidni
cetnosti (nejvyse nekolik desitek hodnot), pfi¢emz pfi spravné provedeném tiidéni ziskame
stejnou statistickou informaci jako pro netfidény soubor (napft. statistické charakteristiky). Po-
stup, pfi kterém z N hodnot statistického souboru, z nichz kazda nese urcitou informaci, se
stejnych informaci dosahne z minimalniho po¢tu vhodné stanovenych hodnot (v ptipad¢ tii-
déni jsou to tfidni reprezentanti a tfidni Cetnosti), se nazyva zhustovani informaci.

Schématické znadzornéni tfidéni je na obrazku 3.4 . Jedna se o soubor métenych dat, kte-
rd jsou uvedena v tabulce 3.1 Je nutné upozornit, ze soubor této velikosti neni zpravidla po-
ttebné tridit, je pouzit pouze pro ilustraci podstaty tfidéni. Piedpokladejme, ze nepouzijeme
obvyklé tloustkové stupné, ale vytvotime si vlastni tfidéni. Bylo vytvofeno celkem 7 tfid se
stejnym tfidnim intervalem. Jednotlivé méfené tloustky (uspotaddané podle velikosti) jsou
znazornény bilymi ¢tverecky, hranice tfid dlouhymi plnymi ¢arami a t¥idni reprezentanti krat-
Simi carkovanymi cCarami. (Jak se ur¢i pocet tfid, jejich velikost apod. se dozvime
v nasledujici ¢asti). Vidime tedy, Zze do prvni tfidy (dolni hranice 28,75; horni hranice 32,95)
patii pét prvki souboru (konkrétné hodnoty 28,8; 29,9; 30,3; 30,3; 31,2), do dalsi 13 prvkda,
atd. VSechny tyto hodnoty budou v dalSich vypoctech nahrazeny jednou hodnotou — tfidnim
reprezentantem (coz mize byt hodnota, kterd v souboru viibec fyzicky neexistuje) — v ptipadé
prvni tfidy je to hodnota 30,85 a tfidni Cetnosti (pro prvni tfidu 5). Tedy déle uz nebudeme
pouzivat pro vypocty vSech 55 prvka, ale pouze 7 tfidnich reprezentantti a 7 tfidnich ¢etnosti.
V ptipad€ spravné provedeného tfidéni ziskame prakticky stejné vysledky jako pii poc€itani se
vSemi puvodnimi hodnotami. V ptipad¢ velkych soubort tato vyhoda vynikne daleko vice.

[«

52 54 56 58 60

Ugelem a podstatou tiidéni je tedy:

e vyloucit vSechny nepodstatné rozdily v hodnotach znaku souboru,
e zachovat podstatné, charakterizujici rozdily.
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3.3.2 Technika tridéni

Ttideéni sestava z nasledujicich krokt:
volba tfidniho intervalu a poctu tiid
sefazeni tfid do stupnice
stanoveni tfidniho reprezentanta

zjisténi Cetnosti ve tfidach

3.3.2.1 Volba tiidniho intervalu a poctu tiid

Podminky volby tfidniho intervalu vychazeji z icelu a podstaty tiidéni:

e reprezentant tfidy zastupuje bez velké chyby vSechny hodnoty do tfidy zatazené,

® interval je co nejvetsi.

Zpravidla se voli pravidelny tfidni interval, to znamend, Ze vSechny tfidy maji stejnou
vzdalenost mezi dolni a horni hranici (jako na obr. 3.4). Pouze ve specialnich ptipadech se
pouzivaji nepravidelné tfidni intervaly. V nésledujicim textu se budeme vénovat jen zdklad-
nimu pfipadu pravidelnych intervala.

Nejcastéji se délka tfidniho intervalu (h) odvozuje az z urc¢eného poctu t¥id (m) a rozsa-
hu souboru (n). Z teoretickych tvah a praktickych zkusenosti bylo navrzeno nékolik zptisobt
pro prvni, orientacni ur¢eni poctu tiid.

Nejcastéji se pouziva tzv. Sturgesovo pravidlo:

m=1+3,3-log(n) (3.1)
které uda ptiblizny doporuceny pocet tfid (vypocitané Cislo se zpravidla zaokrouhluje naho-

ru).
Krom¢ tohoto vzorce se mohou orientacné pouzit pocty tiid uvedené v tabulce 3.3

n m
25-40 5-6
41 -60 6-28
61-100 7—-10
101 —200 8§12

201 + 10— 15

Tabulka 3.3 - Orientaéni po€ty trid v zavislosti na velikosti souboru

V praxi obvykle vychdzime z poctu tfid navrzenych Sturgesovym pravidlem nebo tabulkou
3.3 (a ve vétsSin¢ piipadl se to da doporucit), ale v odivodnénych ptipadech je mozné zvolit
jiné tfidéni. Konecné rozhodnuti zavisi na statistikovi.

Pokud zname pocet tiid m, odpovidajici délka intervalu (také orientacni) se urci podle
vzorce

h = Zmax min (32)

Délku intervalu Ize také navrhnout (pii obraceném postupu, tj. bez znalosti poctu tid)
podle vzorcu
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h=0,08(X 10 = Xmin) (3.3)
nebo
h = (Zmax ~ Xmin o op, (3.4)
12
Znéame-li A, urci se pocet tid podle vzorce
m = —max ~ Xmin 3.5)
h

Z praktického hlediska je vhodné velikost tfidniho intervalu urcit tak, aby to nebylo ¢islo
s ptili§ mnoha desetinnymi misty (napft. vyjde-li # podle vzorce (3.2) 3,243535, je vhodné po-
uzit podle potfeby hodnot 3,25 nebo 3,3, popt. i mirn€ vyssi). Tim je zaruceno, ze hranice tiid
1 tfidni reprezentanti vyjdou jako celé ¢isla nebo ¢isla s mélo desetinnymi €isly a bude snadné
s nimi dale pocitat. Pfi ur€eni poctu tiid a velikosti tfidniho intervalu je nutné respektovat
vztah

m-h>X,. —Xnin- (3.6)
Rovnost v tomto vztahu je minimdlnim pozadavkem (potom je dolni hranice prvni tfidy rovna
Xmin @ horni hranice posledni tfidy rovna xp,y), ale je Iépe jestlize soucin poctu tiid a tfidniho
intervalu (miiZzeme jej nazvat variaénim rozpétim tfidici stupnice) je vyssi nez skute¢né vari-
acni rozpéti souboru (Xmax — Xmin).- UmoZzni to v ptipadé potieby pohybovat s hranicemi tiid
tak, aby bylo dosazeno optimalniho vysledku. Na druhé strané nesmi byt rozdil mezi variac-
nim rozpétim tfidici stupnice a variaénim rozpétim souboru pfili§ velky, aby na okrajich sou-
boru nevznikly ,,prazdné* tiidy (tj. tfidy s nulovou ¢etnosti).

Pii navrhu poctu tfid a délky tfidniho intervalu je tfeba pocitat i s nutnosti respektovat

nasledujici zasady:

e zasada dplnosti - kazda jednotka souboru musi byt zatfazena do nékteré tiidy (po-
kud by tomu tak nebylo, ztracela by se Cast statistické informace pivodniho soubo-
ru a ttidény soubor by uz nemohl dostate¢né piesn¢ vypovidat o statistickych vlast-
nostech ptvodniho souboru),

e zisada jednoznacnosti - kazda jednotka je zatazena jednoznacné (tj. nesmi vznik-
nout pochybnost, do které tfidy je nutno urcitou jednotku zatradit).

Obéma zasadam je nutno ptizplsobit hranice tfid. Zasadu uplnosti splnime respektovanim
vztahu (3.6). Pfisné dodrzeni druhé zasady je pon¢kud komplikovangjsi. Volime-li hranice se
stejnou nebo mensi piesnosti, nez maji hodnoty souboru, muize se stat, ze néktera hodnota je
rovna nékteré hranici. Pro takové ptipady musi byt pfedem jednoznacné stanoveno, do které
ttidy (ptredchazejici nebo nasledujici) bude hodnota zafazena. Lze také postupovat tak, ze s
pfihlédnutim k pravidlim zaokrouhlovani a k pfesnosti hodnot veli¢iny se hranice ur¢i na 5
jednotek prvniho zaokrouhlené¢ho mista. Tim je moznd shoda tfidéni hodnoty a hranice tfidy
vyloucena. Napft. pro data z tabulky 3.1 , ktera jsou méfena na jedno desetinné misto, je moz-
né volit hranice tfid na dv€ desetinnd mista (napt. prvni tiida 27,85 — 32,95; druha tiida 32,95
—37,15; atd.). Tim nemtZze nikdy dojit ke shod¢ mezi méfenou hodnotou a hranici tfidy a za-
sada jednoznacnosti tfidéni je bezezbytku dodrZena.

19



3.3.1.1 Stanoveni tiidniho reprezentanta

Ttida obsahuje ty hodnoty, jejichz rozdily jsou nepodstatné. Mize je tedy zastupovat
hodnota vhodna, tzv. reprezentant tfidy. Tiidniho reprezentanta je nutno volit tak, aby co
nejlépe zastupoval hodnoty celé tiidy. Zpravidla se tomuto pozadavku dostate¢né vyhovi, vo-
lime-li za reprezentanta stfed tfidy, tj. hodnotu aritmetického priméru hranic tfidy. Je tomu
tak proto, ze pii dostatecn¢ velkych souborech, vhodnych ke tfidéni, maji 1 jednotlivé tiidy
(zvlasteé stiedové, obvykle nejpocetnéjsi) dostateény pocet prvki, aby bylo mozné jejich hod-
noty s rizikem nejmensi chyby nahradit stiedni hodnotou. Céstené je to mozné vidét na ob-
razku 3.4 (i kdyZ tento soubor je pro ucely tfidéni hodné maly). U druhé, treti, ¢tvrté a castec-
né paté tiidy jsou tfidni reprezentanti skutecné ptiblizné stiednimi hodnotami méfenych jed-
notek svych tfid. U krajnich tfid tomu zpravidla tak nebyva, ale jejich vliv (,,vdha*) na sou-
hrnné charakteristiky souboru (o nich viz kapitola 4) je dana jejich Cetnosti a je tedy velmi
mala.

Pii stejné Sirokych tiidach dostaneme tak rovnomeérnou stupnici tiidnich reprezentantt,
vyhodnou pfi dal§im poc¢etnim zpracovani.

Ttidni reprezentant se oznaCuje X; (stfedni hodnota i-t¢ tfidy). Rozdily mezi tfidnimi

reprezentanty jsou podstatné, pro soubor charakteristické rozdily.
Informace, které nesou hodnoty ve tfid€, nesou po tfidéni reprezentant tridy X; a pocet

hodnot ve tiid¢€ n; .
Informace, které nesou hodnoty celého souboru, nese po tfidéni m dvojicX., n;.

Ttidéni musi byt provedeno tak, aby pozadované informace byly v roztfidéném souboru
stejné nebo jen nepodstatné odlisné od informaci, které obsahuje pivodni netfidény soubor
(napt. souhrnné statistické charakteristiky, jako je aritmeticky pramér, smérodatna odchylka a
dalsi, vypocitané z roztfidéného souboru, by se mély jen velmi malo liSit od tychz hodnot
platnych pro pivodni soubor).

3.3.2 Typy Cetnosti tridéného souboru

Dutlezitou ulohu maji v procesu zjistovani informaci pocty hodnot ptislusné tfidam —
ttidni Cetnosti.

Absolutni tfidni Cetnost n; je pocet hodnot v i-té tfid¢. Je to zakladni charakteristika
kazdé tfidy a spolu s tfidnim reprezentantem se podili na vypoctu statistickych charakteristik.
Je mirou vlivu dané tfidy na v§echny studované vlastnosti tfidéného souboru.

Relativni tfidni ¢etnost w; je pomér absolutni tfidni ¢etnosti k rozsahu souboru, tedy

W, =—1>- (3.7)

Relativni cetnost se vyjadiuje bud’ jako desetinné Ccislo nebo, po vynasobeni 100,
v procentech. Uvazime-li, Ze kazdd hodnota souboru je v souboru ,,jisté obsazena, urcuje w;
dil poctu prvkd, ktery v souboru zaujima i-ta tfida. Mé charakter pravdépodobnosti, s jakou se
v souboru vyskytuje hodnota zatazena do i-té tfidy. Relativni ¢etnosti rozsituji (jako vSechny
relativni veli¢iny) moZnosti srovnavani souborli mezi sebou, 1 kdyz tyto soubory nemaji stej-
ny rozsah nebi nejsou ve stejnych jednotkach. Maji velky vyznam ve vSech statistickych uva-
hach vyuzivajicich pravdépodobnosti. Vypocet relativnich Cetnosti se mize provést tak, Ze se
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1
vy¢isli podil jednotky souboru p=— (nebo p= %) a tim se postupné vynasobi absolut-
n

ni Cetnosti tiid.
Absolutni souctova (kumulativni) ¢etnost v, je soucet absolutnich Cetnosti od prvni az
po uvazovanou i-tou tfidu, tedy

Vi=).n; (3.8)

Relativni souctova (kumulativni) Cetnost (®; ) je soucet relativnich Cetnosti od prvni az
po i-tou tfidu, tedy

;=) =W (3.9)

Kumulativni ¢etnosti nesou informace zalozené na idajich o poc¢tu hodnot znak, které
neptesahuji hodnotu horni hranice tfidy a tedy uddvaji nam, jaké ¢ast jednotek souboru je ob-
sazena do urcité tiidy vcetné. Je to uzitecné pii ulohach typu: kolik hodnot, resp. kolik %
hodnot, ptesahuje urcitou hodnotu (rovnou piislusné hranici tfidy)? kolik hodnot (% hodnot)
lezi mezi uréitymi hodnotami, shodnymi s hranicemi tfid — napt. danych urcitou normou,
ptedpisem? apod. Relativni verze kumulativni ¢etnosti slouzi, stejn€ jako absolutni, hlavné ke
srovnavani mezi riiznymi soubory.

Pro tfadu Cetnosti za sebou jdoucich tfid se pouziva nazev rozdéleni ¢etnosti.

3.3.3 Grafické vyjadreni rozdéleni ¢etnosti

Pii statistickém popisu souboru je vyhodné graficky znazornit rozdé€leni Cetnosti.

Graf rozdéleni absolutnich tfidnich Cetnosti se nazyva frekvencni graf (téz frekvencni
funkce).

Graf rozdéleni absolutnich kumulativnich Cetnosti se nazyva distribu¢ni graf (téZ distri-
bucni funkce).

Ve statistice se nejcastéji pouzivd bodového grafu nebo sloupcového grafu (histogra-
mu).

Grafy rozdé€leni absolutnich tfidnich ¢etnosti jsou plosné. Body bodového grafu se spo-
Juji iseckami. Vytvofti se tzv. frekvenéni polygon. Plocha omezena osou hodnot a polygonem
resp. sloupci je v piisluSnych jednotkach ¢iseln€ rovna rozsahu souboru.

Ze souctovych Cetnosti mizeme odvodit rozdé€leni Cetnosti pro jiny tfidni interval nebo
posunutou tfidni stupnici. Pfi pouziti statistickych metod je €asto nutné analyzovat rizné zis-
kané a zpracované soubory. Pfitom je tieba pracovat s rozdélenim o stejném poctu tfid. Ne-
mame-li k dispozici piivodni nerozttidény soubor, mliizeme roztiidény soubor urcitého rozdé-
leni pfevést na jiné rozdélené nasledujicim postupem: vykreslime ve vhodném méfitku graf
souctovych cetnosti, uréime nové horni meze tfid a z grafu odecteme souctové Cetnosti nové-
ho tfidéni. Pocetn¢ se cely postup provede obdobné piislusnou interpolaci. Polygon souctové
cetnosti predpoklada linedrni rozloZeni poc¢tu hodnot znaku ve tfid€. Tento ideédlni pfedpoklad
ve skute¢nosti splnén zpravidla neni. Takto ziskané nové rozdéleni nemusi byt zcela totozné s
rozdélenim, které by bylo ziskdno z plivodniho souboru. Pokud tyto rozdily vzniknou, byvaji
pfi dodrzeni logiky vécného zkoumani zanedbatelné. Jejich existenci musime zahrnout do
vSech uvah zalozenych na vysledcich ziskanych ze souctovych Cetnosti.
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V bézné statistické praxi zpravidla vysta¢ime s popsanym jednoduchym piistupem ke
ttidéni, protoze soubory, se kterymi se bézné setkdvame, jsou jednoduché, nekomplikované.
Komplikovanych souborii neni vSak tak malo, jak se vSeobecn¢ piedpoklada. Tiidéni tako-
vych souborti musi byt podrobnéji analyzovano, zejména z hlediska vhodnosti reprezentantl a

Sitky intervalu. I tyto podrobnéjsi analyzy mohou byt provedeny na zaklad¢ zasad a poucek o
postupu tiidéni uvedenych v této kapitole.

Piiklad 3.1:

Na sklade pily byly mereny stiedni tloustky navazenych smrkovych kmenii. Po skonceni
navazeni byl k dispozici soubor hodnot stiednich tloustek, ktery bylo tieba statisticky zpraco-
vat. Hodnoty tlousték jsou méreny s presnosti na 0,1 cm. Z prvotniho zapisu vyplynulo:

Rozsah souboru N =224 ks

Krajni hodnoty Apin = 16,1 cm; dyae = 26,6 cm

Pocet tfid odhadneme z tabulky 3.3 - m” = 12. Dale vypocitame prvni odhad tfidniho
intervalu h :

26,6-16,1
12

tedy Sife tfidniho intervalu byla stanovena na 1 cm. Dale se provede prvotni odhad dolni hra-
nice prvni tifdy (po&atku t¥idici stupnice) a, a horni hranice posledni t¥idy b takto: a = 16,0
cm, b = 28,0 cm (16 + 12 t¥id po 1 cm). Vzhledem k tomu, e nejvyssi méfena hodnota je
26,6 cm, posledni tfida s hranicemi 27,0 — 28,0 cm by byla prazdnd, upravime definitivné tii-
dici stupnici takto: a=16,0cm =11 b=27,0 cm, h=1 cm. Toto tfidéni vyhovuje podmince
uplnosti. Abychom splnili i podminku jednoznacénosti tfidéni, musime urcit predpis, do které
tfidy budeme zatazovat hrani¢ni hodnoty: budou zahrnuty do ptedchazejici tiidy. Reprezen-
tanty tfidy jsou stfedy tfid, tj. prvni tfida zahrnuje hodnoty 16,1 —17,0 cm, druhd 17,1 — 18,0
cm, atd.

Vysledky tfidéni jsou v tabulce 3.3 , grafy Cetnosti rozd€leni na obrazku 3.5 . Absolutni
cetnosti jsou zde zndzornény pomoci polygont, relativni ¢etnosti pomoci histogramu.

h' = =0,875=1,0;

. T¥idni Absolutni | Relativni | Absolutni Relativni
Cislo tridy TS th“‘l'dni ) tridni kulvnulativm' lfumulativm'
Cetnost | Cetnost (%) Cetnost Cetnost (%)
1 16,5 7 3,1 7 3,1
2 17,5 16 7,1 23 10,2
3 18,5 20 8,9 43 19,1
4 19,5 33 14,7 76 33,8
5 20,5 37 16,6 113 50,4
6 21,5 29 12,9 142 63,3
7 22,5 26 11,6 168 74,9
8 23,5 15 6,7 183 81,6
9 24,5 17 7,6 200 89,2
10 25,5 14 6,3 214 95,5
11 26,5 10 4,5 224 100,0

Tabulka 3.3 - Vysledky tFidéni
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Statistické charakteristiky se pro roztfidény soubor pocitaji pomoci specialnich postupt,
které zohlednuji rozdéleni do tfid a vyuzivaji pouze tiidni reprezentanty a absolutni tfidni cet-
nosti. Tiidni Cetnost plisobi jako vaha dané tfidy na vyslednou hodnotu charakteristiky (po-
cetngjsi tfida ma vyss§i vahu neZ méné pocetnd). Témto charakteristikdm se proto fiké vazené.
Pti spravné provedeném tfidéni by se vazené a prosté charakteristiky mély sob¢ rovnat (roz-
tfidény soubor musi vydat stejnou statistickou informaci jako neroztiidény). Tento pozadavek
neni mozno naplnit zcela presné, vzdy mezi vazenymi a prostymi charakteristikami budou ur-
¢ité rozdily, ale nemély by byt podstatné a mély by umoziiovat shodnou statistickou interpre-
taci. Vzorce (véetné prikladu) na vypocet vazenych statistickych charakteristik budou uvede-
ny v nasledujici kapitole.
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Obrazek 3.5 - Grafické znazornéni tfidnich ¢etnosti
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4 Statistické charakteristiky souboru

Statistické charakteristiky (pfesn¢ souhrnné statistické charakteristiky) jsou veli¢iny,
které¢ podavaji koncentrovanou formou informaci o podstatnych statistickych vlastnos-
tech analyzovaného souboru. Jsou vysledkem procesu zhust’ovani informaci. Urcitym stup-
ném zhus$téni informaci o statistickém souboru je jiz rozd¢€leni tfidnich Cetnosti statistického
souboru (tabulka, graf). Statistické charakteristiky pravé vystihuji ty skutecnosti, ve kterych
se mohu rozdéleni (a tedy soubory) liSit.

4.1 Typy statistickych charakteristik

Dulezitou statistickou charakteristikou je rozsah souboru (N). Dale pouzivame charakte-
ristiky:

e polohy,

e variability,

® tvaru
= soumérnosti
= $picatosti

Q| IR
Sy
Sy v

1]\
1|\

v * v v

Obrizek 4.1 - Priklady souborii liSicich se variabilitou (vlevo) a polohou (vpravo)

Obrazek 4.2 - Priklad soubori liSicich se polohou, variabilitou a tvarem
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Nazornéjsi predstavu, co tyto pojmy znamenaji, je mozné si utvorfit na zaklad¢ studia
schematickych obrazki 4.1 a 4.2 . U vSech téchto obrazkii jsou na ose x vynaseny jednotlivé
hodnoty, na ose y jejich Cetnosti. Vznik téchto kiivek si miizeme piedstavit tak, zZe polygony
nebo histogramy Cetnosti z piikladu 3.1 ze tfeti kapitoly prolozime urcitou funkci, kterd ndm
muze popsat cetnost vyskytu kazdé hodnoty (s tim, ze bychom dale zjemnovali tfidni déleni
az na ,,nekone¢né malé“ intervaly). Stfedni (,,primérna‘“) poloha soubord je na Ciselné ose
(ose x) znazornéna oboustrannou Sipkou.

Na obrazku 4.1 jsou vlevo zndzornény soubory, které se nelisi svou polohou (stfedni
hodnoty vSech soubort jsou shodné — vyjadiené spolecnou dvojitou Sipkou), ale 1i$i se varia-
bilitou (mirou rozptyleni jednotlivych hodnot kolem hodnoty stfedni). Nejvyssi variabilitu ma
soubor znazornény plnou ¢arou — kiivka ¢etnosti zabira nejveétsi ¢ast Ciselné osy kolem stied-
ni hodnoty, tj. hodnoty tohoto souboru jsou kolem ni nejmén¢ koncentrovany , nejmensi vari-
abilitu vykazuje soubor vykresleny ¢arkovanou ¢arou (,,nejuzsi“ kiivka, hodnoty jsou nejvice
koncentrovany kolem stfedni hodnoty). Z hlediska tvaru jsou v§echny soubory soumérné.

Vpravo na témze obrazku je opacny ptipad — oba soubory maji shodnou variabilitu
(vSechny kiivky maji stejny tvar), ale 1i§i se polohou (umisténim na ¢iselné ose x — jejich
stitedni hodnoty se lisi).

Obrazek 4.2 znazoriiuje nejobvyklejsi piipad — kdy se soubory mezi sebou lisi ve vSech
hlavnich skupinach charakteristik: v poloze (jejich stfedni hodnoty jsou posunuty na ose x),
variabilitou (soubor zndzornény plnou ¢arou ma zfejmée vyssi variabilitu, protoze jeho hodno-
ty jsou rozptyleny kolem stfedni hodnoty v §ir§im intervalu) i tvarem: zadny soubor neni
soumérny — ,,plny* soubor ma nejvyssi koncentraci hodnot nalevo od stfedni hodnoty (zné-
zornéno teckovanou oblasti), ,,carkovany* soubor napravo (znazornéno podélnym Srafova-
nim), pficemz jeho mira koncentrace hodnot je vyssi (¢arkovand oblast je ,,vys§i®, tj. Cetnosti
hodnot zobrazené na ose y jsou v této oblasti vétsi, souvisi to i s nizsi variabilitou).

V této souvislosti je nutné zdlraznit, a z vySe uvedenych obrazki to také vyplyva, ze
pro uplny popis statistického souboru je nutné pouzivat charakteristik vSech ti kategorii, pro-
toze jen tak lze vyjadfit vSechny dilezité vlastnosti souboru. Nejcastéjsi chybou je uvadéni
samotného aritmetického priiméru (zakladni charakteristika polohy) bez tdaji o variabilité a
tvaru souboru.

Statistické charakteristiky

[ | [ | [ |
klasické kvantilové Klasické kvantilové klasické kvantilové
(momentové) (momentové) (momentové)

M aritmeticky primér ‘ M medidn ‘ smérodatna odchylka ‘ kvartilova odchylka ‘ koeficient nesoumérnosti ‘ H kvantilova mira nesoumérnosti ‘

rozptyl ‘ relativni kvartilova odchylka ‘ koeficient Spicatosti mira koncentrace kolem medianu ‘

variaéni koeficient

Obrazek 4.3 - Pi‘ehled zakladnich statistickych charakteristik

Obrazek 4.3 obsahuje prehled nejdilezitéjsich charakteristik pouzivanych ke statistic-
kému popisu souboril (kromé nich existuje jesté fada dalSich, které zde nejsou uvedeny, pro-
toze maji bud’ specialnéjsi pouziti nebo slozitjsi teoretickou podstatu a vypocet).

Statistické charakteristiky se obecné dé€li na dvé zékladni skupiny — momentové a kvan-
tilové.
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Momentové charakteristiky vychazeji z teorie tzv. statistickych momenta. Podrobnéji
o tomto tématu (v€etné¢ odvozeni jednotlivych typll momentl a jejich vztah k jednotlivym
charakteristikdm) pojednava napi. ZACH (1994) a SMELKO, WOLF (1978). Z praktického
hlediska je dtlezité, Ze jejich vypocet vychazi ze vSech hodnot souboru, coz na jedné strané
znamena, ze vSechny statistické jednotky maji stejny vliv (vahu) na vyslednou charakteristi-
ku, ale na druhé¢ strané existuji pro jejich pouZiti urcita omezeni (normalita souboru, ovlivnéni
extrémnimi hodnotami apod. — tyto pojmy budou vysvétleny pozdé€ji). Momentovym charak-
teristikdm se také tika klasické, protoze jsou standardné pouzivany vzdy, kdy je to ptipustné.
Patfi mezi né nejobvyklejsi charakteristiky, napt. aritmeticky priimér nebo smérodatna od-
chylka.

Kvantilové charakteristiky vychazeji z poradkové statistiky, tj. ze vzestupné uspora-
daného souboru. Kvantil je hodnota, kterou nese v uspofadaném souboru prvek urcéitym
zpusobem umistény. Kvantil je specialnim pfipadem tzv. percentilu. VétSinou hovoiime o
100 - p -% percentilu, kde plati 0 < p < 1. Hodnota p znamené konstantu, kterd oddéli p-ty dil
(100p procent) nejmensich hodnot. V pfipadé percentilu mize hodnota p nabyvat jakékoli
hodnoty mezi 0 a 1. Pojem kvantil se pouZziva pro urcité percentily, které déli soubor na urcité
,zaokrouhlené* Casti a takovy kvantil ma zpravidla také svij specialni nazev. Napt. je-li
p=0,5, potom piislusny kvantil déli soubor na poloviny (100.0,5 = 50 %) a nazyva se medi-
an (podrobngji viz dale), podobné pro p = 0,25 je pfislusSnym kvantilem dolni kvartil, ktery
oddéluje 25 % nejmensich hodnot (podobné existuje horni kvartil pro p =0,75). Kvartily

60
druhy kvartil

prvni (dolni) kvartil
mediin

tieti (horni) kvartil A
( ) 25%

vSech
hodnot
5 4 > <
25% 25 % 25 % -
vSech viech viech NAA
hodnot hodnot hodnot Yo NA
40 + o rnn

vzestupné uspoiadané hodnoty
W
(=]
1]
1]
1]

[
=)
I

poradové ¢islo
Obrazek 4.4 - Grafické znazornéni kvartila

(spolu s medianem) déli pocet hodnot na c¢tyti stejné dily. Decily déli pocet hodnot na deset
stejnych dilt atd. Lze tedy zobecnit, Ze kvantily jsou ¢isla, kterd rozd€luji fadu vzestupné
uspotadanych hodnot znaku na urcity pocet skupin o stejném poctu prvkii. Grafické znazor-
néni kvartilt jako typického ptikladu kvantilll je na obrazku 4.4 . Pouzita jsou data z tabulky
3.1
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Z vlastnosti kvantili je nutno vyzvednout jejich nezavislost na extrémnich hodnotach
a na rozdé€leni souboru. Na druhé strané s nimi nelze provadét poctaiské operace v takové
mife jako s momentovymi charakteristikami. Pouzivaji se tam, kde z urcitych divodi nelze
pouzit momentové charakteristiky, a také v téch ptipadech, kde je nutno vzit do avahy spise
rozdéleni hodnot na ¢asti nez nahrazeni vSech hodnot hodnotou stfedni (napt. pii porovnani
namétenych hodnot s uréitou normou, konstantou).
Poradové Cislo (i) prvku ptislusného kvantilu se ur¢i podle vzorce

1= N+ r 4.1)
p
kde je
N rozsah souboru
p pocet skupin déleni.
r poradi kvantilu.

Priklad 4.1:
Urcete poradové cislo kvartili a medianu podle dat z tabulky 3.1 (obrazek 4.4 ).

PouZzijeme rovnice 4.1. V nasem piipadé je N =55, p = 4 (kvartily déli soubor na 4 dily)
ar=1, 2,3 (1 pro dolni kvartil, 2 pro median — ,,druhy kvartil®, 3 pro horni kvartil):
i=2%

tedy dolni kvartil nese 14. prvek vzestupné uspofadaného souboru. Obdobn¢ dostaneme dosa-
zenim r = 2 hodnotu 28 (median je 28. prvek) a pro r = 3 je to hodnota 42 (horni kvartil je 42.
prvek).

Pro vypocet kvantilli existuje celd fada dalSich postupli. Nékteré z nich uvadi napf.
ZVARA (1998).

Je nutné zdliraznit, Ze statistické charakteristiky uvedené v nasledujicim textu neobsahu-
ji jejich Gplny vycet. Statisticka teorie znd celou fadu dalSich riznym zplisobem konstruova-

Kterou charakteristiku zvolime k popisu vlastnosti souboru, zalezi na pozadavcich a ci-
lech tkolu, ktery se statickym popisem fesi. Volbu charakteristiky ovliviiuje potfebny charak-
ter informaci, které ukol vyzaduje. Pii praktickém feSeni ukolu urcime nejdiive rozsah a
hloubku informaci, které¢ potfebujeme a na zakladé tohoto zjisténi volime ty miry, které jsou
schopny pozadované informace podat.

4.2  Charakteristiky polohy

Charakteristiky polohy informuji o poloze souboru v usporadané ¢iselné mnoZiné
moznych hodnot zkoumané veliciny. Jsou to hodnoty s rozmérem dané veli¢iny, okolo kte-
rych se hodnoty znaku jednotek souboru soustied’uji.

Pro ,,idealni charakteristiku polohy byly stanoveny nasledujici pozadavky:

® ma byt pfesné urcena, ne odhadnuta

® ma se zakladat se na v§ech hodnotach souboru
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® ma mit zietelnou vlastnost, podle které jsou podavané informace snadnou zjistitelné
a pochopitelné

® ma byt co nejméné dotceny ,.kolisanim* nahodného vybéru.

O charakteristikach polohy se nékdy hovoii jako o stfednich hodnotach. Je nutné rozli-
Sovat od matematicky definované sttedni hodnoty (matematické nadéje), ktera se jako zaklad-
ni pojem definuje a pouziva v matematické statistice.

Zakladnimi charakteristikami polohy jsou priméry. Jsou vypocitany ze vSech hodnot
souboru. Zpusob vypoctu odpovidd charakteru zkoumané veli¢iny a pozadavkiim dalS§iho
zpracovani. Nejéastéji pouzivanym primérem je aritmeticky pramér. Ostatni priméry (napf.
geometricky, harmonicky, chronologicky, apod.) se pouZzivaji pouze ve specidlnich ptipadech.
Podrobnéji o nich pojednava napt. ZACH (1994).

4.2.1 Aritmeticky pramér (X)

Aritmetickym priimérem charakterizujeme hodnotu, okolo niz kolisaji jednotlivé prvky
souboru. Fyzikaln¢ odpovida aritmeticky primér t€zisti N stejné hmotnych bodii umisténych
na piimce se souradnicemi X; (to jsou jednotlivé hodnoty souboru).

Pro neroztfidény soubor pouzivame jednoduchy aritmeticky primér

N
X
< _i=l
X, = (4.2)
N
Pro soubor roztiidény do tiid se pouziva vazeny aritmeticky pramér
m
20X
— i=1
X, =1 (4.3)
N
kde je m pocet tfid, n; absolutni tfidni Cetnost a X, tfidni reprezentant, nebo téz
m
X)=) W, X, (4.4)

kde je w; jinak nez tfidni Cetnosti urcena vaha i-té tiidy

] - Tabulka 4.1 - TFidéni dat z tabulky 3.1
s | 2| £ 8| £
£ = S £ 2 Hovotili jsme jiz diive o tom, Ze pii tiidéni mu-
E E E > « , ; . . e r
= = g ‘= z sime zachovat podstatné informace o statistickém sou-
2 E Z E g boru. Informace o poloze je podstatna. Musi tedy byt
= 2 zaruceno, ze rozdily mezi jednoduchym a vézenym
28.75 | 32.95 | 30.85 5 5 aritmetickym priimérem jsou nepodstatné. Tedy teore-
32,95 | 37,15 | 35,05 13 18 ticky plati X, =X,, tedy by mélo platit
37,15 | 41,35 | 39,25 15 33 N m
4135 | 4555 | 4345 | 15 3 | D.x;=>.n;-X;. Nejvy$si moznid odchylka mezi
45,55 | 49,75 | 47,65 5 53 i=l i=l
49,75 | 53,95 | 51,85 1 54 prostym a vazenym aritmetickym primérem je rovna
5395 | 58,15 | 56,05 1 55 poloving tiidniho intervalu a vznikla by tehdy, jestlize
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by vSechny hodnoty zahrnuté do tfid lezely na jejich dolni nebo horni hranici. V praxi jsou
ovSem hodnoty ve tfidach rozdéleny ndhodné kolem ttidniho reprezentanta, a proto je vysled-
na chyba zpravidla minimdlni. Tuto vlastnost si ukaZeme na nasledujicim ptikladu:

Priklad 4.2:

Vypocitejte jednoduchy aritmeticky prumer pro data z tabulky 3.1. Poté mérené hodnoty
vhodné setridte a vypocitejte vazeny aritmeticky prumér. Oba pruméry porovnejte.

Vypocet jednoduchého aritmetického priméru je ziejmy — seCteme vSechny métrené
tloustky (ziskdme soucet 2189), podélime poctem hodnot (55) a ziskdme hodnotu 39,8 cm.

Ttidéni tohoto souboru je uvedeno v tabulce 4.1 Zde postupujeme tak, ze vzdy vynaso-
bime tfidniho reprezentanta dané tfidy s pfislusnou tfidni Cetnosti, tj. napt. 30,85*5, 35,05*13
atd. a vysledky téchto soucinii secteme. Ziskdme hodnotu 2196,55, kterou analogicky jako u
jednoduchého priméru vydélime poctem prvka (55) a ziskdme hodnotu 39,9 cm. Vzhledem
k méfené velic¢in¢ — tloust’ce stroml — je vysledny rozdil 0,1 cm zanedbatelny a vidime, ze
z hlediska polohy =ziskame =z tfidéného souboru prakticky stejnou informaci jako
z netiidéného.

Dulezité vlastnosti aritmetického praméru:
e aritmeticky primér je vyuzitelny u znaki, ve kterych ma logicky smysl operace
in )
N

® urdujici vlastnosti aritmetického priméru je stalost souctu hodnot ) X; . Proto musi
i=1

N m
byt Y X; =Y .n; -X;, aby chyby pfi urCeni vazeného aritmetického priméru byly
i=1 i=1
zanedbatelné. Toho Ize dosdhnout, kdyz tiidni reprezentant co nejlépe zastupuje
N _
hodnoty ve tfid&. Uvedena vlastnost také znamenéd Y x;=N x .
i=1

N
e plati, ze Y (x; X) =0,
i=1

N N N
o plati, ze) (X; —i)z je minimalni, tedy plati ze > (X; —i)2<2(xi —a)2 pro,
i=1 i=1 i=1
aeS,a#Xx .

Dtkazy téchto tvrzeni viz napt. ZACH (1994).

Z uvedenych vlastnosti plyne:

e aritmeticky primér reprezentuje jednoduchy vztah mezi celkem a jeho Castmi -
vSude tam, kde bude vystupovat hodnota souboru, miizeme ji nahradit aritmetickym
primérem souboru s nejmensim rizikem chyby,

e aritmeticky primér splituje vSechny podminky kladené na dobrou charakteristiku
polohy:

e je vypocitan,

e do vypoctu vstupuji v§echny hodnoty souboru,
e jcho uloha je snadno pochopitelna,

e  zpusob vypoctu je snadny,
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e teoreticky je znamo rozdéleni aritmetickych priméri vybérovych souborii z
daného zakladniho statistického souboru (blize bude objasnéno v Casti véno-
vané matematické statistice).

Aritmeticky primér neni vhodné pouzit tehdy, kdyz soucasné rozsah souboru je maly
(obvykle méné nez 10 prvkill), soubor obsahuje extrémni hodnoty, rozdéleni souboru je vy-
razn¢ nenormalni a dal$i tvahy nejsou zalozené na piimém pocetnim odvozeni charakteristiky
polohy.

4.2.2 Medi4n (%)

Median je hodnota, kterou nese prostfedni prvek v statistickém souboru uspofadaném
podle velikosti. Rozdé€luje pocet hodnot usporadaného souboru na dveé poloviny.

Nerozttidény soubor je tedy pro uréeni medidnu vzdy nutné uspoiadat podle velikosti.

Hodnotu medianu v neroztfidéném, pouze vzestupn¢ usporadaném souboru, uréime tak-
to:

X (x) pro N liché

2

! ( + ) N sudé (4:3)
—-|x X ro N sudé
) CE)TREw)) P
Znamena to tedy, Ze pro soubor s lichym poctem hodnot je medidn roven piimo prostiednimu
prvku, v souboru se sudym poétem hodnot (zde zadny prvek neni ,,prostiedni®) se stanovi ja-
ko priimérna hodnota dvou ,,prostiednich® prvkda.

Z rozttidéného zapisu se median urci postupem:

N+1

e urci se Cislo prostiedniho prvku T:n(i)
e 7 tabulky souctovych &etnosti se uréi medianova tiida 1(X), plati
N+l
Vi < Ty < Vi)

® podle nasledujiciho vzorce (za predpokladu linearniho rozlozeni poctu hodnot ve
tride)
~ (- h h (N4l @1
kde je

Xjx) tridni reprezentant medianové tfidy

h tfidni interval
N, absolutni tfidni Cetnost medianové t¥idy
i(%)-1
D 1, souctova Cetnost po tiidu predchazejici medianové tfide (napt. je-li medidnova trida
i=1
Sesta, je to soucet tfidnich Cetnosti tiid 1. —5.)
N rozsah souboru
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Vypocet medianu rozttidéné¢ho souboru je pouze orientacni a mize se od skute¢né hodnoty
medianu lisit. [lustruje to nasledujici ptiklad.

Piiklad 4.3:
Urcete median souboru dat z tabulky 3.1 a poté pro roztrideny soubor podle tabulky 4.1

Zadany soubor ma 55 prvk, tedy lichy pocet. Potom podle vztahu 4.5 ur¢ime potradové
¢islo medianu podle ,,horniho* vzorce X = X (s5:1) = X(28) tedy median je 28. prvek vzestupné
2

usporddaného souboru. Podle tabulky 3.2 je to hodnota 39,5.

Nyni si budeme postupovat podle tfidéni v tabulce 4.1 a podle navodu v této kapitole.

Potadové ¢islo medianu ur¢ime stejné — 28. prvek. Podle sloupce souctovych Cetnosti si
uré¢ime medidnovou tfidu — tedy tu, kam patii pofadové Cislo medidnu. V naSem ptipadé to je
treti tiida, kam patii prvky s poradovymi ¢isly 19 — 33. Ttidni interval v této tabulce je 4,2,
reprezentant medianové tridy je 39,25 a jeji Cetnost je 15 prvkd. Souctova Cetnost tfid pred-
chézejicich medianové tfide je 18.

Na zakladé téchto tdaji dosadime do vzorce 4.6:
x=(35,05— 4’2J+ 4’2(55” —18j=39,95 cm
2 15 2

V tomto konkrétnim ptipad¢ vysel odhad medidnu pomérné blizko skute¢né hodnoty,
ale v jinych ptipadech (v zavislosti na pouzitém tfidéni) miize byt rozdil mezi medidnem net-
fidéného a tfidéného souboru znacny.

Z vlastnosti medianu je nutno vyzvednout jeho nezavislost na extrémnich hodnotach
v souboru. Nelze s nim provadét poctaiské operace v takové mife jako s aritmetickym pri-
mérem. Median nesplituje vétsSinu pozadavkl na dobrou charakteristiku, dale necitlivost me-
dianu k velikosti jednotlivych hodnot je nevyhodou pii srovndvani Grovné v n€kolika soubo-
rech, proto se pouziva pouze tehdy, jestlize nelze pouzit aritmeticky primér nebo je pouziti
medidnu vhodné&jsi vzhledem k cili analyzy. PouZivé se tam, kde je nutno vzit do Givahy spiSe
rozdéleni hodnot na (dv€) ¢asti nez nahrazeni vSech hodnot hodnotou stfedni (napft. pro tcely
sortimentace dfivi). Jestlize vime, Ze median je vysoky, mame jistotu, ze druha polovina hod-
not je vysokych. Je-1i median nizky, mame jistotu, Ze prvni polovina hodnot je nizkych. Tak
jako ostatni kvantily je vhodny pro porovnavani hodnot souboru s danou normou, hranici (typ
otazky: kolik % hodnot souboru odpovida norme?).

4.2.3 Modus (x)

Modus je hodnota, které se ve vySetfovaném souboru nejcastéji vyskytuje.
Z neroztiidéného a uspotradaného zapisu se urci modus odectem nejcastejsi hodnoty.
V tomto ptipadé€ rozliSujeme soubory:
e amodalni — nemaji modus (vSechny hodnoty se vyskytuji stejné ¢asto, napf. jen jed-
nou),
® unimodalni — soubor mé jeden modus (pouze jedna hodnota je nejcastéjsi),
® polymodalni — soubor ma vice modu (vice hodnot je nejcastéjsich).
Z rozttidéného souboru uré¢ime modus vypocétem jako soufadnice x maxima kiivky,
ktera co nejlépe piiléhd polygonu rozdéleni tfidnich Cetnosti. Ve vétsing praktickych ptipada
staci za kiivku volit parabolu druhého stupné. Pii této volbé plati vzorec
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h p-1

X=Xy +—— 4.7)
072 25-p-1
kde je
X, stfed tfidy s nejvétsi Cetnosti
S Cetnost tiidy s nejveétsi Cetnosti
p cetnost tiidy vpravo od tfidy s nejveétsi Cetnosti
1 Cetnost tfidy vlevo od tfidy s nejvétsi Cetnosti

Urc¢eni modu z roztiidéného souboru je jen velmi orientacni (napf. se zde nedé zohlednit
fakt mozné polymodality souboru) a pouziva se jen ojedinéle.

Graficky se modus urcuje z histogramu rozdéleni tfidnich Cetnosti v souladu s tivahou
pocetniho zjisténi modu konstrukei, kterd je ziejma z obrazku 4.5 .

Z vlastnosti modu nutno védét, ze modus nezalezi na krajnich hodnotach, k vypoctu
neni nutné znat vSechny hodnoty souboru, nezavisi na celkovém poctu prvki. Nelze s nim
provadét poctarské operace mozné u aritmetického priméru. Pouziva se tam, kde je vyznam-
ny pravé nejveétsi pocet urcité hodnoty. To se stane napt. u nesoumérného rozdéleni Cetnosti
(mj. dale), kdy aritmeticky primér a modus nevystihuji pln€¢ celkovou charakteristiku soubo-
ru. Potom modus mé dilezitou ulohu typické hodnoty. Pti porovnani souborti podle typickych
hodnot je nezastupitelny.

U roztfidéného souboru mluvime ¢asto o modalnim intervalu. Pfitom je tfeba piedpo-
kladat, ze tfidni interval je konstantni. Modalni interval je zavisly na tfidéni.

40
35 +
30 +
2
S 251
3
S 20 |
)j:
v
= 15 +
3
G
10 +
5 |
0 \ 4
16,5 17,5 18,5 19,5 20,5 21,5 22,5 23,5 24,5 25,5 26,5
tFidni reprezentant

Obrazek 4.5 - Graficky zpiisob urceni modu

4.2.4 Vztahy mezi charakteristikami polohy

Mezi hodnotami charakteristik polohy existuji vztahy, které maji logicky smysl a vy-
znam vyplyvajici z vlastnosti souboru a z definici charakteristik. V prvnim pohledu, ze které-
ho se daji logicky odvozovat pro konkrétni soubor dalsi tvrzeni, jde o pfesnou zavislost seta-
zeni pruméru, medidnu a modu pro soumérnd ¢i nesoumérna rozdéleni cetnosti.
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Plati:

1. V dokonale soumérném rozdéleni je X =X =X, tj. stfedni hodnota se rovna pro-
stfedni 1 nejCastejsi hodnote

2. V mirn¢ nesoumérnych rozdélenich je X —X = 3(§ -X)

3. V silné nesoumérnych rozdélenichje X e <X

4. Nastane-li ptipad 2. nebo 3. potom, kdyz
a) X <x< X jde o levostranné¢ nesoumérné rozdéleni
b) X<x < x jde o pravostranné nesoumérné rozdéleni
Uvedené vztahy ilustruje obrazek 4.6 , kde levy obrazek predstavuje soumérny soubor
(vSechny zakladni charakteristiky polohy se sob& rovnaji), prostiedni obrazek predstavuje
pravostranny soubor (s ptevahou hodnot vyssich nez je aritmeticky prumér, tedy koncentro-
vanych napravo od primeéru, odtud nazev), pravy obrazek predstavuje druhy mozny ptipad
nesoumeérnosti — levostranny soubor.

"\

A

X=%=% X < X<X

y

> ¢
N [«
=
N g
=|

Obrizek 4.6 - Vztahy mezi charakteristikami polohy

4.3 Charakteristiky variability

Charakteristiky variability informuji o tom, jak jsou jednotlivé hodnoty souboru rozpty-
leny, tj. jak se jednotlivé hodnoty znaku 1i$i vzhledem k sobé navzdjem nebo vzhledem ke
sttedni hodnot¢.

Pti konstrukci miry variability fady hodnot znaku se postupuje dvéma zpiisoby:

® pokud se chce vyjadfit variace pouze ve smyslu vzdjemné odliSnosti jednotlivych
hodnot znaku, vychazi se ze vzdjemnych odchylek od kazd¢ hodnoty jednotlivé
v souhrnu,

e pokud se chce méfit variace ve smyslu odliSnosti od stfedni hodnoty, vychdzi se z
odchylek vSech hodnot znaku od této sttedni hodnoty.

Charakteristiky variability se pouzivaji v podobé

® absolutni - maji rozmér studované veli€iny

e relativni (pomérné) - bez rozméru nebo v procentech. Jsou vhodné pro porovnani
variability riiznych soubort.

Pozadavky na dobrou miru variability:

® byt pfesné urcena, ne odhadnuta,

e zakladat se na vSech hodnotach souboru,
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e mit zfetelnou vlastnost, podle které 1ze zarucit dobrou schopnost vystihnout variabi-

vvvvv

nala vétsi variabilitu souboru a naopak,

® snadny zplsob vypoctu a moznost pocetnich operaci.
Variabilita souboru je v teorii i praxi statistiky velmi dilezitd a vyuzivana vlastnost.
Proto je ji v naSem kursu vénovana vétsi pozornost nez ostatnim vlastnostem.

4.3.1 Variacni rozpéti

Variacni rozpéti je rozdil mezi maximalni a minimalni hodnotou souboru vyjadieny
bud’ absolutné¢ v jednotkédch méfené veli¢iny nebo relativng.

R = X max ~ Xmin (48)

R% = M 100 (4.9)
X

Ve specialnich ptipadech (kdy jako miru polohy nepouzivame aritmeticky primér) je mozné
ve vzorci 4.9 nahradit aritmeticky pramér jinou mirou polohy (medidnem, modem apod.).

Varia¢ni rozpéti vyjadiuje pouze Sitku intervalu moznych hodnot. Relativni miry se po-
uziji souhlasné k odpovidajici mife polohy. Méné¢ variabilni je soubor s menSim R%. Slouzi k
rychlému posouzeni variability. Neni vhodné pro nehomogenni soubory (tj. pro soubory se
zieteln¢ odlehlymi krajnimi hodnotami, které vzhledem k ostatnim hodnotam velmi zvysuji
hodnotu varia¢niho rozpéti.

4.3.2 Primérna odchylka

Vzorec pro netfidény soubor

N p—
§|Xi ‘X|
d == (4.10)

Vzorec pro roztiidény soubor

dy=2L 4.11)

Relativni primérna odchylka

d% = g.loo (%) (4.12)
X

Stejné jako v piipad¢ variacniho rozpéti Ize pocitat odchylky nejen k aritmetickému primeéru,
ale v pfipad¢ potieby i k ostatnim mirdm polohy, a to jak v absolutnim, tak i v relativnim vy-
jadieni.
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Primérna odchylka zavisi na vSech hodnotach znaku. Udava primérnou velikost odchy-
lek vSech hodnot od zvolené stiedni hodnoty. Neni mozné provadét pocetni operace s pru-
mérnymi odchylkami pfi operacich se soubory. Nepodava informace o rozdéleni hodnot v
souboru. Nejcasteji se pocitd primérna odchylka od aritmetického primeéru, i kdyz logicky je
vyuzitelnéj$i primérnd odchylka od medianu. Plati totiz, ze praimérna odchylka od medianu je
nejmensi ze vSech primérnych odchylek pocitanych od stfednich hodnot.

Primérna odchylka se pouziva jako doplnék ostatnich stfednich hodnot (nepodava in-
formace o odliSnosti hodnot mezi sebou).

4.3.3 Rozptyl

Je definovan vzorcem

N

> (x; —xf

S =varX=+1 (4.13)
N

Rozmér rozptylu je kvadrat jednotky veliCiny.
Pro rozttidény soubor se pocita podle vzorce

ini (X —i)z
§* == (4.14)
N

Analogicky jako v ptfipadé¢ jednoduchého a vazeného aritmetického priméru se zde
N m
pfedpoklada, ze plati Z(X i —X)Z = Zni(ii _2)2 . Protoze tomu tak zpravidla neni, do-
j=1 i=1
poustime se urcité systematické chyby, ktera, jak bylo zjisténo, je pfimo zavisla na Sifce tiidy
(tfidnim intervalu - h). Tuto chybu Ize minimalizovat Shepardovou korekci podle vztahu
1.
S2 =S*——h (4.15)
kor 12

Rozptyl je tedy aritmeticky prameér ¢tvercti odchylek od X a je tedy konstruovan k vy-
jadteni variability hodnot kolem aritmetického priméru, ale vyjadiuje i vzajemnou odliSnost
hodnot znaku. M¢fi tedy obé uvazované moznosti variability souboru. Dikaz tohoto tvrzeni
viz napt. ZACH (1994).

Vlastnosti rozptylu:

1. Soucet ¢tverct hodnot znaku od aritmetického priméru je minimalni.

2. Hodnota rozptylu souboru S; = {Xi + k;N}

1 _ 1 — :
S = EZ [(x; +k)-(X+Kk)]* = EZ [x;, =XJ", tj. rozptyl souboru o rozsahu N,
i
jehoz vSechny prvky byly zvétSeny o konstantu k, je stejny jako rozptyl pivodniho

souboru.
3. Hodnota rozptylu souboru S, = {Xi -k;N}
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1

S3 %Z(xl k-%X-k)* = ﬁkZZ(Xi ~X)*, tj,. rozptyl souboru o rozsahu N, je-

1
hoz vechny prvky byly vynasobeny konstantou k, se zvé&tsi k*-krat.
4. Hodnota rozptylu souboru S; = {Xi +y; ;N}

) 1 _ e 1 _ \p
&=§§ﬂ&+nF@+ﬂ]=§Zﬂ&—ﬂ+®ﬁvﬂ=
:ﬁg[(xi —x) +(y; - ) +2(x; =X )y, —37)]= Sx? +Sy” +2.cov,

1 _ _ . «
Vyraz FZ(Xi - x)(yi - y) =COV,, se nazyva kovariance. Casto se s ni bude-
i

me pii dal$im studiu setkavat.

Rozptyl splituje vSechny pozadavky na dobrou charakteristiku variability. Jeho pouziti
je mnohostranné (zvlasté v matematické statistice, v popisné statistice se ¢asto nahrazuje smé-
rodatnou odchylkou, ktera je vyjadfovana v jednotce métené velic¢iny) a bude v hlavnich apli-
kacich vysvétleno v piislusnych kapitolach.

4.3.4 Smérodatna odchylka

Je definovdna odmocninou rozptylu

S=+varX= =2

(4.16)

Defini¢ni vzorec Ize jednoduchym postupem upravit na vzorec vhodnéjsi k vypoctu. Plati

N N
Z(Xj—iy ]
s=1* = J‘IN —x2 4.17)

Pro rozttidény soubor plati obdobné

K 5 K
>n;(X; —X) 20X,
= =

S= = -x° 418
N N (4.18)

Smérodatna odchylka je nejlepsi a nejpouzivanéjsi charakteristikou variability. Splituje
vSechny pozadavky na dobrou charakteristiku variability. Rozmér smérodatné odchylky je
stejny jako rozmér veli€iny, coz je jeji hlavni vyhodou oproti rozptylu pro ucely popisné sta-
tistiky. Pozadavek dobré a snadno pochopitelné schopnosti podavat informace o variabilité je
u smérodatné odchylky vyborné naplnén. U souboru s normélnim rozdélenim cetnosti totiz
plati, Ze v urcitych intervalech danych nasobky smérodatné odchylky kolem aritmetického
pruméru je urcita ¢ast poctu hodnot:

e vrozmezi X £1S je to asi 68 % vSech hodnot,
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e vrozmezi X+2S je to asi 95 % vSech hodnot,

e vrozmezi X £3S je to asi 100 % vSech hodnot.

Nézorné je tato skutecnost vidét na obrazku 4.7 . Silna plné ¢ara predstavuje normalni rozdé-
leni (o tomto i jinych rozdélenich podrobnéji viz kapitola o spojitych rozdélenich ndhodnych
veliin), které se vyznacuje mimo jiné soumérnosti a tim, Ze aritmeticky prameér je nejcastéjsi
hodnotou. Tak jako i u jinych grafti rozdéleni Cetnosti jsou i zde na ose x vynaSeny hodnoty
(vlastné ¢iselna osa) a na ose y jejich Cetnosti. Cela plocha pod kiivkou pfedstavuje 100 %-ni
pravdépodobnost vyskytu vSech hodnot. Prvni interval (zndzornény carkovanou ¢arou) pied-
stavuje (vzhledem k vysokym Cetnostem hodnot zahrnutym v tomto intervalu) 68 % vSech
hodnot souboru. Déle smérem k okrajim se Cetnosti hodnot prudce snizuji, takze v intervalu
+2 S je 95 % hodnot a konecné v intervalu = 3 S (Cerchovany interval) lezi ptiblizné 100 %
hodnot souboru. Tato skute¢nost (také nazyvana pravidlo tii nebo Sesti smérodatnych odchy-
lek) miize pomoci napt. pfi odhadu mozného rozpéti hodnot jejich vzajemnych pocetnich
proporci. Napf. jestlize v porostu ocekdvame normalni rozdéleni vycetnich tloustek stromu a
vime, ze prumérna tloustka je 38,0 cm a smérodatnd odchylka tlousték 5,5 cm, mizeme usu-
zovat, ze piiblizné 68 % stroml bude mi vycetni tloustku v intervalu 32,5 — 42,5 cm, 95 %
vSech tlousték padne do rozmezi 27 — 49 cm a prakticky zaddna tloustka nebude mensi nez
21,5 cm a vétsi nez 54,5 cm.

Podrobnéji bude o této problematice pojednano v pfisluSnych partiich matematické sta-
tistiky.

|
|
|
|
|
i
I
|
¢

xt1S =68 % hodno

X12 S = 95 % hodnot

x+3S 2100 % hodnot

Obrazek 4.7 — Grafické znazornéni pravidla 3 smérodatnych odchylek

4.3.5 Variacni koeficient

Variacni koeficient je relativni mirou variability a pouziva se k vzajemnému porovna-
vani variability rGznych soubori. Vychazi z priméru a smérodatné odchylky, ma tedy vlast-
nosti obdobné jako S a S*. Cim je S % mensi, tim je mensi variabilita souboru.
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Stanovi se podle vzorce

S% =

Xl |

100 (4.19)

4.3.6 Kvantilové odchylky

Kvantilové odchylky se pouzivaji spolu s medidnem. Vyhodou kvantilii a z nich odvo-
zenych charakteristik je, Ze k jejich ur€eni nepotiebujeme znat vSechny hodnoty souboru. Sta-
¢i sefadit prvky (pokud to lze) podle velikosti, ur€it ty, které¢ jsou nositeli kvantilii, a tyto
proméfit. Obecné lze fici, Zze kvantilové odchylky jsou hor$i mirou variability nez klasické
charakteristiky (nesplituji vétSinu poZadavka kladenych na miry variability). Vypovidaji, ve
shod€ s definici kvantilu, o primérné rozdilnosti stejné pocetnych skupin hodnot a pouzivaji
se tam, kde nelze pouzit klasické charakteristiky, pfedev§im rozptyl a smérodatnou odchylku.
Jako ptiklad mtze uvést kvartilovou odchylku:

Q= (Xg5 —XMHE -Kp5) _ Xys —Xos

= 4.20
> > (4.20)
kde je
X,s  dolni kvartil (oddé€luje dolnich 25 % hodnot)
X median

X5  horni kvartil

Jedné se tedy o polovinu rozpéti horniho a dolniho kvartilu. Zalezi tedy na velikosti rozpéti
prostiedi poloviny prvki.

Podobné¢ lze konstruovat napt. decilovou odchylku (a dalsi):

D= (Xgp —X50 X0 —§7§)‘*‘ --------- X0 —%10) _ Xgo gilo 4.21)

4.4  Charakteristiky tvaru

4.4.1 Miry nesoumérnosti

Nesoumérnost (t¢Z asymetrie, nebo Sikmost) se projevuje tim, ze v souboru je vice
hodnot mensSich nez vétSich ve srovnani se stfedni hodnotou (levostranna nesoumérnost) nebo
vice hodnot vétSich neZ menSich ve srovnani se stfedni hodnotou (pravostrannd nesoumér-
nost).

Pozadavky na miru nesoumérnosti:

e dobfe méfit nesoumérnost, tj. pro soumérny soubor by méla byt rovna 0, u levo-
stranng, resp. pravostranné, nesoumérnosti mit opa¢nd znaménka,

® aby byla bezrozmérnym Cislem, coz umozni méfeni nesoumérnosti souborti neza-
visle na jednotkéch,
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® aby ji bylo mozno snadno urcit.

.-

AA)>0 - AA) =0 = _AA) <0

Obrazek 4.8 — Grafické znazornéni levostranného (¢arkované), soumérného (plné) a pravostranného (¢er-
chované) rozdéleni ¢etnosti

4.4.1.1 Pearsonova mira nesoumérnosti

Je nejméné vystiznou mirou nesoumérnosti a pouziva se k rychlému posouzeni nesou-
mérnosti. Stanovi se podle vztahu

_X-x_3-(X-%)

A’ =
S S
Pokud je A" = 0 jerozdéleni Cetnosti soumérné
A'>0 levostranné nesoumerné
A< 0 pravostranné nesoumerné

4.4.1.2 Kvantilové miry nesoumérnosti

A4 4

Vyuzivaji rozdilu rozptylenosti mezi nizsi polovinou a vyssi polovinou hodnot soubo-

ru, tedy na podobném principu jako kvantilové odchylky (viz kapitola 4.3.6). Pouziva se vzo-
rec

(Kigo-i — XX -%;) _ Xjpoi +X; —2X

a; = - — — — (4.22)
(XIOO—i - X)‘*(X - Xi) X100-i — Xj
kde je
X;  dolni kvantil
X100—i horni kvantil
X median
Misto horniho kvantilu mizeme vzit X« dolni kvantil nahradit X;,. Potom
q = Xmax T Xmin — 2X (423)

X max ~ Xmin
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Interpretace hodnot a; je stejna jako u Pearsonovy miry nesoumérnosti. Hodnoty a;, a se po-
hybuji v rozmezi -1 az +1. Je tedy mozné piesnéji posuzovat velikost nesouméernosti. Pod-
statnou nevyhodou je =zavislost na extrémnich hodnotach. Tento nedostatek Ize odstranit
vhodné volenou mirou a; (tj. volit kvantil x; tak, aby vyloZen¢ extrémni krajni hodnoty nebyly
do vypoctu zahrnuty).

Pouzivaji se v tllohéach, kde vyuzivame medianu a kvantilovych odchylek.

4.4.1.3 Koeficient nesoumérnosti

Je nejlepsi mirou nesoumérnosti, ktera je vypocitana ze vSech hodnot souboru za pouzi-
ti nejlepSich charakteristik polohy a variability. Pouziva se prednostn¢ vsude, kde je vyzado-
vana plnohodnotné informace o nesoumérnosti a je mozné pracovat s aritmetickym primeérem
a smérodatnou odchylkou.

Pro neroztiidény soubor

N
Z(Xj -xf
A= FIW (4.24)

Pro rozttidény soubor

& )3
Z}ni(xi_x)
1=

A =1=

- (4.25)
N-S

Interpretace hodnot koeficientu nesoumérnosti je nasledujici:

Je-li A = 0 jerozdéleni soumérné,
A <0 pravostranné,
A>0 levostranné.

Nesoumeérnost je tim vétsi, ¢im vice se A odliSuje od nuly. Pravidla interpretace vycha-

zeji z toho, ze koeficient nesoumérnosti je zalozen na tietich mocnindch odchylek hodnot od
aritmetického praméru, takze odchylky si ponechavaji svoje znaménko (+ nebo -) a
v celkovém souctu prevazi ty, které jsou vétsi. Tedy je mozné zobecnit, ze pravostranné ne-
soumérné rozdéleni znamend, ze hodnot vyssich néz aritmeticky prumér je vice nez hodnot
niz8ich. Levostranné nesoumérné rozdéleni znamena, ze hodnot nizsich nez aritmeticky pra-
mér je vice nez hodnot vyssich. Tento princip je ilustrovan v tabulce 4.2 a na obrazku 4.9 .
V tabulce 4.2 jsou generovany tii roztfidéné soubory — jeden velmi vyrazné levostranny (L),
jeden ptiblizné soumérny (S) a jeden velmi vyrazné pravostranny (P). Pro tyto soubory byly
vypocitany piislusné vazené statistické charakteristiky X a S. Je zfejmé, Ze nesoumérnost
souboru velmi ovliviiuje polohu aritmetického priméru (vyznaceno na obrazku 4.9 obou-
strannymi Sipkami piisluSného typu ¢ary). Z tohoto obrazku je ziejmé, Ze napt. u levostranné-
ho rozdéleni bude kladny soucet soucinti odchylek tfidnich reprezentantii od aritmetického
priméru a tfidnich Cetnosti vyrazné vyssi nez soucet zapornych odchylek, u pravostranného
rozdéleni tomu bude naopak a u soumérného rozdéleni se oba typy odchylek budou vyrovna-
vat. Je nutno podotknout, Ze zde byly pro ilustraci generovany skute¢né extrémné nesoumérné
soubory. V bézné praxi se za vyraznou nesoumérnost povazuji jiz hodnoty kolem 1 a vice.

A je bezrozmérna veliina (resp. vyjadfena v jednotkdch smérodatné odchylky), coz
umoziuje bezproblémové porovnavani riznych soubord.
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™= T¥idni ¢etnost (NI) Levostranny Soumérny Pravostranny
L S P (01)] Suma (0])] Suma (0])] Suma
10 55 5 1 022,149 & -5027,322 A -3027,648
12 70 12 5 - 727,032 -4749,752 -6185,986 -9687,708
14 ] 95 25 7 - 0571y 5449240 || -19741,722 | -8026,445
16 70 41 12 420,736 A -2659,945 -7283,140 || -32464,024
18 15 51 10 834,951 - 419,229 -2704,216
20 10 60 15 1969,527 0,000 W -1336,724
22 5 50 26 2389,391 23587,174 389,190 A - 390,216
24 4 45 78 3785,761 2840,906 - 1927
26 3 25 90 4951,916 5351,058 19147,617 324,453 A
28 2 11 65 5276,947 5593,687 2867,261 6749,500
30 1 5 21 3957,944 4972,777 3557,786
N | 330 [ 330 | 330 18837.421 - - 594,105 - -25714,524
X 14,18 20,02 | 24,47 VYSVETLIVKY: TR - t¥idni reprezentant, L - levostranny, S-soumérny,
S 3,411 4,28 | 3,96 P-pravostranny, N -podet prvkd, X- aritm. priimér, S-smérodatné odch.,
A 16,76]- 0,421 -19,68 § A - koef. nesoumérnosti, OD - NI"‘(TR-X)3 , Suma - soucet zapornych

odchylek (teckované), kladnych (Sedg), celkové (Cerné)

Tabulka 4.2 - Priklad vypoctu koeficientu zahrocenosti pro vyrazné levostranny, pfibliZzné soumérny a
vyrazné pravostranny soubor. BliZ§i vysvétleni viz v textu

100

90 L lff \ levostranny praVostrargy

’ N\ R
’ N\ A, S
80 /

70 p 4

< soumeémy .

50

40

tiidni Cetnost

30

S~ |
Dinuinh i s LTS SR

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

tfidni reprezentant

Obrazek 4.9 — Grafické znazornéni nesoumérnych a pribliZzné soumérného souboru s vyznacenim jejich
vazenych aritmetickych priméra (oboustranné Sipky). Blizsi vysvétleni viz v textu.

4.4.2 Miry zahrocenosti

Zahrocenost (téZ SpiCatost, koncentrace, exces) je druha zékladni tvarova vlastnost roz-
déleni Cetnosti souboru. Jedna se o srovnani ,,vysky a strmosti kopce* polygonu rozdé¢leni
Cetnosti (statisticky feCeno o srovnani koncentrace dat kolem urcité skupiny hodnot) se za-
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kladnim vzorem rozlozeni hodnot danym normalnim rozdélenim. Zakladni situaci ilustruje
obrazek 4.10 .Cetnosti jednotlivych hodnot souboru danych normélnim rozd&lenim jsou zna-
zornény plnou silnou ¢arou. Soubor, ktery ma ¢etnosti jednotlivych hodnot nizsi, nez odpovi-
da normélnimu rozdéleni (a zpravidla vyssi variabilitu — hodnoty jsou kolem stfedni hodnoty
rozptyleny v $irS§im intervalu), se nazyva plochy (,,kopec je nizsi, $irsi a plossi®). Naopak sou-
bor, jehoZz nejvyssi Cetnosti jsou koncentrovany u nékolika hodnot (na schématickém obrazku
4.10 kolem stfedni hodnoty) a jehoz variabilita je zpravidla mensi (,,kopec je vyssi, uzsi a
Spicatéjsi), se nazyva Spicaty.
Hlavni pozadavky na dobrou miru zahrocenosti:
e dobfe méfit zahrocenost.- vyss§i hodnota ma znamenat Spicatéjsi rozdélent,

® aby byla bezrozmérnym cislem, coZ umozni méfeni zahrocenosti nezavisle na jed-
notkach,

® aby ji bylo mozno snadno urcit.

Obrazek 4.10 - Schématické znazornéni normalné zahroceného souboru (plna ¢ara), plochého (¢arkova-
na) a $pic¢atého (Cerchovana)

4.4.2.1 Mira koncentrace kolem medianu

Vyuzivé rozdilu rozptylenosti v§ech hodnot znaku proti rozptylenosti hodnot blizkych
medianu. VéEtsi Spicatost se projevi v poklesu rozpéti kvantili a tim hodnota e vzroste.
Vlastnosti odpovidaji kvantilovému charakteru. Pouziva se spole¢né s medianem.

Stanovi se podle vzorce

e= max min (426 )

4.4.2.2 Koeficient zahrocenosti

Jeho vypocet je velmi podobny koeficientu nesoumérnosti (vyuziva ¢tvrtou mocninu
odchylek hodnot od aritmetického priméru).
Pro neroztiidény soubor se stanovi podle vzorce
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N
Z;(Xj _i)4
E=X2 3 4.27
N s* 427

Pro rozttidény soubor

& _\4
Z}ni(xi_x)
1=

E=1

T -3 (4.28)

Je to nejlepsi charakteristika zahrocenosti. Je vypocitan ze vSech hodnot souboru, vyu-
ziva nejlepsSich charakteristik polohy a variability.
Interpretace je také podobna koeficientu nesoumérnosti:
Je-i E = 0 jerozdéleni normaln¢ zahrocené
E<O ploché
E>0 Spicaté
V této souvislosti je nutné upozornit, ze v literatuie se mnohdy uvadi velmi podobny
vzorec, ktery ale nemé na konci odecteni hodnoty 3. Potom je interpretace posunuta tak, ze
normalni soubor mé E = 3, plochy soubor hodnotu mensi nez 3 a Spicaty vyssi nez 3. Zvlasté
pii pouziti pocitacovych programi je nutné se ujistit, podle které¢ho vzorce je hodnota E poci-
tana.

4.5 Priklad pouziti a interpretace statistickych charakteristik

V ptedchozich kapitolach byl podan obecny vyklad zptisobu vypoctu, vyznamu a inter-
pretace statistickych charakteristik. V této kapitole bude jejich pouziti ukazano na jednodu-
chych ptikladech a bude poukazano na zakladni fakta, ktera 1ze z nich lze vypozorovat.

V tabulce 4.3 jsou uvedena data z métfeni vycetnich tlousték (tloustka méfend ve vysce
1,3 m nad zemi) ve dvou porostech. Nasim ukolem je tyto soubory analyzovat pomoci za-
kladnich charakteristik.

Pro Porost 1 je kompletni vypocet uveden v tabulce 4.4 .

V prvnich dvou sloupcich je uvedeno zadani - métené hodnoty (x;). V nasledujicich
sloupcich (A — D) jsou uvedeny mezivypocty pro jednotlivé statistické charakteristiky:

A pro aritmeticky primér X Xi

B pro rozptyl S (Xi —i)z ,
C pro koef. nesoumérnosti A (Xi - i)3,
D pro koef. zahrocenosti E (Xi - 2)4 .

V tadku ,,Suma* jsou soucty pro sloupce A — D a v nasledujicim fadku ,,Vypocitané charakte-
ristiky* jsou jiz vypocitané hodnoty jednotlivych statistickych charakteristik. Pro vypocty A a
E byla pouzita hodnota smérodatné odchylky 5,1072.

Tti sloupce na pravé strané zobrazujici vzestupné usporadany soubor a prvky, ze kte-
rych byl vypocitan median (prvky 30 a 31 uspotddaného souboru) a také modus (hodnota
23,9, ktera se vyskytuje tiikrat).
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POROST 1 POROST 2

Cislo

Cislo Cislo Cislo Cislo Cislo

stromu d1'3(cm) stromu d1'3(cm) stromu d1'3(cm) stromu d1'3(cm) stromu d1'3 (cm) stromu d1'3(cm)

1 22,0 21 25,7 41 37,6 1 12,1 21 20,7 41 13,9
2 26,5 22 27,9 42 37,7 2 12,8 22 19,0 42 56,3
3 26,7 23 31,8 43 23,9 3 14,0 23 21,1 43
4 29,6 24 21,7 44 35,4 4 14,2 24 19,0 44
5 27,3 25 23,9 45 324 5 14,5 25 21,3 45
6 26,7 26 16,0 46 27,1 6 14,6 26 17,0 46
7 37,3 27 29,5 47 30,3 7 14,8 27 22,1 47
8 27,5 28 16,6 48 27,7 8 16,6 28 16,8 48
9 27,0 29 22,3 49 29,1 9 18,2 29 22,7 49

10 24,8 30 23,9 50 36,5 10 18,3 30 15,4 50

11 38,4 31 29,6 51 28,2 11 18,4 31 50,2 51

12 32,7 32 26,5 52 25,4 12 18,7 32 19,0 52

13 27,0 33 32,2 53 23,8 13 18,8 33 59,5 53

14 33,1 34 36,0 54 314 14 19,1 34 15,0 54

15 27,3 35 27,6 55 27,4 15 19,2 35 24,4 55

16 23,0 36 37,7 56 31,1 16 19,7 36 17,0 56

17 27,8 37 30,4 57 33,6 17 19,7 37 24,6 57

18 31,4 38 20,8 58 36,4 18 19,7 38 14,0 58

19 24,6 39 32,3 59 26,4 19 56,5 39 13,8 59

20 20,9 40 30,8 60 32,1 20 18,0 40 26,3 60

Tabulka 4.3 - Méfené vycetni tloust’ky ve dvou porostech

Pokud chceme interpretovat statistické charakteristiky, meli bychom si v§imnout nasle-
dujicich hodnot a vztahti:

aritmetického priméru a medianu — piedevsim jejich vzajemné polohy, pokud jsou
tyto hodnoty blizko sebe, sv€dc¢i to o neptitomnosti extrémnich hodnot a indikuje
normalitu souboru; naopak velké rozdily (vzhledem k méfitku a jednotkdm hodnot)
svédci o opaku),

hodnot koeficientl tvaru — A a E — a provést jejich interpretaci (pfitom musime dbat
na to, abychom pouze formalné nehodnotili odchylku od nuly — podstatné jsou pou-
ze znacné odchylky, pokud jde pouze o n¢kolik desetin, miizeme takovy soubor po-
vazovat na piiblizn¢ normalni. V kapitole vénované testovani statistickych hypotéz
budou uvedeny testy, které toto rozhodnuti objektivizuji),

hodnot variability — extrémni variabilita signalizuje odchylky od normality a pii-
tomnost extrémnich hodnot.

Porost 1 tedy miizeme hodnotit nasledujicim zptisobem:

hodnoty medianu a aritmetického priméru jsou si pomérné blizké, svédc¢i to o ne-
pritomnosti typickych extrémnich hodnot (dvé nejnizsi hodnoty jsou poné¢kud vzda-
lené od ostatnich, ale nelze je jeSté¢ povaZovat za hodnoty, které by hodnotu prumeé-

ru zasadnim zptisobem ovliviiovaly),

hodnoty A a E svéd¢i o mirné plochosti a pravostrannosti souboru (znamena to, ze
v souboru je mirn¢ vice tlousték vyssich oproti aritmetickému priiméru nez by od-
povidalo normélnimu rozdé€leni, pficemz variabilita je mirn¢ vétsi, tj. Cetnosti jed-
notlivych tlousték jsou mensi nez odpovida normalité), ale odchylky od nuly nejsou
podstatné, proto se tento soubor miize povazovat za velmi blizky normalnimu.
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Vypocet statistickych charakte

Vzestupné usporadany soubor

Cislo stromu d;; (cm) A B C D Vzestupné poradi| Cislo stromu|  d; 3 (cm)
1 22,0 22,0 44,0675 - 292,5346 1941,9419 1 26 16,0
2 26,5 26,5 4,5725 - 97775 20,9075 2 28 16,6
3 26,7 26,7 3,7571 - 72826 14,1161 3 38 208
4 29,6 29,6 0,9248 0,8894 0,8553 4 20 20,9
5 273 273 1,7911 - 23971 3,2082 5 24 217
6 26,7 26,7 3,7571 - 72826 14,1161 6 1 22,0
7 373 373 75,0245 649,8369 5628,6710 7 29 223
3 27,5 27,5 1,2958 - 14751 1,6791 3 16 23,0
9 27,0 27,0 2,6841 - 43975 7,2046 9 53 23.8
10 24.8 248 14,7328 - 56,5494 217,0555 10 25 23.9
11 384 384 95,2901 930,1905 9080,2100 11 30 23.9
12 32,7 32,7 16,4971 67,0059 272,1555 12 43 23.9
13 27,0 27,0 2,6841 - 43975 7.2046 13 19 24,6
14 33,1 33,1 19,9065 88,8160 396,2675 14 10 24.8
15 273 273 1,7911 - 23971 3,2082 15 52 254
16 23,0 23,0 31,7908 - 179,2471 1010,6551 16 21 25,7
17 27.8 27,8 0,7028 - 0,5892 0,4939 17 59 26,4
18 314 314 7,6268 21,0627 58,1681 18 2 26,5
19 24.6 24,6 16,3081 - 658577 265,9553 19 32 26,5

20 20,9 20,9 59,8818 - 4633854 3585,8303 20 3 26,7
21 25,7 25,7 3,6338 - 25,3690 74,5426 21 6 26,7
22 27.9 27,9 0,5451 - 04025 0,2972 22 9 27,0
23 31,8 31,8 99961 31,6045 99,9227 23 13 27,0
24 21,7 21,7 48,1405 - 334,0146 2317,5048 24 46 27,1
25 23.9 23.9 22,4518 - 106,3841 504,0834 25 5 273
26 16,0 16,0 159,7275 2018,6890 25512,8645 26 15 273
27 29,5 29,5 0,7425 0,6398 0,5513 27 55 274
28 16,6 16,6 144,9215 -1744,6130 21002,2323 28 3 27,5
29 223 223 40,1745 - 254,6392 1613,9880 29 35 27,6
30 23.9 23.9 22,4518 - 106,3841 504,0834 30 48 27.7
31 29,6 29,6 0,9248 0,8894 0,8553 31 17 27.8
32 26,5 26,5 4,5725 - 97775 20,9075 32 22 27.9
33 32,2 32,2 12,6855 45,1814 160,9211 33 51 28,2
34 36,0 36,0 54,1941 398,9592 2937,0044 34 49 29,1
35 27.6 27.6 1,0781 - 1,195 1,1624 35 27 29,5
36 37,7 37,7 32,1138 744,0879 6742,6766 36 4 29,6
37 30,4 30,4 3,1035 54673 96315 37 31 29.6
38 20,8 20,8 61,4395 - 481,5830 3774,8084 38 47 30,3
39 323 323 13,4078 49,0949 179,7692 39 37 30,4
40 30,8 30,8 4,6728 10,1010 21,8351 40 40 30,8
41 37,6 37,6 30,3115 719,7246 6449,9321 41 56 31,1
42 37,7 37,7 82,1138 744,0879 6742,6766 42 18 314
43 23,9 23,9 22,4518 - 106,3841 504,0834 43 54 314
44 354 354 45,7201 309,1443 2090,3308 44 23 31,8
45 324 324 14,1501 53,2281 200,2264 45 60 32,1
46 27,1 27,1 2,3665 - 3,6404 5,6002 46 33 32,2
47 30,3 30,3 27611 4,5881 7.6239 47 39 323
48 27,7 277 0,8805 - 0,8262 0,7752 48 45 324
49 29,1 29,1 0,2131 0,0984 0,0454 49 12 32,7
50 36,5 36,5 61,8058 485,8966 3819,9573 50 14 33,1
51 28,2 28,2 0,1921 - 0,0842 0,0369 51 57 33,6
52 254 254 10,4868 - 33,9598 109,9730 52 44 354
53 23,8 23,8 23,4095 - 113,2628 548,0033 53 34 36,0
54 314 314 7,6268 21,0627 58,1681 54 58 36,4
55 274 274 1,5335 - 1,8989 23515 55 50 36,5
56 31,1 31,1 6,0598 14,9172 36,7212 56 7 373
57 33,6 33,6 24,6181 122,1470 606,0526 57 41 37.6
58 36,4 36,4 60,2435 467,5897 3629,2756 58 36 37,7
59 264 26,4 50101 - 11,2144 25,1015 59 42 37,7
60 321 321 110831 414816 1435956 60 11 38.4
Suma 1718,3 1565,0018 - 4240236 | 112990,0760

Vypotitana charakteristika 28,63833333 26,0834 - 0,0531 - 02320 Median 27,75

Vysledna (zaokrouhlena
ednd (saokronmicnd) 28,6 26,1 -0,05 -0,23 Modus | 23,9

Tabulka 4.4 - Vypocet statistickych charakteristik pro Porost 1. Blizsi

1ZS1 VySVe

v

tleni viz v textu.
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Rozlozeni hodnot, polohu aritmetického priméru (plna ¢ara), medidnu (teckovana cara)
a modu (¢arkovana cara) ukazuje obrazek 4.11. Jednotlivé méfené hodnoty (bilé kosoctverce)
jsou nédhodné ,,rozhazeny* ve sméru osy Y proto, aby i v piipad¢ koncentrace dat na jednom
misté byly vidét pokud mozno vSechny hodnoty.

Nyni provedeme stejné hodnoceni pro Porost 2. Tabulka 4.5 ukazuje vypocitané hodno-
ty zakladnich charakteristik pro tento soubor ve druhém sloupci (v prvnim jsou pro srovnani
uvedeny odpovidajici charakteristiky Porostu 1). IThned jsou vidét zna¢né rozdily. Odchylka
aritmetického priméru od medianu je extrémné velka (2,85 cm oproti 0,95 cm), také variabi-
lita (tu je 1épe porovnavat podle relativni miry — varia¢niho koeficientu — 53,2 % oproti 17,8
%) podstatné vzrostla. Nejndpadnéj$i zmeéna je u charakteristik tvaru, které vykazuji extrémni
levostrannost a Spicatost. Kdyz budeme patrat po pricinach, zjistime, ze soubor obsahuje 4 ex-
trémni hodnoty 50,2;56,3;56,5 a 59,5. Grafické znazornéni tohoto souboru ukazuje obrazek
4.12 . Tyto hodnoty jsou tak vzdaleny od ostatnich, Ze je nutno je povazovat za silné extrémy,
které ovliviuji statistické hodnoceni celého souboru, pfi¢emz statistickd informace obsaZena
v ostatnich hodnotach se zcela ztraci. V této souvislosti je nutné se zminit o ,,zachazeni®
s takovymi hodnotami.
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Obrazek 4.11- Grafické znazornéni hodnot pro Porost 1 s vyznacenim polohy priméru (plna ¢ara),
medianu (teCkovana) a modu (¢arkovana)

Charakteristika Porost 1 Porost 2 p,0 dle POFOSt,Z l:ez
zadani extréemu

aritmeticky pramér (cm) 28,60 21,60 18,00
median (cm) 27,75 18,75 18,35
modus (cm) 23,90 19,00;19,70 19,00;19,70
rozptyl (sz) 26,10 136,60 11,40
smérodatna odchylka (cm) 5,10 11,50 3,30
variacni koeficient (%) 17,80 53,20 18,30
koef. nesoumérnosti - 0,05 2,42 0,39
koef. zahrocenosti - 0,23 4,65 - 0,20
minimum (cm) 16,00 12,10 12,10
maximum (cm) 38,40 59,50 26,30
variacni rozpéti (cm) 22,40 47,40 14,20
pocet hodnot 60 42 38

Tabulka 4.5 — Statistické charakteristiky analyzovanych soubori
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V prvni fadé je nutné zjistit, jakym zpisobem tyto extrémni hodnoty vznikly. Pokud
vznikly jako vysledek hrubé chyby méteni nebo zapisu, je nutné je vytadit (a v ptipadé velmi
malého vybéru je nutné se pokusit — pokud je to technicky mozné — ziskat nova spravna meé-
feni). Pokud by se ukazalo, ze méfeni je spravné, potom je nutné odhalit pti¢inu prudké zme-
ny métenych hodnot. Zde znovu nastdvaji dvé moznosti. Jestlize se ukaze, Ze dand méfeni ne-
souviseji s ostatnimi (vznikly v disledku prudké zmény podminek, slou¢enim dvou ve sku-
te¢nosti rozdilnych souborti apod.), je mozné je také vytadit z dalSiho zpracovani. Za ptredpo-
kladu, Ze je z ur€itého diivodu neni mozné vytadit (pfili§ maly vybér, ktery neni mozné dopl-
nit, nebo se jedna o skuteéné mozné extrémni hodnoty dané veli¢iny), je nutné s timto soubo-
rem zachdzet jako se souborem s nenormalnim rozdélenim Cetnosti a pfizplsobit tomu statis-
tickou analyzu (pouzivat robustnich — kvantilovych — charakteristik, pokusit se o vhodnou
transformaci pro pfiblizeni se normalité apod.). Pro tyto pfipady neni mozné dat vSeobecné
platny navod a pfi jejich feSeni se v plné mife projevi odborna i statisticka erudice analytika.
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vzestupné uspoiadané hodnoty

Obrazek 4.12 - Grafické znazornéni hodnot pro Porost 2 (véetné extrémnich hodnot) s vyznacenim polohy
pruméru (plna ¢ara), medianu (teckovana) a modu (¢arkovana)
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Obrazek 4.13 - Grafické znazornéni hodnot pro Porost 2 (s vylou¢enim extrémnich hodnot) s vyznac¢enim
polohy priaméru (plna ¢ara), medianu (teckovana) a modu (¢arkovana)

V nasem pfipad¢ se ukdzalo, ze extrémni hodnoty métenych tlousték ziejmé vznikly
zméfenim tloustek vystavkl (stromi z pfedchoziho porostu. které byly na holiné ponechany
pro zabezpeceni alesponl castecné piirozené obnovy ndsledného porostu). Je ziejmé, ze tyto
stromy do méfené¢ho souboru nepatii (maji zcela jiny vék), a proto je mozné je z métené¢ho
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souboru vyloucit. Vzhledem k dostate¢nému rozsahu souboru neni nezbytné nutné méteni do-
pliovat.

Hodnoty statistickych charakteristik po vylouceni métenych hodnot uvadi posledni
sloupec tabulky 4.5 a graficky je situace znazornéna na obrazku 4.13 .

Z obrazku 1 z tabulkovych hodnot je zfejmé, ze tento soubor lze také hodnotit jako pfi-
blizn€¢ normalni.

Pro ilustraci faktu, ze spravné roztfidény soubor podava stejnou statistickou informaci
jako soubor nerozttidény, je v tabulce 4.6 uvedeno tfidéni souboru Porost 1 a jsou vycisleny
zakladni statistické charakteristiky. Odhad medianu z roztfidéného souboru je velmi ptiblizny,
odhad modu nebyl provadén viibec (z rozttidéného souboru se déla pouze vyjimecne).

Roztiidéni bylo provedeno podle zésad uvedenych v kapitole 3.3 (m =7, h =3,3) a na
jejich zéklade€ byly stanoveny hranice tfid, tfidni reprezentanti (Xi) a tfidni Cetnosti (n;). Ve

sloupcich A — D jsou pomocné vypocty pro stanoveni aritmetického priméru (sloupec A -

X, ~ni), rozptylu (sloupec B - n;-(X; —i)z), koeficientu nesoumérnosti (sloupec C -

n; - (X; — §)3 ) a koeficientu zahrocenosti (sloupec D -n; - (X; — i)4).

Z vyslednych hodnot plyne, ze rozdily mezi prostymi a vdzenymi charakteristikami jsou
nevyznamné a umoziuji stejnou statistickou interpretaci. Tento ptiklad ukazuje, Ze pti sprav-
né provedeném tfidéni nesou vazené charakteristiky stejnou informaci jako prosté, které jsou
vypocitany ze vSech hodnot souboru. To lze s vyhodou vyuzit zvlasté tehdy, jsme-li nuceni
zpracovavat rozsahly datovy soubor bez moznosti pouzit vhodné programové vybaveni.

Cvl’slo Hranice tfidy T¥idni vf&bs’ovlutm A . p W
tridy dolni horni | reprezentant | tridni cetnost
1 15,85 19,15 17,50 2 35,0000 249,3145 -2783,5958 31078,8475
2 19,15 22,45 20,30 5 104,0000 309,2911 -2432,5747 19132,2000
3 22,45 25,75 24,10 9 216,9000 187,5530 - 856,1796 3908,4597
4 25,75 29,05 27,40 17 465,8000 27,2038 - 34,4128 43,5322
5 29,05 32,35 30,70 14 429,8000 57,9772 117,9835 240,0964
6 32,35 35,65 34,00 5 170,0000 142,3111 759,2299 4050,4913
7 35,65 38,95 37,30 8 298,4000 596,5058 5150,8276 44477,3962
Soucet 1719,9000 1570,1565 - 78,7220 | 102931,0233
E Charakteristika Vypocitané .vél'iené Vysledné (zokroul.llf?né) vazené
= 2 charakteristiky charakteristiky
=l aritmeticky pramér 28,6650 28,70
) i 23 median 28,5647 28,60
- g rozptyl 26,1693 26,20
=85 = smérodatné odchylka 5,1156 5,10
£ Z variaéni koeficient 17,8461 17,80
E koeficient nesoumérnosti - 0,0098 - 0,01
= koeficient zahrocenosti - 0,4949 - 0,49

Tabulka 4.6 — Vypocet vaZenych statistickych charakteristik pro Porost 1
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5 Uvod do matematické statistiky

V ptedchozich kapitolach jsme se zabyvali popisem zakladniho souboru, tj. statistickym
zkoumdnim takového souboru, o némz méame k dispozici Uplnou statistickou informaci, tj.
zname métené (nebo jinak zjistované) hodnoty ptislusného statistick¢ho znaku u vSech jedno-
tek zkoumaného souboru. OvSem s timto pfistupem vysta¢ime jen v relativné malém poctu
pripadu, vétsinou jen u malych, dobie definovanych soubort s veli¢inami, jejichz méfeni neni
obtizné ani drahé. Ve valné vétsSing piipadii musime zvolit jiny pfistup — cestu stanoveni vy-
bérového souboru a zobecnéni jeho vysledkil pro soubor zdkladni. A tady se dostavame do
sféry matematické statistiky.

5.1 Podstata vybérového Setieni

Rozdil mezi koncepci popisné a matematické statistiky ukazuje obrazek 5.1 . Vlevo je
zakladni soubor, kdy je jasn¢ vymezen jeho rozsah (zndzornény tu¢nou hrani¢ni ¢arou) a jsou
znamy vSechny métené jednotky (jednotliveé , kuliCky*). Statistické charakteristiky budou vy-
slednici znalosti vySetfovaného jevu na vSech jednotkach (,,kulickdch®) souboru. Vpravo je
schématicky zachycen vybérovy soubor. V tomto piipad¢ velikost (pocet jednotek) zakladni-
ho souboru neni zndma (znazornéno tenkou prerusovanou carou kolem zakladniho souboru a
Sedou barvou ,.kuli¢ek®) nebo je ,,nezmétitelné velkd. V tomto pfipad€ méteni provedeme na
tzv. vybérovém souboru, ktery je schématicky znazornén na pravé ¢asti obrazku. V tomto
pfipadé¢ métime piisluSné veliCiny jen na jednotkach spadajicich do vybérového souboru (vi-
ditelné ,kulicky* na tuéné ordmovanych ,,zkusnych plochach®), z jejichz statistickych vlast-
nosti potom odhadujeme statistické vlastnosti celého zakladniho souboru.

Je nutné zdiraznit, ze v jak v popisné statistice, tak 1 v matematické statistice je objek-
tem zajmu statistické analyzy zakladni soubor. Vybérovy soubor je pouze prostiedkem
k jeho poznani. Proto statisticka analyza pouzivajici matematickou statistiku nesmi koncit
vypoctem statistickych charakteristik vybéru, ale musi pokraovat ke stanoveni statistickych
vlastnosti zdkladniho souboru (napf. odhady parametrii, testovani hypotéz apod.). Tak nas
napt. pfi ur€ovani zasoby porostu pomoci kruhovych zkusnych ploch nezajiméa zasoba urcité
dreviny na zkusnych plochach, ale celkova zasoba dieviny v porostu (nebo piepocitana zaso-
bana 1 ha).

Vybérova Setieni se zpravidla skladaji z feseni tii dil¢ich etap:

e planovani vybérového Setfeni - jedna se predevsim o dvé dillezitd rozhodnuti:

» stanoveni potiebného rozsahu vybéru (tj. z kolika hodnot se nejméné musi skla-
dat vybérovy soubor, abychom ziskali potfebné tidaje o zdkladnim souboru s po-
zadovanou presnosti),

= stanoveni nejvhodnéjSiho zplisobu vybéru (tj. jakym zptsobem nejefektivnéji
potiebny rozsah vybéru ziskat)

e statisticky odhad parametri zakladniho souboru ze znamych hodnot statistic-
kych charakteristik vybéru (zde musime vzdy uvazovat pouze o odhadu, protoze
mame k dispozici pouze udaje o vybéru, tj. velmi malé ¢asti zakladniho souboru)

o statistické zkoumani vyslovenych hypotéz o urcitych vlastnostech zakladniho
souboru na zaklad¢ védomosti o vybérovém souboru (vlastné odpovidame na otdz-
ku: mohu s pfedem stanovenou pravdépodobnosti na zéklad¢ znalosti o vybéru, kte-
ry mam k dispozici, tvrdit, ze zdkladni soubor ma urcitou vlastnost? ).
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Obrazek 5.1 -Grafické znazornéni zakladniho (vlevo) a vybérového (vpravo) souboru

Jako ptiklad si mizeme uvést zkoumani tloustkové struktury nékolika rozsahlych smr-
kovych porostl (tj. zkoumani rozlozeni Cetnosti tloustek v téchto porostech) srovnatelného
véku a rastovych podminek, pticemz mame odpoveédét na otazku, zdali jsou tyto porosty stej-
né tlouStkoveé vyspélé a zda maji shodnou strukturu rozdéleni tlousték (napft. pro ucely pro-
dukéni a sortimentacni analyzy).

Kdybychom chtéli tento tkol fesit pomoci popisné statistiky, tj. zakladniho souboru,
znamenalo by to v rozsahlych porostech zméfit tloustky nckolika tisic nebo 1 desitek tisic
strom1l, coz je prakticky nemozné (hlavné casové a ekonomicky), a navic to neni ani potiebné,
protoze pti spravné aplikaci postupti matematické statistiky tento kol splnime s potifebnou
ptesnosti daleko diive a racionalnéji.

Nejprve si musime urcit pocet stromi métenych v kazdém porostu a zpisob jejich vybe-
ru. Tim splnime prvni bod postupu vyberovych Seteni. To stanovime na zédkladé zndmé nebo
odhadnuté variability zakladniho souboru a pozadované piesnosti. Poté provedeme potiebna
méteni a vypocitdme potiebné statistické charakteristiky vybéru (tj. urcitého poctu skutecné
zmétenych tlousték stromitl) podle postupti uvedenych v kapitole 4. Ale tyto udaje nas vlastné
vibec nezajimaji a jsou pouze prostiedkem ke zjisténi téchto idajii (napf. primérné tloustky,
rozdeleni Cetnosti tloustek apod.) pro zakladni soubory, tj. celé porosty. To provedeme pomo-
ci postupt druhé etapy, tj. provedeme kvalifikovany statisticky odhad téchto parametrti (napf.
aritmetického priméru, smérodatné odchylky, apod.) pro zakladni soubory. Potom mtzeme
napf. tvrdit, Ze s pravdépodobnosti 95 % je primérna tloustka analyzovaného porostu v roz-
mezi 38,6 - 40,2 cm. Déle mame rozhodnout, zdali jsou porosty stejné tloustkoveé vyspélé a
maji stejnou tloustkovou strukturu. Stejné tloustkoveé vyspélé budou porosty tehdy, budou-li
mit stejnou primérnou tloustku. Vime, Ze jednotlivé vybérové soubory maji ¢iselné rozdilné
priméry, napi. 39,4 cm, 40,6 cm a 42,7 cm. Musime si ale uvédomit, Zer kdybychom z jed-
notlivych porosti naméfili tloustky na jinych stromech (udélali jiny vybér), byl by vysledek
pro vybérové soubory Ciselné zase jiny. Musime tedy odpovédét na otazku: jsou rozdily mezi
vybérovymi pruméry tak velké, ze ani v zdkladnim souboru se neda s rozumnou pravdépo-
dobnosti ocekavat jejich shoda? Vyslovime tedy hypotézu: vSechny porosty maji stejnou
stiedni tloustku a budeme ji statisticky testovat. Test nam da objektivni podklad pro nase roz-
hodnuti. Stejn€ budeme postupovat i v ptipadé¢ tloustkové struktury.

Vidime tedy, Ze metody matematické statistiky nam déavaji do rukou mocnou statistic-
kou zbran, kterd nam pomuze kvalifikované odpoveédét na otazky, jejichz feseni by prostiedky
popisné statistiky nebylo mozné.

Vybérova Setfeni jsou tedy zalozena na tom, Ze poznatky o relativné malém vybéro-
vém souboru zevSeobecnime na zékladni soubor. Tento princip se nazyva statisticka induk-
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ce, jejimz zékladem je matematicka statistika. Statisticka indukce nepodava zobecnéné vy-
sledky s naprostou jistotou. Jednim z hlavnich tkoll statistiky je, aby zhodnotila nejistotu
jednotlivych indukénich zaveért, tj. stanovila pravdépodobnost, s jako dany zavér piijimame.

Matematicka statistika vznikala spojenim statistickym metod a teorie pravdépodobnosti.
Proto je nutno si nyni uvést nékteré pojmy teorie pravdépodobnosti, ov§em pouze v rozsahu a
urovni nezbytné nutné pro pochopeni dal§iho vykladu.

5.2  Zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti

5.2.1 Nahodny experiment

Experiment (pokus) je realizace neméné vymezeného komplexu podminek, kterou
Ize (alespon teoreticky) mnohonasobné nezavisle opakovat. Za experiment miizeme pova-
zovat napt. méfeni nebo jiné zjistovani urcité veliCiny. Realizaci je potom namétend konkrét-
ni hodnota. Experimenty, kdy vymezeny komplex podminek bezezbytku urcuje vysledek (t;.
pfi zachovani stejnych podminek dostaneme vzdy stejny vysledek) nazyvame experimenty
jisté (deterministické). Ptikladem muze byt ur¢eni obsahu kruhu, jestlize zndme jeho primér.
Za ptedpokladu, Ze pouZijeme hodnotu 7 se stejnou piesnosti, dostaneme vZdy stejnou hodno-
tu vysledku, at’ ,,pokus* opakujeme libovoln¢ ¢asto.

Naproti tomu u nahodného experimentu mohou navic plsobit na vysledky realizaci
chaoticky se ménici ndhodné vlivy. Do ndhodnych vlivli zahrnujeme vSechny pulisobici pod-
minky, které nemizeme pfesn¢ popsat, nezname je nebo je do vymezeného komplexu podmi-
nek nezahrnujeme. Vysledkem jsou hodnoty, jejichz velikost se pokus od pokusu méni a neni
je mozné pifedem presné urcit.

Piikladem nahodného experimentu mohou byt hazardni hry, laboratorni nebo terénni
pokusy, hromadnéa pozorovani, hromadn4 méfeni, hromadna aplikace technologickych postu-
pu, opakované operace ve vojenstvi, ekonomice, 1ékarstvi atd. Napt. u karetni hry jsou kom-
plexem podminek pravidla hry, ndhodnymi vlivy je to, jaké karty dostane hra¢ do ruky, jak
silné méa protihrace, zda neudéla hrubou chybu (a zda ji naopak udéla né¢kdo jiny) a mnoho
dalsich.

V realném svété jsou ndhodné experimenty daleko Castéjsi nez jisté a jsou také pred-
métem statistického zkoumani. Proto se v dal$im vykladu budeme vénovat vyhradné jim.

5.2.2 Jev a jeho vlastnosti

K popisu a praci s ndhodnym experimentem se pouziva pojml a symbolil teorie mno-
zin. Vychdzi se z toho, ze ndhodny experiment muze mit fadu moznych vysledkii:

® je mozny vysledek nahodného experimentu,
Q= {0)} mnozina vSech moznych vysledkli ndhodného experimentu,
AcQ mnozina nékterych moznych vysledki ndhodného experimentu - podmnozina

vSech moznych vysledkii ndhodného experimentu.
Mnozina A se nazyva jev. RozliSujeme tfi zékladni skupiny jevi:
e jevjisty (Q) - jev, kterému je pfiznivy kazdy vysledek ndhodného experimentu, tj.
pii opakovani daného experimentu vzdy nastane,
® jev nemozny (Y) - jev, kterému neni pfiznivy zadny vysledek nahodného experi-
mentu, tj. pii opakovani dané¢ho experimentu nikdy nenastane,
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® jev ndhodny (oznacuje se velkym pismenem, napt. A) — jev, jemuz jsou piiznivé
nékteré vysledky ndhodného experimentu, které pii opakovani nahodného experi-
mentu mohou, ale nemusi nastat (vlivem ptisobeni ndhodnych vlivi).

Piikladem miZe byt ndhodny experiment ,,méfeni vysky stromu®. Jedna se o typicky

nahodny experiment, protoze jeho vysledek (tj. konkrétni vyska stromu) je ovlivnén mnoha
nahodnymi vlivy (jak spolecnymi pro vSechny stromy v porostu, napf. bonitou stanoviste,
klimatickymi vlivy, antropogenni vlivy, apod., tak i jedinecnymi pro dany strom, napf. gene-
tick4 predispozice, konkurenéni vztahy atd.). Jevem jistym zde miZe byt naméfeni urcité vys-
ky, tj. ze ¢iselnym vyjadienim vysky stromu bude kladné ¢islo. Naopak jevem nemoznym je
naméteni zaporné vysky. Nadhodnym jevem je pak konkrétni vySka stromu, ktera je vyslednici
vSech uvazovanych i neuvazovanych nahodnych vlivi.

Ze znamych formalné zavedenych mnoZinovych pojml a mnozinovych operaci jsou pro

teorii pravdépodobnosti a jeji aplikace dulezité :

Bud’ A, B, C jevy, potom
1. AcB znadi: znastoupeni jevu A plyne nastoupeni jevu B.
Je-li AcBABcC potom AcC - tranzitivnost jevi .
2. AcCACcA=A=C; A, C jsou jevy ekvivalentni .
3. ANB znaéi: nastoupi jev A a zaroveii jev B - prinik jevi .
Plati vztahy: ANnBcA; AnBcB
ANnB=BnA
AnQ=A. An0=0
Je-i ANB=0Q nazyvajise A, B nesluditelné .
4. A UB znali: nastoupeni jevu A nebo nastoupeni jevu B - sjednoceni jevii .
Plati vztahy : AC(AUB); BC(AUB); AUA=A; AUB=BUA;
AuQ=Q; AUD=A .
5. A znadi: nenastoupenijevu A; jev opaény kjevu A .
Plati vztahy: AUA=Q; ANA=0; A=A; ANnB

KUB;

AUB=ANB
6. A/B znaéi: rozdil jevli - nastoupeni jevu A a nenastoupeni jevu B .

7. Jestlize ANB=@ potom A, B jsou jevy nesluditelné .

k
8. Bud B=[JA;, kde A, jsoujevy neslucitelné. Potom ifkame, z¢ B se rozpada
i=1

na dil¢ijevy .

k
9.Jestlize (JA; =Q potom A; tvoii uplnou skupinu jevi .
i=1

Piiklad 5.1:
Analyzujme s pouZitim predchozich pojmii a tvrzeni hod hraci kostkou na rovnou desku

stolu. Komplex podminek je dan Sestisténnym tvarem kostky, na kazdé sténé vzajemné odlisné
oznaceni, a dostatecné velkou rovnou deskou stolu. Formalizace jevii je zde velmi jednoducha
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a nazornd. Nahodny experiment je jeden hod. Pri jednom hodu se na horni stené objevi urcité
oznaceni; oznacme je ®; , kdyz 1 je Cislice oznacujici pocet bodi.
L. Jevjisty Q= {0)1 , 5, M03,0,,05 ,0)6} ; na rovné desce stolu ,,padne* vzdy né-
jaky pocet ,,bodu*.
2. Jev nemozny @ = { }; jev ,,nepadne zadny pocet bodi* (na rovné desce stolu kostka
nezaujme jinou polohu nez sténou nahoru, a tedy ukéaze n¢jaky pocet bodi)..
3. B= {0)1 , 03,05 }; jev ,,padne lichy pocet bod®,
A= {0)3 } ; jev ,,padne trojice boda*,
AcB ; jev ,.kdyz padne trojka, padne lichy pocet boda*.

4. B= {0)1 , 03, 0)5} ; jev ,,padne lichy pocet boda*,
D= {(D 4,05,0¢ }; jev ,,padne pocet bodli vE&tSi nez tii*,
BND= {0)5 } ; jev ,,padne lichy pocet bodl a zaroven vyssi nez tii “,.
BuD= {031 , 03, 05,0y, 036}; jev ,, padne lichy pocet nebo pocet vyssi nez tii «.
5.B= {0)2 ,0)4,0)6} ; jev,, padne sudy pocet bodi .
6. B, B jsou jevy neslucitelné, dil¢ia tvoii uplnou skupinu jevi.
Formalizace jevl s vyuzitim mnozinovych operaci pro ur€ity ndhodny experiment je
velmi U¢inna a uZite€nda pii piipravé metodiky feSeni rozli€nych uloh, zejména pii piiprave
ziskavani informaci napf. z méteni a jeho nasledného cileného zpracovani.

Piiklad 5.2:

Pripravujeme Setreni o rozsahu poSkozeni stromit v daném porostu dvema rozdilnymi
druhy - houbou a mechanicky. PoSkozeni houbou oznacme V, poskozeni mechanické D,
Zadné poskozeni oznacme Z.. Nahodny experiment je zjisteni poskozeni jednoho stromu.

Formaln¢ sestavené jevy jsou

1.Q={V,D,Z} ;

2.V:D;Z:V;:D.

3.VuD , VN D.

4.V/D; D/V .

5.(VuD)nZ=0

(mozno pokracovat)

Skupina formalné sestavenych jevi predklada zékladni skupinu otdzek, na které mutze

experiment odpovédét. Zaroven predklada potiebné statistické soubory hodnot sestavené ze
Setfeni v porostu potiebné k vyfeSeni urcené ulohy.

5.2.3 Nahodna veli¢ina, nahodny vektor

Nahodna veli¢ina je definovana jako libovolna reilna funkce X definovana na
mnoZziné Q. Mnozina  je mnozina v§ech moznych vysledki ndhodného experimentu, na-
hodné veliCina je takova veliCina, jejiZ hodnota je pokus od pokusu méni plisobenim na-
hodnych vlivi.
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Zavedena nahodna veli¢ina je matematicky zobrazenim mnoziny €2 do mnoziny real-
nych ¢isel R.

Matematickym zavedenim nahodné veliCiny se ziskala moznost jevy méfit, tj. vyjadio-
vat ¢iseln€, a hodnoty méteni matematicky zpracovavat.

Jako ptiklad ndhodné veliCiny si mizeme uvést jiz zminénou vysku stromu v porostu.
Vyska stromu je pfesné definovand, tzn. je pfesné urCen predpis, jak stromu pfifadit redlné
¢islo znamenajici jeho vySku ve stanovenych délkovych jednotkach. Vyska urcitého stromu je
vyslednici pisobeni komplexu vnéjSich podminek prosttedi spole¢ného v§em stromiim poros-
tu a ndhodnym vlivim.

Realizace ndhodné veli¢iny je hodnota X((D) , tj. napt. méfeni konkrétni vysky stromu.
Zapis X(w) =X znamena, Ze ndhodna veli¢ina X nabyvéa hodnoty x(tj. n&jaké konkrétni
vysky, napt. 25 m).

Nahodny vektor je libovolna uspotadana n-tice (Xl , X, X, ) nahodnych veli¢in
definovanych na téZe mnozin¢ €). Realizace nahodného vektoru je vektor
(X, (), X, (®),...,X, (®)) . Jako priklad si miizeme uvést trojici nahodnych veli¢in vyika,
vycetni tloustka, vytvarnice. Jeho realizaci je uspofadand trojice hodnot vysky, vyCetni
tloustky a vytvarnice namétfend na urcitém stromg.

5.2.4 Pravdépodobnost

Pravdépodobnost je objektivni vlastnost nahodného jevu. Je to realné cislo, které
charakterizuje (pométfuje) mozZnost nastoupeni urcitého jevu pri piisobeni vymezeného
komplexu podminek.

5.2.4.1 Axiomaticka definice pravdépodobnosti

Libovolnou redlnou funkci P definovanou na jevovém poli A nazveme pravdépo-
dobnost, splituje-li pro libovolné jevy Aj,A,,...€ A nasledujicich 8 vlastnosti.

1. P(Q)=1 A P(0®)=0 (axiom)

2.0<P(A)<1 (axiom)

3.Jsou-li Ajy,A,,... nesluditelné jevy, potom
P(AjUA,U..)=P(A])+P(Ay)+... (axiom)

4. P(A)=1-P(A)

5. P(Al \ Az) = P(Al)-l- P(Az)— P(Al M A2)

6. P(A1/Az)=P(A])-P(A; N A;)

7. Ay < A= P(A])=P(A/A;)+P(A,)

8. Ay c A; = P(A,)<P(A))

Uvedend definice pravdépodobnosti se nazyva axiomaticka. Udavd podminky, za kte-
rych se realna funkce nazyva pravdépodobnost. Volba urcitych hodnot pravdépodobnosti ne-
bo konkrétnich vzorct pro jejich vypocet zavisi na vécné podstaté feSenych uloh.

Pravdépodobnostni prostor je trojice (Q2,A,P).

Kazdou funkci, uvazovanou jako pravdépodobnost v feseni ur¢itého tukolu, je nutné po-
soudit axiomatickou definici pravdépodobnosti. Pouzit ji mizeme, pokud pozadavkiim axio-
matické definice vyhovi.
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5.2.4.2 Empiricky zdakon velkych cisel (statisticka definice pravdépodobnosti)

Pti opétovné nezavislé realizaci t€¢hoz nahodného experimentu se podil vyskytu sledo-
vaného jevu mezi vSemi realizacemi ustaluje kolem né¢jakého Cisla. To znamena, Ze jestlize
vicenasobné opakujeme urcity pokus, napi. urcité meieni nebo zjistovani, je nejprve podil vy-
skytu studovaného jevu (na) ku celkovému poctu pokusii (n) - n, :n - velmi rozkolisany a
se zvysujicim se poctem pokust se ustaluje kolem konstanty nazyvané stabilni relativni Cet-
nost. Tato zakonitost se nazyva zakon velkych ¢isel (1. velkého poctu provedenych pokusi):

P(A) = HTA 5.1)

kde je
P(A) pravdépodobnost jevu A
na je pocet realizaci, pfi kterych nastal jev A ,

n je pocet vSech realizaci (vlastné velikost vybéru)
Takto zavedena (pro dostate¢né velka n ) relativni Getnost P(A) se nazyva statisticka
pravdépodobnost.

Ze statistické pravdépodobnosti (jejim zobecnénim na zékladni soubor) vychazela kla-
sicka definice pravdépodobnosti nastoupeni jevu A:

N
P(A)=—2 (5.2)
N
kde je
Na  pocet vSech moznych piipadl priznivych jevu A
N pocet ptipadil v experimentu moznych (tedy vlastné zakladni soubor).

Statisticka (klasickd) pravdépodobnost vyhovuje axiomatické definici pravdépodobnos-
ti. Toto tvrzeni se dokaze tak, Ze se postupné dokazuje platnost podminek 1. az 8. pro statis-
tickou pravdépodobnost. Tyto dikazy presahuji ov§em rozsah a poslani tohoto uc¢ebniho tex-
tu.

Priklad 5.3:
Pri tezbé zaznamendvame celkovy pocet skdacenych stromit n a pocet stromii s hnilobou
béle ng a hnilobou jadra nj . Nasledujici tabulka 5.1 obsahuje sledované pocty a vypocita-

né podily. Urcete pravdépodobnost vyskytu stromu s hnilobou béle a hnilobou jadra podle za-
kona velkych cisel.

n 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
np 0 4 4 5 5 5 5 6 7 8 9 9 10 11
Ng:n 0,00 | 0,401 0,27 | 0,251 0,20 ] 0,17 | 0,14 | 0,15] 0,16 | 0,16 | 0,16 ] 0,15 0,15| 0,16
ny 3 3 3 10 10 10 10 13 18 21 22 23 26 28
ng:n 0,60 | 0,30 | 0,20 | 0,50 | 0,40 ] 0,33 | 0,29 | 0,33 ] 0,40 | 0,42 | 0,40 ] 0,38 | 0,40 | 0,40

Vysvétlivky:

n pocet pokacenych stromt n;  pocet stromi napadenych hnilobou jadra
ng pocet stromil napadenych hnilobou béle ng:n  relativni ¢etnost pro hnilobu jadra
ng:n relativni Cetnost pro hnilobu béle

Tabulka 5.1 - Zadani ptikladu 5.3
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Z tabulky 5.1 a grafu na obrazku 5.2 je zfejmé, ze skute¢né relativni Cetnosti pro malé
vybéry znacné kolisaji a az pro velké vybéry se ustaluji kolem urcitych konstantnich hodnot.
Z ¢iselnych hodnot tabulky se d4 usoudit, Ze je pfiblizné ng:n =0,16, ny : n =0,40. Podle
statistické definice pravdépodobnosti je pravdépodobnost skaceni stromu s hnilobou béle
P(ng) = 0,16, skaceni stromu s hnilobou jadra P(ny) = 0,40.

Muzeme ze zaznamenanych hodnot urcit pravdépodobnost skaceni zdravého stromu?

Nemuzeme ! Neni totiZ zaznamenano kolik stromt je poSkozeno hnilobou béle a zaro-
ven hnilobou jadra, tzn. nevime, zda je BN J =0 . NemZeme pouZit vzorce

P(2)- n—(ng+n;)

=0,50 ,

n
ani mnozinovych operaci k vyjadieni jevu Z - zdravy strom - a vzorci z axiomatické definice
pravdépodobnosti. Mlizeme pouze urcit, ze pravdépodobnost skaceni zdravého stromu neni
mensi nez 0,50.

0,6 0
0,5 +
04 + g "‘/D\E‘.\D/D £
g <
B
53
S 03+
g
2
k=
2 ..
0,2 + . Ol
; o -
! EEPSEPURT S ErE S oo
0,1 + :
0 > : : : : : :
0 10 20 30 40 50 60 70
- - -O- - - pro hnilobu béle —{— pro hnilobu jadra

Obrazek 5.2 - Relativni ¢etnosti pro data z prikladu 5.3. Na ose X jsou pocty pokusi (skacenych stromi),

vodorovné ¢ary udavaji urovei stabilni relativni ¢etnosti.

Uvedeny ptiklad dokumentuje nutnost a prospésnost formalizace jevl s vyuzitim mno-
Zinovych operaci pro urcity ndhodny experiment pfi pfipravé metodiky feSeni ulohy ziskavani
informaci napt. méfeni a jejich nasledném cileném zpracovani. Je vidét, ze malym rozsifenim
zapisu zjiStovani o pofet ng.y ziskdme moznost mnohem SirSiho zpracovani dat a mnoho-

nasobné §irsi okruh informaci o studovaném problému.

5.2.4.3 Podminéna pravdépodobnost

Dosud jsme hovotili pouze o pripadu, kdy ndhodny experiment ma komplex podminek
K a kdy nastoupeni jevu A neni zavislé na Zadném jiném jevu. Jev A, vysledek ndhodného
experimentu, ma potom pravdépodobnost P(A), kterd se jmenuje nepodminéna (téz prosta).
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Jestlize ke komplexu podminek K pfipojime podminku nastoupeni jevu H, potom jev A ne-
ni pouze vysledkem plsobeni podminek K, ale zaroven nastoupenim jevu H. Bez nastou-
peni jevu H jev A nastat nemiize. Pravdépodobnost jevu A se tim zmensSi a je zavisla -
podminéna - na pravdépodobnosti jevu H . Vzorec podminéné pravdépodobnosti ma tvar

P(%) = % (5.3)

Z uvedeného vztahu lze odvodit, Ze pravdépodobnost nastoupeni priniku jevl je rovna
soucinu pravdépodobnosti nastoupeni jevu H a podminéné pravdépodobnosti jevu A. Plati

P(A~H)=P(H)- P(%) (5.4)

Tento vzorec se nazyva pravidlo o ndsobeni pravdépodobnosti a v obecné formé¢ ma
tvar

( ) ( ) A, A, A
PlA ~nA_~..~A J=Pla )P P P
| Ry Ay 1 A A AA A NA_N..AA
| ) 1y n—1

Uvedené vzorce o nasobeni pravdépodobnosti se pouzivaji v praxi pro vypocet pravde-
podobnosti priniku jevi. Jev H se nazyva hypotéza a jeho pravdépodobnost je pfedem
znama - tik4 se ji pravdépodobnost a priori.

V souvislosti s podminénou pravdépodobnosti je nutné vysvétlit rozdil mezi dvéma
druhy vybéru:

e vybér s opakovanim (s vracenim) je takovy typ vybéru, kdy jednotlivé prvky vybeé-
ru pred dal§im vybérem vracime do zékladniho souboru. Znamena to, ze pravdépo-
dobnost vybéru urcitého prvku v jednotlivych ,kolech® vybéru je opravdu nezavis-
14, tj. neni nijak ovlivnéna vysledky predchoziho vybéru. Je to zpiisobeno tim, ze
zékladni soubor je vzdy pro kazdé vybérové ,.kolo* stejny, se vSemi prvky.

e vybér bez opakovani (bez vraceni) je takovy typ vybéru, kdy vybrané prvky jiz do
zékladniho souboru nevracime. To zpisobuje, ze pravdépodobnost vybéru urcitého
prvku je ovlivnéna vysledky piedchozich pokust (vybért), protoze se tak méni ve-
likost zékladniho souboru i zastoupeni urcitych prvkd v ném. Proto zde musime
pracovat s podminénou pravdépodobnosti, a tedy zahrnout 1 vysledky piedchozich
pokusti.

Rozdil mezi vybérem s opakovanim a bez opakovani je nejmarkantnéjsi bud’ u malych
zékladnich souborti nebo v téch ptipadech, kdy vybérovy soubor tvofi podstatnou ¢ast za-
kladniho souboru. Pokud je zakladni soubor velmi velky nebo vybérovy soubor nepiesahuje
5 % (n&kteti autoii uvadi 10 %) rozsahu zékladniho souboru, potom je rozdil mezi obéma ty-
py vybérii jen teoreticky a v praxi jsou jejich pravdépodobnosti stejné. Proto, mame-li velky
zakladni soubor, ze kterého provadime relativné vybér, nemusime se zpravidla na rozdil mezi
vybérem s opakovéanim a bez opakovani ohlizet.

Priklad 5.4:
Jaka je pravdépodobnost, ze potomek lané v daném roce bude korunovy jelen?

Hypotéza H: kolouch bude jelen; P(H) = 0,5 - pravdépodobnost a priori (pfedpoklada-
me vyrovnany pome&r pohlavi).
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Jev A: jelen bude korunovy; P(A) = 0,4 - pravdépodobnost ziskand pozorovanim a

platnd pro danou populaci.
Pravdépodobnost, Ze potomek lan¢ bude korunovy jelen je
P(HNA)=0,5-0,4=02

5.3 Spojité a diskrétni nahodné veliCiny a jejich zakony
rozdéleni pravdépodobnosti

Nahodna veli¢ina (ndhodna proménna) je takova velifina, jejiZ hodnota se pokus od
pokusu méni v zavislosti na nahodnych vlivech (podrobnéji viz kapitola 5.2.3).

5.3.1 Spojita a diskrétni nahodna velicina

Nahodné veli¢iny mohou byt

® spojité (mohou nabyt jakékoli hodnoty z urcitého intervalu),

e diskrétni (nabyvaji jen kone¢ného nebo spocetného poctu hodnot, v podstaté jen ce-

lo¢iselné hodnoty).

Zakon rozdéleni pravdépodobnosti vyjadiuje pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych
hodnot ndhodné veli¢iny. MiiZe byt vyjadien dvéma riznymi zplsoby:

e frekvencni funkci

e distribu¢ni funkci

0,298

0,3
0,268

0,25 +

0,2 +
0,165 0,161

0,15 +
0,1 f
0,072

0,05 1 0,026

0,008

’ 0,002 0

0 | | | | - 1 |
5

zadna 1 2 3 4

(urditého poétu poruch)

pravdépodobnost vyskytu jednotlivych hodnot

6 7 vice
nez 7

jednotlivé hodnoty diskrétni nahodné veli¢iny (pocet pochuch za sménu)

Obrazek 5.3 - Priklad frekvenéni funkce diskrétni nahodné veli¢iny

5.3.2 Frekvenéni funkce

Frekvencni funkce f(x) udava pravdépodobnost, Ze urcita nahodna veli¢ina X na-
bude pravé konkrétni hodnoty x. Symbolicky se frekvencni funkce da zapsat takto:
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f(x)=P(X=x;) (5.5)

M¢gjme urcitou ndhodnou veli¢inu, napt. vySku stromu. Frekvencni funkce nam urci
napf. pravdépodobnost, s jakou ndhodna veli¢ina vyska stromu (to je X) nabude hodnotu pra-
ve 25 m (to je x). Za vyraz f(x) musime dosadit konkrétni vzorec frekvencni funkce toho roz-
déleni nahodné veli¢iny, kterou se ptislusna ndhodna velicina fidi - pfedpokladejme, Ze rozd¢-
leni ndhodné veliiny vyska je normalni, potom za f(x) pouzijeme frekven¢ni funkci normal-
niho rozdéleni (Gauss-Laplaceovu funkei) - podrobnéji viz kapitola o spojitych funkcich.

Frekvenc¢ni funkce ma rozdilnou grafickou interpretaci pro diskrétni a spojitou ndhod-
nou veli¢inu.

Pro diskrétni veliiny je to soustava kolmic vztyCenych v bodech xi, x,, ....x, (kazda
hodnota je izolovand, mezi nimi ,,nic neni*), pro spojité veli¢iny je to plynuld kiivka mezi
krajnimi body urcitého intervalu (zde mize nahodna veli¢ina nabyt jakékoli hodnoty). Frek-
vencni funkce pro spojité nahodné veli¢iny se nazyva hustota pravdépodobnosti.

Grafické znazornéni frekvenénich funkci ukazuji obrazky 5.3 a 5.4 . Na obrazku 5.3 je
ptiklad ukazujici pravdépodobnosti vyskytu poruch stroji za sménu v ur€itém zavodé. Pocet
poruch je typicka diskrétni veli¢ina (muze nastat pouze 1 porucha, 2 poruchy, ... neni mozné,
aby nastalo 3,67854 poruchy apod. — samoziejmé ted’ neuvazujeme zavaznost poruch). Zpi-
sob vypoctu téchto pravdépodobnosti bude ukazan v kapitole vénované diskrétnimu Poisso-
novu rozdéleni. Vidime, ze nejvyssi pravdépodobnost ma vyskyt 1 a 2 poruch, zatimco vyskyt
vice nez 7 poruch za sménu je jev prakticky nemozny.

Obrazek 5.4 ukazuje frekvenéni funkci (zde obvykle nazyvanou hustota pravdépodob-
nosti) pro spojitou ndhodnou veli¢inu, v tomto piipadé pro vycetni tloustku stromi. Je ziej-
mé, Ze tlouStka miZe nabyvat v daném intervalu jakychkoliv hodnot (jejich presnost je dana
pouze piesnosti méieni). Toto konkrétni rozdéleni bylo generovano jako rozdéleni normalni a
zpusob vypoctu bude komentovan v piislusné kapitole vénované normalnimu rozdé¢leni. Svis-
1¢ ¢ary ukazuji polohu jednotlivych hodnot ndhodné veli¢iny (tj. konkrétnich tlousték, ty jsou
vyneseny na ose X) a zdroven velikost pravdépodobnosti vyskytu (spolu s body na kiivce)
jednotlivych hodnot ndhodné proménné (¢im je Cara delsi, tim je pravdépodobnost vyskytu
vyssi).

0,15 +

pravdépodobnost vyskytu jednotlivych hodnot

26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54

jednotlivé hodnoty spojité nahodné velic¢iny (vyéetni tloustka stromu)

Obrazek 5.4 - Piiklad frekvenéni funkce (hustoty pravdépodobnosti) spojité nahodné veliiny
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5.3.3 Distribuéni funkce

Distribuéni funkce udava pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina X nabude nejvyse
hodnotu x (tj. uddva pravdépodobnost, ze konkrétni hodnoty nahodné veli¢iny nepiekroci
piredem danou horni hranici, kterd je dana hodnotou x). Symbolicky zapis vypada takto:

F(x) =P(X <x) (5.6)

Pokud bychom aplikovali tento vztah na pfedchozi ptiklad tykajici se vysky stromd,
potom distribu¢ni funkce odpovi na otdzku, jakad je pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina
vyska stromu dosahne nejvyse vysku 25 m (tj. jakd je pravdépodobnost, Ze jednotlivé vysky
dosdhnou jakékoli nizsi vySky nebo piimo hodnotu 25 m).

Je ziejmé, Ze distribucni funkce se da odvodit z funkci frekvenénich. Pro diskrétni veli-
¢inu plati

F(x)= ) f(x) (5.7)

X; <X

coz znamena, ze distribu¢ni funkce diskrétni ndhodné veliCiny je souctem frekvencénich funkci
vSech konkrétnich hodnot x; mensich nebo stejné velkych jako je hodnota x.

V kapitole vénované frekvencni funkci jsme se ptali, jaka je pravdépodobnost, Ze se za
sménu vyskytnou praveé 3 poruchy? Odpoveéd’ zni - 0,161. Jestlize se ale ptame, jaka je prav-
dépodobnost, Ze se vyskytnou nejvyse tfi poruchy (tj. zadna, jedna, dvé nebo tfi), potom ndm
odpovéd’ da distribucni funkce - musime secist hodnoty frekvencéni funkce pro x =0,1,2,3, ;.
F(x)=0,165+ 0,298 + 0,268 + 0,161 = 0,892, tj. témet 90 %. Grafické znazornéni distribucni
funkce pro vSechny hodnoty z tohoto ptikladu je na obrazku 5.5 . Tato stuptiovita Cara je ne-
spojita zprava.

Xj F(x) =
vicenez 7| 1,000 % vicenez 7 1 ] ] ] ] I
7 1,000 2 7] I
b= E 6 ! ! ! ! 1
=
6 0,998 S8 ‘ ‘ ‘ ‘
5 0,990 R > : — —H
- L L L
4 0,964 Z 4 : ‘ ‘ —
=3
3 0,892 g = 3 : : -}
0.731 3% 2 ‘ E—— |
=
2 2 = & T | | | I
; [ — |
1 0,463 2 s ! | | |
5] ~r 1oz ' l I
vadnd | 0.165 E o p—
0 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1
souctova pravdépodobnost vyskytu nahodné veli¢iny aZ po danou hodnotu véetné

Obrazek 5.5 — Priklad distribué¢ni funkce diskrétni nahodné veli¢iny

U spojitych funkci se situace obdobnd, jen musime mit na paméti, ze se jedné o spojity
interval, tedy sumace nemuze byt provedena jako soucet, ale integralem

F(x) = Tf(x) -d(x) (5.8)
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Obrazek 5.6 — Distribu¢ni funkce spojité nahodné velic¢iny. BliZ$i vysvétleni viz v textu.

Grafické znazornéni je na obrazku 5.6 . Distribu¢ni funkce je rostouci (nebo minimalné
neklesajici) funkce, kde na ose x jsou jednotlivé hodnoty nahodné veli¢iny, na ose y souctové
pravdépodobnosti.

Vzhledem k tomu, Ze se da distribu¢ni funkce urcit z frekvencni funkce a naopak, staci
proto pro uplny popis urcité funkce nahodné veli¢iny znat jednu z nich a druhou odvodit.

Vyuziti distribu¢ni funkce je ziejmé z obrazku 5.6 Jestlize napt. potiebujeme védét, ja-
ka je pravdépodobnost vyskytu hodnot vycetnich tlousték mensich nebo rovnych 38 cm (zapi-
sujeme P(X = x < 38)), potom si vyhledame na ose x hodnotu 38, vztyC¢ime poradnici na
kiivku distribu¢ni funkce a pro prusecik odecteme na ose y ptisluSnou hodnotu. Pokud chce-
me znat tuto hodnotu presné, musime ji bud’ vypocitat nebo, pro nejbeznéjsi rozdéleni nahod-
nych veli€in, ji nalezneme ve statistickych tabulkach (zde z grafu normalniho rozdéleni ode-
¢teme zhruba hodnotu 0,36 (pfesnéd hodnota je 0,35498).

Podobné¢ mizeme pouzit opacny postup (napi. kterd hodnota odpovida pravdépodob-
nosti 0,9? V grafu je tento pfipad naznafen ¢arkovanou Carou a na ose x odecteme hodnotu
46,6 (presnd hodnota pro normalni rozdéleni je 46,67). Pokud danou pravdépodobnost na-
zveme P, potom plati

F(xp)=P (5.9)

a hodnota xp se nazyva P(.100 (%))-kvantil daného rozdéleni spojité nahodné veli¢iny.

Tato vlastnost distribucni funkce je zvlasté dalezitd pro feSeni praktickych tkold mate-
matické statistiky (napt. odhady parametrii zékladniho souboru, statistické testovani apod.).
Vyznamna je také moznost urc€it pravdépodobnost, Ze hodnota ndhodné veli¢iny X se nachazi

v ur¢itém intervalu hodnot <x, X + AX> , protoze plati (viz obrazek 5.6 )

P[x <X<x+ AX] = F(x + Ax) — F(x) (5.10)
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Napt. potiebujeme znat, sjakou pravdépodobnosti se vyskytuje vycetni tlouStka
v intervalu <38,42> cm. Zjistime hodnoty (vypoctem nebo z tabulek pro piislusné rozdéleni)

F(42) a F(38) a jejich odectenim ziskdme potifebnou hodnotu pravdépodobnosti. V piipadé
normalniho rozdéleni to budou hodnoty F(42) = 0,651951, F(38) = 0,35498, tedy P(38 < X <
42) = 0,651951 - 0,35498 = 0,296971, tj. necelych 30 %. Cely vypocet ze ziejmy z obrazku
5.6.

Stejné snadno se d& vypocitat, s jakou pravdépodobnosti hodnota ndhodné veli¢iny pie-
kro¢i danou mez

P(X > x)=1-F(x). (5.11)

5.4 Teoreticka rozdéleni nahodnych veli¢in

Vsechny vzorce uvedené v této kapitole vznikly na zéklad¢ urcitych pravdépodobnost-
nich uvah odpovidajicimi vypocty. Tyto tivahy a vypocCty pouze nazna¢ime bez pouZziti na-
ro¢ného matematickém aparatu. Umoziiuje nam to véta z teorie matematické statistiky, ktera
tikd, Ze libovolnd funkce definovana na Ciselné ose a splitujici podminku ZTC(X)ZI pro

X€e|—00,0

diskrétni  ndhodnou veli¢inu je pravdépodobnostni funkce a funkce s podminkou

o0
If (X )dx =1 pro spojitou nahodnou veli¢inu je hustota pravdépodobnosti.
—0o0
Nahodné¢ veliiny, jejichz rozdéleni zkoumame, se ur¢itym zptisobem zkonstruuji - se-
stavi. Vypocitaji se hodnoty a k t¢émto hodnotdm se urci pravdépodobnosti jako hodnoty pii-
slusné funkce pravdépodobnosti. U kazdého rozdéleni pravdépodobnosti uvedeme stied a
rozptyl rozdéleni.
Uvedeme pouze ta rozdé€leni, kterda maji pomérné Castou aplikaci v biometrii, ekonome-
trii nebo v technickych védach.

5.4.1 Teoreticka rozdéleni diskrétnich nahodnych veli¢in

V této kapitole budeme oznacovat symbolem
n(x) frekvencni (pravdépodobnostni) funkci diskrétni nahodné veli€iny,

1) sttedni hodnotu rozd¢leni,
o’ rozptyl rozdéleni.

Kazdé zde uvadeéné rozdeleni ma své oznaceni (symboly) a parametry. Parametry jsou
ty hodnoty, které musime znat, abychom mohli libovolné hodnoté x prifadit jeji pravdépo-
dobnost na zaklad€ daného rozd¢€leni. Jsou uvaddény v zdvorce za ozna¢enim rozdéleni — napf.
binomické rozdéleni je oznacovano Bi a ma parametry n (pocet nezavislych pokusi) a p
(apriorni pravdépodobnost vyskytu jevu). Proto, kdyZ se napiSe napt. Bi(20;0,40), znamena
to, ze se jedna o binomické rozdéleni pro 20 vybérl a pro apriorni pravdépodobnost vyskytu
studovaného jevu 40 % (0,40).
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5.4.1.1 Alternativni rozdéleni - A(p)

Alternativni nahodna veli¢ina nabyva pouze dvou hodnot. Pfi experimentu jev bud’ na-
stane, a to s pravdépodobnosti p, nebo nenastane s pravdépodobnosti 1 - p. Oznacime-li hod-
noty veli¢iny X symboly 1 a 0, je pravdépodobnostni funkce dana formou

T(X)=p pro x=1
=1-p x=0
=0 vSechna ostatni x.

Dale plati, Ze stiedni hodnota rozd&leni je p=p a rozptyl c>=p. (1l - p)

Piiklad 5.5:

V zasilce je ze 100 vyrobkit 5 poskozenych a 95 neposkozenych. Urcete pravdépodob-
nost vyskytu neposkozeného vyrobku.

Je-1i v zésilce ze 100 vyrobkd 5 poskozenych a 95 nepoSkozenych, potom plati, ze
n(x)=0,95 vyrobek je nepoSkozeny
n(x) =0,05 vyrobek je poskozeny
Jev je neposkozeny vyrobek.

5.4.1.2 Binomické rozdéleni - Bi (n,p)

Piedpokladejme, Ze urcity pokus opakujeme n-krat za stejnych podminek. V kazdém
pokusu miize nastat ndhodny jev A se stejnou a predem znamou pravdépodobnosti p a ne-
nastat s pravdépodobnosti / - p. Podstatné je, ze pokusy jsou na sobé nezavislé, tj. pravdépo-
dobnost nastoupeni jevu A v jednom pokusu neni nijak ovlivnéna vysledky ostatnich pokust.
Typickym ptikladem tohoto typu experimentu je napi. hod minci. Za sledovany jev prohlasi-
me padnuti jedné strany mince (napf. lice). Je znama predem dané pravdépodobnost, ze padne
jedna strana mince (p = 0,5, tedy 1 — p je také 0,5), jedna se o nezavislé¢ pokusy (ptedchozi
hody minci nemohou ovlivnit, kterd strana padne v dal§im hodu) a pokusy (hody) miizeme za
stejnych podminek mnohondsobné opakovat. Obecné toto schéma plati pro jakykoli vybér s
opakovanim (s vracenim vybranych prvkl). Za téchto podminek hledame takové rozdélent,
které nam popiSe pravdépodobnost nastoupeni rizného poctu vyskytl jevu A (napt. pravdé-
podobnost, ze padne jedna strany mince 0-krat, 1-krat, 2-krat , ...).

Binomicka nahodna veli¢ina tedy udava celkovy pocet nastoupeni jevu v n > 1 neza-
vislych realizacich nahodného experimentu. Pii kaZzdé realizaci miZe nastat jev s ne-
ménnou pravdépodobnosti p a neuspéch s pravdépodobnosti 7 - p.

Frekvenéni funkce je dana

(nj p* .(1 —p)n_X prox =0,1,2,3,....
X

n(x) = (5.12)

0 pro jind x

Stiedni hodnota a rozptyl se vycisli podle vzorca

pw=n-p (5.13)
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o’ =n-p-(1—p) (5.14)

x) x!(n-x)
frekvencni funkce pro vyssi hodnoty n a x obtizn¢ numericky vy¢isluje (divodem je nutnost
pracovat s faktorialy, takze pii vypoctech s vysokymi ¢isly mohou selhat i pocitace). K vypo-
¢tu se v téchto pripadech obvykle pouziva riznych aproximaci. Jedna z nich je zalozena na
pouziti lokdlni Moivreovy-Laplaceovy véty, kterd vyuzivéa aproximaci normalnim rozdélenim.
O tomto zptuisobu vypoctu si podrobnéji povime v kapitole vénované normalnimu rozdéleni.
Tvar binomického rozdéleni urcuji parametry (n, p). Pii urCitém (stejném) » je pro

n n!
Parametry Bi rozdé€leni jsou n, p. Vzhledem k vyrazu ( Jz ———— = se hodnota

p=1-p=0,5 soumé&rné
p<l-p kladné (levostranné) nesoumerné
p>1-p zéporné (pravostranng) nesoumérné.

Tuto situaci ilustruje obrazek 5.7 . Ve vsech pripadech je zndzornéno binomické rozdé-
leni pro n =20 liSici se hodnotami p: na levém obrazku je p = 0,1 (znamena to, Ze vysokou
pravdépodobnost maji nizké hodnoty vyskytu studovaného jevu, prakticky od 0 — 4 z 20 po-
kust, vyskyt vice nez 5 jevili z 20 pokust je pii této hodnoté p prakticky nemozny), na pro-
sttednim obrazku je p = 0,8 (znamena to, ze nejcastéjsi jsou Casté vyskyty studovaného jevu,
prakticky od 11 do 20 vyskytt z 20 pokusii, mén¢ vyskyti je prakticky nemoznych) a na pra-
vém obrazku je pfipad p = 0,5, tedy soumérné rozdéleni, kdy nejvice vyskytl je pro stiedni
hodnotu (10) a nejméné Casté (prakticky nemozné) jsou bud’ ojedinélé vyskyty nebo naopak
velmi Casté vyskyty jevu.

Jestlize plati nerovnost, ze n . p. (1-p) > 9, lze prakticky binomické rozd€leni nahradit
rozd&lenim normalnim N s parametry p = np, 6~ = np(1-p), jestlize je n velké a p < 0,1 rozdé-
lenim Poissonovym Po s parametrem A = np.

0,3 0,25 0,2
0,25 02 |
0,2 0,15 +
0,15
0,15 o1 1
0.1 0,1 +
0,05 I 0,05 + 0,05
Il
0 WHMAhe 04 0.
e e a v o = © o a4 w»n @ ®

Obrazek 5.7 - Ptiklady ruznych binomickych rozdéleni pro n =20 a pro hodnoty p = 0,1 (vlevo); p=0,8
(uprostied) a 0,5 (vpravo). BliZsi vysvétleni viz v textu.

Piiklad 5.6 (podle HEBAK-KAHOUNOVA 1988):

Je krizen belokvety hrach s fialovokvetym, pricemz predpokladame, Ze rostliny, na nichz
je pokus provaden, dosud nebyly kirizeny. Podle pravidel dédicnosti je mozno ocekavat, ze 75
% nove vzniklych potomkii pokvete fialove a 25 % bile. Zatim vzklicilo 10 novych rostlin. Jaka
je pravdepodobnost, ze

a) zadnda nepokvete bile?

b) fialové pokvetou alespon 3?

¢) fialove pokvete alespon 6 a nejvyse 8 rostlin?
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Za predpokladu, Ze nové rostliny mohou nezavisle na sobé kvést bile nebo fialoveé a ze
pravdépodobnost fialového kvétu je pro kazdou rostlinu stejnd, ma ndhodna veli¢ina ,,pocet
fialové kvetoucich rostlin“ binomické rozdéleni Bi(10;0,75).

a) pravdépodobnost, ze vSechny rostliny pokvetou fialové (a tedy Zadna bile), tj.bude 10
fialovych rostlin z 10 vyklicenych, je

10
n(10) = (IOJ -0,75'°.0,25%= 0,0563, tj. tato pravdépodobnost je necelych 6 %.

b) pravdépodobnost, ze alesponl 3 kvéty budou fialové, je dana souctem pravdépodob-
nosti pro hodnoty 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 (protoZze chceme znat pravdépodobnost toho, ze fialové
budou kvéty 3 nebo 4 nebo 5 ... nebo 10, ale nejméné 3). Na této tloze se da dobte ukazat vy-
znam doplitkové pravdépodobnosti.

Zakladni vztah je

(X 2>3)=n3)+ n4) +n (5) + n(6) + n(7) + n(8) + m(9) + ®(10).

Abychom nemuseli pocitat tolik frekvencnich funkei, je mozné vyhodné vyuzit pravdé-
podobnosti opacného jevu, tj. vypocitat pravdépodobnost, ze nejvyse 3 kvéty budou fialové a
pak ji odecist od jedné a pozadovany vysledek ziskat jako doplikovou pravdépodobnost, tedy

(X =3)=1-n(X<3)=1-[(m0)+n(l)+n2)]=1-(9,53674.107 + 2,86102.10° +
+0,000386238) =1 - 0,000416 = 0,999584, jedna se tedy o jev prakticky jisty.

¢) pravdépodobnost, ze sledovany jev ,,pocet fialovych kvéti* nabude hodnoty v inter-
valu od 6 do 8, je roven analogicky souctu frekvencnich funkci pro hodnoty X = 6,7.8, tedy
hodnoty 0,146, 0,25 a 0,282, tedy s vysledkem 0,678.

Priklad 5.7 (podle HEBAK-KAHOUNOVA 1988):

Vyrobni zavod dodava vyrobky balené na paletach po 10 kusech. Vyrobce predpoklada,
Ze kazda paleta, kde bude zjisten alespon jeden vadny vyrobek, bude reklamovana a vyrobce
vrati odberateli penize. Je znamo, ze pravdépodobnost vyrobeni kvalitniho vyrobku je 0,95 a
naklady na vyrobky na jedné paleté jsou 2000 K¢. Jakou cenu ma vyrobce stanovit, chce-li
ocekavat zisk 25 %?

Piedpokladame, ze vyrobky jsou vybirany z velkého mnozstvi ndhodné a baleny do pa-
let. Potom ndhodnd veli¢ina ,,pocet zmetkd na paleté” je dana binomickym rozdélenim
Bi(10; 0,05) Pravdépodobnost toho, ze vyrobce utrzi za dodanou paletu ¢astku (oznacime ji
jako c) se rovné pravdépodobnosti, ze na paleté nebude zadny vyrobek vadny, tj.ndhodna ve-
li¢ina musi nabyt hodnotu O:

10
n(0) = ( 0 ] -0,05°-0,95'% = 10,5987 , tedy tato pravdépodobnost dosahuje asi 60 %

Vyrobce predpoklada z jedné palety zisk 500 K¢ (25 % ze 2000 K¢ vyrobnich nakladi)
a hledané cena se vypocita z rovnice
0,5987 ¢ - 2000 =500 = ¢ =4 175, 70 = 4200 K¢

Priklad 5.8:

Na vyrobni lince je pravidelné kontrolovana kvalita vyrobku béhem operaci urcité sku-
piny. Z kazdych 100 vyrobkii je kontrolovano 10. Vyrobek je po kontrole ihned vracen na
linku. Jaka je pravdépodobnost, Ze pri kontrole v nasledujici skupiné operaci budou kontrolo-
vany stejné vyrobky jako v predchozi?

. . 10 :
Pravdépodobnost vybéru pii prvni kontrole je p = ﬁ =0,1; potomje 1 - p=0,9.
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(10 10 o o0 _ -10 , . y ,
Hodnota TE(IO) =110 .0,1"7.0,9" =1,0-10 7. Tento vysledek znamena, ze uvazovany

jev ma mizivou pravdépodobnost - je prakticky nemozny.

5.4.1.3 Hypergeometrické rozdéleni - H (n, N, M)
Hypergeometrické rozdéleni je zevSeobecnénim binomického rozdéleni pro zavislé po-
kusy (vybéry bez opakovani). Pouziva se za nasledujicich podminek:
e zname velikost zékladniho souboru N (pocet vSech realizaci ndhodného experimen-
tu),
e v ramci zakladniho souboru zname pocet prvki M, které jsou nositelem zkoumané-

ho jevu (bud’ tuto hodnotu zndme piesné¢ nebo mizeme pouzit kvalifikovany od-
had),

® jedna se o vybér bez opakovani (bez vraceni), kdy pravdépodobnost vybéru prvku
se znakem A (zkoumanym jevem) neni pii vSech pokusech stejnd, ale méni se v za-
vislosti na vysledcich ptredchozich pokust.

Ptikladem mutze byt pravdépodobnost vyhry ve Sportce (uvazujeme pouze jeden vypl-
nény sloupec a neuvazujeme zadna prémiova Cisla apod.):

® N je velikost zdkladniho souboru, tedy pocet vSech ¢isel - 49

® M je nositelem zkoumaného jevu (to je tazené Cislo) - 6

® 1 je pocet zavislych pokust bez vraceni (to je pocet vsazenych cCisel, vybér bez opa-

kovéani je to proto, ze v jednom tahu nemtzeme zadné Cislo zaSkrtnout dvakrat

® X je pocet vyhravajicich ¢isel - 6 pro 1. cenu, 5 pro druhou atd.

Hypergeometrickd ndhodna veli¢ina tedy udava pocet realizaci nahodného experi-
mentu, které vykazuji zkoumany jev (x), je-li N > 1 pocet vSech realizaci, M z nich (1
< M £ N) je nositelem zkoumaného jevu a ze v§ech moznych N provedeme n (1 < n <
N) realizaci.

Potom

(MJ (N_Mj
x) | n-x '
TE(X): N prox =max (0, M -N +n),...., min(M, n)

0 pro jina x

Stfedni hodnota a rozptyl se vypocitaji

M
n N (5.16)
o2 = n.M.(l— MJ.N -n (5.17)
NU N/N-1




Stiedni hodnota hypergeometrického rozdéleni je totozna se stiedni hodnotou binomic-
kého rozd¢leni Bi(n,p), kde p =M/N. Rozptyl hypergeometrického rozdéleni je roven soucinu
rozptylu binomického rozdé€leni a zlomku (N-n)/(N-1). Protoze hodnota tohoto zlomku je
mensi nebo nejvyse rovna (pro n =1) jedné, je rozptyl hypergeometrického rozdéleni vétSinou
mensi nez binomického. Z toho plyne, ze Gsudky vytvofené na zéklad¢ vybéru bez vraceni
jsou obvykle ptesnéjsi nez na zakladé vybéru s vracenim.

Vzhledem k tomu, ze vycisleni hypergeometrického rozdé€leni je numericky velmi ob-
tizné, pouziva se riznych aproximaci, kdy pravdépodobnost m (x) se pocita podle vzorct ji-
nych rozdéleni pomoci transformovanych parametri, napt. hodnota pravdépodobnostni funk-
ce H(n, N, M) rozd¢€leni dana vzorcem

n(&w
“

se aproximuje binomickym rozdélenim Bi (M, p*)
2n—-x ) 100-2
kde p*¥*= —— ., tj.p¥= ——=0,10305
2N-N+1 1000-50+1

pro N=500; m=50;n=50;x=2

50
a n(2) { ) ).0,103052.0,8969548 =0,07

Jestlize je N vzhledem n dostatecné velké (za spolehlivou hranici se povazuje podil
n/N £0,05), potom se hypergeometrické rozdéleni blizi rozdéleni binomickému a mizeme
postupovat pii vypoctu pravdépodobnosti u vybéru bez opakovani stejné jako vybéru
s opakovanim. Tato moznost se Casto vyuziva, protoZze zpifesnéni zaveérl sniZzenim rozptylu
pii pouziti hypergeometrického rozd€leni neni obvykle timérné numerické narocnosti vypocta
(HEBAK-KAHOUNOVA 1988).

Hypergeometrické rozdéleni ma Siroké uplatnéni v praxi. Pouziva se ve statistické kon-
trole jakosti, vyskytuje se jako pravdépodobnostni model nékterych sazkovych her, napf.
Sportky, pouziva se pti zjiStovani poctu jedinci v populaci, atd.

Piiklad 5.9 (podle HEBAK-KAHOUNOVA 1988):

Odbeératel stanovil nasledujici podminky vybérové kontroly prejimaného zbozi. Z kazdé
zasilky je nahodné (bez vraceni) vybrano 30 % vyrobku. Je-li ve vybéru méné nez 1 % zmetkii,
Jje zasilka automaticky prijata, je-li ve vybéru vice nez 40 % zmetkii, je automaticky odmitnu-
ta. V pripadeé, ze ve vybéru je procento zmetkii v rozsahu 1 — 40 %, je proveden novy nahodny
vyber dalsich 20 % vyrobkii (z puivodniho poctu). Pak se zasilka prijme jen tehdy, jestlize ve
druhém vybéru neni vice nez 1 % zmetkul, jinak je zdsilka vracena jako nekvalitni. V zdsilce 10
vyrobkii je 20 % zmetkii. Jaka je pravdépodobnost, zZe odberatel zasilku odmitne, bude-li pro-
vadet kontrolu podle vyse uvedeného postupu?

Zkoumany jev je ,pocet zmetkl v zésilce”. Ze zadani vyplyva, ze v zésilce jsou
z celkem 10 vyrobku (velikost zakladniho souboru N) 2 zmetky (20 % z 10, to je hodnota M,
tj. pocet nositeld zkoumaného jevu)

Zasilka bude zamitnuta ve dvou ptipadech:

1) jestlize v kontrolnim vybéru tii vyrobki (30 % z 10, to je hodnota n — velikost vybé-
ru) budou oba zmetky ( protoze 2/3 = 0,67, tj. podil zmetkii v kontrolovaném vybéru by byl
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67 %, tj. nad normou 40%). Musime tedy vypocitat, jaka je pravdépodobnost, Ze ve vybéru o
velikosti 3 vyrobky budou oba zmetky.

2) jestlize v kontrolnim vybéru tii vyrobkd bude jeden zmetek (1/3 je asi 33%, tj.
v rozmezi 1 - 40 %), provede se dalsi vybér dvou vyrobkl (20% z piivodnich 10) a zasilka se
odmitne, jestlize zde bude nalezen druhy zmetek (potom 1/2 je 50 %, tj. nad normou 1 %
zmetkll pro druhy vybér). Musime tedy nalézt pravdépodobnost, Ze v prvnim vybéru bude 1
zmetek a zaroven ve druhém vybéru také jeden zmetek.

Protoze zésilka mize byt odmitnuta obéma zptisoby, musime secist vysledné pravdépo-
dobnosti obou moZnosti.

Tabulka 5.2 udéva jednotlivé velic¢iny pro obé varianty odmitnuti zésilky. Z vysledného
vypoctu je mozné ucinit tyto zaveéry:

e celkova pravdépodobnost odmitnuti zésilky je 20 %, tj. za zadanych podminek bude

odmitnuta kazda pata zasilka se zadanymi parametry

e pravdépodobnost, ze pfi kontrole budou ,,odhaleny* oba zmetky, je velmi nizké
(necelych 7%),

e pravdépodobnost odmitnuti zakézky 2. variantou je pravdépodobnéjsi — vice nez 13

% .
M) (N -M, My | (Na =M, | (My) (N3 —M;
X n; =X X3 N, =X, X3 N3 —Xj3
= + :
Nl N2 N3
1y 1Y) N3
pravdépodobnost odmitnuti L.vybér 2.vybér
podle 1.varianty
pravdépodobnost odmitnuti
podle 2.varianty
. 2 varianta
— 1. varianta ] - > i
O ;o e vdlidiny v . wsber wber
veliciny piikladu g g g § g g
velikost zakladniho celkovy pocet

N N 10 10 7

I N ! N Ny

podet nositelt jevu v celkovy pocet

aldadni M X M 2 M 2 M 1
wvelikost vwwhéru n vyrI N ol > n 3 n 3 mn 2
Veliw © X o ve X1 2 Xo 1 X3 1

Tabulka 5.2 - Vstupni veli¢iny pro vypocet prikladu 5.9

L) BL) GL)_ s e
5 G) G

T =
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Piiklad 5.10:

Pri kontrole vyrobkit pred expedici je vzdy ze 100 vyrobkit najednou /vyber bez vrace-
ni) vybrdana skupina 5 vyrobkii, které jsou zkontrolovany. pri prevzeti zasilky je rovnéz ze
100 kusu vybrana skupina 5 vyrobkii a zkontrolovana. Jakd je pravdépodobnost, Ze pri pre-
biraci kontrole budou ke kontrole vybrany 2 vyrobky kontrolované pred expedici?

L)

n(2):[1T0:0,018 N=100; M=5;n=5;x=2
5 j

5.4.1.4 Poissonovo rozdéleni - Po(4)

S Poissonovym rozdélenim se setkame vSude tam, kde jde o ¢etnost jevu v mnoha pokusech
a kdyZ vyskyt jevu ma v jednotlivém pokusu jen malou pravdépodobnost. Jev se objevi
ojedinéle ve velkych sériich realizaci ndhodného experimentu. Vyuziva se zejména v pro-
blematice spolehlivosti strojli a zafizeni a v problematice hromadné obsluhy.

Dale se timto rozdélenim fidi ndhodna veli¢ina, kterou je pocet vyskytu sledovaného je-
vu v urcitém ¢asovém intervalu délky z. Uvedena veli¢ina ma Poissonovo rozdéleni, jestlize

® jev muze nastat v kterémkoli casovém okamziku,

® pocet vyskytl jevu béhem cCasového intervalu zavisi jen na jeho délce a ne na jeho
pocatku ani na tom, kolikrat jev nastoupil pied jeho pocatkem,

e pravdépodobnost, Ze jev nastoupi vice nez jednou v intervalu délky ¢, konverguje
k nule rychleji nez ¢,

® ) je stiedni hodnota poctu vyskytil jevu za ¢asovou jednotku.
hodné veli¢iny. Pfikladem jeho pouziti mize byt pocet zmetka ve velké sérii vyrobkl (pokud
pravdépodobnost vyskytu zmetku je velmi mala), vyskyt Grazii nebo chorob, umrti v ur¢itém
casovém intervalu apod.

Poissonovo rozdéleni vznika limitnim pfechodem z binomického pfi n > a p —0.
Riké se mu téZ zdkon malych &isel.

Poissonova ndhodné veli¢ina ma pravdépodobnostni funkci

n(x)= °- prox =0,1,2,....

n(x) = (5.18)

0 pro jind x

Stiedni hodnota a rozptyl se rovnaji parametru A, tedy p = 6 = A.. Poissonovo rozd&leni ma
parametr A, pficemz A =n. p, kde n je pocet pokust (roste nade vSechny meze, tedy

n— o) a p je pravdépodobnost vyskytu jevu (je velmi mald, tedy p — 0). Hodnota A je
vzdy kladna.
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Piiklad 5.11 (podle HEBAK-KAHOUNOVA 1988):
Podle tabulek pravdeépodobnosti doZiti je pravdépodobnost toho, ze 25-tilety muz preZije dalsi
rok, rovna 0,998. Pojistovna nabizi muzim tohoto véku, ze pri rocnim pojistném 500 K¢ vy-
plati poziistalym v pripade umrti pojistence 100 000 K¢. U pojistovny je takto pojisteno 1000
muzi. Jaka je pravdépodobnost, Ze zisk pojistovny na konci roku z tohoto druhu pojisténi bu-
de alespon 300 000 K¢?

Néhodna veli¢ina ,,po€et zemielych pojisténclti béhem roku* mé Poissonovo rozdéleni,
protoze n je velmi vysoké (1000 pojisténych) a pravdépodobnost vyskytu jevu (umrti pojis-
ténce béhem roku) je velmi nizka (p = 0,002). Parametr A je 1000. 0,002 = 2. Pokud zadny
pojisténec béhem roku nezemte, bude zisk pojistovny 500 000 K¢ (500 K& pojistného od
1000 muzt). Zisk nejméné 300 000 K¢ pojistovna dosahne, jestlize béhem roku nezemiou vi-
ce nez 2 pojisténci.Resenim ulohy je tedy

(X <2)=n(0) + (1) + n(2)
Dosadime do vzorce 5.18 za x, postupné 0,1,2 a za A hodnotu 2 a ziskame nasledujici feSeni:
(X <2)=0,1353 +0,2707 + 0,2707 = 0,6767
Pojistovna ma za téchto podminek tedy pravdépodobnost necelych 70 % (67,7 %), ze dosah-
ne oc¢ekavaného zisku.

Piiklad 5.12:
Z vysledku dlouhodobych pozorovani poruchovosti stroju ve vyrobnim zavodé bylo zjisteno, ze
stredni hodnota poctu poruch stroji za sménu v ramci zavodu je 1,8. Urcete, jaka je pravde-
podobnost vyskytu poctu poruch v intervalu 1-7.
Pravdépodobnost, ze se za sménu vyskytne zadnd, jedna, dve, atd. poruchy, je dana Poissono-
vym rozdélenim a hodnotami danymi vztahem

et 1,8
ﬂ(x)=— prox = 0,1,2,....
x!
X 0 1 2 3 4 5 6 7
7 (X) 0,165 0,298 0,268 0,161 0,072 0,026 0,008 0,002
21 (X) 0,165 0463 0,731 0,892 0964 0,990 0,998 1,000

Graficky jsou tyto hodnoty zobrazeny v grafech 5.3 a 5.5 . Tabulka obsahuje i kumulativni
pravdépodobnost - distribu¢ni funkci. Z tabulky lze napf. zjistit, Ze velmi malou pravdépo-
dobnost ma vyskyt 4 a vice poruch za sménu. Vice jak 7 poruch je jev prakticky nemozny.

5.4.2 Teoreticka rozdéleni spojitych nahodnych velicin

Nejprve je tieba zdlraznit, ze v teorii matematické statistiky se k popisu hustoty prav-
dépodobnosti a distribu¢ni funkce pouzivaji specialni funkce a to gama funkce I (a) a beta
funkce B(a,b). Protoze teorie téchto funkci je slozitd, nebudeme piislusné vztahy pomoci
téchto funkci odvozovat. Zpravidla pouze uvedeme vysledny vztah popisujici zakony pravde-
podobnosti ptislusného rozde€leni.

5.4.2.1 Exponencidlni rozdéleni - Ex (4)

Exponencialni nahodna veli¢ina X zpravidla vyjadiuje dobu ¢ekéani na néjakou nihod-
nou udalost. Jde o ptipad, kdy dosud proc¢ekana doba nijak neovliviiuje $anci na urychlené na-
stoupeni ocekdvané ndhodné udalosti - tzv. cekéani bez paméti.
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A-e* prox >0
f(x) = (5.19)

0 pro jind x

pro stiedni hodnotu a rozptyl plati vztahy
n= A" ot=1"
Toto rozdéleni se pouziva v teorii obnovy, v teorii hromadné obsluhy. Popisuje se jim doba
zivotnosti nékterych vyrobkl, doba trvani nékterych akci, doba ¢ekani na n¢jakou udalost.
Piiblizny tvar frekven¢ni funkce (hustoty pravdépodobnosti) a distribu¢ni funkce zna-
zornuje obrazek 5.8 .

f(x) F(x)

Obrazek 5.8 - Tvar frekvencni funkce (vlevo) a distribuéni funkce (vpravo) exponencialniho rozdéleni

Piiklad 5.13:
Ukazalo se, ze doba opravy poruchy vznétového motoru se ridi exponencidalnim rozde-
lenim se stredni hodnotou 105 min. Urcime pravdépodobnost, ze porucha bude opravena do

8,5 hodiny (jedna pracovni sména).
510 00
A =——=0,010min”" F(x<510)= [ 0,010™"""%dx = [— e 010X I dx =
0

105
= e P _ 10,006 = 0,994

Pravdépodobnost, Ze porucha bude opravena prave za 2 hodiny je
£(120) = 0,010 . e *1%12°=0 003.
Z vysledku feSeni je zfejmé, ze klast si takové otdzky je v praxi nevhodné.

5.4.2.2 Normalni rozdéleni - N (L, o)

Normalni rozdéleni ma ve statistické teorii 1 ve vétSin€ aplikaci dominantni postaveni.
Je nejpouzivangjSim a nejdilezitéj§im zakonem rozdéleni pravdépodobnosti. Proto mu také
budeme vénovat vétsi pozornost nez ostatnim rozdélenim. Jeho vyznam spo¢ivda mimo jiné
v tom, Ze pomoci normalniho rozdéleni je mozno aproximovat mnoho jinych — i diskrétnich —
rozdéleni.

Objev norméalniho rozdéleni sahd az do 18. stoleti, kdy v roce 1733 francouzsky mate-

cey

matik Zijici v Anglii Abraham de Moivre publikoval maly spisek o binomickém rozdéleni pro
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velka n, kde popové pouzil vztah frekvencni funkce normélniho rozdéleni. Tato publikace
upadla v zapomenuti a pfiblizn¢ o stoleti pozd¢ji ke stejnému objevu dospéli Carl Friedrich
Gauss a Pierre Simon de Laplace. V roce 1924 anglicky statistik Karl Pearson (s jeho jmé-
nem se je$té¢ mnohokrat setkdme) objevil zapomenuty spisek de Moivriv a v z4jmu zamezeni
mezinarodnich sport o ndzev rozdéleni — bylo uz zavedeno oznaceni Gaussovo nebo Gauss-
Laplaceovo rozdé¢leni - navrhl, aby se toho zakladni statistické rozdéleni nazyvalo normalni.

Normalni rozdéleni ma mnoho ndhodnych veli€in v redlném svété. V matematické sta-
tistice byva pozadavek normalniho rozdéleni podminkou pro pouziti téch neti¢innéjsSich me-
tod, proto se ndhodné veli¢iny jinak rozdélené uméle pii matematicko-statistickém zpracovani
transformuji na alesponi pfiblizné normalni ndhodnou veli¢inu.

5.4.2.2.1 Obecné normalni rozdéleni

Normalni rozdéleni je zakonem rozdéleni sou¢tu libovolnych nahodnych veli¢in.
Staci, aby s€itanci byl dostateny pocet a aby Zadny z nich nemél na vyslednou nahod-
nou veli¢inu rozhodujici vliv.

Vznik normalni ndhodné veli¢iny je mozno predstavit si takto. Kdyby nebylo nédhod-
nych vlivil, nabyla by zkoumana veli¢ina X vzdy (ve vSech pokusech) konstantni hodnoty p.
Na realizaci nahodného experimentu vSak piisobi velké mnoZstvi drobnych a nezavislych na-
hodnych vlivi, které pasobi malé zmény wi, w; ..... hodnot veli¢iny. Pfedpokladdme, Ze se ty-
to malé zmény ke konstanté piipocitavaji, tedy plati

X=p+tw+w ... .
Jak rychle vyslednd nahodna veli¢ina konverguje k normalité, zavisi na charakteru jednotli-
vych s¢itanct (pro ndhodné veli€iny, které maji tvar blizky normélnimu rozd¢leni, staci néko-
lik malo scitanct, jestlize jednotlivé veliCiny maji vyrazné¢ nenormalni rozdéleni, musi jich
byt vice). Nelze tedy jednoznacné stanovit, kolik je ,,dostate¢ny pocet* s€itanct.

Hustota pravdépodobnosti normélni nahodné veli¢iny je dana vztahem

f(x) = \/_; . J—(X;;)z}

pro x € (-0, o) aproc >0 (5.20)
2n-c
kde je
c smérodatnd odchylka,
u stiedni hodnota,

tzv. Gauss - Laplaceovou funkci. Graf této funkce je béZné€ znam pod nndzvem Gaussova
ktivka (viz obrazek 5.9 ). Gaussova kiivka ma nasledujici vlastnosti:

® je to symetrickd kiivka s osou symetrie ve stfedni hodnoté,

e mad inflexni body v s x-ovymi soufadnicemi i + o a i - o,

e stfedni hodnota y je zaroven i medianem (prostiedni hodnotou) a modem (nejéas-
t&j$1 hodnotou)

® vbodé¢ x = udosahuje svého maxima 1/( 2 o)

e vintervalu <u -o,u+ (5> lezi necelych 70 % vSech hodnot ndhodné veli¢iny X
(68,26 %),

e vintervalu <u -20,pu+ 2(5> lezi asi 95 % vSech hodnot ndhodné veli¢iny X (95,44
%), tedy v intervalu mezi jednou a dvéma smérodatnymi odchylkami lezi asi 27,18
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% vSech hodnot (13,59 % v intervalu <p—c,p—20> a 13,59 % v intervalu
<},L+G,M+2G>

e vintervalu <p—36,u+ 3c5> lezi téméf 100 % vSech hodnot ndhodné veliciny X
(99,724 %), tedy v intervalu mezi dvéma a a tfemi smérodatnymi odchylkami lezi
pouze 4,28 % vSech hodnot (2,14 % v intervalu <u—20,u—30> a 2,14 %
v intervalu <p + 20,1+ 3G> ).

Vlastnosti, uvedené v poslednich tfech bodech, byly jiz zmifiovany v kapitole vénované sme-
rodatné odchylce (viz kapitola 4. o statistickych charakteristikach) véetné ptikladu a grafické-
ho znazornéni na obrazku 4.7.

| L 1 1 1 —
u—3¢ pu-20 u—o “ gte p¥2c utle

X

Obrazek 5.9 - Frekvenc¢ni funkce (hustota pravdépodobnosti, Gaussova kiivka) norméalniho rozdéleni

Obecné normalni rozdéleni méd dva parametry — stiedni hodnotu a rozptyl. Kombinaci
téchto dvou hodnot a jejich dosazenim do vztahu 5.20 se méni tvar (zménou rozptylu) a po-
loha (zménou stfedni hodnoty) Gaussovy kiivky (viz obrazky 5.10 a 5.11).

Tato vlastnost normalniho rozdéleni je velmi ,,nepfijemna‘, protoze to znamena, ze pii
pouziti obecného normélniho rozdéleni N(u, 6°) musime hodnoty frekvenéni a distribuéni
funkce pocitat pro kazdé pouzité obecné normalni rozdéleni (kterych je vlastné nekonecné
mnoho — tolik, kolik je moznych kombinaci p a 7). Proto byl hledan zpisob, jak tuto nevy-
hodu obejit a zkonstruovat ,,jednotné* normalni rozdéleni, které by bylo lehce pouzitelné ve
statistické praxi. Re§enim je tzv. standardizované (normované) normalni rozdéleni.

5.4.2.2.2 Standardizované (normované) normalni rozdéleni

Standardizované normalni rozdéleni dostaneme z normalniho rozdéleni substituci

(5.21)

Tim vlastné pfevedeme obecné normalni rozdéleni, kde jednotlivé hodnoty x jsou vyjadiova-
ny v jednotkdch métené veliCiny, na takové normalni rozdéleni, kde jednotlivé hodnoty x jsou
pfedstavovany hodnotami z vyjadfenymi ve ,,smérodatnych odchylkach®. Mé&jme napt. obec-
né normalni rozdé&leni N(50,5%), tj. n&jakou méfenou veli¢inu se sttedni hodnotou 50 a sméro-
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datnou odchylkou 5. Pokud chceme vyjadrit napi. skuteCnou hodnotu 55 pomoci standardizo-
vané hodnoty z, potom plati z = (55 — 50)/5 = 5/5 = 1 (smérodatna odchylka). Je to pravda
protoze skutecné hodnota 55 je ve vzdalenosti jedné smérodatné odchylky od stfedni hodnoty
(50).

=0 u=1 p=2

Obrazek 5.10 - Vliv zmény stfedni hodnoty na polohu normalniho rozdéleni (pfi konstantnim rozptylu)

Standardizované normalni rozdéleni ma konstantni stfedni hodnotu 0 a rozptyl 1,
symbolicky to zapisujeme N(0,1).

Tento postup ma velkou vyhodu v tom, ze jakékoli normalni rozdéleni je moZné pre-
vést na standardizované normalni rozdéleni, které ma kiivku jednotného tvaru a vlast-
nosti a jehoZ hodnoty mohou byt snadno tabelovany a tedy pro vypocet frekvenéni a dis-
tribucni funkce neni nutné pouzivat relativné slozité Gauss Laplaceovy funkce.

Princip standardizace je schématicky graficky zndzornén na obrazku 5.12 - zde je tuc-
nou ¢arkovanou Carou zndzornéno obecné normalni rozdéleni N(50,5) ndhodné velic¢iny X.
Plnou tu¢nou ¢arou je znazornéno standardizované normalni rozdéleni N(0,1). Princip stan-
dardizace spoiva v tom, 2¢ PLOCHA POD OBEMA KRIVKAMI — PUVODNI I STAN-
DARDIZOVANE - (tj. hodnota jejich distribu¢nich funkci) JE STEJNA (= 1), KRIV-
KY MAJi POUZE JINY TVAR. V nasem piipadé se od viech hodnot veli¢iny X odeéetla
sttedni hodnota 50 a tim se poloha posunula o 50 jednotek vlevo. Poté je nutné upravit tvar na
jednotnou smérodatnou odchylku 1. To se provede vydélenim vSech posunutych hodnot péti
(smérodatnou odchylkou). Tvar kiivky se upravi tak, 2 V NASEM PRIPADE je standardizo-
vana kiivka uz$i a vys$$i (ma mensi smérodatnou odchylku a tim niz$i variabilitu a aby zacho-
vala stejnou plochu pod ktivkou, musi byt ,,vyssi).

Piip=0 a o=1 dostdvame tedy frekvencni funkci standardizované¢ho normalniho
rozdéleni ve formé nasledujiciho vztahu

f(z) = ﬁ . e{_;z} (5.22)
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Obrazek 5.11 - Vliv zmény rozptylu na tvar hustoty pravdépodobnosti normalniho rozdéleni (pfi kon-
stantni sti‘fedni hodnoté)

TRANSFORMACE POLOHY
ODECTENIM X -
_| = -_—
-~ N X
/. o=5
= / / n= 0 —~ —
TRANSFORMACE TVARU
DELENIM o

posun o 50 jednotek

Obrazek 5.12 - Transformace obecného na standardizované normalni rozdéleni. Bliz§i vysvétleni viz v
textu.

Distribucni funkce rozdéleni N (0, 1) je dulezitym podkladem pro mnoha statistickd Setfeni.
Jeji hodnoty jsou proto tabelovany ve vhodnych formach, nej€astéji ve formé tzv. Laplaceovy
funkce - téz pravdépodobnostniho integralu - definovaného vztahem
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1

2z

Mé-li nahodna veli¢ina X rozdéleni N (u, 6°), potom pravdépodobnost P (-x<X<x) lze trans-
formaci na standardizovanou proménnou X =z o + pu a tim ptes rozdéleni N (0,1) pfevést na
tvar

O(z)=P(0<Z<z)= Ie . (5.23)
0

Plu-o z<X< pu+zo)=P(-z<Z<2)=2 O (2).
Hodnoty 2 @ (z) nebo @(z) se tabeluji. Jestlize napt. volime z = 3 dostaneme P (1 - 36 < X <
u+ 3 o) =0,9973. S touto vysokou pravdépodobnosti - prakticky s jistotou - lezi vSechny
hodnoty norméalni ndhodné veliiny v intervalu < p £ 3 o>. Jestlize naopak volime pravdépo-
dobnost, ur¢ime interval, ve kterém se zvolenou pravdépodobnosti lezi hodnoty normalni na-
hodné veli¢iny. Volme napt. P = 0,95, potom z = 1,96. V intervalu < pu £ 1,96 o> lezi 95 %
vSech hodnot normélni ndhodné veliCiny.
Vyuziti standardizovaného normalniho rozdéleni si ukdzeme na nasledujicim piikladu.

Priklad 5.14:

Predpokladejme, Ze vycetni tloustky stromii v urcitém porostu maji normalni rozdeleni.
Stredni tloustka je 30 cm, smérodatna odchylka je 5 cm. Celkem bylo méreno 500 stromii.
Urcete

a) kolik stromu je silnéjsich nez 36 cm

b) jaka je pravdépodobnost, zZe nahodnym vybérem vybereme strom silnéjsi nez 36 cm

¢) kolik stromii lezi v rozmezi tloustek 25 — 36 cm

V nasem piipad¢ je vycetni tlouStka stromti ndhodna veli¢ina s normalnim rozdélenim
D ~ N(30,5%. Znamené to, e tloustka 30 cm je nejéast&jsi hodnotou a Ze zhruba polovina
tlousték je slabsich a polovina siln€jSich nez tato hodnota.

a) Reseni tohoto tikolu je ulohou na distribuéni funkci normalniho rozdéleni. Potfebu-
jeme zjistit pravdépodobnost vyskytu vSech tlousték do hodnoty 36 cm vcetné (tedy vypocitat
hodnotu distribuc¢ni funkce F(D = 36)). Poté odectenim této pravdépodobnosti od jedné a vy-
nasobenim ziskané pravdépodobnosti poctem vSech méfenych stroma ziskdme odpovéd’ na
danou otazku. Situaci graficky znazorfiuje obrazek 5.13 . Jde nam o stanoveni pravdépodob-
nosti znazornéné plochou na obrazku vyznacenou vodorovnym Srafovanim.

Zde se ihned projevi vyhoda standardizace. Kdybychom pracovali s obecnym normal-
nim rozd&lenim, museli bychom vypoéitat distribuéni funkci normélniho rozd&leni N(30,5%),
coz znamena urcity integral funkce 5.20, tedy relativné velmi slozity vypocet. V tomto piipa-
dé¢ mohou pomoci statistické programy nebo EXCEL, kde bychom wvyuzili funkce
NORMDIST. Jestlize madme k dispozici jen statistické tabulky, nejprve vypocitame standar-
dizovanou veli¢inu Z

36-30

Z= =12;

¢imz jsme si pievedli ptivodni hodnotu 36 cm na hodnotu vzdélenou 1,2 smérodatné odchylky
od stiedni hodnoty, tedy na relativni vyjadfeni nezavislé na ptivodnich jednotkach. Ted’ mi-
Zeme pouzit statistické tabulky (nebo v EXCELu funkci NORMSDIST) a najdeme potiebnou
hodnotu, v tomto piipadé 0,8849. Na obrazku 5.13 je tato pravdépodobnost zndzornéna tec-
kovanou plochou. Hodnota 0,8849 znamena, Ze asi 88,5 % vSech tloustck je slabsich nez 36
cm nebo této hodnoté rovnych. Znamena to, ze siln¢jsich bude 1 — 0,8849 = 0,1151, tedy asi
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11,5 %. Po ptevedeni na absolutni ¢isla to znamend 500 . 0,1151 = 57,55 = 58 stromil.
V porostu tedy mizeme ocekéavat 58 stromu silngj$ich nez 36 cm.

b) odpovéd’ na tuto otazku je stejna jako v piedchozi tloze v bodu a). Jedna se pouze o
jinak formulovany tyz problém vypoctu distribucni funkce.

¢) zde si ukdzeme vyuziti symetri¢nosti normalniho rozd¢€leni. Situaci ukazuje obrazek
5.14 . Jde nam o zjisténi pravdépodobnosti vyznacené vyteckovanou plochou. Znamena to, Ze
musime urcit pravdépodobnosti, ze tloustka nepiesahne 25 cm (,,cihlova“ plocha), ze ptesah-
ne 36 cm (vodorovné Srafovana plocha) a odectenim jejich souctu od hodnoty 1 (celé plocha
pod ktivkou) ziskame vysledek.

P(D>36 cm)=1-0,885=0,115

P(D<36cm)=

d=30cm 36cm

Obrazek 5.13 — Grafické znazornéni FeSeni piikladu 5.14 a)

1. Nejdiive si pro ob¢ hranice intervalu (25 a 36 cm) vypocitame standardizované hod-
noty Z a piislusné pravdépodobnosti
® pro hodnotu 36 cm ji mame jiz vypocitanou — Z = 1,2, tedy P(D > 36 cm) = P(Z >
1,2)=0,1151.

25-30
® pro hodnotu 25 cm T =—I,tedy P(D<25cm)=P(Z<-1)=P(Z>1)=1-

0,8413 = 0,1587. Tento vypocet je umoznén praveé symetricnosti normalniho rozde-
leni. Pravdépodobnost, Ze hodnota Z bude mensi nez —1 je stejnd, jako Ze hodnota
Z bude vétsi nez 1.

25cm g =30cm 36cm

Obrazek 5.14 — Grafické znazornéni zadani piikladu 5.14 ¢)
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2. Vypocitame pravdépodobnost
P25cm<D<36cm)=P(-1<Z<12)=1—-(Z<-lneboZZ>1)=
=1 - (0,1587 + 0,1151) = 0,7262. Tedy pravdépodobnost, ze tloustky budou
v pozadovaném rozmezi, je asi 72,6 %.

5.4.2.2.3 Transformace na normalni tvar

Mame-li nahodnou veli¢inu X, kterd nema normdlni rozdéleni a je tfeba ji transformovat
na normalni ndhodnou veli¢inu, musime najit takovou funkei y (x). ktera nahodnou veli¢inu
H ptevede na normalni ndhodnou veli¢inu y (X). Problematika transformaci je velmi slozita a
presahuje oblast urceni tohoto ucebniho textu. Uvadime zde pouze nejjednodussi a nejpouzi-
vangj$i typy transformaci:

P(x)=vx pro x € (0, »)
lI"(X): X +% x € <0, )

P(x)=vx +/x +1 x € (0, )

Transformace pro ndhodné veli€¢iny X, které vyjadiuji vybérovou relativni etnost Gspé-
chii v posloupnosti nezavislych pokusi:

lP(x):Z arcsin\/;,x e<0,1>.

Funkce je tabelovana. Je soucasti statistickych tabulek.
Fisherova transformace pro ndhodné veli¢iny X, které vyjadiuji vybérové korelacni
koeficienty:

1. 1+x
Y(ix)=—1
(x)=-n-

,X € (— 1,1)

Funkce je tabelovana. Je soucasti statistickych tabulek.
Logaritmicka transformace pro ndhodné veli¢iny s logaritmicko normalnim rozdéle-
nim a podobnym:
v (x) = Inx, x € (0, o0);
v (x) = In (x+1) x € <0, o)
Jednou z nejucinngjSich zpisobt pfiblizeni vybéru k normélnimu rozdéleni je Boxova -
Coxova transformace

A
x -1 A0
A
P(x)= (5.24)
In x A=0

Tato transformace ucinné piiblizuje vyber normalité jak z hlediska Sikmosti a Spicatosti, tak 1
z hlediska extrémnich hodnot. Uréeni hodnoty A, samotna transformace a predev§im nasledna
retransformace parametra jsou teoreticky 1 vypocetné velmi ndro¢né postupy a pro jejich rea-
lizaci je tfeba vykonny statisticky program (z téch dostupnéjSich tuto transformaci provadi-
napf. ADSTAT). Teorii Boxovy — Coxovy transformace viz napf. MELOUN - MILITKY 1994.
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5.4.2.2.4 Vypocet frekvenéni funkce normalniho rozdéleni pro roztfidény soubor

V praxi je nékdy tfeba vypocitat normalni rozdéleni tiidnich Cetnosti roztfidéného sou-
boru. Upraveny vzorec pro vypocet rozdéleni Cetnosti ma tvar

)
N 82
n. = e X

! V2mS '

(i)

(5.25)

kde je
N rozsah souboru
Sx smérodatnd odchylka souboru
S
SX(_) = TX smérodatna odchylka v tfidnich jednotkach (h — tfidni interval)
n; cetnost normalniho rozde€leni i-té tidy

Priklad 5.15:
Pro zadané parametry = 21,22; o’ =559 N=221 apro tiidénim =11, h=1 X; = 16,5

vypocitejte tridni Cetnosti normdalniho rozdéleni.
Vysledné Cetnosti (n;) jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

x; (16,5 17,5 | 18,5 | 19,5 | 20,5 | 21,5 | 22,5 | 23,5 | 24,5 | 25,5 | 26,5
n; 51 10,8 | 19,2 | 28,6 | 35,6 | 37,0 | 32,2 | 23,4 | 142 | 7,2 | 3,1

Vypoctenou - o¢ekavanou - Cetnost uvadime na pocet desetinnych mist odpovidajicich
uloze.

5.4.2.2.5 Uziti normalniho rozdéleni pro vypodet frekvencni funkce binomického rozdéleni

V kapitole 5.4.1.2 vénované binomickému rozdéleni jsme uvedli, Ze pro velka n se
frekvencni funkce binomického rozdéleni vyc€isluje pomoci vzorce 5.12 obtizné. Proto byly
vyvinuty postupy, které umoznuji dostate¢nou aproximaci pomoci normalniho rozdéleni. Jed-
na se o aplikaci tzv. lokalni Moivre-Laplaceovy véty, ktera tik4, Ze hodnotu frekvenéni funk-
ce binomického rozdéleni pro velka n lze piiblizn€ vyjadtit pomoci vztahu

1

0= n-p-(1-p)

f(2) (5.26)

kde

X—n-p
Jyn-p-(1-p)

Oveétime tento vypocet na piikladu 5.6 a), ktery se tykal kiizeni hrachu. Pfipomenme, ze
v tomto pfipad¢ bylo x = 10, n =10, p = 0,75. Potom po dosazeni do vzorct 5.26 a 5.27 dosta-
neme hodnotu z = 1,82574 a podle vzorce 5.22 ziskdme hodnotu f(z) = 0,07535 (tuto hodnotu
lze také ziskat ze statistickych tabulek). Vyslednd hodnota pravdépodobnostni funkce bino-

s = (5.27)
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mického rozdéleni bude potom podle vzorce 5.26 0,055. Pomoci zdkladniho vzorce pro frek-
vencni funkci binomického rozdéleni jsme dostali hodnotu 0,056. Vzhledem k pomérné ma-
1ému vybéru je tato shoda velmi dobra a potvrzuje pouzitelnost tohoto postupu (v praxi by se
tento vypocet pouzivat zpravidla pro vyssi hodnoty 7 nez 10).

5.4.2.3 Rozdéleni ;/ (f) — Pearsonovo (chi kvadrat)

Pearsonovu nahodnou veli¢inu lze konstruovat nasledovné. Mé¢jme normalni nahodnou
veli¢inu X, s rozdélenim N (p, 6°). Ze souboru hodnot této veli¢iny provedeme viechny moz-
né nezavislé vybéry rozsahu f. Pro kazdy vybér vypocitame hodnotu

/ A
vi=)|(x-p)o | =Yz (5.28)
i=1 i=1

Viemi hodnotami y; je definovana Pearsonova nahodna veli¢ina 3 (&te se chi kvadrat).
Pocet prvki ve vybérech f se nazyva pocet stupiii volnosti. Hodnota f je parametrem Pear-
sonova rozd¢leni.

Hustota pravdépodobnosti se zavadi formalné

fr (y) =pr(y) pro y <0, ).
Ptesné je
Sy Y

1 1 2
ff(y):f—[fj.yz e 2;y>0 (5.29)

r (%j je tzv. gama funkce

Pro stfedni hodnotu a rozptyl Pearsonova rozdéleni plati
—f 2 _
p="=f c” =2f.

.Pearsonovo rozdéleni je levostranné nesoumérné (mira nesoumérnosti zavisi na poctu
stupnit , ¢im je pocet stupnii volnosti mensi, tim je frekvencni funkce vice levostranna).
Schématicky je tato vlastnost zobrazena na obrazku 5.15. Pro f — oo piechazi Pearsonovo
rozdé€leni v rozdéleni normalni.

f(y> f=1
0O | &

v
\S]

Obrizek 5.15 - Krivky Pearsonova rozdéleni pro riizné pocty stupiii volnosti f
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Distribu¢ni funkce ndhodné veliCiny )(;, je tabelovana pro urcité hodnoty pravdépodobnosti
aruzna f. Tabulky }(; rozdéleni patii mezi zdkladni statistické tabulky. Nejdulezitéjsi jsou
tzv. kritické hodnoty Xi,f , tj. takové hodnoty, které ndhodna veli¢ina y* piekro¢i s pfedem

stanovenou pravdépodobnosti a. Situaci ukazuje obrazek 5.15. Mame napf. X%m tj. Pearso-

novo rozdéleni o 20-ti stupnich volnosti, potom miizeme z tabulek urcit, ze hodnota, kterou
toto rozdéleni prekroci s pravdépodobnosti o = 5 % (= 0,05) — svisle vy€arkovana plocha pod

kiivkou, je Xg,os;zo = 31,4. Naopak s pravdépodobnosti P=1-a =1 - 0,05 = 0,95 (=95 %)

— bila plocha pod kifivkou - tuto hodnotu nepiekroci. Tyto kritické hodnoty mizeme zjistit i
statistickymi programy nebo v EXCELu pomoci funkce CHIINV.

Rozd¢leni ;(/% ma velkou pouzitelnost pro statistickych Setfenich. Obecné fec¢eno jde o
rozdéleni tzv. kvadratickych forem s aplikaci v odhadech parametri, testovani hypotéz, tes-
tech kontingen¢nich tabulek atd. )(; rozdéleni ma kazda ndhodna veli€ina s konstrukci ob-

dobnou jako Pearsonova veli¢ina. Pouziti Pearsonova rozdéleni bude ukdzano na ptikladech
v prislusnych kapitolach.

V souvislosti s Pearsonovym rozdélenim je nutno jesté blize vysvétlit pojem, se kterym
se v matematické statistice budeme Casto setkavat — stupné volnosti. Jejich podstatu je moz-
né vysvétlit ndsledujicim ptikladem:

Predpokladejme vybér n = 5 urcité ndhodné velic¢iny X: 12,14,15,16,18. Jejich aritme-
ticky primér je 15. Nyni vytvoime novy vybér o stejné velikosti tak, aby primér byl stejny.
Takovychto souborti miizeme vytvorit nekonecné mnoho, pfi¢emz n — I/ hodnot mizeme volit
libovolng, ale posledni Cislo je ur€eno danou podminkou. Soucet vSech ¢lent nového vybéru
musi zase dat hodnotu 75, aby se ziskal aritmeticky pramér 15. Napf. jestlize zvolime ¢isla 5,
10,20,30, musi byt posledni ¢islo 10. Znamena to, Ze uvedenou podminkou je jedna hodnota
vazand, ostatni jsou ,,volné* — to jsou ony ,,stupné volnosti“. Podobny piipad jsou napt. od-
chylky od priméru (Xi - i) - vzhledem k tomu, ze soucet odchylek hodnot od priméru musi
byt 0, je n - 1 odchylek volnych a jedna vazand. Tyto ptiklady se daji shrnout, Ze pocet stup-
il volnosti se rovna poctu hodnot (nemusi to byt vzdy prvotni métena data, ale i napt. od-
chylky) zmenSeného o pocet omezujicich podminek.

(o)

T

— >

Yo0s =314 x

Obrizek 5.16 — Graficka interpretace kritické hodnoty a pravdépodobnosti P a o Pearsonova rozdéleni
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5.4.2.4 Rozdéleni Fisherovo - Snedecorovo - F (f1, f2)
M¢éjme ndhodné veli¢iny X s rozdélenim ;(;i a'’Y s rozdélenim ZJ%z , které jsou nezévis-
1é. Fisher - Snedecorova ndhodna velicina je definovana vztahem

1y

F :{1— (5.30)
—Y
e

Hustota pravdépodobnosti se zavadi formalné
(F)=pg () prok>0
0 proF <0
kde fj, f; jsou pfirozend Cisla. Grafem hustoty pravdépodobnosti F rozdéleni je nesoumérna
jednovrcholové ktivka, jejiz tvar zavisi na poctu stupnitt volnosti f; a f,. Pti konstantni hodnoté
f) vzristajici hodnota f, méni tvar kiivky tak, Ze se stdva soumérnéjsi a zahrocenéjsi. Pii f, —
oo prechazi v Pearsonovo rozdéleni a pti f; = 1 a f, = f ve Studentovo t-rozdéleni.
Pokud f, > 2, pak existuje kone¢né stfedni hodnota F veliCiny a plati
=2
Pokud f, > 4, pak existuje konecny rozptyl F veli¢iny, ktery je roven

2R+ £2)
A(h=2) (f,-4)

Distribucni funkce je ddna odpovidajicim integralem

F(F)=[ py., (F)dF

Tabelované kritické hodnoty - kvantily - F o rozdéleni patii mezi zakladni statistické ta-

bulky.
Pro préci s kvantily je tfeba védét, ze

-1 NSRBI \ o .
Frop oo = I[Ff2 of, ,l_a] . (Pozor na pfevraceni pofadi stupnii volnosti!!)

Piiklad 5.16:

Pro F- rozdeéleni se stupni volnosti f; = 4 a >, = 10 hledame hodnotu, ktera bude pre-
krocena s pravdepodobnosti 5 % a 95 %.

Jedna se o ndhodnou veli¢inu s rozdélenim Fys.4.10. V tabulkdch (nebo statistickymi
programy nebo v EXCELu pomoci funkce FINV) najdeme kritickou hodnotu 3,48. Tato hod-
nota bude ptfekrocena s pravdépodobnosti oo = 0,05. Hodnotu F, ktera nebude piekroc¢ena
s pravdépodobnosti o = 0,05, tj. bude piekroc¢ena s pravdépodobnosti P=1-a =1-0,05 =
0,95 ziskame tak, ze nejprve vyhleddme hodnotu Fgs.10.4 (pozor na vyménu potadi stupnil
volnosti, je to velmi dulezité¢) = 5,96 a z ni spocitame prevracenou hodnotu 1/5,96 = 0,168.
Tedy s 5 % pravdépodobnosti bude piekroena hodnota 3,48, s 95 % pravdépodobnosti hod-
nota 0,168.
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V praktickém pouziti je vyhodné zavést takové oznaceni, aby platilo X >Y. Potom to-
tiZ v oboustranném testu neni tfeba poditat prevracené hodnoty kritickych hodnot. F' >y, TOZ-

déleni ma cetné aplikace. NejCastéji se s nim setkame pro ovétovani hypotéz o kvadratickych
formach, napt. rozptylech. F-rozd¢leni ma kazd4 nahodna veli¢ina, kterd ma obdobnou kon-
strukci jako Fisher - Snedecorova ndhodna veli¢ina.

5.4.2.5 T-rozdéleni (Studentovo) - t,

< (e s T s ot 2
M¢&jme nezavisl¢ nahodné veliCiny X s rozdélenim N (0, 1) a Z srozd€lenim y, .
Potom nahodna veli¢ina

X

-2 5.31)
Zk

ma Studentovo t - rozdé€leni o k stupnich volnosti.
Objevitelem tohoto rozdéleni byl W.S. Gosset, ktery publikoval pod pseudonymem
Student.
Hustota pravdépodobnosti je dana formalné vztahem
f(t) = gu(t), kde x € (-00, )
k je pfirozené Cislo
Pokud k> 1, existuje stfedni hodnota a plati =10

Pokud k> 2, existuje rozptyl a plati o’ = ﬁ .
Grafem této funkce je kiivka soumérna vzhledem k t = 0, probihd odt=-o0 do t =+ a
Tvar tohoto rozdéleni tedy zavisi jen na velikosti vybéru n, nezavisi na rozptylu hodnot, coz
je jeho vyhoda. Pro vybéry vétsi nez 30 prvkl se da s dostateCnou piesnosti nahradit normal-
nim rozdelenim.
T-rozdéleni mé cetné aplikace. Pro jeho znacné vyuziti uved’me jmenovité napt. interval
spolehlivosti pro p pfi neznamém o nebo t- testy (jednovybsrovy, dvouvybérovy, parovy) .

5.5 Nahodny vybér a vybérové postupy

5.5.1 Teoreticka vychodiska

Vysledky nahodného experimentu pozorujeme prostiednictvim ndhodné veli€iny nebo
nahodného vektoru. Pravdépodobnostni chovani nahodné veli¢iny (ndhodného vektoru), ze
kterého Cerpame informace o ndhodném experimentu, je popsano

e distribucni funkei O (X); O (Xq, X2, ...y Xn)
e pravdépodobnostni funkei (pro diskrétni ndhodné veli¢iny)n (X); 7 (X, Xz, ..., Xu)

® hustotou pravdépodobnosti (pro spojité nah. veliCiny) f (X); f (X, Xy, ..., Xu)
Realizace ndhodného experimentu obsahuji informace, které pfi vhodném matematic-
kém zpracovani vypovidaji o obecnych zakonitostech nebo potvrzuji €i zamitaji ty hypotézy,
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k jejichz ovéteni byl nahodny experiment provadén. V matematické statistice vychdzime z
konkrétniho a snazime se vyvodit zavéry v obecném. Tento postup nazyvame — jak jiz bylo
uvedeno - statistickd indukce.

Podkladem pro statistickou indukci je pravdépodobnostni chovani ndhodné veliciny ¢i
nahodného vektoru. To znamena, ze toto charakteristické pravdépodobnostni chovani musi
mit i soubor realizaci, tj. hodnoty ndhodné veli¢iny X, resp. vektoru (X, Xa, ....., Xp), které z
celé mnoziny moznych realizaci nastaly. Uskute¢néné realizace davaji tzv. vybérovy soubor
ze zékladniho souboru.

Podminkou, kterou musime splnit, je zajiSténi reprezentativnosti vybéru, tj. toho, aby
vybér podal Gplnou informaci o zdkladnim souboru. Podle teorie pravdépodobnosti je pod-
minka splnéna, kdyz zlistane zachovana pravdépodobnost nastoupeni realizace, tzn., ze kazda
realizace musi mit zachovanou pravdépodobnost byt vybrana. To splituje tzv. vybér s opako-
vanim. Jestlize neni mozné ,,vybranou* realizaci vratit do zakladniho souboru, je tfeba zajistit,
aby se pravdépodobnosti nastoupeni realizace témét nezménily. To Ize splnit napt. velkym
poctem prvkii zakladniho souboru.

VétSina statistickych metod je zalozena na ptredpokladu pouZiti ndhodného vybéru s
opakovanim (nezavisly vybér).

Nezavisly ndhodny vybér rozsahu n ze zékladniho souboru, na némz je definovéana na-

hodna veli¢ina X s rozdélenim @ (x), je n - rozmérny ndhodny vektor X = (Xj, ..... , Xn),
ktery ma vlastnosti

1. Xi, Xy, ..., Xy jsou nezavislé ndhodné veliciny,

2. v§echny veli¢iny X, X, ....., X, maji stejné rozdéleni pravdépodobnosti.

Libovolna ndhodna veli¢ina T, ktera vznikne jako funkce ndhodného vybéru X =(Xj,

X2, ....., Xy) se nazyva statistika. PiSeme
T=T (X, X2, ceoer Xn).

Miizeme tedy shrnout, Ze reprezentativni nahodny vybér je charakterizovan nasledu-
jicimi ptedpoklady:

e jednotlivé prvky vybéru jsou vzijemné nezavislé,

e vybér je homogenni, tj. vS§echny veli¢iny maji stejné rozdéleni pravdépodobnos-

ti s konstantnim rozptylem (pfedpoklada se, Ze jde o normalni rozdéleni),

e vSechny prvky zakladniho souboru maji stejnou pravdépodobnost, Ze budou

zarazeny do vybéru.

Pokud vybér nespliiuje vyse uvedené predpoklady, je jeho statisticka analyza kompliko-
van¢jsi a zpravidla se musi pouzivat specialni postupy. Proto je pfed vlastni analyzou nutné
vySettit, zda vybéry spliuji zakladni predpoklady, tj. potfebny rozsah, nezavislost, homogeni-
tu a normalitu. Touto problematikou se zabyva prizkumova analyza dat (o ni podrobné&ji ve
I1. dile tohoto textu).

5.5.2 Druhy vybéri

V praxi se setkdvame pii vybeérovych metodach s riznou Grovni znamych informaci o
zékladnim souboru. Mame tedy urCitou odstupfiovanou moznost posoudit reprezentativnost
vybérového souboru. Nejsou-li informace o zdkladnim souboru dostate¢né, povazujeme kaz-
dy ndhodny vybér za reprezentativni. Jestlize zndme nékteré vlastnosti zdkladniho souboru,
muzeme je vyuzit k upfesnéni zptisobu vybéru, ale pouze tak, aby princip ndhodného vybéru
zustal zachovan.
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5.5.2.1 Jednoduchy vybér

Pii malém rozsahu zakladniho souboru mizeme prvky ocislovat. Vybér potom uskutec-
nime ,,Josovanim* nebo pomoci tabulek nahodnych ¢isel. Tabulky ndhodnych cisel jsou sou-
¢asti vSech statistickych tabulek (viz obrazek 5.17).
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Obrazek 5.17 - Graficka interpretace jednoduchého vybéru

5.5.2.2 Systematicky vybér
Prvky zékladniho souboru miizeme pokladat za sefazené v uréitém potadi. Jestlize roz-

: N
sah zakladniho souboru je N a vybérového souboru n muizeme vzit ¢islo k = — za vybé-

n
rovy krok a z fady prvkl vybirat postupné b-ty, (b+k)-ty, (b+2k)-ty, pficemz potadové Cislo
b nahodné vybereme z mnoziny (1, 2, ...... , k). Pak hovofime o systematickém vybéru

s nahodnym startem.

Jestlize jsou prvky zdkladniho souboru rozmistény po ploSe, l1ze systematicky vybér
prvkl uskuteénit priseciky pravouhlé sité urcitych konstantnich vzdalenosti. Obvykle se pou-
ziva ¢tvercova nebo obdélnikova sit’. Typickym ptikladem tohoto typu vybéru jsou zkusné
plochy nebo relaskopicka stanoviska pouzivana ke zjistovani zasoby porostl (viz obrazek
5.18 ). Na zéklad¢ variability zdsoby porostu (tj. méfené nebo Castéji odhadnuté veli¢iny za-
kladniho souboru) se urci potiebny pocet ploch (velikost vybéru) a ty se rozmisti do porostu
tak, aby rovnomérné a v pravidelnych intervalech pokryly celou plochu porostu. Podstatou
prvku nahodnosti je to, ze plochy se zakladaji v pravidelném sponu — ,,padni, kam padni“ —
kromé extrémnich mist (napf. porostni okraje).

Systematicky vybér se snadno realizuje a zabezpecuje dobie pozadavky na ndhodny vy-
bér. Pro jeho pouziti je dulezité, aby usporadani jednotek v zdkladnim souboru bylo vzhledem
ke zjistovanému znaku uplné nahodilé. V piipadé€, ze zjistovany znak vykazuje systematické
zmény (napt. porostni veli€iny v porostech, které vznikly pruhovou okrajovou obnovou) a
krok systematického vybéru by se ndhodnou s intervalem téchto zmén shodoval, mize dojit
k systematickému nadhodnoceni nebo podhodnoceni métenych veli€in, a tim 1 vysledk.

ZAKLADNI SOUBOR

SYSTEMATICKY
|_—~USPORADANE
PRVKY VYBERU

Obrazek 5.18 - Graficka interpretace systematického vybéru
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5.5.2.3 Oblastni (stratifikovany) vybér

Zakladni soubor se rozd€li na nékolik dilé¢ich soubort, tzv. oblasti ¢ili strat. K rozdé€leni
na oblasti mnou vést rizné diivody. Velmi ¢asto byva diivodem mensi variabilita veli¢in v ob-
lastech nez v celém souboru. Vyhodou oblastniho vybéru je to, ze umoziuje statisticky zpra-
covavat (véetn¢ predikce) jak cely zdkladni soubor, tak jednotlivé oblasti. Podle toho, jak se
rozsah celého vybéru rozd€li na jednotlivé oblasti, dostaneme (graficka interpretace viz obra-
zek 5.19):

1. imérny (proporciondlni) ndhodny oblastni vybér, pfi némz je pomér (ni/N;) ve vSech

oblastech stejny,

2. optimalné umistény oblastni vybér, pfi némz rozsah vybéru v jednotlivych oblastech
je imérny rozsahu a variabilité (popf. jinym vlastnostem) oblasti.

Typickym ptikladem je napft. zjistovani zasoby v porostech nebo dilcich, které se skla-
daji z ¢asti, které se 1i8i variabilitou zasoby nebo jinymi charakteristikami. Potom se postupu-
je nasledujicim zptisobem:

e zjisti se ploSné podily (W;) plochy jednotlivych ¢asti (P;) z celkové plochy (P), je-

jichz vlastnosti (pfedevsim variabilita) se lisi, podle vztahu W; = P;/P,
e pro kazdou cast se zjisti stupen variability (napf. variatnim koeficientem, pomoci
stupné rozriznénosti zasoby, apod.) - R;,

e vypodita se primérna variabilita pro viechny ¢asti dohromady R

e urci se celkovy pocet zkusnych ploch (relaskopickych stanovist) (n) — bud’ podle

vztahli pro velikost ndhodného vybéru nebo podle specialnich grafikoni

e celkovy pocet zkusnych ploch n se rozdéli imérné podle jejich vyméry a variability

sledované veli¢iny podle vztahu

W.-R;

n. :n-k-,kde k. :#
J J J R

UMERNY VYBER:
pocet vybranych prvkli se
fidi pouze velikosti (napf.
plochou) jednotlivych oblas-
ti

OPTIMALNi VYBER:
pocet vybranych prvkl se fidi
variabilitou a velikosti jednot-
livych oblasti (tedy plocha
s mensi plochou, ale vysokou
variabilitou mize mit vice prv-
ki vybéru nez vétsi plocha
s mens$i variabilitou

Obrazek 5.19 - Graficka interpretace oblastniho vybéru. Riizna variabilita je zna¢ena riznym rastrem.
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5.5.2.4 Dvou- (a vice-) stupiiovy vybér

Pouziva se pti velmi rozsahlych zakladnich souborech, ve kterych technika vybéra pod-
le ptedchozich postupil by byla prakticky nepouzitelna (napt. zdkladni soubor je pfili§ prosto-
roveé nebo Casove rozptyleny).

ZAKLADNI SOUBOR

VYBEROVE JEDNOTKY

> PRVNI FAZE

~_VYBEROVE JEDNOTKY
NASLEDNE FAZE

Obrazek 5.20 - Graficka interpretace vicestupifiového vybéru

V prvnim stupni vybéru se z této mnoziny vyberou podle piredchazejicich metod vybéru
nekteré skupiny. Kazda skupina ma pokud mozno dobie reprezentovat cely zdkladni soubor
(variabilita ve skupinach by méla byt stejna jako zzdkladnim souboru, tedy opacné nez
v ptipad¢ oblasti!).

Ve druhém stupni vybéru se v kazdé vybrané skupiné uskutecni opét vhodnou techni-
kou vybér urcitych prvka (bud’ stejny pocet prvki, jestlize jsou skupiny stejné velké, nebo
ruzny pocet prvkil pro kazdou skupinu, jestlize skupiny jsou rozdiln€ velké).

Graficka interpretace tohoto principu je na obrazku 5.20 .

Typickym ptikladem je inventarizace lesti nebo ploch pro monitoring zdravotniho stavu
apod. na velkych plochach (napt. izemi lesnich oblasti nebo celého statu). Prvni stupen pred-
stavuje vybé&r oblasti, kde bude méteni provadéno, druhy stupent stanoveni (obvykle pravidel-
né) sit€¢ ploch, dalsi stupent mize predstavovat vybér urcitého poctu stromtl pro rizné typy
méfeni.

5.5.2.5 Dvou- (a vice-) fazovy vybér

Od predchazejiciho vybérového postupu se lisi hlavné v tom, ze v jednotlivych fazich se
veliiny zjistuji riznym zplsobem a s riznou piesnosti.

V prvni fazi se ur¢i jisty po€et vybérovych jednotek (n;), na nichz se méfeny znak urci
relativné jednoduchym a lacinym zptisobem. Tim se ziskaji hodnoty xa.

Ve druh¢) fazi (a pfipadnych dalSich) se stanovi mensi pocet vybérovych jednotek n,,
kde se tataz veliCina stanovi piesnéjsSim, ale zpravidla narocnéj$§im a draz§im zptisobem. Tim
se ziskaji hodnoty xz.

Mezi hodnotami x5 a xg se najde korelacni vztah (blize ve II. dile tohoto u¢ebniho tex-
tu) xg = f(xa), kterd se potom pouzije na korekci méné presnych tidajii prvni faze vyberu, kte-
ra byla ale provedena na daleko vétSim rozsahu vybéru.

Typickym ptikladem je napi. kombinované fotogrammetricko — terestrické zjiStovani
zdravotniho stavu lesti. V prvni fazi se pomoci leteckych nebo kosmickych snimka zméti
(automaticky nebo poloautomaticky) potiebné charakteristiky zdravotniho stavu na velkém
poctu ploch studovaného tuzemi. V dalsi fazi se vybere relativné maly pocet ploch, kde se
korela¢ni vztahy mezi ,,smimkovymi‘ a ,,terénnimi* daty, které umozni korekci hodnot ziska-
nych ze snimki pro celé studované tizemi.
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5.5.3 Uréeni minimalni velikosti vybéru

Velikost (rozsah) vybéru je velmi dilezitou vlastnosti. M4 vliv zejména na:

e piesnost odhadu parametrti polohy a variability

e velikost intervall spolehlivosti (s rostoucim rozsahem vybéru se zuzuji, protoze je k
dispozici vice informaci)

® snizuje se pravdépodobnost chyby II. druhu u statistickych testa (pravdépodobnost
ptijeti nespravné alternativni hypotézy) a tedy roste sila testu (tyto pojmy budou vy-
svétleny v pfisluSnych kapitolach)

Nejcastéji se rozsah vybéru uréi podle vzorce (ZACH 1990 A)

n=U2 = (5.32)

kde je

U,  je symbol normované ndhodné veli¢iny (pro o = 0.05 je to hodnota 1.96, pro a = 0.01
se rovna 2.58)

S? je mira variability, v tomto pfipad¢ odhad rozptylu (je mozné pouzit i variani koefi-
cient jako relativni miru variability). Problém je v tom, ze tato hodnota pii planovani
vybéru neni znama (urcuje se bud’ odhadem, na zaklad¢ predbézného vybéru, vysledku
piedchozich Setfeni, udaju z literatury apod.)

A? je hodnota pozadované ptesnosti vybérového priméru X , ktera je definovana jako po-
lovina intervalu spolehlivosti. Potom s pravdépodobnosti (1 - o) plati, ze

L—A<SX<p+A.
Tohoto postupu je mozné uzit jak pro zjistovani pottebného rozsahu méteni pti plano-
vani experimentu, tak i pro zpétné oveteni dostatecné velikosti vybéru.

Piiklad 5.17:
Byly zjistovany vycetni tloustky modrinu na dvou plochdach (ZacH 1990 B) s témito vy-
sledky:

Plocha Pocet Stiedni Rozptyl )
meieni | tloustka (cm) | tlousték (cm”)

| 30 40.8 29.5

11 20 36.0 22.8

Zjistéte, zdali rozsah obou vybéru byl dostatecny pro presnost urceni stiedni tloustky v inter-
valu tloustkové tridy 4 cm (£2 cm) s 95 % pravdépodobnosti.

Jde o zjisténi, zda na obou zkusnych plochach byl zméten tak velky pocet stromd, ze
muzeme se zadanou pravdépodobnosti tvrdit, Ze ,,nezndma* stfedni tloustka zakladniho sou-
boru (napft. pro porost, dilec, apod.), se od vybérové stiedni hodnoty nelisi o vic nez £ 2 cm.
Pouzijeme vzorec 5.32).

Pro P =95 % a plochu I je vypocet nasledujici:

=196 29,5 (320/29)

=29,3=30
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Hodnota 29,5.(30/29) je tzv. bodovy odhad rozptylu zakladniho souboru (podrobnéji
bude vysvétleno v kapitole 6). Vypocitand hodnota se zaokrouhluje vzdy nahoru (bez ohledu
na bézna pravidla zaokrouhlovani).

Vidime, Ze pocet métenych stromt byl na plose I dostatecny (pozadovany rozsah vybég-
ru je 30 stromtl, naméfeno bylo 30). Pro druhou plochu obdobnym postupem vychazi asi 24
stromi (pfesn€ 23,04), tj. na ploSe II nebyl zméfen dostatecny pocet stromu. Je samoziejmé,
ze se vzrustajici variabilitou (vyssi rozptyl), zvySujici se pfesnosti (mensi ,,povoleny* interval,
tj. zmensSujici se hodnota A) a s rostouci pravdépodobnosti (napi. misto 95 % bude pozadova-
na pravdépodobnost 99 %) se nutny rozsah vybéru dale zvétSuje. Napt. pro pravdépodobnost
99 % by byl nutny rozsah vybéru pfi jinak stejném zadani asi 51 stromi pro plochu I a 40
stromi pro plochu II.

Pomoci tohoto vzorce Ize také zpétné vypocitat piesnost, se kterou byl jiz uskutecnény
vybér proveden, a to tak, Ze vypocitame hodnotu A.

Jiny zplisob stanoveni minimélniho rozsahu vybéru (MELOUN - MILITKY 1994) je zalo-
zen na tom, ze pii vypocitané velikosti vybéru nepfesdhne relativni chyba smérodatné od-
chylky ur¢enou hodnotu 8(s). Ve vzorci figuruje Spicatost vybérového rozdeleni (gz(x)), které
musime bud’ zjistit na zakladé predvybéru nebo ji pro béZzna rozdéleni zndme (napft. pro rov-
nomérné 1.8, pro normalni 3.0, pro exponencialni 6.0 apod.). Velikost vybéru se vypocita
podle vzorce

x)—1
n= % +1 (5.33)
4-6°(s)
kde relativni chyba napt. 10 % se zadava jako 0.1. Podle tohoto vzorce vychazi pfedpoklada-
na velikost vybéru pro normélni rozdéleni a d(s) = 10 % 51 prvkl. Z toho vyplyva, ze Casto
volené malé rozsahy vybéra (napt. 5, 10, ... prvkil) jsou v mnoha ptipadech nedostatecné.
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6 Odhady parametru zakladniho souboru

6.1 Teoreticka vychodiska

Parametrem budeme nazyvat statistickou charakteristikou zakladniho souboru.
Statistikou budeme nazyvat statistickou charakteristiku vybérového souboru.

Za odhad parametru mizeme povazovat a prohlasit vécné odpovidajici hodnotu ziska-
nou né¢jakym postupem z vybéru X. Dillezité ovSem je, abychom uméli posoudit, ktery postup
a hodnota jim ziskana je z hlediska pravdivosti informace nejlepsi. K tomuto posouzeni slouzi
fada kritérii na posouzeni vlastnosti odhadu. Podle povahy problému se voli to kritérium, kte-
ré nejlépe vyhovuje podminkam fesené ulohy.

Uved'me priklad. Vyskomérem chceme zjistit vySku stromu. Protoze vime, Ze pii méte-
ni se dopoustime chyb, chceme jejich vliv vyloudit a proto métime vysku nékolikrat. Tim do-
staneme soubor namétenych vysek H=(H,, H,, . . ., Hy), ktery je vybérovym souborem ze
zakladniho souboru vSech moznych méfeni vysek (téch je teoreticky nekone¢né mnozstvi —
tedy nekonecné veliky zakladni soubor). Takovychto vybéri mizeme také ucinit nekonecné
mnoho a pokazdé ziskdme jiné namétené hodnoty. Proto je nasSim ukolem z konkrétnich na-
métfenych hodnot vybérového souboru provést ,,co nejlepsi odhad ndm neznamého parame-
tru zakladniho souboru (v nasem piikladu je to vyska stromu ziskand z velmi mnoha — teore-
ticky nekone¢ného poc¢tu — méteni).Vime, ze ndhodné chyby maji normélni rozdéleni s nulo-
vou stiedni hodnotou a ur¢itym rozptylem. Jestlize to vezmeme v vahu, miiZeme za ,,sprav-
nou* vysku stromu povazovat, tj. ji odhadovat, nékterou hodnotu ,,uprostied” namétené¢ho
souboru, kde o¢ekavame chybu velmi blizkou nule, tedy napf.

e aritmeticky primér vSech namétenych vysek,

® primér nejnizsi a nejvyssi naméiené vysky,

e pramér hodnot s vyloucenim nejnizsi a nejvyssi namétené vysky,

e median souboru namétenych vysek,

atd.
Ktery z téchto odhadii je nejlepsi, tj. ktery se nejvice piiblizuje skutecné vysce stromu? To
musime poméfit objektivnimi matematickymi kritérii.

Odhad parametru zakladniho souboru z hodnot charakteristik vybéru lze provést dvo-
jim zptsobem:

1. Z hodnot vybéru vypocitame stanovenym zpisobem jedno ¢islo, které prohlasime

za odhad parametru. Metodé, kterou je toto Cislo sestrojeno, se fika bodovy odhad a
¢islu odhad.

2. Z vybérovych hodnot se vypocitaji dve ¢iselné hodnoty stanovenym zptisobem tak,

aby doty¢ny parametr leZel uvniti ¢iselného intervalu ur¢eného obéma vypocitany-
mi hodnotami. Metod¢, kterou se interval sestrojuje, se fika intervalovy odhad, in-
tervalu interval spolehlivosti.
Bodovy odhad i krajni hodnoty intervalu spolehlivosti jsou statistiky. Proto metody a kriteria
odhadt se odvozuji z rozd€leni téchto statistik nebo z charakteristik téchto rozdé€leni.

90



6.2 Bodové odhady

6.2.1 Zakladni vlastnosti bodovych odhadi
Necht X = (X, Xz, . ..., Xy) je ndhodny vybér rozsahu n z rozdéleni <I>(x) , Pi je parametr

rozdé¢leni. Potom
1. nesporny (konzistentni) odhad parametru P; je statistika T, pro kterou plati

@P[(T—B)“]:l 6.1)
Nn—»00

prog >0 libovolné. Vztah fikd, Ze odhad konverguje ke skute¢nému parametru (tj. ,,nezna-
mé* charakteristice zakladniho souboru), kdyZz rozsah vybéru roste nade vSechny meze. Prak-
ticky to znamend, ze velké chyby odhadu maji pii dostatecné velkém rozsahu vybéru malou
pravdépodobnost vyskytu.

2. nestranny (nevychyleny) odhad parametru je statistika T , pro kterou plati

E(T)= P, (6.2)

tj. ze se stfedni hodnota vybérové statistiky se rovna odhadovanému parametru zakladniho
souboru. V opacném piipad¢ se statistika T nazyva vychyleny odhad parametru. Je-li pou-

ze h_r)n E(T) = Pi , hazyvame statistiku T asymptoticky nevychyleny odhad parametru
n—>0

Pi. Rozdil E(T) - Pi se nazyva vychyleni odhadu. Jsou-li T, T, dva nevychylené odhady
parametru P;, fekneme, Ze odhad T, je lepsi nez odhad T, , kdyz rozptyl D(T;) je mensi nez

rozptyl D(T,). Nejlepsi nestranny odhad ze skupiny nestrannych odhadi je odhad, jehoz roz-
ptyl je minimalni, tj. D(T ) < D(T * ) ,kdeT * znai libovolny nestranny odhad.

3. Vydatny bodovy odhad parametru P; je statistika T, ktera je nestrannym odha-
dem parametru P; a plati-li pro dané n D2 (T ) < D2 (T *), kdeT™ znaéi libovolny nestranny

odhad. Pomeér

e(T)= D%z((;—*)) (6.3)

se nazyva vydatnost nestranného odhadu parametru P; . Je-li ;. e(T ) =1, potom T je
n—>0
odhad asymptoticky vydatny.
Statisticka teorie zna rizné druhy bodovych 1 intervalovych odhadu, které se lisi vlast-
nostmi, jez maji spliiovat. V nasledujicich odstavcich uvedeme pouze nékteré. Zakladnim
predpokladem k provedeni odhadu je znalost rozd€leni dilezitych statistik.

6.2.2 Bodovy odhad parametrii p (stiedni hodnoty) a o* (rozptylu)

Ma-li zakladni soubor normalni rozdéleni N (n, o%), je statistika T = i(tj. vybérovy
aritmeticky primér) konzistentnim, nestrannym a vydatnym odhadem parametru p. Plati to-
tiz

E(X)=u (64)
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2

D?(x)= 6.5)
n
02
a odtud lim~— =0 (6.6)
n—o N

Ma-li zakladni soubor normalni rozdéleni N (p, 6%), je statistika
n
T=8*— (6.7)
n—1
konzistentnim a nestrannym odhadem parametru o”. Pokud bychom pouzili jako odhad pa-

1 _ .
rametru o pouze hodnotu S* (vypoéitanou podle vzorce S? =—(x; —X)2 ), ziskame sice
n

konzistentni, ale zaporn& vychyleny odhad, tj. odhad o* podhodnotime se systematickou chy-
bou —(o’/n). Tato chyba je tim mensi, &im v&t3i je vybér, takZe u velkych vybéri je zanedba-
telné mala.

Protoze plati Ljapunovova véta, kterd tika, ze statistika X je asymptoticky normalni, tj.
7e se nepedpoklada X s rozdélenim N (p, %), mizeme s dobrymi vysledky provadét bodové
odhady parametrit p 1u soubort, u kterych neni zaru¢eno normalni rozdéleni.

hustota pravdépodobnosti =
zakladniho souboru

hodnoty vybé-
rového souboru

Obrazek 6.1 - Podstata bodového odhadu

Z vlastnosti bodovych odhadli vyplyva, Ze na jedné strané¢ maji pomérné jednoduché
stanoveni (zpravidla je to pifimo hodnota vybérové statistiky, nékdy upravend o jednoduchou
korekei, napt. rozptyl), ale druhé stran€ ma jednu velkou nevyhodu: nemizeme stanovit chy-
bu, s jakou odhad provadime, tj. jak daleko je naS odhad od ,,nezndmé pravdy* parametru za-
kladniho souboru.

Tuto skute¢nost graficky znazoriuje obrazek 6.1 . Zde Seda plocha znéazoriuje hustotu
pravdépodobnosti (rozdéleni Cetnosti) zédkladniho souboru. Primér (hledany parametr) za-
kladniho souboru je znazornén tu¢nou plnou Carou (p) — tuto hodnotu vsak nezname a nikdy
znat nebudeme. Z tohoto zdkladniho souboru vybereme vybérovy soubor, jehoz konkrétni
métené veliiny jsou znazornény bilymi body. Jejich pramér (vyberova statistika) je znazor-
néna tuénou teCkovanou ¢arou (X ). V piipadé pouziti bodového odhadu hodnotu X prohlasi-
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me za nejlepsi odhad parametru p. Ale nejsme schopni zadnym zptisobem vyjadrit, s jakou
piesnosti je tento odhad proveden (resp. nejsme schopni vyc¢islit vzdalenost X - p, ktera je na
obrazku 6.1 vyjadiena oboustrannou dvojitou Sipkou, protoze neznadme skutecnou hodnotu
aritmetického priméru zakladniho souboru p ). Pokud potfebujeme vyjadrit spolehlivost od-
hadu, pouzijeme intervalovy odhad (viz nésledujici kapitola).

Piiklad 6.1:

Odhadneme parametry (stiedni hodnoty 11 a rozptyl ¢°) zdkladniho souboru tlousték
stromii urcitého porostu, kde jsme merenim tloustek na zkusnych plochach ziskali hodnoty
vwbérového aritmetického priiméru X = 21,3 cm a vybérového rozptylu §° = 6,62 cm’, méreny
pocet stromu (rozsah vyberu)n = 224

X =213cm »>pu=21,3cm

224
S?=6,62cm — 6> =6,62. — =6,65 cm’
223

6 =2,58 cm (smerodatné odchylka zdkladniho souboru)

Znamena to, ze odhadovana primérna tloustka celého porostu je 21,3 cm se smérodat-
nou odchylkou 2,58 cm. Také je ziejmé, ze pro velké vybéry se odhady parametra variability
zékladniho souboru témét nelisi od vybérovych statistik. Kdybychom méli rozsah vybéru
napt. 10, byl by odhad rozptylu 6,62. (10/9) = 7,35, coz je jiz podstatny rozdil.

6.3 Intervalovy odhad

6.3.1 Podstata intervalového odhadu

Pti pouziti intervalového odhadu neurcujeme pouze jednu hodnotu, ale stanovime hra-
nice intervalu hodnot, ve kterém leZi neznamy parametr zikladniho souboru, ale tento-
krat uz se znamou, piedem urcenou pravdépodobnosti.

Statistiky T;, T, pfislusné parametru t, pro které pii zvoleném a € (0,1) plati

P(T, <1<T,)=1-a (6.8)

urcuji interval spolehlivosti pro parametr t pii o hladin€ vyznamnosti.
Jestlize jsou t; hodnota statistiky T; a t; hodnota statistiky T, v urcitém vybéru, po-
tom nerovnost

t,<1t<t, (6.9)
aproximuje parametr t se spolehlivosti 1 - o.

Pro hranice T a T, plati

Pt>T,)=0,; (6.10)
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P(t<T))=q, (6.11)

pricemz plati, ze 0. = o + 0.

Grafickou interpretaci rovnice 6.8 ukazuje obrazek 6.2 . Kiivka zndzorfuje rozdéleni
vybérové statistiky T, kde urc¢ime podle urcitého piedpisu (vzorce) hodnotu T; a T,, coz jsou
hranice, ve kterych se s pravdépodobnosti P = 1 - o nachazi nam neznamy parametr zaklad-
niho souboru t. Plochu P znazortiuje bila plocha pod kiivkou, hodnotu a soucet Sedych ploch.

Hodnotu a (a tim také hodnotu P) mizeme urcit doptedu (a priori) a tim také urcit spo-
lehlivost odhadu. Hodnota a se nazyva hladina vyznamnosti a predstavuje riziko (nejisto-
tu), Ze neznamy parametr T ve skutecnosti nelezi v intervalu uréeném hranicemi Ty a T,
tedy ze nas odhad je chybny. Jako hodnotu hladiny vyznamnosti miZeme teoreticky volit ja-
koukoli hodnotu mezi 0 a 1, obvykle volené hodnoty (pro né€ jsou také uzptisobeny statistické
tabulky) jsou a = 0,05 (5 %) a 0,01 (1 %). Znamena to, ze neznamd hodnota parametru z4-
kladniho souboru lezi v intervalu T, a T, s pravdépodobnosti P =1 - a, coz pro a = 0,05
znamena P = 0,95 (95 %) a pro a = 0,01 hodnotu P = 0,99 (99 %), tedy vypocitany interval
spolehlivosti je platny z 95 % (resp. 99 %) pravdépodobnosti. Tuto pravdépodobnost si mui-
zeme vylozit tak, ze kdybychom ud¢lali 100 nezavislych ndhodnych vybért z téhoz zakladni-
ho souboru, tak v 95 (resp. 99) vybérech urc¢ime interval spolehlivosti tak, Ze neznamy para-
metr zékladniho souboru v ném skutecné lezi a pouze v 5 (resp. v 1) ptipad¢ se ,,zmylime®, t;.
stanovime intervalovy odhad parametru zékladniho souboru tak, Ze v ném studovany parametr
nelezi.

Interval, kde lezi s pravdépodobnosti P neznamy parametr zakladniho souboru, je na ob-
razku 6.2 vyznaen oboustrannou Sipkou.

Obrazek 6.2 - Schéma intervalu spolehlivosti
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oy =ao/2

T,

Tz T] TZ

Obrizek 6.3 — Oboustranny soumérny (A) a jednostranné (levostranny — B, pravostranny — C) intervaly

spolehlivosti

Interval spolehlivosti miize byt dvoji:

oboustranny — je ohrani¢eny zdola 1 shora hodnotami T; a T,, pficemz hladina vy-

znamnosti o se rozdéeli na obé strany. Pokud plati, Ze o) = o, = /2, potom hovofi-

me o soumérném oboustranném intervalu spolehlivosti, coz je také nejcasteji pouzi-

vany piipad (viz obrazek 6.3 A),

jednostranny — je ohranic¢eny pouze z jedné strany, a to:

» levostranny — ohrani¢eny zdola a plati o} = o, o, = 0 (viz obrazek 6.3 B),

» pravostranny — ohraniCeny shora, pficemz plati o, = o, a; = 0 — viz obrazek 6.3
O).

6.3.2 Centralni limitni véta

M¢gjme zakladni soubor s normélnim rozdé€leni o parametrech p (aritmeticky pramér) a
o’ (rozptyl) a rozsahu N — 0. Z tohoto zékladniho souboru provedeme ,,viechny mozné* na-
hodné vybéry o rozsahu n (poCet vybérii budeme oznacovat k). Pro kazdy vybér spocditame

aritmeticky primér X a rozptyl si2 . Ziskame tedy k dvojic X a siz . Jednotlivé hodnoty X a
1 1 1

siz se budou od sebe lisit, protoze kazda dvojice X a siz byla vypocitana z jinych hodnot tj.
1

z jinych vybérh). Musime se uvédomit, Ze nejenom plivodni zakladni soubor, ale také ,,soubo-

ry“ xa s* (které jsou vysledkem rtiznych vybéri) jsou ndhodnou veli¢inou, kterd ma svou

stitedni hodnotu, rozptyl a rozdé€leni. Pro né plati:

aritmeticky primér vybérovych priméri se rovna aritmetickému priméru zakladni-
ho souboru

EX)=p (6.12)

rozptyl vybérovych priméri zavisi pfimo na rozptylu zakladniho souboru a nepii-
mo na rozsahu vybéru n (¢im je rozsah vybéru vétsi, tim je rozptyl vybérovych
praméri mensi) podle vztahu

S

Sl

2
o (6.13)
n
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e 7 ¢ehoz se odvodi smérodatnd odchylka vybérovych priméri (nazyva se také stred-
ni chyba priméru, ve statistickych programech v anglictin¢ se Casto oznacuje zkrat-
kou MSE — mean standard error — nebo jen SE):

=— (6.14)

e se zvétSujicim se rozsahem vybéru se rozdéleni vybérovych priméri blizi
(o}
Jn
Tyto poznatky jsou velmi dulezité a maji praktické vyuziti. Podstatny je fakt, Zze uvede-
né vztahy a centralni limitni véta plati i v ptipade€, Zze ptivodni zadkladni soubor nema normalni
rozdéleni. Pii praktickém pouziti vztahli 6.13 a 6.14 nardzime na fakt, ze rozptyl ani sméro-
datnou odchylku zakladniho souboru ve valné vétsSin€ ptipadt nezname. Proto se nahrazuje
bodovym odhadem smérodatné odchylky sy zékladniho souboru s pouzitim smérodatné od-

normalnimu rozdéleni N(u,— ). Tato véta se nazyva centralni limitni véta.

chylky vybéru s podle vztahu

(6.15)

Potom vyraz

S
Ai :ZOL/2 .Gi :ZOL/Z . N (6.16)
n—1

kde je z,» kvantil normovaného normalniho rozdéleni pro hladinu vyznamnosti /2, se nazy-
va chyba vybérového priméru pii spolehlivosti P = 1 - o a je to vlastné polovina intervalu
spolehlivosti aritmetického primeéru.

Pokud se smérodatnd odchylka vybérovych primért vyjadii relativn€, dostaneme vari-
acni koeficient vybérovych pruméra

5<% = X100 (6.17)
X

nebo jestlize ve vzorci 6.14 dosadime variaéni koeficient 6%, resp. vybérovy variacni koefi-
cient s%

%
MLY% =25 O % =2y s (6.18)
n-1
avyraz
s%
AN =24y 05%=245" 01 (6.19)
n_

se nazyva relativni chybou (ptfesnosti) vybérového priméru pii spolehlivosti P.
V dalsich kapitolach se zamétime na intervalové odhady nejpouzivanéjsich statistickych
charakteristik za pfedpokladu normalniho rozdéleni.
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6.3.3 Interval spolehlivosti pro parametr p (stfedni hodnotu zikladniho
souboru)

Vybér ze zékladniho souboru o parametrech p a 6° mé rozsah n, aritmeticky primér
X arozptyl S* (a tedy smérodatnou odchylku S).
1. Je-li rozsah n libovolny a nezname-li parametr o, ma pramér X pfi o hlading

vyznamnosti interval spolehlivosti

(6.20)

kde ty» je kriticka hodnota Studentova t - rozdéleni pro o/2 hladinu vyznamnosti pro n - 1
stupiili volnosti. Pfi jednostranném intervalu spolehlivosti se uziva kvantil t,.

2. Je-lirozsah n velky (n > 30) a zname rozptyl o>, potom mé primér p pH o stup-
ni vyznamnosti interval spolehlivosti

(6.21)

_ c _ c
X—Z —<usx+z —
l-a/2 u l-a/2

Jn Jn

kde zy» jsou kritické hodnoty normovaného rozdéleni N (0, 1).

Vzorce 6.20 a 6.21 plati za predpokladu nezavislého vybéru. Je-1i v§ak rozsah zakladni-
ho souboru N kone¢ny a provadime z ného vybér bez opakovani, je tieba hodnotu smérodat-
né odchylky opravit. Potom nerovnost bude mit tvar

S
=

<H<X 1—— (6.22)

N

n . s ,
1- E se nazyva opravny koeficient pro konecny zakladni soubor.

Priklad 6.2:

Bodovy odhad z prikiadu 6.1 doplnime intervalovym odhadem parametru .

Podminky: parametr o zékladniho souboru nezname, o = 0,05. Odhad podle vzorce
6.20:

2,57 n<213+197220 2,57

A/ 223 \223
21,3-0,34<pn<21,3+0,34
20,96 <u<21,64 (cm)

Hodnoty rozptylu a aritmetického primeéru jsou prevzaty z ptikladu 6.1, hodnota 1,97 je
kvantil Studentova t-rozdéleni pro n — / stupiii volnosti.

Znamena to, ze primérnd tlouStka zkoumaného porostu se s pravdépodobnosti 95 %
pohybuje v rozmezi 20,96 — 21,64 cm. Pokud bychom udé¢lali dalsi nezavislé vybéry (tj. me-
feni tlousSték na jinych stromech), nejvyse 5 % vybérh by vyustilo v uréeni chybného intervalu
spolehlivosti (tj. takového, ve kterém by skute¢na primérna tloustka celého porostu nelezela).
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Kdybychom ukol fesili za ptedpokladu, ze bodovy odhad rozptylu z piikladu 6.1 pova-
zujeme za rozptyl zakladniho souboru, pouzijeme statistiku 6.21

2,58 2,58
21,3-1,96.—<u<21,3+1,96.—
ANV V224
21,3-0,34<pn<21,3+0,34
209<u<2L7 (cm)

Vysledek pii obou piedpokladech je prakticky stejny. Je to zpiisobeno tim, Ze je pouzit
velky vybér, kdy se kvantily Studentova a normovaného normalniho rozdéleni sob¢ hodné
priblizuji. V ptipad¢ mensiho vybéru by byl rozdil znatelng;si.

Pokud bychom znali velikost zakladniho souboru (nebo ji byli schopni korektné odhad-
nout), miizeme pouzit vzorec 6.22. V nasSem piipadé¢ mizeme odhadnout celkovy pocet stro-
mu v porostu (tj. rozsah zakladniho souboru N) na ziklad¢ velikosti porostu v ha a poctu
stromi /ha z taxacnich tabulek. Uvazujme, ze jsme ziskali hodnotu N =600. Potom

213-197.27 224<u<213+197 2,57 | _224

V22 V223V 600
21,3 0,27 <u<213+0.27
21,0< <216

I v tomto ptipad¢ je vysledek prakticky shodny s vysledky pfedchozimi.

Ukazme si jeste, jak na velikost intervalu plisobi zména hladiny vyznamnosti a velikosti
vybéru. Obecné plati:

® se zmensSujici se hodnotou hladiny vyznamnosti a (a tedy se zvySujici se hodnotou
P =1 - a) se zvétSuje (rozsifuje) interval spolehlivosti (je to dano tim, Ze zvySujici
se hodnota P znamend ,,pfisnéjsi“ interval spolehlivosti, - musi vyhovét vysSimu
procentu piipadil),

® se zmensujici se velikosti vybéru n se také rozsifuje interval spolehlivosti (to je da-
no tim, ze pfi menSim vybéru mame méné informaci o zdkladnim souboru, proto
musime byt v ur¢eni odhadu ,,opatrné;jsic).

Tyto skutecnosti si ukdZeme na nasledujicim ptikladu.

Piiklad 6.3:
Intervalovy odhad pro data z prikladu 6.2 vypocitejte pro

® o = 0,01 pri nezmenené velikosti vybeéru,
® provybér n = 35 prvki pri hodnoté a = 0,05,
o proa=0,01an=235.

Vyuzijeme vzorce 6.20, do kterého dosadime postupné nasledujici hodnoty

n 224 224 35 35

a 0,05 0,01 0,05 0,01
to/2.n-1 1,97 2,60 2,03 2,73
S 2,57 2,57 2,57 2,57
X 21,30 | 21,30 21,30 21,30
dolni hranice | 20,96 | 20,85 20,40 20,10
horni hranice | 21,64 | 21,75 22,20 22,50
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Pro vyssi nazornost ukazuje vliv zmény velikosti vybéru a hladiny vyznamnosti obrazek 6.4.
Vsimnéme si, Ze pii statistickém Setfeni mame k dispozici aparat, ktery umoziuje po-
drobné rozlisSeni podminek. Plati, ze kazdé upiesnéni podminek feSeni zpiesnuje vysledek.

6.3.4 Interval spolehlivosti pro parametr o’ (rozptyl)

Vybér ze zakladniho souboru s rozd&lenim N (p, 6%) mé rozsah n a rozptyl S°.

1. Pro n neptili§ velka (n < 100) miZeme pro parametr o> pouzit interval spolehli-
vosti

<o’ < (6.23)
Lo X w
2 2

kde X%x SX2 o Jsou kritické hodnoty chi-kvadrat (Pearsonova) rozd€leni pro o stupen vy-
=72

2 2
znamnosti pro n-/ stupnich volnosti.

23

22,5 + -
_E
2° 22+
3
F A
=£215 4+
25 '
2 21+
»
T E 205
& =205 1+
52
=€ 201 -~
(=%
19,5 +
19 } } } f
alfa alfa alfa alfa
=0,05; =0,01; =0,05; =0,01;
n= n= n=235 n=235
224 224

Obrazek 6.4 — Vliv riznych hodnot hladiny vyznamnosti a velikosti vybéru na intervaly spolehlivosti
aritmetického priméru

Na rozdil od intervalového odhadu priméru je intervalovy odhad rozptylu nesoumérny
(je to zplisobeno tim, ze Pearsonovo rozdéleni je nesoumérné, zvlasté pro mensi pocet stupiti
volnosti).

Pro smérodatnou odchylku c zakladniho souboru se interval spolehlivosti uréi analogic-
ky
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(6.24)

2. Pro vybéry o velkém rozsahu (prakticky n > 30) mizeme pro parametr ¢ pozit in-
terval spolehlivosti

G:Sizl_a/Q.% (625)

kde z,/, se vyhleda v tabulkéach distribu¢ni funkce rozdeleni N (0,1). Tento intervalovy odhad
je jiz soumérny (pouziva soumérné normalni rozdéleni).

Piiklad 6.4:

Bodovy odhad z piikladu 6.1 doplnime intervalovym odhadem parametru o°. Podmin-
ky:n=224; §=6,62= S=257.

Vzhledem k velkému rozsahu vybéru pouzijeme statistiku 6.25

2,57

\2-224

c=2,57+0,24 (cm)

c=2,57%1196.

6.3.5 Interval spolehlivosti pro relativni ¢etnost w

Relativni Cetnost vyjadfuje podil priznivych vysledki niahodného experimentu k
celkovému poctu pokusu. Je to tedy veli¢ina s binomickym rozdélenim a parametry p = p,
o” = [p(1-p)}/n. Hodnota p predstavuje relativni etnost (tj. pravdépodobnost vyskytu) studo-
vaného jevu v zékladnim souboru, hodnota n pocet pokusi. Hodnota w je relativni ¢etnost ve
vybérovém souboru. S pouzitim vlastnosti binomického rozdéleni miizeme intervaly spolehli-
vosti odhadnout nasledovné (vzhledem k tomu, ze vypocet binomického rozdéleni pro vyssi n
je obtizny, aproximuje se binomické rozdé€leni jinymi rozdélenimi, obvykle normalnim):

1. Pro dosti velkd n (obvykle pron >40)a p € (0,3; 0,7) mizZzeme pouzit odhad

w(l-w)

pP=wW=Ez_,/- (6.26)

2. Jestlize p ¢ (0,3; 0,7), potom je rozdéleni veli¢iny w vyrazné nesoumérné a musime
pouzit Fisherovu transformaci

Oy = Darcsiny/'w (6.27)

Potom interval spolehlivosti pro transformovanou veli¢inu ¢, je
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Zi_q/2

= T
(Pw (PW \/H

Interval spolehlivosti pro p najdeme zpétnou transformaci. Tato transformace je tabelo-
vana. Pfi vypoctu musime pamatovat, Ze pocitdme v radidnech.

(6.28)

Piiklad 6.5:

Byla zkoumana klicivost semen smrku urcité provenience. Ze 100 semen vyklicilo 68.
Stanovte intervalovy odhad klicivosti semen smrku této provenience.

Stanovime vybérovou relativni ¢etnost w = 68/100 = 0,68. Vzhledem k tomu, Ze tato
hodnota spadé do intervalu 0,3 - 0,7 a rozsah vybéru je vyssi nez 40 (100 semen), mizeme
pouzit vztah 6.26 (pocitdme pro o = 0,05):

p=0,68+1,96-, /% =0,68+0,09

tedy klicivost semen smrku zkoumané provenience se pohybuje s pravdépodobnosti 95 %
v rozmezi 0,59 — 0,77 (tedy 59 — 77 %).

Piiklad 6.6:

Pri pruzkumu poskozeni porostii suchem bylo provéreno 25 nahodné vybranych poros-
ti zkoumané oblasti. V sedmi z nich bylo zjisténo poskozeni. Jaké procento poskozenych po-
rostu je mozné ocekdvat v dané oblasti?

Relativni ¢etnost je w = 7/25 = 0,28. Vzhledem k této hodnoté¢ a k tomu, Ze velikost vy-
béru je pomérné mala (n = 25), pouzijeme postup pomoci Fisherovy transformace.

Pouzitim vzorce 6.27 zjistime transformovanou hodnotu (vypoctem nebo pomoci statis-
tickych tabulek) oy = 2arcsin(0,28"%) = 1,1152. Dosadime do vzorce 6.28

1,96
V25

tedy transformovana veli¢ina ¢, se nachdzi v intervalu 0,7232 - 1,5072. Tyto hodnoty retrans-

2
formujeme na hodnoty p (bud’ podle tabulek nebo pomoci vztahup = (sin (pTWj )

0, =1,1152+ =1,1152+0,392

a ziskame hodnoty intervalu spolehlivosti pro hodnotu p (tedy pro relativni cetnost zdkladniho
souboru, tj. podil poSkozenych porosti v celé sledované oblasti) 0,125 — 0,468. Mizeme tedy
uzaviit, ze s pravdépodobnosti 95 % se poskozeni porostl suchem ve sledované oblasti pohy-
buje v rozmezi 12 — 47 %.
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7 Testovani statistickych hypotéz

vvvvvv

matematické statistiky. UmoZziiuje se stanovenou pravdépodobnosti testovat platnost riznych
vlastnosti zakladniho souboru na zakladé znalosti hodnot a vlastnosti vybérového souboru.

7.1 Podstata testovani hypotéz

Statisticka hypotéza je urcitd domnénka (ptedpoklad) o vlastnostech zakladniho sou-
boru. Jako ptiklady hypotéz mizeme uvést:

e urcity parametr (napf. aritmeticky primeér) se rovna urcité hodnoté (napt. dané nor-

mou),

e pruméry dvou souborl se sob¢ rovnaji,

e urcitd nahodnd veli¢ina ma normdlni rozdéleni, apod.

Z hlediska matematické statistiky je statisticka hypotéza predpoklad o rozdéleni pravdé-
podobnosti jedné nebo vice nahodnych veli¢in. Tento predpoklad se tyka parametrl rozdé-
leni ndhodné veli¢iny v zékladnim souboru nebo se mize vztahovat pouze k zdkonu rozdéleni
nahodné veli¢iny (k hustoté pravdépodobnosti nebo distribucni funkci).

O vlastnostech zdkladniho souboru miizeme s urcitosti soudit jen na zaklad¢ znalosti
vSech jeho prvkil. To je vSak, zvlaste u velkych souborii, z mnoha divodi (technickych, eko-
nomickych, ¢asovych apod.) nerealné. Zpravidla mame k dispozici vyberovy soubor jako vy-
sledek nahodného vybéru. Z vybérovych charakteristik nejsme schopni jednoznaéné (,,stopro-
centné*) rozhodnout, zda posuzovana vlastnost v zakladnim souboru plati.

Jako ptiklad si mizeme uvést posuzovani tloustkové vyspélosti né€kolika porostli. Tvr-
dime (coz je naSe statisticka hypotéza), ze vSechny porosty jsou stejné tloustkove vyspélé. Jak
muzeme toto tvrzeni potvrdit nebo vyvratit s jistou mirou objektivity? Vzhledem k tomu, ze
nemame zpravidla moznost ziskat zdkladni soubory (tj. zméfit tloustky vSech stromli ve
vSech posuzovanych porostech), podle pravidel vybérového zjistovani ziskdme vybérové
soubory urcité velikosti. Pro tyto vybéry vypocitdme vybérové charakteristiky, v naSem pfi-
pad¢ budou nejdulezitéjsi prumérné tloustky jednotlivych porostt (aritmetické praméry vSech
métenych tlousték v daném porostu) a jejich variabilita. Je pravdépodobné, Ze primérné
tloustky ve vybérech z jednotlivych porostl se budou navzdjem numericky liSit. Nyni musime
odpovédét na otazku, zda tyto rozdily jsou zplsobeny:

e skuteCnymi rozdily mezi zdkladnimi soubory, tj. Ze posuzované porosty jsou sku-
tené tloustkové odlisné (coz by nasi hypotézu o stejné priimérné tloust’ce zamita-
lo),

® nebo ndhodnymi odchylkami, které vznikly pouze jako diisledek konkrétniho na-
hodného vybéru, ale v zdkladnich souborech (celych porostech) ve skutecnosti nee-
xistuji (to by nasi hypotézu potvrzovalo).

Pokud bychom rozhodovali subjektivné, bylo by toto rozhodnuti zatizeno nasi osobni zkuse-
nosti, ndzorem, piedjimanim vysledku, nasi objektivnosti apod. Pro objektivizaci rozhodnuti
pouzijeme techniku statistického testovani.

Test statistické hypotézy je pravidlo (kritérium), které na zakladé vysledki zjisté-

nych z ndhodného vybéru objektivné predepisuje rozhodnuti, ma-li byt ovérovana hypo-
téza zamitnuta ¢i nikoliv (MELOUN - MILITKY 1994).
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Testy statistickych hypotéz jsou obecné zalozeny na tom, ze odvodime (nebo u bézné
pouzivanych testli pfevezmeme z literatury, coz je nejcastéjsi ptipad) pro zkoumanou statis-
tickou vlastnost zakladniho souboru testové kritérium, které je zalozeno na urcité nahodné ve-
li¢in€ (obecné ji ozna¢me T). Rozd¢€leni této nahodné veli€iny je zndmo pro piipad platnosti i
neplatnosti nulové hypotézy.

Potom interval I, = <a,, by>, kde plati, ze P (a, < T <b,) =1 - o se nazyva interval
prakticky moznych hodnot ndhodné proménné T pii (100.a) % stupni vyznamnosti:

e je-li P(T<a)=0aP(T>b,) =a, potom b, nazveme horni kriticky bod (viz obra-

zek 7.1 ¢),

e je-li P(T<ay) =P(T>Dby) =a/2, potom a, je dolni a b, horni kriticky bod (viz

obrazek 7.1 a),
® je-li P(T<ay,)=aaP(T>Db)=0,potom a, je dolni kriticky bod (obrazek 7.1 b).

A B C

/2 o2 o o

A by Ag b a by,

Obrazek 7.1 — Schématické znazornéni oboustranného a jednostrannych testii. Bila plocha pod kfivkou je
obor prijeti, Seda plocha je obor nepfijeti (kriticky)

M¢jme statistiku T a ur¢itym zptsobem zjiSténou jeji hodnotu z. Bud’ t predpokladana
hodnota statistky T a I, interval prakticky moZznych hodnot veli€iny T pii 100 % stupni
vyznamnosti. Je tedy 1 € I,. Potom pokladdme rozdil t -t za:

e nihodné vysvétlitelny, kdyz tel,
e statisticky vyznamny, kdyZz tel, pfia=0,05
e statisticky velmi vyznamny, kdyz tel, pfia=0,01.

Uvedené hodnoty meze vyznamnosti a hodnoceni vyznamnosti jsou dany amluvou.
Testl existuje velké mnozstvi. DEli se na dvé zakladni skupiny:

e parametrické - jsou zalozené na statistickych charakteristikach (parametrech) vy-
bérového souboru a jsou vazané na splnéni urcitych pfedpokladi o parametrech a
urcitém typu rozdé€leni znaku v zdkladnim souboru (napt. predpoklad normality),

e neparametrické - nejsou zaloZené na parametrech a predevS§im nejsou zdvislé na
typu rozdéleni zédkladniho souboru. Pouzivaji se pfedevsim tehdy, jestlize parame-
trické testy neni mozné pouzit pro nesplnéni n€kterych podminek pouziti. Jejich ne-
vyhodou je piedevsim nizsi sila testu, tedy schopnost spravné zamitnout H.

V dal§im textu se zamétime na zékladni parametrické i neparametrické testy véetné je-

jich ptipadnych modifikaci pfi nesplnéni pozadovanych podminek
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7.2 Obecny postup pri testovani statistickych hypotéz

Abychom statisticky korektné rozhodli o vysledku statistického testu, musime zachovat
urcity obecné platny postup. Metodologie testovani se sklada z néasledujicich krokt:

1. Formulace nulové hypotézy (Hy) a alternativni hypotézy (H;). Nulova hypotéza je
vlastné posuzované tvrzeni o urcité vlastnosti zdkladniho souboru. Alternativni hy-
potéza se povazuje za platnou v piipadé, Ze nulova hypotéza byla zamitnuta.

Z hlediska provedeni testi je dilezity rozdil mezi jednostrannou a oboustrannou al-
ternativni hypotézou (podle obrazku 7.1 ). Ukazme si tento rozdil na piikladu o
prumérnych tloustkach porostii, ktery byl uveden na zacatku této kapitoly (pro jed-
noduchost budeme uvazovat pouze dva porosty): Nulové hypotéza tady zni:

Ho: primeérné tloustky obou porostii se sobé rovnaji nebo - vyjadieno matematicky
- w1 = w2 (kde p jsou stiedni hodnoty zakladnich soubord, tj. v naSem ptipadé
pramérné tloustky vypocitané ze vSech stromt obou porostil, 1, pro prvni po-
rost, W, pro druhy porost)

Alternativni hypotéza miiZze byt konstruovana trojim zpiisobem:

a) Hy: prumeérné tloustky obou porostii se sobé nerovnaji () # L) — toto je ptiklad
tzv. oboustranného testu, kdy pro zamitnuti nulové hypotézy staci, aby se
primérné tloustky obou porostl nerovnaly a je jedno, kterd z nich je mensi ne-
bo vEtsi.

b) Hi: primérna tloustka porostu I je vétsi nez prumérnad tloustka porostu II (p; >
L) — v tomto piipad€ se jedna o jednostranny test, kdy k zamitnuti nulové
hypotézy musi platit nerovnost p; > W, (v ptipad¢, ze se primérné tloustky so-
be rovnaji nebo je tloustka prvniho porostu nizsi, nulova hypotéza se nezami-
ta).

¢) Hi: prumérna tloustka porostu I je mensi nez primérna tloustka porostu Il (1<
L) — také jednostrannd hypotéza, ale pro zamitnuti nulové hypotézy musi platit
vztah @< po.

Konkrétni formulace nulové a alternativni hypotézy zavisi na cili analyzy. Podle toho,
jak jsou hypotézy formulovéany, se 1i§i rozhodovani o vysledku testu. Proto je nutné peclivé
formulaci hypotéz vénovat pozornost.

2. Volba hladiny vyznamnosti o.. Hodnota o mé zde velmi podobny vyznam jako u
intervalovych odhadi (viz kapitola 6), tedy je to riziko, Ze rozhodnuti u¢inéné na za-
klad¢ vysledku testu bude chybné (zamitneme nulovou hypotézu, kterd ve skutecnos-
II. druhu, coz bude podrobnéji vysvétleno v nasledujici kapitole. Obvyklé hodnoty a
= 0,05 nebo 0,01.

3. Volba druhu testu a testového kritéria, tj. funkce hodnot ndhodného vybéru se
znamym rozdélenim pravdépodobnosti v piipadé platnosti i neplatnosti nulové hy-
potézy (na obrazku 7.1 je to nahodna veli¢ina T). Pro Casto uzivané statistické ulo-
hy jsou vyvinuty standardné pouzivané testy vcetné testového kritéria, jehoz vy-
sledna hodnota je déle porovnavana s kritickou hodnotou.

4. Urceni kritického oboru (oboru nepfijeti) testového kritéria na zakladé jejiho roz-
déleni pravdépodobnosti a hladiny vyznamnosti. Kriticky obor je ur€ovan na ptede-
v§im na zékladé typu testu — zdali se jedna o jednostranny test nebo o oboustranny
test. V pripadé oboustranného testu (alternativni hypotéza je formulovana typovée
podle ptikladu v bod¢ 1a) ) se hodnota a rozd¢€li rovaym dilem na obé& strany rozdé-
leni, protoze nevime, na které strané by testové kritérium mohlo pfesahnout kritic-
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kou hodnotu (viz obrazek 7.1 a - zde jsou kritické obory vyznaceny Sed¢€, obor pfi-
jeti nulové hypotézy je bild plocha pod kiivkou). V piipade jednostrannych testt (al-
ternativni hypotéza je formulovana typové podle ptikladu 1b) nebo 1c) ) se urcuje
kriticka hodnota podle hladiny vyznamnosti a. Konkrétni kritické hodnoty se pfii
praktickém provadéni testti vyhledaji ve statistickych tabulkach nebo jsou urceny
specialnimi funkcemi ve statistickych programech, ptip. tabulkovych procesorech
(Excel, Quattro Pro, apod.). Kriticka hodnota rozdéluje cely obor testového kritéria
na dvé ¢asti — obor pfijeti a obor nepfijeti.

5. Rozhodnuti o vysledku testu, tj. zda

a) zamitnout nulovou hypotézu (jestlize vypocitand hodnota testového kritéria padne
do oboru nepfijeti),

b) nezamitnout nulovou hypotézu (jestlize vypocitana hodnota testového kritéria
padne do oboru pfijeti).

V této souvislosti je nutné si uvédomit, Ze nezamitneme-li nulovou hypotézu, nezname-
na to absolutni potvrzeni jeji platnosti ve skute¢nosti. Pouze to znamena, Zze vysledek testu
neukézal tak velkou neshodu mezi zjisténou skutecnosti ve vybérovém souboru a testovanou
hypotézou o urcité vlastnosti zakladniho souboru, kterd by dala dostate¢ny diivod k zamitnuti
hypotézy. V dalsi praci tedy s ur¢itou pravdépodobnosti ptedpokladame, ze plati nulova hypo-
téza.

Postup testovani si ukdzeme na piikladu.

Piiklad 7.1:

Byla proverovana spravnost méreni vyskomeru. Byla 15 x zmérena vyska, jejiz hodnota
je presné znama (uy = 20 m). Z vysledkii mereni se ziskal priimér mérenych vysek X = 19,2 m
se smérodatnou odchylkou S = 1,1 m. Stanovte, zda-li vySkomeér méri spravné.

Spravnost méfeni urCitym pristrojem se posuzuje podle toho, zdali stfedni hodnota jed-
notlivych méfeni se shoduje s normovanou hodnotou (etalonem). V naSem ptipad¢ je normo-
vanou hodnotou piedem stanovend vyska 20 m. Abychom mohli odpovédét na polozenou
otazku se ,,100 % urcitosti, museli bychom provést teoreticky nekonecné mnoho méteni
vysky (tim bychom ziskali zékladni soubor veli¢iny ,,vyska®). Tento postup je nemozny, pro-
to se musime spokojit s kone¢nym poctem méteni - s vybérovym souborem. Na zaklad¢ dat
poskytnutym vybérovym souborem je nutné rozhodnout, zda

e priamér naméfenych vysek (19,2 m) se odchyluje pouze ndhodné od normované
hodnoty 20 m (coz by bylo zplisobeno konkrétnim vybérem, tim, ze jsem naméftili
urc¢itych 15 hodnot, které se ,,ndhodou* li§i od normované hodnoty; pokud bychom
naméfili jiné vybéry, mohly by se s normovanou hodnotou shodovat nebo se ji ale-
spon vice blizit),

® nebo zda tuto odchylku je nutno povazovat za systematickou (to by bylo zptisobeno
tim, ze vySkomér skute¢né systematicky podhodnocuje méfené vysky, tj. niz8i na-
mefend vyska je vlastnosti nikoli jednoho ndhodného vybéru, ale zdkladniho soubo-
ru namétenych hodnot).

Toto rozhodnuti ndm pomiuize objektivizovat statisticky test.
Prvnim krokem je stanoveni nulové a alternativni hypotézy. Nulovou hypotézu stano-
vime takto:
Hy: VySkomér méfi spravné.
nebo prepsano ,,matematicky*:
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Ho: 1 = o (slovné vyjddieno — vibérovy soubor o parametrech X a S° pochdzi ze zdkladni-
ho souboru s normdlnim rozdélenim o parametrech u a o, pricems parametr u se rovad
normované hodnoté ().

Nyni musime stanovit alternativni hypotézu, tj. tu vlastnost zdkladniho souboru, ktera
bude platit v pfipad¢, ze zamitneme platnost nulové hypotézy. V naSem ptipad¢ to bude tzv.
oboustranna hypotéza, protoze vyskomér bude métit spravné jen v tom piipadé, ze pramér
naméfenych vySek se bude rovnat normované hodnoté. Pokud bude podhodnocovat nebo
nadhodnocovat vysky, jedna se o nekvalitni vyrobek, a je nam jedno, na kterou stranu vychy-
leni plijde. Proto stanovime alternativni hypotézu jako negaci nulové hypotézy:

H;: Vyskomeér neméri spravné.

nebo piepsano ,,matematicky*:

Hi: u # wy (slovné vyjddieno — vibérovy soubor o parametrech X a S pochdzi ze zdkladni-

ho souboru s normdlnim rozdélenim o parametrech u a o, pficems parametr u se nerovnd

normované hodnoté ).

Nyni stanovime hladinu vyznamnosti o.. Ve shodé¢ se statistickou praxi zvolime hodnotu
a = 0,05, tedy tento test provedeme se statistickou jistotou (pravdépodobnosti) 95 %.

Jako dalsi krok stanovime testovaci kritérium, tj. ndhodnou veli¢inu, jejiz rozdéleni je
znamo pro piipad platnosti i neplatnosti nulové hypotézy. V ptipadé¢ tohoto testu (fika se mu
test praméru pro jeden vybér — dale bude jesté podrobnéji rozebran) je to statistika

n-1
S
kterd mé& Studentovo t- rozdé€leni s (n-1) stupni volnosti (vSimnéte si, nakolik se tento vzorec

podoba vzorci 6.20 pro intervalovy odhad priméru — tyto dvé metody — intervalovy odhad a

testovani — spolu skutecné izce souvisi).

Jestlize dosadime ptislusné hodnoty, dostaneme vyslednou hodnotu testového kritéria

t=(19,2-20)- 1151 1 =-2,72

2

t=X-po-

5

Nyni musime ur€it kritickou hodnotu (tj. hranici kritického oboru) — viz obrazek 7.1 A.
Pokud bude hodnota testového kritéria vyssi (testové kritérium bude dale od normované hod-
noty nez kriticka hodnota, tedy padne do kritického oboru), potom zamitneme nulovou hypo-
tézu, v opacném piipad¢ ji nemizeme zamitnout, udaje z naSeho vybéru nam k tomu nedéavaji
dostate¢né ,,dtkazy*.

Pracujeme s oboustrannou hypotézou, tedy ve shodé s obrdzkem 7.1 A musime hodno-
tu o rozdélit na obé strany rozdéleni, budeme tedy hledat hodnotu te/zn-1 = t0,025.14, c0Z je hod-
nota 2,145 (bud’ ve statistickych tabulkach nebo funkci TINV v Excelu). Vzhledem k symetrii
t - rozdéleni, ma kriticky obor oboustranného testu dvé hranice (- 2,145 a 2,145 - to jsou hod-
noty aq a by na obrazku 7.1 A). Nyni mizeme srovnavat — testové kritérium je t = -2,72, je to
hodnota mensi nez - 2,145, z ¢ehoz vyplyva, ze padne do dolni poloviny kritického oboru, te-
dy nulovou hypotézu miizeme s pravdépodobnosti 95 % zamitnout.

Zavér tedy zni: na zékladé¢ daného vybéru mizeme s pravdépodobnosti 95 % piedpo-
kladat, ze vySkomér neméfi presne, systematicky podhodnocuje.

Grafické feSeni tohoto piikladu je zndzornéno na obrazku 7.2 . Je zde schématicky zna-
zornéna hustota pravdépodobnosti testového kritéria (t-rozdéleni pro 14 stupiiti volnosti), coz
je tu¢na zvonovita kiivka. Na obou koncich jsou vyznaceny kritické obory — ¢arkované pro
o = 0,05 (hranici jsou kritické hodnoty - 2,145 a 2,145), ¢tvereckovanym rastrem je vyznacen
kriticky obor pro o = 0,01 (hranici jsou hodnoty to 005,14 = 2,98 a —2,98). Vidime, Ze testové
kritérium —2,72 (vyznaceno ¢arkovanou Sipkou) svou hodnotou spada mezi ob¢ kritické hod-
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noty (mezi —2,145 a-2,98). Znamena to, ze na hladiné vyznamnosti oo = 0,01 bychom nemohli
nulovou hypotézu zamitnout, Muizeme tvrdit s pravdépodobnosti 95 %, Ze vySkomér nem¢iti
presné, ale stejné tvrzeni bychom si nemohli dovolit s pravdépodobnosti 99 %. Tento fakt je
z obrazku 7.2 také zfejmy, pokud se podivame na rozsah obort pfijeti — obor pfijeti pro P =
99 % je Sirsi nez pro 95 %.

Jaké je tedy nejmensi moznd hodnota a, kdy jest¢ mizeme zamitnout nulovou hypoté-
zu? Zjistime to z distribu¢ni funkce t-rozdéleni, kdy pro hodnotu 2,72 ziskdme hodnotu prav-
dépodobnosti 0,0166 (bud’ z podrobnych statistickych tabulek interpolaci nebo napt. pomoci
funkce Excelu TDIST). Tato hodnota se obvykle ve statistické literatuie a programech nazyva
p-hodnota (angl. p-value, p-level, probability level, apod.). Znamena to, ze maximalni prav-
dépodobnost, kdy jesté mizeme zamitnout nulovou hypotézu, je v tomto piipadé 1 —p =1 —
0,0166 = 0,9834 = 98,3 %. Toto rozhodnuti mizeme tedy povazovat za velmi silné. Pravdé-
podobnost, ze bychom zamitli nulovou hypotézu, kterd je skutec¢nosti plati, je pouze 1,66 %.

hodnota testového
kritéria —2,72

obor prijeti pro P = 0,99 >

kriticky obor pro kriticky obor pro
o/2 +0,01/2 = 0,005 a/2=10,01/2=10,005
+— —>
obor prijeti pro P = 0,95
| | %
3 ' A t
-2,98 | -2,145 0 2,145 | 2,98
+— —_——>
kriticky obor pro kriticky obor pro
/2 =10,05/2=0,025 /2 =10,05/2=10,025

Obriazek 7.2 — Graficka interpretace prikladu 7.1

7.3 Chybal. aIl. druhu

Vzhledem k tomu, Ze pii testovani pracujeme s pravdépodobnosti, vysledek testovani
muze byt zatizen urc¢itou chybou. V podstaté mohou nastat dvé zakladni situace:
e testovand nulova hypotéza je chybné zamitnuta - tato chyba se nazyva chyba I.
druhu a jeji pravdépodobnost je uréena pfedem znamou hladinou vyznamnosti a.
e testovand nulova hypotéza je chybné nezamitnuta - tato chyba se nazyva chyba II.
druhu a jeji pravdépodobnost se oznacuje [ (neni pfedem znama).
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Vztahy mezi platnosti nulové hypotézy ve skutecnosti a podle rozhodnuti testu uvadi
tabulka 7.1 .
Vyznam chyby 1. druhu je zfejmy. T¢ se dopustime, jestlize zamitneme nulovou hypo-

tézu, kterd ve skute€nosti plati. Urceni jeji pravdépodobnosti je jasné — je to hodnota hladiny
vyznamnosti a. Jestlize ur¢ime a napt. 0,05, potom pravdépodobnost vysledku testu P =1 -
o= 0,95, tj. 95 %. Pravdépodobnost P si mizeme ptedstavit tak, Zze kdybychom udélali 100
nahodnych vybéra ze zdkladniho souboru a tyto testovali, tak v péti ptipadech ze sta chybné
zamitneme ve skutecnosti spravnou nulovou hypotézu.

H, ve skutetnosti Tabulka 7.1 - Vztahy mezi platnosti nulové hypotézy ve sku-
plati neplati te¢nosti a podle rozhodnuti testu
é ¢inime dopoustime
o = plati spravné | se chyby II. Pravdépodobnost chyby II. druhu se urcuje
= rozhodnuti drvhw | L. . . c
2 £ — — mnohem obtiznéji. Hlavni problém spojeny s chybou
- B dopoustime ¢inime oY R 2 .
= 2 | neplati | sechybyl | spravné II. druhu spociva v tom, ze jeji pravdépodobnost je
5 druhu rozhodnuti | zavisla na skute¢né hodnoté parametru, tj. ¢im vice se

1181 hodnoty uvedené v nulov¢ a alternativni hypotéze, tim je pravdépodobnost chyby II. dru-
hu mensi. Jeji podstatu si nejlépe vysvétlime na jednoduchém prikladu.

UvaZujme, Ze feSime test charakterizovany nasledujicimi hypotézami:

HoIM:6O H12M:65

Je nutné zduraznit, ze takto postaveny test neni obvykly — skladad se ze dvou jednoduchych
hypotéz, obvykly piipad je takovy, ze v alternativni hypotéze uvazujeme bud’ hodnotu jakkoli
se liSici od hodnoty uvedené v nulové hypotéze (oboustranny test), event. vétSi nebo mensi
nez hodnota nulové hypotézy (jednostranny test). K témto piipadiim se dostaneme pozdé&ji na
zaklad¢ vysvétleni provedené¢ho pro tuto jednoduchou hypotézu. Déle budeme pracovat
s hladinou vyznamnosti o = 0,05, s velikosti vybéru n = 100 a rozptylem zékladniho souboru
(ptedpokladejme, ze je znam) c = 20.

Prvnim krokem je urceni kritické hodnoty v méfitku testované veli¢iny. Pracujeme
s jednostrannym (pravostrannym) testem a vzhledem k velikosti vybéru mizeme pouzit nor-
mované normalni rozdéleni, kde pro hodnotu o = 0,05 ur¢ime kritickou hodnotu z = 1,645.
Provedeme transformaci do métitka veli€iny, se kterou pracujeme, a zjistime redlnou hodnotu
hranice kritického oboru C:

2
C=p,+1,645- 0

O =60 +1,645- 2 = 63,29
10

Jn

Znamena to, Ze nulovd hypotéza nebude pfijata, jestlize testové kritérium bude vys$si nez

63,29.

Obrazek 7.3— Grafické znazornéni chyby L. a I1. druhu pro jednostranny test (bliZ§i vysvétleni viz v textu)

Tuto situaci znazoriuje obrazek 7.3. Zde je tuénou plnou ¢arou znazornéna hustota pravdépo-
dobnosti testového kritéria pro ptipad platnosti nulové hypotézy, tj. pro p = 60, a tuc¢nou car-
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kovanou ¢arou pro piipad platnosti alternativni hypotézy, tj. p = 65. Je zde také vyznacena
hranice kritického oboru C, kterd na obou kiivkach hustoty pravdépodobnosti vymezuje dvé
dilezité oblasti:

e chybu I. druhu — je déna a priori hodnotou o a vyznacena Sedou plochou. To je
pravdépodobnost ze vybérovy praimér X padne napravo od kritické hranice C (a te-
dy test odmitne nulovou hypotézu) za predpokladu, Ze ve skutecnosti nulova hypo-
téza plati, tj. sttedni hodnota zakladniho souboru je skute¢né 60;

e chybu II. druhu — jeji hodnota je 0,1963 (vypocet bude proveden nize) a je vyznace-
na ,,cihliCkovym* rastrem. To je pravdépodobnost Ze vybérovy primér X padne na-
levo od kritické hranice C (a tedy test pfijme nulovou hypotézu) za pfedpokladu, Ze
ve skute¢nosti nulova hypotéza neplati, tj. sttedni hodnota zékladniho souboru je ve
skute¢nosti 65.

Jak stanovime velikost chyby II. druhu? Pravdépodobnost vyskytu obou druhti chyb

muzeme vyjadfit pomoci nasledujicich podminénych pravdépodobnosti:

oc=P(i>C|p:p0) (7.1)

B=PE<(Cu=pn) (72)

Tento zépis pro rovnici 7.2 (tedy pro chybu II. druhu) ¢teme: beta je pravdépodobnost, ze
hodnota X bude mens$i nez hranice kritického oboru C za ptedpokladu, ze skute¢nd stredni
hodnota zakladniho souboru p se rovna hodnoté u; (tedy 65). Pokud tuto rovnici vyfesSime,
ziskdme hodnotu B pro alternativni hypotézu p = 65:

B=Px<Clu=p)= P(X m € “ljz P(Z <Mj = P(Z < —0,855) = 0,1963
o-Jn o-4n 20/10

Pti feSeni této rovnice jsme vychazeli z Gvahy, Ze za predpokladu platnosti alternativni hypo-

tézy je X normalné rozdélenou ndhodnou veli¢inou (na zdklad€ centrilni limitni véty)

s prumérem 65 a standardni chybou (smérodatnou odchylkou vybérového priméru) rovnou

o//n. Abychom jednoduse vyjadrtili pravdépodobnost 3, transformovali jsme X na normo-
vanou veli¢inu Z s vyuzitim hodnoty p; jako priméru veli¢iny x. Vysledkem je hodnota
0,1963, coz je pravdépodobnost, ze nulova hypotéza bude pfijata, i kdyz ve skutecnosti plati
alternativni hypotéza.

Podobnym zplsobem bychom mohli vypocitat velikost chyby Il.druhu pro jakoukoli ji-
nou hodnotu alternativni hypotézy.

Z hodnoty B se stanovuje hodnota S =1 - 3, ktera se nazyva sila testu. Je to pravdépo-
dobnost, Ze test spravné odmitne nulovou hypotézu, jestlize ve skute¢nosti plati alterna-
tivni hypotéza. Test je tim silnéjsi (,,piisnéjsi), ¢im je vyssi jeho schopnost odmitnout ne-
spravnou hypotézu. V naSem ukazkovém ptikladu je sila testu S=1-p =1 - 0,1963 =
0,8037. Jinak feceno, za predpokladu, ze ve skutecnosti plati alternativni hypotéza (u = 65),
mame Sanci (pravdépodobnost) asi 80 %, Ze zamitneme nulovou hypotézu.

Ovsem pfti praktickém provadéni testll jsou zpravidla alternativni hypotézy konstruova-
ny jinak — neni zde uvddéna konstantni hodnota, ale cely interval, napt. obvykla formulace
pro nés piiklad by (v pfipad¢ jednostranného testu) znéla takto:

Ho: p=160 Hi: p>60

109



V tomto ptipadé je nulova hypotéza neplatnd v pripad¢€, ze hodnota u je jakékoli Cislo vétsi
nez 60. Pro kazdou hodnotu Ize takto stanovit chybu II. druhu a silu testu. Pro hodnoty 61 - 69
to ukazuje obrazek 7.4 . Z hodnot sily testu a grafu je ziejmé, Ze pro hodnoty blizké nulové
hypotéze je velmi vysoka pravdépodobnost piijeti nulové hypotézy, i kdyz ve skute¢nosti bu-
de platit alternativni hypotéza (napf. jestlize ve skutecnosti je sttedni hodnota zakladniho sou-
boru 62, existuje zde asi 74 % pravdépodobnost piijeti nulové hypotézy, tj. predpokladu, Ze
stiedni hodnota zékladniho souboru je rovna hodnoté 60). Naopak pro hodnoty p hodné vzda-
lené¢ od nulové hypotézy (napt. 68 a vyssi) je sila testu téméf ,,absolutni®, tj. blizi se 100 %.
Pro tyto hodnoty se prakticky nemiiZe stat, Ze by v ptipad€ jejich platnosti byla pfijata nulova
hypotéza.

Abychom nemuseli pocitat hodnoty B pro vSechny mozné hodnoty parametrii, je zavis-
lost sily testu na parametru zobecnéna jako tzv. silofunkce. Obecny tvar silofunkce pro jed-
nostranny a oboustranny test ukazuje obrazek 7.5 . Na ose x je vzdy vyznacena skute¢nd hod-
nota parametru, na ose y odpovidajici sila testu. Sipkou je vyznatena poloha parametru
v nulové hypotéze. Minimalni sila testu je pravé v tomto bodé (je to vlastné hodnota o,
v nasem piipadé 0,05), nahote je silofunkce ohrani¢ena hodnotou 1. Vlevo silofunkce pro
jednostranny test, vpravo pro oboustranny, kde musi byt vyznaceny sily testu na ob¢ strany od
hodnoty parametru nulové hypotézy.

Sila testu zavisi na nasledujicich faktorech:

® odchylka mezi hodnotou testovaného parametru v nulové hypotéze a skutecnou

hodnotou parametru — ¢im je tato odchylka vétsi tim je sila testu vyssi

e variabilité (smérodatné odchylce nebo rozptylu) zékladniho souboru — ¢im je varia-

bilita mens$i, tim je vyssi sila testu

® na velikosti vybérového souboru — ¢im je vybérovy soubor vétsi, tim je vyssi sila

testu (mame vice informaci o zdkladnim souboru)

® na hladiné vyznamnosti a - ¢im je vyss$i hladina vyznamnosti (a tedy vzrista prav-

dépodobnost chyby I. druhu), tim je vyssi sila testu (protoze klesa 3). Tato situace
je zfejma z obrazku 7.3 — pokud bychom zvolili hladinu vyznamnosti napt. 0,1, po-
tom se zméni a posune doleva i kritick4d hranice C, ¢imZ se zv¢tsi 1 Sedd plocha
predstavujici hodnotu a, a pfi nezménéném postaveni obou hustot pravdépodobnos-
ti bude proto plocha zaujata chybou II. druhu (cihlickovana) mensi, ¢imz vzroste si-

la testu.

Hodnota | Chyba II. Sila testu

parametru | druhu 1,2000
61 0,8739 | 0,1261 1,0000 1 [
62 0,7405 0,2595 g 0,8000 —1 [
63 0,5577 | 0,4423 £ 10,6000 1
64 0,3613 | 0,6387 % 0,4000 -
65 0,1963 0,8037 0,2000 |_| H
66 0,0877 | 0,9123 0,0000 IR
67 0,0318 0,9682 61 62 63 64 65 66 67 68 69
68 0,0092 0,9908 skute&na hodnota parametru zikladniho souboru
69 0,0021 0,9979

Obriazek 7.4 — Sila testu pro rizné hodnoty p
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Z tohoto piehledu plyne, ze silu testu mizeme ovlivnit velikosti vybéru a stanovenim
hodnoty hladiny vyznamnosti. (prvni dvé podminky se ovlivnit nedaji, jsou uréeny zakladnim
souborem, ,,skutecnosti*). Napf. sila testu pro hodnotu 62 v naSem piikladu pro velikost vy-
béru n = 100 je asi 0,26, tedy mame jen asi 26 % nadé&ji, Ze odmitneme nulovou hypotézu
v ptipad¢, ze skute¢nd hodnota parametru je 62. Jestlize zvySime velikost vybéru na n = 400,
potom (s pfepocitanim nové hranice kritického oboru na 61,645) na zaklad¢ vyfeseni vztahu
7.2 ziskdme hodnotu = 0,3613 a tedy silu testu 1 - f = 0,6387, tj. v po ¢tyinasobném zvy-
Seni velikosti vybéru vzrostla nase nadé€je na zamitnuti nulové hypotézy, za ptredpokladu, ze
skute¢na hodnota parametru je 62, z 26 % na asi 64 %.

-

NWweapmaLgwe

SLNWwW RGO oL

hodnota paramtru v
nulové hypotéze

hodnota paramtru v
nulové hypotéze

sila testu
cecocecaco o

sila testu
ceoccceccoos

E

skute¢na hodnota parametru zakladniho

skute¢na hodnota parametru zdkladniho souboru

souboru

Obrazek 7.5 — Znazornéni silofunkce pro jednostranny (vlevo) a oboustranny test (vpravo)

Tuto kapitolu tedy miizeme uzavtit konstatovanim, ze u testovani statistickych hypotéz
prvni spravné rozhodnuti (pfijeti spravné nulové hypotézy) ¢inime s pravdépodobnosti P=1-
o, druhé spravné rozhodnuti (spravné odmitnuti neplatné nulové hypotézy) Cinime s pravdé-
podobnosti S =1 - B . Da se fici, Ze ,,idedlni* test by mél mit co nejmensi a (a z toho vyply-
vajici co nejvetsi P) a co nejmensi B (a tedy co nejveétsi S). ProtoZe ob€ chyby spolu souvisi
(pokud snizujeme o, zaroven zvySujeme ), je nutné nalézt ptijatelny kompromis — ten je dan
pro vétsinu aplikaci pravé hodnotou oo = 0,05.

Tato kapitola méla za cil pouze pochopeni podstaty a vyznamu obou chyb. Konkrétni
postupy vypoctu chyby II. druhu pro jednotlivé typy testti vyzaduji specialni vypocetni vztahy
s vyuzitim statistickych tabulek, grafikonil a specializovanych pocitacovych programii.

7.4  Parametrické testy

Parametrické testy jsou zaloZeny na urcitych ptedpokladech. Zpravidla se predpoklada,
ze se jedna o nezavisly ndhodny vybér z urcitého rozdeleni, které je specifikovano bud’ uplné
(zname jeho typ 1 parametry) nebo nelplné€ (zndme typ rozdéleni, ne vSak parametry). U béz-
nych typu testll pro stfedni hodnoty a charakteristiky variability se pfedpoklada zpravidla
normalni rozdéleni. Ve vétsing piipadil jsou tyto predpoklady splnény. Pokud nejsou, doporu-
¢uje se pouzivat neparametrickych testi (viz kapitola 7.5) nebo modifikovanych parametric-
kych testt.
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7.4.1 Testy hypotéz o parametrech jednoho vybéru

7.4.1.1 Hypotézy o rozptylech

2
Hy: G = (o

Vybérovy soubor s rozptylem S pochdzi ze zdkladniho souboru s rozdélenim N(u,o°),
pricemz plati, Ze rozptyl zdkladniho souboru & se rovnd zndmé konstanté 0(2) .

Tyto testy se také nazyvaji testy presnosti. Vyplyva to z toho, Ze se pouzivaji pro zjiste-
ni, zdali variabilita né¢jaké veli¢iny nekolisa vice, nez stanovuje ptislusna norma nebo zda je
meéteni dostateCné piesné (méfeni je tim presnéjsi, ¢im mensi ma variabilitu). Normované
hodnoty (dané piedpisem, normou, dohodou, apod.) jsou hodnoty G% , skute¢né zji$téné hod-
noty variability — rozptylu — se oznaduji S*.

a) pro n <30 se pouziva statistika

»  (n-1)8?

Go

Kritické obory uvadi tabulka 7.2 . Pokud testové kritérium padne do kritického oboru, zamita
se nulova hypotéza.

Nulova | Alternativni L
hypotéza | hypotéza Kriticky obor
c2>o'§ Xzzxza(n—l)
2
GZ:O_(? 62<O-0 X2<X2(1—a)(n- 1)
2.2
2 o7 X > % o2 (n-1)nebo
O #0,
: v <y _am (- 1)

Tabulka 7.2 — Kritické obory pro hypotézy o rozptylech pro jeden vybér do 30 prvki

b) pro n > 30 se pouziva statistika
Z=+2y? =2f-1f=n-1 (7.4)

Nulova hypotéza se pfijima, jestlize testové kritérium Z padne do interva-
lu<-z,,z, >pro jednostranny test nebo do intervalu <-z,,,,Z,,, > pro oboustranny

test.

Priklad 7.2 (podle GROFiKA 1987):

Variabilita teploty vzduchu v laboratori je stanovena smérodatnou odchylkou oy = 3°C.
Pri kontrole laboratornich podminek bylo provedeno 20 méreni teploty a ze zjisténych udaju
byla vypoctena vybérova smérodatna odchylka S = 3,27 °C. Je treba posoudit, zda tato hod-
nota nesignalizuje zvySeni variability teploty vzduchu.

Vzhledem k formulaci ulohy testujeme nulovou hypotézu Hy: o = 6(2) oproti pravo-

stranné alternativni hypotéze H;: o° > G% (jde ndm pouze o problém zvyseni variability, po-
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n <30)

» (n-1)8* (20-1)-3,27*
GS 32

Tuto hodnotu srovname s kritickou hodnotou xzo,os; 19 = 30,14. Protoze testové kritérium je

niz§i nez kritickd hodnota, nezamitame nulovou hypotézu a pfijimame zavér, ze

s pravdépodobnosti 95 % neni prokazana zvySena variabilita teploty vzduchu v laboratofi.

X =22,57

7.4.1.2 Hypotézy o priimérech

Ho: p=po
Vybérovy soubor s rozsahem n, aritmetickym priimérem X a rozptylem S° pochdzi ze
zdkladniho souboru s rozdélenim N(uy, o).

Tento typ testu se nazyva test spravnosti. Pouzije se statistika

‘i_“o‘_ n—1

t=t—o— —|i—u0|.T (7.5)

n—1

Kritické obory jsou uvedeny v tabulce 7.3 . Pfiklad na tento typ testu s podrobnym vy-
svétlenim je ptiklad 7.1.

Nulova | Alternativni 0z
hypotéza | hypotéza Kriticky obor
L >Ho tZta(l'l-l)
1= Ho 1 <po t<-te(m-1)
L # Lo It >t (n-1)

Tabulka 7.3 - Pfehled kritickych obori pro hypotézy testii priméri pro jeden vybér

7.4.1.3 Hypotézy o relativnich Cetnostech

Relativni Cetnosti miizeme povazovat za pravdépodobnosti, proto jde v podstaté o testo-
vani hypotéz o pravdépodobnostech.
Ho : p=po
Pravdépodobnost nastoupeni jevu v zdakladnim souboru p je rovna predpokladané (znd-
mé) pravdépodobnosti (py).

Je-i n >40 a p € (0,3;0,7), ptiCemz vybérovy podil ozna¢ime w, potom pouZzije-

me statistiku
n
Z =(w — _— 7.6
(w po)w/w.(l_w) (7:6)
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kterd ma (pfiblizn€¢) N(0,1) rozdé€leni. Hypotézu pfijimame, kdyz Z € < -zypn; Zapn> pro
oboustrannou hypotézu nebo Z € < -z, ; z,> pro jednostrannou hypotézu.

Je-li p ¢ (0,3; 0,7) pouzijeme statistiku

7= (2.arcsin\/W — 2.arcsin \/E )\/H (7.7)

Kritické hodnoty jsou stejné jako v piedchozim ptipadé.

Piiklad 7.3:
Pri honu na zajice bylo uloveno celkem 565 zajicu. Z toho poctu bylo 302 samcu a
263 zajecek. Je spravny zaver, Ze v honitbé neni pomér pohlavi 1 : 1?

Poméru pohlavi 1: 1 odpovida relativni Cetnost (pravdépodobnost) zajice po = 0,50. Z
vysledku honu je p = Wajicy = 302 : 565 = 0,535. Vyslovme hypotézu Hj : p = po, poZijeme
statistiku 7.6 a hladinu vyznamnosti a = 0,05.

Vypocteme

2=(0,535-0,500)./565(0,535.0,465)=1,668.

Tabulkova hodnota zyps = 1,96. Protoze z = 1,668 < zpos = 1,96, hypotézu o nevy-
znamné odchylce pravdépodobnosti ptijimame. Z vysledku honu neplyne, Ze v honitbé neni
pomer pohlavi zajicti 1 : 1.

7.4.1.4 Grubbsuv test extrémnich odchylek

V souboru pozorovanych nebo méfenych hodnot se nékdy objevi hodnota, ktera je na-
padna svou extrémné odlisSnou velikosti. V zajmu spravného statistického zpracovani je nutné
posoudit, zda tato odchylka je ndhodna nebo zda je zatizena hrubou chybou a do souboru pro-
to nepatii. Pro pouziti Grubbsova testu se predpoklada normaélni rozdéleni souboru hodnot.

Testujeme nulovou hypotézu
Hy: Odchylka extrémni hodnoty je nahodna

Je-li extrémni nejvétsi hodnota, volime testovaci kritérium tvaru

T, =-n (7.8)

(7.9)

V tabulce kritickych hodnot T, = T4 pro Grubbsuv test vyhledame kritickou hodno-
tu. Nulova hypotéza je pfijata, kdyz T; < T q, resp. To<Tnq. Nepiijeti nulové hypotézy je
podkladem pro mozné vylouceni hodnoty ze souboru (ale ptfesto musime dikladné zvazit, ja-
kym zplsobem tato hodnota vznikla — podrobnéji v kapitole 4 pii rozboru piikladu
s extrémnimi hodnotami).
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Piiklad 7.4:

V souboru péti méteni 1,73; 1,86; 1,78; 2,14; 1,85 je podeziele odlisnd hodnota 2,14.
Zda je zatizena hrubou chybou, ovétime Grubbsovym testem.

o =0,05; Ts.005 = 1,869; X=1,872; S=0,142

2,14-1,872

- 2,14-1.872 = 1,887

0,142

Protoze plati 1,887 > 1,869 nulovou hypotézu o ndhodné odchylce zamitdme a hodnotu
2,14 povazujeme za extrémni.

5

7.4.1.5 Testy normality

Jak jiz bylo né¢kolikrat zdlraznéno, je predpoklad, Zze vybér pochéazi ze zdkladniho sou-
splnén, znacné to komplikuje néaslednou analyzu (nutnost transformace, pouziti kvantilovych
charakteristik, apod.). Proto je nutné vzdy, kdy vznikne pochybnost o normalité zédkladniho
souboru, ze kterého byl proveden analyzovany vybér, provést test normality.

Testll normality existuje celd fada a jsou zaloZeny na rGznych principech a ptredpokla-
dech (napt. Shapiro-Wilkav test, Anderson-Darlingtv test, D’ Agostiniiv omnibus test apod.).
Zde uvedeme jeden z nejjednodussich testll, ktery je zalozen na odd€leném posuzovani $ik-
mosti a Spicatosti. Tento typ testu ma tu vyhodu, Zze miizeme zjistit, ktera charakteristika tvaru
(zda Sikmost nebo Spicatost) zpisobuje odchylku od normality.

Testujeme nulovou hypotézu
Hy: Vybeér pochazi ze zakladniho souboru s normalnim rozdélenim.

Testové kritérium ma dve ¢asti, ¢ast A testuje Sikmost, ¢ast E; testuje nesoumérnost:

P (2.10)
: \/ 6-(n—-2)
(n+1)-(n+3)
e
1_\/ 24n(n—2)n-3) (7-11)
(n+1)2(n+3)(n+5)

Nulovou hypotézu piijimame, jestlize plati: A; a soucasné E; < zy, kde 74/, je kvantil
normovaného normalniho rozdéleni N(0,1). Pokud alespoii jedno testové kritérium nevyhovi
této nerovnosti, nulova hypotéza se zamita.

Piiklad 7.5: ’
Provedeme test normality pro zadani z kapitoly 4.5. Udaje, potfebné pro vypocet, jsou
v nésledujici tabulce:

z S erecad® s R el e Kriticka
Testovany \i}jberova \v’y.bverova Pocet prvku Te,st.ove kri- Te'st.o ML hodnota Vysledek testu
soubor Sikmost Spicatost térium A, térium E, 2
0.025
Porost I -0,05 -0,23 60 0,17 0,24 1,96 Hy prijata
Porost 11 2,42 4,65 42 6,87 7,12 1,96 Hy zamitnuta
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Test potvrdil zavéry, ke kterym jsme dospéli jiz pii hodnoceni téchto soubora v kapitole
4.5, ze soubor tlousték v Porostu I je norméalni, zatimco soubor v Porostu II nevykazuje nor-
malitu vzhledem k extrémnim hodnotam, kter¢ obsahuje.

7.4.1.6 Testy nahodnosti

Jednim ze zasadnich poZadavkil na kvalitni vybér je vzdjemna nezavislost jeho prvki.
Pokud neni tato podminka splnéna, je nutno provéfit cely proces planovani experimentu a
sbéru dat, nebot’ vzdjemna zavislost miize byt zplisobena riznymi pfi¢inami (naptf. zménou
stavu méficiho zafizeni, nekonstantnosti podminek méteni, nespravné provedenym vybérem
apod.). V kazdém piipad¢, pokud je to technicky mozné, je lepsi ziskat nova data podle po-
stupu upraveného na zakladé peclivé analyzy moznosti vzniku zavislosti v pfedchozim méfe-
ni.

Pokud se uvedené faktory méni s Casem, vznikd zavislost mezi prvky vybéru uspora-
danymi v ¢asovém sledu. K identifikaci této zavislosti se testuje vyznamnost autokorelaéniho
koeficientu. Autokorelace je obecné zavislost mezi nasledujicimi prvky a oznacuje se fady
(napf. autokorelace I. fadu je zdvislost predchoziho a nasledujiciho prvku). K identifikaci ¢a-
sové zavislosti prvkll vybéru nebo zavislosti souvisejici s pofadim jednotlivych méteni se au-
tokorelacni koeficient I. fadu testuje pomoci testovaciho kritéria (MELOUN - MILITKY 1994)

T,/n+1

- (7.12)

J-T,

kde

2
le(l—T) n° -l (7.13)

kde T je von Neumannliv pomé&r
n—1
2
> (X —X)
T= i=1
n
\2
2. (X =X)

i=1

(7.14)

Nulové hypotéza tikd, ze autokorelacni koeficient I. fadu je roven nule, tj. Ze za sebou jdouci
prvky vybéru jsou nezavislé. Pokud plati, ze
‘tn‘ > t(x/2,n+1

potom je nutno hypotézu o nezavislosti prvkii na hladiné vyznamnosti o zamitnout.
to /2.n+1 J€ kriticka hodnota Studentova rozdéleni pro (n + 1) stupiii volnosti.

Existuji jest¢ dalsi parametrické i neparametrické testy nezavislosti prvki (v ¢asti vé-
nované neparametrickym testli bude jest¢ uveden test bodl zvratu). Zde uvedeny test patii
mezi nejpouzivanéjsi, protoze autokorelace 1. fadu byva zpravidla nejcastéjsi a nejsilnéjsi.
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Piiklad 7.6
Provedeme test nezavislosti prvkii z kapitoly 4.5 (Porost I).

Test provedeme pomoci von Neumanova kritéria 7.12, které bylo vycisleno na hodnotu
t, =0,854. Kriticka hodnota t 5.1 = 2, nulovou hypotézu pfijimame, tedy predpokladame, ze
prvky studovaného vybéru jsou nezavislé.

7.4.2 Testy hypotéz o parametrech dvou vybéri

Tyto testy patii ve statistické praxi k nejpouzivangjsim. Vzhledem k jejich dileZitosti
zde uvedeme také rizné modifikace, které se pouzivaji pii nesplnéni podminek danych nulo-
vou hypotézou (tyka se to pfedev§im podminky normality). Vzhledem k tomu, Ze parametric-
ké testy (zvlaste F-test) jsou citlivé na nesplnéni podminek, je vhodné pied jejich provedenim
vySettit vybéry pomoci postupti exploratorni analyzy dat.

7.4.2.1 Hypotézy o rozptylech
Tyto testy se také nazyvaji testy homogenity rozptyli. Pouzivaji se jednak samostatné,
jednak jako prvni krok v testech sttednich hodnot. Testuje se hypotéza
H()Z (¢} 12 = 022
Dva vybérové soubory s rozsahy n; a ny a s vwbérovymi rozptyly Si° a Si° pochdzeji ze
dvou zdkladnich souborii s normdlnim rozdélenim s rozptyly o’ a oy, pricems plati, Ze
(o) ]2 = 0'22.
Alternativni hypotéza H; je bud’ 012 > 022 nebo 012 #* 022_ Bézné se pouziva F - test vyuziva-
jici testového kritéria

(7.15)

kde §f , §§ jsou bodové odhady rozptylt zakladniho souboru (vypocitané podle vztahu 6.7).

Kritické obory pro ob¢ varianty H; uvadi tabulka

F-test je zna¢né citlivy na pfedpoklad normality (MELOUN - MILITKY 1994). V pfipadé¢,
ze tento predpoklad neni splnén (nutno ovéfit testy normality nebo pomoci exploratornich
grafll), je nutné F-test modifikovat nebo pouzit test jiny.

NuloYa Alternaflvm KetickyloRox

hypotéza hypotéza

o1’ =0," ol #05° F>Fo(n-1,nm-1)
61> >0y’ F>Fyn -1,n-1)

Tabulka 7.4 — Kritické obory pro F-test

Jestlize maji zkoumané vybéry jinou Spicatost nez odpovida normélnimu rozdéleni, je
nutno uzit kvantil Fgpn(vy, v2), kde se stupné volnosti v;, v, vypocitaji podle vztaha
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2(n1 +n2)|:§:(xi _i)4 +§,(Y1 _Y’)ﬂ

i=1

-1
a sz—,kde g2C: _3

g g noo M
LB S5 2

i=l i=1

Pii testovani nenormalnich vybérli je mozné pouzit Jackknife test. Podrobnosti k jeho
vypoctu lze nalézt napt. v MELOUN - MILITKY 1994 Vzhledem k velké vypocetni naro¢nosti
se tento test bézné nepouziva, k jeho vypoctu se doporucuje pouzit vhodny program.

7.4.2.2 Hypotézy o shodé stiednich hodnot nezavislych vybéru

Tyto testy (zvané také Studentovy t-testy) jsou z hlediska nulové hypotézy obdobou F-
testl, ale misto rozptylu se zde testuje shoda stfednich hodnot, zpravidla aritmetickych pra-
méri. Také zde se predpoklada, ze zakladni soubory maji normalni rozdéleni. Obecné plati, ze
t-testy jsou robustnéjsi nez F-testy, tj. jejich vysledek je méné ovlivnén mirnym nesplnénim
zékladnich podminek, pfedev§im normality. Piesto byly pro vybéry silngji odchylné od nor-
mality vyvinuty specialni modifikace.

Pied pouzitim vlastniho t-testu je nutné provést testovani homogenity rozptylti pomoci
vhodného testu (viz kap.7.4.2.1).

Nezamitneme-li hypotézu o homogenité rozptyli (61* = 065D, potom pouzijeme testo-
vé kritérium

Tl — |X_y| \/n1n2(n1 +n2 _2) (716)
\/(nl —1)2 +(n, —l)si 0y +1,

Tabulka 7.5 wuvadi kritické obory pro jednotlivé alternativni hypotézy. Pouzivaji se
kvantily Studentova t-rozdéleni pro (n; + n - 2) stupiii volnosti.

Nulova | Alternativni 0z
hypotéza | hypotéza Kriticky obor
U > Uo t>t, (N +np-2)
U=LLo 1< Mo t<ty (n;+ny-2)
W # U [t| > tyn (N + 1y -2)

Tabulka 7.5 - Kritické obory pro t-test

Zamitneme-li hypotézu o homogenité rozptyli (o> # 6,%), potom pouZijeme testové
kritérium

(7.17)

Pocet ekvivalentnich stupii volnosti v se vypocita podle vzorce
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2 2
S S
°x 4 Y
n, n
V= y — (7.18)
Sx Sy

+
nlz(nl -1) n%(nz -1)

Kritické obory jsou stejné (podle tabulky 7.5 ) pro v stupiii volnosti.

Pro spravné provedeni t-testu tedy potiebujeme znat kromé stfednich hodnot i rozptyly
obou vybérl. Bylo vsak zjisténo, Ze pfi stejnych rozsazich obou vybérl je mozné pouzit tes-
tové kritérium T; 1 pfi nesplnéni podminky homogenity rozptyli. Pokud se rozsahy vybéra
vyrazné li§i, potom lze tento postup pouzit jen omezen¢.

Pii nesplnéni podminky normality je nutné rozliSovat mezi nenormalitou zpisobenou
Sikmosti a Spicatosti. Vi¢i odchylkdm od normality ve Spicatosti jsou testova kritéria Ty 1 T
dostate¢né robustni.

Pokud zjistime odchylku od normality vlivem Sikmosti vybérového rozdéleni, potom se
doporucuje pouzit upraveného testového kritéria. Vypocet je pomérné slozity.

Pokud vybéry obsahuji vybocujici méteni, kterd nelze vyloucit, existuji specidlni modi-
fikace t-testu zalozené na tzv. ufezanych primérech a winsorizovaném rozptylu.

Podrobnéjsi informace o téchto specidlnich tipravach testového kritéria t — testu Ize na-
1ézt napf. v. MELOUN - MILITKY 1994, DRAPELA-ZACH 1996.

Piiklad 7.7:
Na dvou plochdach byly zjistovany vycetni tloustky modiinu. Na prvni plose bylo zmére-

no 90 stromi a zjisténa prumeérna tloustka Hl = 40,8 cm a rozptyl 812 = 29,5 cm’ Na dru-
hé plose bylo zméreno 50 stromii a zjisténa prumeérna tloustka 82 = 36,0 cm a rozptyl S%

= 22,8 em’. Je tieba urcit, zda lze modiinové porosty na obou plochdch pokladat za stejné
tloustkove vyspéle.

Odpovéd’ na otazku bude kladna, kdyz rozdily mezi al a 82 budou statisticky nevy-
znamné. Volime tedy Ho : 1 = o, a a = 0,05. Abychom zvolili spravny test, musime
nejdiive ovétit hypotézu H) : 612 = G% . K ovéfeni pouzijeme statistiku 7.15

Q2
Fool_fg2. M g2 M2 {29,5-%){22,8 ﬂj:l,z&
S5 n, -1 n, -1 89 49

Protoze Ky os5.89 49 = 1,55, hypotézu o homogenité rozptylt pfijimame.

Nulovou hypotézu o primérech tedy ovéfime pomoci testového kritéria 7.16
__ [408-360] [9050(90+50-2)
1/9029,5+5022,8° 90+50

=5,19

to,0s138 = 1,98

Protoze 5,19 > 1,98, hypotézu o rovnosti aritmetickych primér zamitdme. Porosty nej-
sou stejné tloustkove vyspélé. Porost na plose 1 je , tlustsi.
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7.4.2.3 Hypotézy o shodé stiednich hodnot zavislych vybéri

Dosud jsme se zabyvali pfipady, kdy vSechny vybéry byly mezi sebou nezavislé, tj.
hodnoty jednoho vybéru nebyly v zddném vztahu k hodnotam jinych vybérii. Zvlastnim pfi-
padem t - testl je testovani zavislych vybéra. V tomto piipadé se pouziva testové kritérium,
které zohlediiuje tésnost zavislosti obou vybéri (SMELKO 1991):

T, = -5 (7.19)

2 g2 S
SX + Yy _2.er. SX + Yy
kde

Iy je korelacni koeficient - mira zavislosti mezi vybéry X a Y
Kriticky obor se v pfipadé homogenity rozptyll urci podle tabulky 7.5 , pro ptipad ne-
homogenity rozptyld se pocet stupiii volnosti v uréi podle vzorce

2 2

S Sy
t(x,nl—l'n X_1+t(x,n2—l'n _1
V= 1 . 5 2 (7.20)
Sx . Sy

Piiklad 7.8 (SMELKO 1991):

Pri stanoveni nejvhodnéjsi metodiky pro odber vyvrti pro urceni tloustkového pririistu
byla take zkoumana otazka tvorby tloustkového priristu na stromech v zavislosti na svahu te-
rénu. Na 301 buku byl zméren 5-lety tloustkovy pririist po svahu (X;) a proti svahu(X;). Byly
ziskany nasledujici vybérové charakteristiky:

Pocet stromu | Aritmeticky Smérodatna
primér (cm) | odchylka (cm’)
tloustkovy pririst po svahu 301 1.898 1.100
tloustkovy pririst proti svahu 301 1.807 1.030

Ukolem je rozhodnout, zda je mezi X; a X statisticky vyznamny rozdil, tj. zda je mozné pried-
pokladat, ze ukladani tloustkoveho pririistu je ovlivnéno svahem terénu.

Byla stanovena Hy: Rozdil mezi tloustkovym pfiristem po svahu a proti svahu je na-
hodny, tj. u; = py, proti H;: Rozdil mezi tloustkovym pftirtistem po svahu a proti svahu je vy-
znamny, tj. QL # Ho.

Vzhledem k charakteru problému byla pfi feseni predpokladana zavislost mezi X; a X,
coz vypocitany korelacni koeficient Ry x» = 0.82 potvrdil (testovani prokédzalo jeho vyznam-
nost). Hladina vyznamnosti a = 0.05. Proto bylo pouzito testové kritérium T; podle vzorce
7.19:
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T, - 1.898 -1.807 _ 164

\/1.12 1.032 S oga. L] 1.03

+ —_ - U. . .
301-1 301-1 V3011 +/301-1

Vzhledem k tomu, ze F-test prokazal homogenitu rozptylu, vysledek testu urc¢ime po-
rovnanim hodnoty Tj s kritickou hodnotou Ty 25600 = 1.96. Protoze plati, ze 2.64 > 1.96, nu-
lovou hypotézu zamitame a mizeme konstatovat, ze u bukl rostoucich na svahu se tloustko-
vy ptirtist po svahu a proti stahu vyznamné 1isi.

Pokud bychom pouzili t-test pro nezavislé vybéry podle vztahu 7.16, ziskali bychom
hodnotu T; = 1.05 a tedy dospéli k opacnému vysledku testu, kdy bychom Hy pfijali.

7.4.2.4 Parovy t - test

Zvlastnim druhem zavislych vybéra je ten piipad, kdy hodnoty sledovaného znaku tvo-
ii pary, tj. byly ziskany dvéma zpiisoby na stejném jedinci. Symbolicky:

A znaci jeden typ realizace (napf. méfeni jednim typem pfiistroje, prvni metodou apod.,)

B znaci druhy typ realizace. (napi. méfeni druhym typem pfistroje, jinou metodou
apod.)

Vytvoiime soubor dvojic (Xa1, XB1), (Xa2, XB2),..... Zkonstruujeme nahodnou promén-
nou D = X, - X, tedy rozdily mezi méfenymi hodnotami na kazdém jedinci. Vzhledem
k tomu, Ze v ptipad€ obou realizaci (tj. zptisobli méteni nebo rtiznych méticich ptistroj) jde o
stejnou velic¢inu, je mozné predpokladat, Ze obé realizace by mély dospét ke stejnému vysled-
ku, tedy Ze hodnota D = 0. U proménné D predpokladame normalni rozdéleni N(0,67). Testu-
jeme hypotézu Hp : up =0 proti H; : pup # 0.

Pouzijeme statistiku

— qvn—1
T=D-0| (7.21)
Sp

Hypotézu ptijimame, kdyZ t < ty/: n-1

Piiklad 7.9:
Byla zmérena vyska 10 stromi vidy dvema vyskoméry. Mame overit predpoklad, Ze
oba pristroje méri stejné, tj. rozdily v nameérenych hodnotdach jsou nahodné.

ha 21,8 | 18,3 | 25,6 | 20,1 | 19,8 | 16,1 | 12,7 | 18,2 | 12,3 | 183
hg 224 | 18,7 | 253 | 20,3 | 19,6 | 16,2 | 12,5 | 18,4 | 12,5 | 19,0
D -0,6 | -0,4 0,3 -0,2 0,2 -0,1 0,2 -0,2 | -0,2 | -0,7

Je n=10, D=-0,17, Sq=0,3195. Podle statistiky 7.21 vypocitame
T=0,17.(3:0,3195)=1,596.
Tabulkova hodnota tg2s. 9 = 2,262. Protoze 1,596 < 2,262, nulovou hypotézu piijimdme. Oba
pristroje méti stejné.
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7.4.2.5 Hypotézy o relativnich Cetnostech

Ho: p1 =p2
Pravdépodobnosti dané relativnimi cetnostmi w;, w; dvou nezavislych vybérii o rozsa-

zich ny, ny jsou si rovny.

Je-li p € (0,3; 0,7), volime statistiku

Z=(w, —wz):\/wl(ln_wl)JrWZ(ln_Wz) (7.22)
1 2

ktera ma N(0,1) rozdé€leni. Hypotézu piijimadme, kdyz Z € <-zy; Zy»> pro oboustrannou
hypotézu nebo Z € < -z, ; zo> pro jednostrannou hypotézu.
Je-li p ¢ (0,3; 0,7), volime statistiku

Z= (2.arcsin\/w71 —2.arcsin \/sz ): /i + 1 (7.23)
N Ny

se stejnymi kritickymi hodnotami jako v pfedchozim piipad¢.

Piiklad 7.10:

Ve dvou porostnich skupinach smrku bylo sledovano napadeni stromu vaclavkou. Ve
skupiné A bylo z 256 proverovanych stromii napadeno 151, ve skupiné B ze 195 stromii
napadeno 111 stromu. Lisi se porosty v pravdépodobnosti napadeni?

Provéfime hypotézu Hy :pa = ps. Protoze n > 40, wa = 151/256 = 0,590, wg
=111/195=0,569, tj. wa, wg € < 0,3; 0,7 >, tedy pouzijeme statistiku 7.22. Volime
a = 0,05.

Vypocteme

z= (0,590—0,569):\/

0,590.0,410 N 0,569.0,431
256 195

Protoze zpps=1,96 je z <z s, hypotézu pfijimame.
V obou porostech je pravdépodobnost napadeni vaclavkou stejna.

0,447

Priklad 7.11:
Pri kontrole dvou zasilek vyrobku bylo shledano, Ze v zasilce ze zavodu A bylo z 250

vyrobkii 28 mimo povolenou toleranci, v zdsilce ze zavodu B z 400 vyrobkit 35 mimo tole-
ranci. Lisi se vyroba zavodit A,B v ukazateli procenta nevyhovujicich vyrobkii?

Vystavme hypotézu  Hp: wa =wp proti  Hj: wa #wp
28
WA= o0 " 0,112¢(0,3;0,7),

Pouzijeme statistiku 7.23

/7= (Z.arcsin 0,112 — 2.arcsinq/0,0875): ,/ﬁ +ﬁ =0,0063
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pficemz kriticka hodnota je zp s = 1,96. Znamena to, Ze ptijimame zavér, Ze vyroba zadvoda
A a B se nelisi z hlediska procenta nevyhovujicich vyrobk.

7.4.3 Testy hypotéz o parametrech vice vybéri

V testovani hypotéz se pojmem vice vybérd mysli ,,vice nez dva®, tj. nasledujici testy
budou platné pro porovnavani 3 a vice vybéri. Je nutné zdiraznit, Ze pro testovani tii a vice
vybéri je neptipustné pouzivat opakované testy pro dva vybéry. Jestlize chceme napt. porov-
navat tfi vybérové priméry a testovat jejich shodnost, neni mozné pouzit postupné t-testu pro
porovnani prvniho s druhym, druhého se tietim a prvniho se tfetim. Diivodem k zamitnuti nu-
lové hypotézy o shod¢ je jeji nepiijeti v alespoil jedné kombinaci vybért. Z toho plyne hlavni
divod nepiipustnosti tohoto postupu - zvySovani pravdépodobnosti chyby 1. druhu. T-test je
konstruovan tak, ze pravdépodobnost chyby 1. druhu (hladina vyznamnosti o) je nastavena
napt. na 5 % pro dva vybéry. Je dokazano (viz napt. ZAR 1984), ze pokud bychom pouzili vy-
Se uvedenou kombinaci dvouvybérovych t-testi pro testovani shody tii pramért, vzroste
pravdépodobnost chyby I. druhu na 13%, pokud bychom tento postup aplikovali na 10 vybeé-
1, byla by pravdépodobnost chyby I. druhu jiz 63 % atd. Znamena to, Ze pro vétsi pocet vy-
bérti bychom témét jisté¢ zamitli nulovou hypotézu o rovnosti praimérii jednotlivych vybéra, i
kdyz by ve skutecnosti pochazely ze stejného zakladniho souboru. Je proto nutné zdaraznit,
ze pro testovani vice vybért je nutné pouzit specialni testy. V této kapitole budou probrany
podrobné testy pro rozptyly, odpovidajici testy pro stiedni hodnoty (tzv. analyza rozptylu)
budou pro svou ndro¢nost a rozsah probrany ve zvlastni kapitole ve II. dile skript.

7.4.3.1 Testy hypotéz o rozptylech

7.4.3.1.1 Pro vice vybéru stejiného rozsahu

chazi ze zakladnich souborii s rozptyly 012 = 05 =...... = a,f proti alternative, ze alespon

mezi dvema vybery existuje statisticky prikazny rozdil rozptylu.

Pro testovani této hypotézy se pouziva Cochrantv test, ktery ma testové kritérium:

_ maX(Slz,Sg,....Si)

k
XS
i=1

Q (7.24)

kde max(.) znamena maximalni hodnotu vyrazu v zavorce, v nasem piipadé je to tesy nejvyssi
hodnota vybérového rozptylu ze vSech porovnavanych.

Kritické hodnoty rozdé¢leni Q pro a, k, n-1 jsou tabelovany. Je-li vypocitana hodnota Q
mensi nez tabelovana hodnota qq; k, n-1, nulovou hypotézu nezamitame.
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7.4.3.1.2 Pro vice vybéra ruzného rozsahu

Hy 012 = G% = = Gi
Vice nez dva (obecné k) vybérovych souboru srozsahy n;, ny ..., ng a rozptyly
Sf,SZZ, ..... Si pochazi ze zdakladnich souborii s rozptyly 0'12 = 0'5 = = 0,? proti al-

«

ternative, ze alespon mezi dvéma vybeéry existuje statisticky prikazny rozdil rozptylu.

Jestlize maji vybéry riizny rozsah, pouzije se Bartlettiiv test s testovym kritériem

k
B= ln%{(n —k)logS* = (n; —1)log Slz} (7.25)

i=1

kden—in g -1 i(n 187, C=1+ 1 (i ! !
o n-kig ' . 3(k—1)ki:1ni—l n-k)
Statistika B ma4 za piedpokladu platnosti nulové hypotézy piiblizng 7 rozd&leni, kdyz
nj>6 pro i=1, .....k. Podminka pro n; musi byt splnéna, abychom test mohli pouzit. Pii vy-
poctu miizeme nejdiive vypocitat hodnotu B pro C = 1. Je-li vypocitand hodnota B mensi
nez kritickd hodnota, hypotézu pfijimame. Je-li B vétsi nez kriticka hodnota, pocitame ji

znovu pro vypocitanou hodnotu C. Kritickd hodnota pro statistiku B je ;(i 1

Priklad 7.12:

Pri vybéru vyskomeru k mereni vysek stromii na vyzkumné plose byla péti pristroji me-
rena vyska stejného stromu vzdy pétkrat. Z nameérenych hodnot byly vypocteny vybérové roz-
pyly St =0,11m%, S; =0,18m°, S; =0,39m>, S; =0,25m>, SZ = 0,32m". Je mozné pokladat

vSechny pristroje za stejné presné?

Rozptyly jsou mirou ptesnosti méfeni. Otdzce odpovida hypotéza o statistické nevy-
znamnosti rozdilt rozptyli. O souborech méteni mizeme predpokladat jejich normalni rozdé-
leni. K feSeni mtizeme pouzit Cochranliv test, protoze rozsahy vybéri jsou stejné.

0,39
Q =
1,25
Protoze plati, ze 0,312 < 0,544, nulovou hypotézu nezamitame. Rozdily mezi rozptyly
poklddame za ndhodné a pristroje za stejné presné.

=0,312, ztabulek q0,05; 5,4= 0,544.

Priklad 7.13:

Zahon 11Zahon 21Zahon 3Zahon dZahon 5 L7t vWzkumu nejvhodnéjsiho zpiisobu  zasti-
) i =5 50 X neni na vyskovy rust semendacku byly na 5

5 6.9 6.7 6.4 7.0 9.6 srovndvanych zahonech (na kazdém byl pou-
é 8,0 5.5 8.1 7.9 9,1 Zit jiny zpusob zastinéni) méreny vysky seme-
3 4,5 4,2 7,0 8,8 6,6 | nacki (udaje viz v tabulce vlevo). Tato uloha
g 7,5 4,7 8,0 9,6 1,7 | se resi analyzou rozptylu. Pro jeji pouZiti mu-
2 6,5 5,3 9,7 10,2 8.1 | sime nejprve urcit, zda miizeme predpokladat
= 6,5 4.4 3,2 8,2 8.4 homogenitu rozptylu v celém souboru. Zjiste-
> 8,5 7,5 5,8 , .

> > te Bartlettovym testem, zda tento predpoklad

pocet 7 8 7 9 8 plati.

g/’ 1,774 | 1,870 | 1,765 | 1,438 | 1,740

124



Nejprve vypotitame hodnoty n = 39, S* = 2,637 a dosadime do vztahu 7.25 (zatim ne-
pocitame hodnotu C, uvazujeme C = 1). Vysledkem je hodnota testového kritéria B = 3,32.
Tato hodnota je mensi nez kritickd hodnota x20,05;4 = 9,49, takze nemusime jiz pocitat C a
muzeme konstatovat, ze vSechny vybéry pochazi ze zdkladnich souborti se stejnymi rozptyly.

7.4.3.2 Testy hypotéz o stiedni hodnoté

Tuto problematiku feSi analyza rozptylu. Problematika této metodologie je velmi roz-
sahlé a slozita, proto bude probrana podrobné v II. dile tohoto ucebniho textu v samostatné
kapitole.

7.5 Neparametrickeé testy

Neparametrické testy se pouzivaji zpravidla v téchto ptipadech:

® pro velmi malé vybéry,

® pro vybéry pochazejici z vyrazné nenormalnich zakladnich souborti,

® pro vybéry pochdzejici ze zdkladnich soubori, jejichZ rozdéleni je neznamé.

Neparametrické testy jsou nezavislé na tvaru rozdéleni zakladniho souboru. Vychazeji z
velmi obecnych piedpokladi, zpravidla se pouze pozaduje, aby rozdéleni ndhodné veliCiny
bylo spojité.

Mezi hlavni vyhody neparametrickych testd patii:

® nezavislost na tvaru rozdéleni

e v mnoha pfipadech jsou pouzitelné jak pro kvantitativni, tak i pro kvalitativni znaky

e zpravidla maji jednoduchy vypocet

Hlavni nevyhodou neparametrickych testii patii mensi sila testd. K dosazeni stejné sily
testu oproti parametrickému testu je zapotiebi vétsi rozsah vybéru.

V nasledujicim textu si uvedeme nejbéznéjsi neparametrické testy. Jsou to vétSinou ne-
parametrické obdoby parametrickych testd sttedni hodnoty, které se nejcastéji pouzivaji..

7.5.1 Znaménkovy test pro jeden vybér

Testujeme hypotézu

Hy: Vybérovy soubor o rozsahu n pochazi ze zakladniho souboru se spojitym rozdélenim, je-
hoz median x5 se rovaad znamé hodnote C.

Medidn zde pouzivame jako robustni charakteristiku polohy, protoze nezndme typ rozdéleni

zakladniho souboru. Je to vlastné neparametrickd obdoba testu stiedni hodnoty pro jeden vy-

bér.

Vychéazime z poctu kladnych odchylek prvkl vybérového souboru od vybérového me-
dianu Z = x; - C (tedy ,,+* rozdily - proto znaménkovy test). Za predpokladu platnosti Hy ma
velicina Z binomické rozdéleni se stfedni hodnotou E(Z) = n/2 a rozptylem D*(Z) =
n/4.Testové kritérium

y=2~2"1 (7.26)
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ma v piipad¢ platnosti normalni aproximace normované normalni rozdéleni N (0,1).
Hypotézu Hy piijiméame, jestlize plati z,» <U <z _qp.

Piiklad 7.14:
Pri zkouSkach presnosti nového typu vyskomeru byla nékolikrat zmérena predem znama
vySka (20 m). Pri celkem sedmi mérenich byly dosazeny tyto vysledky:

Cislo m&feni 1 2 3 4 5 6 7
Naméfend vyska (m) | 20.5 | 19.4 | 18.9 | 21.1 | 20.6 | 20.8 | 20.2

Urcete, zda posuzovany vyskomer méri presnée.

Odpovéd’ na danou otazku bude kladna, jestlize rozdil stanovené vysky (20) a stfedni hodnoty
bude ndhodny (coz stanovime jako Hp). Vzhledem k malému poctu prvki vybéru pouzijeme
neparametricky znaménkovy test. Z =5, C =20, a = 0.05, potom testova statistika je

2:5-7 L 13

7

Kriticka hodnota Ug 975 = 1.96, tedy Hy nezamitdme. VySkomér miizeme povazovat za presny.

U=

7.5.2 Wilcoxoniiv test po dva vybéry

Je to neparametrickd obdoba t-testu. Vychazime z predpokladu, ze dva vybéry o rozsahu nj,
resp. n, ( kdy n; < ny) se spojitym rozdélenim maji distribucni funkce F;(x) a F»(x). Testujeme
hypotézu Hy o rovnosti téchto distribucnich funkei F;(x) = F»(x) oproti H; posunuti v poloze
Fi(x) = F» (x - A) pro vSechna redlna x a A > 0.
Vytvoiime sdruzeny vybér, tj. oba vybéry spojime do jednoho o rozsahu
N = n; + np.

Poté jednotlivym hodnotdm pfifadime poradova cisla (tj. vzestupné uspotadani 1,2, ..., N).
Pokud je né€kolik hodnot stejnych, dostavaji primérnou hodnotu svych potadi (napf. hodnoty
6, 3, 3, 2, 8 sefadime podle velikosti 2, 3, 3, 6, 8 s pofadovymi ¢isly 1,2.5, 2.5, 4, 5. Obé¢ stej-
né hodnoty - 3 - mély obdrzet poradova Cisla 2 a 3, dostaly tedy primérnou hodnotu - 2.5).
Pofadova ¢isla prvniho vybéru dostanou oznaceni Ryj, Ry, ..., R druhého vybéru Ry,

x,n

Ry2, ..., R . Vypocitame soulty

? Yiny

Tx = Rxl + sz + ... +Rxn
>
Ty=Ry +Rp+.+R .
Poté vypocitame

nl(n1 +1)_T

0y +1) g (7.28)

Pouzijeme testové kritérium
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U = min (Uy, Uy)
Je-1i hodnota U mensi nebo rovna kritické hodnoté U, (nalezneme ve specidlnich tabulkach
na zéklad¢ o a rozsahu obou vybérti), zamitame H.
Pti velkych rozsazich vybért, které nejsou tabelovany, se vypocita testové kritérium

Uy, ——-nn,
Up=—— 2 (7.29)
22 (0, +n, +1
1 oy 1)

které ma asymptoticky normalni rozdéleni N(0,1). Jestlize plati, ze | Uy | > 1, zamitame Hy.

Piiklad 7.15 (upraveno podle GROFIKA 1987):

Pri vyzkumu dvou provenienci smrku byl mimo jiné zkoumdm vyskovy riist. Nasledujici
tabulka uvadi vysky v cm pro obé provenience, které byly vysazeny na 5, resp. 6 plochach ve
srovnatelnych podminkdch.

Cislo plochy 1 2 3 4 5 6
Provenience I |340 |440 [310 (358 |401
Provenience II }350 (315 (405 |339 374 |380

Posudte, zda jsou mezi obema proveniencemi vyznamné rozdily ve vyskovém ristu.

Jde o posouzeni stejného problému jako u t-testu, tedy zkoumdme, zda rozdil mezi
sttednimi hodnotami obou vybeéri je statisticky vyznamny nebo neni.
Jako Hy zvolime tvrzeni o jejich rovnosti. Vzhledem k malému rozsahu obou vybérti a nezna-
losti jejich rozdéleni provedeme neparametricky Wilcoxondv test.
Zvolime hladinu vyznamnosti a = 0.05. Jako prvni krok vytvotfime z obou vybérovych soubo-
ri sdruzeny vybér, ktery uspotddame podle velikosti a jednotlivym hodnotam ptitadime pota-
di. Vysledek je v nasledujici tabulce:

Provenience I (x;) 310 340 358 401 440
Provenience 11 (yi) 315|339 350 374 1380 405
Potadi Ry 1 4 6 9 11
Poradi R, 2 |3 5 7 |8 10

Dale vypocitame pomocné vypocty a testové kritérium U:

Ty=1+4+6+9+11=31 T,=2+3+5+7+8+10=35

Ue=5.6+30 -31=14  U,=56+5 -35-16

Testové kritérium stanovime jako U = min(14,16) = 14. V tabulce Wilcoxonovy statis-
tiky najdeme Ugs.s6 = 3. Protoze 14 > 3, nezamitame H, a pfijimame zavér, ze ob¢ prove-
nience jsou stejné vyskove vyspélé.
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7.5.3 Wilcoxoniiv test pro parové hodnoty

Je to neparametricka obdoba parového t-testu. Testujeme hypotézu
Hy: Oba vybéry pochazeji z jednoho zdkladniho souboru.

Podobn¢ jako pii t-testu pro parové hodnoty vypocitdme rozdily (dj) mezi naméfenymi
hodnotami, které tvoii par. Hodnoty d; mohou byt zaporné, rovny nule nebo kladné. Hodnoty
nulové a jim odpovidajici pary hodnot pii dalSim postupu neuzijeme. Nenulové hodnoty seta-
dime podle velikosti (bez ohledu na znaménko) a ptitadime jim potfadové Cislo stejnym zpt-
sobem jako u Wilcoxonova testu pro dva vybéry. S piifazenymi poradovymi ¢isly pracujeme
jako hodnotami souboru.

K pfifazenym poradovym ¢islim potom pripiSeme znaménko ptislusné hodnoty. Kladné
hodnoty potadovych ¢isel a rovnéz zaporné hodnoty potadovych cCisel secteme.

Plati-1i nulova hypotéza, je rozdil mezi souctem kladnych a souc¢tem zapornych porado-
vych &isel minimalni. Cim vice se oba vybéry od sebe lisi, tim vétsi je rozdil obou soudti.

Oznacime-li mensi hodnotu obou soucti pismenem W a plati W < W, ,, kde W, je kri-
tickd hodnoty stability W pfi platnosti Hy pro mez vyznamnosti a a pocet nenulovych dife-
renci n, nulovou hypotézu nepiijimame.

Tabulky W, » jsou v ucebnicich uvadény do rizného poctu n (25 az po 65). Pii vétsim
poctu nenulovych diferenci, nez je uvedeno v tabulkach, postupuje se nasledovné:

Vypocita se hodnota statistiky

W - ln(n +1)
U = 4 (7.30)

’ \/214n(n 1) 2n+1)

Statistika U,, ma asymptoticky normované normalni rozdéleni N(0,1). Je-li tedy

U, |<z, (7.31)

nulovou hypotézu Hy pfijimame na hladin¢ vyznamnosti, ktera se asymptoticky blizi a.

Priklad 7.16:

Pro posuzovani stupné kvality urcitého vyrobku byli urceni dva odbornici. Bylo ovéro-
vano, zda se jejich subjektivni hlediska lisi vyznamné nebo jen nahodné. Na zkusebnim vzorku
15 vyrobkui hodnotili oba kvalitu poctem bodii od 0 do 10. Vysledky hodnoceni jsou v tabul-
ce 7.6 spolu s naslednym zpracovanim.

n=10; a=0,05, W=22)5 > Wo0s.10=8
Nulovou hypotézu nezamitame. Oba odbornici se pfi hodnoceni vyznamné nelisi.

7.5.4 Testy shody

Oznacuji se tak testy hypotéz o shod¢ rozdéleni. Testuje se, zda vybér pochazi z urcité-
ho zakladniho souboru se zndmym teoretickym rozdélenim (hustotou pravdépodobnosti).
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Cislo Hodnoceni d Poradi d;
vzorku A B ! + + _

1 8 7 +1 1 2,5

2 7 9 -2 5 7,5
3 10 9 +1 2 2,5

4 9 8 +1 3 2,5

5 7 7 0

6 6 6 0

7 8 7 +1 4 2,5

8 9 7 +2 6 7,5

9 6 8 -2 7 7,5
10 8 8 0

11 7 9 -2 8 7,5
12 10 8 +2 9 7,5

13 9 9 0

14 7 5 +2 10 7,5

15 5 5 0

Soucet poradi 32,5 22,5

Tabulka 7.6 — Zadani piikladu 7.16 a pomocné vypocty (stanoveni poradi)

7.5.4.1 )jz - test pro jeden vybér

M¢gjme urcité experimentalni rozdéleni dané Cetnostmi n.; (dané napf. tfidénim souboru
do tfid, potom n; jsou absolutni tfidni Cetnosti). Uvazujme urcité teoretické rozdéleni, které
povazujeme za model pro experimentalni vybér, s teoretickymi ¢etnostmi no; (napf. normalni
rozdéleni, ale mize byt i jakékoli jiné). Vyslovme hypotézu
Hy: Cetnosti n.; a n,; se lisi pouze nahodné.

Pro ovéteni této nulové hypotézy pouzivame kritérium

k —n . P
XZ — Z (nel 1/101) (732)
i=1 Ny

Testovaci kritérium ma rozd&leni x” s f'stupni volnosti. Hodnota f zaleZi na nasledujicim

pravidlu:

e f=k—1,kdekjepocettiid, za predpokladu, Ze zname parametry teoretické¢ho roz-
déleni v zdkladnim souboru (napf. pro normalni rozdéleni stiedni hodnotu a rozptyl
zakladniho souboru)

e f=k -1 - ¢, kde c je poCet parametra teoretického rozdéleni (napft. 2 — sttedni
hodnota a rozptyl - pro normdlni rozdéleni, 1 - A - pro Poissonovo apod.) a uvazuje
se tehdy, jestlize parametry teoretického rozd€leni nezname a pouze je odhadujeme
na zaklad¢ vybérovych charakteristik (napf. nezndme parametry g a ¢ pro normalni
rozd&leni a aproximujeme je pomoci vyb&rovych charakteristik X a s%).

Pii aplikaci y* testu je nutno respektovat podminky, za kterych jej Ize pouzit:

a) pi1 k =2 nesmi byt nyi< 5,

b) pfi k > 2 nema byt vice nez 20% n,i < 5 a zZddnd mensi nez 1.
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Nevyhovuji-li nékteré Cetnosti této podmince, I1ze sloucit sousedni tiidy tak, aby pod-
mince bylo vyhovéno. Cislo k& je potom rovno novému poctu tiid po slouceni.

Hypotézu Hy pfijimame, kdyz szyp < Xi,f

Piiklad 7.17:
V porostu borovice bylo zmereno 98 vysek a roztrideno do 2 m trid. ReSila se otdzka,
zda pro rozdeleni vysek v porostu je vhodnym teoretickym modelem normdlni rozdeleni.

Vypocitaly se teoretické Eetnosti normalniho rozdéleni pro p=28,1 ma o° = 7,24 m’,
stanovila se hypotéza o shodé rozdéleni a pouzilo se kritérium7.32. Hladina vyznamnosti
a = 0,05.

i 1 2 3 4 5 6 7 8
h; 22 24 26 28 30 32 34 36
Nei 2 9 22 31 22 9 2
Noi 2 9 21 29 23 10 3 1

Vzhledem k tomu, Ze zadani pfikladu nevyhovuje podmince, Ze nejvyse 20 % tiid mize
mit cetnost mensi nez 5 (podle tohoto pravidla mohou mit v nasem ptipadé pouze 2 tfidy Cet-
nost mensi nez 5), slou¢ime dohromady ttidy 1 + 2 a tfidy 6 + 7 + 8, ¢imz ziskame novou ta-
bulku (je nutno znovu vypocitat i teoretické cetnosti normalniho rozdéleni):

N 11 22 31 22 12
Noi 11 21 29 23 14

0,00 0,05 0,14 0,04 0,29

Vzhledem k tomu, Ze parametry normalniho rozdéleni byly odhadnuty pomoci vybérovych
charakteristik, je pocet stupiii volnosti f=k—-1-c=5-1-2=2.
2 2
x- = 0,52; X0.05:2 = 6,0
Hypotézu o ndhodnych rozdilech Cetnosti pfijimame. Normalni rozdéleni o parametrech
p=281m a o =724m’ je vhodnym modelem rozd&leni vysek ve 2 m tfidach.

7.5.4.2 Kolmogoroviiv-Smirnovoviiv test pro jeden vybér

Tento test se pouziva ke stejnému ucelu jako predchozi, ale ma vyhodu v tom, Ze neni
omezen riiznymi podminkami pouZiti jako x> test. Proto se v pfipadé nesplnéni podminek
testu doporucuje pouzit Kolmogoroviiv-Smirnovoviv test pro jeden vybér. Testuje se opét
hypotéza
Hy: Cetnosti n., ny; se lisi pouze nahodné.

Testovaci kritérium ma tvar

1
D, = —max|N, — N|,
n

(7.33)
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kde N¢j, Noi znaci hodnoty tfidnich souctovych Cetnosti, n je rozsah celého souboru. Vyraz
max | . | znagi nejvyssi (maximalni) absolutni hodnotu rozdilu souctovych cetnosti experimen-
talnitho a modelového rozd¢leni.

Veli¢ina D; ma své specialni rozdéleni, zavislé na rozsahu vybéru n. Kritické hodnoty
D; pro a =0,05 a 0,01 jsoupro n<40 tabelovany. Pro n > 40 se pocitaji podle ptibliz-

ného vzorce
I | 1, «a
D, = |—In— 7.34
1,a /1,1 7 7 ( )

Hypotézu o shodnosti rozdéleni pfijimame, kdyz D; <Dy .

Piiklad 7.18:
Overime vysledek prikladu 7.17 pomoci Kolmogorov — Smirnovova testu:
i 1 2 3 4 5 6 7 8
Nei 2 11 33 64 86 95 97 98
Noi 2 11 32 61 84 94 97 98
| Nei-Noil | 0 0 1 3 2 I 0 0

max | Nei-Noi| = 3;D; =3:98=0,031.
D1;0,05 = 1,36. (1/\/98) = 0,137 . Dy < DI;O,OS .
Nulovou hypotézu piijimame, oba testy shody podaly stejny vysledek.

7.5.4.3 Kolmogorovity - Smirnovoviy test pro dva vybéry

Dvouvybérové testy se pouzivaji tehdy, jestlize porovnavame dvé vybérova (experi-
mentélni) rozdé€leni (nikoli vyberové a teoretické rozdéleni jako v ptipadé jednovybérovych
test shody). Testuje se hypotéza
Hy: Cetnosti dvou vybérovych rozdéleni se statisticky vyznamné nelisi.

Pouziva se testové kritérium

D, =max| Wy;-Wa;l, (7.35)

kde Wy, W»; jsou relativni kumulativni tfidni ¢etnosti 1. a 2. souboru. Hypotézu ptijimame,
kdyi D; < Dz;a .

Kolmogorov - Smirnovilv test pro dva vybéry miizeme pouzit v téchto ptipadech.

a) n; = ny < 40; pii malych vybérech musi byt n; = ny.

b) n; > 40, n; > 40, mize byt n;#n;,

Kritické hodnoty D, o pro pfipad a) jsou tabelovany, pro piipad b) se pocitaji ze vzorce

D,, = \/—llng \/w—nz (7.36)

Piiklad 7.19:

Ve dvou porostech byly mereny vycetni tloustky ve 4-cm tloustkovych tridach. Zjisténé
pocty v jednotlivych tloustkovych tridach jsou uvedeny v tabulce 7.7 . Posudte, zda lze rozde-
leni tloustek v obou porostech povazovat za shodné.

131



v, L . s . ...| Relativni souétové Rozdily

CVISIO .| Tloust’kova Fetnosti v tlouStkove trid Cetnosti relativnich
tloust’kové Y e s

v trida souctovych

tridy Porost I Porost II | Porost I | Porost I1 N ,

Cetnosti

1 18 8 5 0,048 | 0,029 0,019

2 22 16 7 0,145 0,070 0,074

3 26 25 18 0,295 0,175 0,120

4 30 31 25 0,482 0,322 0,160

5 34 38 48 0,711 0,602 0,109

6 38 24 42 0,855 0,848 0,007

7 42 12 15 0,928 0,936 - 0,008

8 46 6 5 0,964 | 0,965 - 0,001

9 50 4 5 0,988 | 0,994 - 0,006

10 54 2 1 1,000 1,000 0,000

Tabulka 7.7 — Zadani prikladu 7.19 a pomocné vypocty

K feseni Ulohy pouZijeme testové kritérium 7.35, které vlastné spocivd ve vybrani nej-

vEtsi absolutni hodnoty rozdilu mezi relativnimi souctovymi ¢etnostmi porovnavanych rozdé-
leni. Je to hodnota D, = 0,160 (v tabulce 7.7 je vyznaena Sed¢). Tuto hodnotu porovname
s kritickou hodnotou podle vztahu 7.36, kde za o dosadime 0,05 a zan; = 166, n, = 171.

Vysledna hodnota D, , = 0,15 je mensi nez hodnota 0,16, tedy nulovou hypotézu zami-

tame. Oba porosty maji jiné rozdéleni Cetnosti tloustek.

7.5.5 Dixontuv test extrémnich odchylek

Je to neparametricka obdoba Grubbsova testu. Zakladem je uspotfadani souboru podle

velikosti.

Je-1i extrémni nejveEtsi hodnota, je testovaci kritérium tvaru

Je-1i extrémni nejmensi hodnota, je kritérium

Kritické hodnoty Q,q = Qi pro Dixonlv test vyhleddme ves specialni tabulce.

X

Qn:

X

Q=

an—X

n—1

Xy =X

Xn — X

5. Nulova hypotéza se zamitd kdyZz Q; > Qg resp. Qn > Qn-

(7.37)

(7.38)
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Piiklad 7.20:
Ukol prikladu 7.4 vyresime Dixonovym testem.

@=0,05  Qso05=0,642
2,14-1,86
= 2000 ,683
Qs 2,14-1,73

0,683 > 0,642 se stejnym zavérem jako u piikladu 7.4 - hodnota 2,14 je extrémni.

7.5.6 Testy nahodnosti

Testujeme hypotézu
Hy: Prvky vybéru jsou nezavisle.

Neparametrickd verze testu ndhodnosti — tj. testu nezéavislosti jednotlivych prvkl vybéru
— je zalozena na tzv. bodech zvratu. Rekneme, Ze &islo x; (2 < i < n — 1) se nazyva bodem
zvratu v posloupnosti riiznych ¢isel x;, Xz, ..., Xy, jestlize plati bud’ x;;< X; > Xj:; nebo
Xi-1 > Xi < Xj+1, tedy body zvratu jsou takové hodnoty, kde se méni trend hodnot, tj. po stoupa-
jicich hodnotach nasleduji klesajici nebo naopak. Body zvratu jsou vyznaceny na obrazku 7.6
ramecky.

Pouziva se testové kritérium

2n-4
z_2n
U= 3 (7.39)
16n—-29
90
které ma pro velké vybéry (teoreticky pro n — o0) asymptoticky normované normalni rozd¢-

leni N(0O,1). Jestlize |U < Zo/, potom piijimédme nulovou hypotézu, tedy zavér, ze prvky vy-
béru jsou nezavislé.

Priklad 7.21:
Ovérime nezavislost prvkit vybéru z kapitoly 4.5 (Porost 1) podle testu bodui zvratu.

Jedna se o vybér 60 prvki (méfenych tlousték stromil), jehoz body zvratu jsou na ob-
razku 7.6 (body, u nichz jsou ¢isla v rdmecku, tedy ,,hroty* grafu).

Z tohoto obrazku vyplyva, ze bohii zvratu je celkem 38, tedy Z = 38 a n = 60. Dosadime
do vztahu 7.39 a ziskame vyslednou hodnotu U = -0,207. Vzhledem k tomu, Zze absolutni
hodnota U je mensi neZ kritickd hodnota zp s = 1,96, pfijimdme nulovou hypotézu a prohla-
sime prvky tohoto vybéru za nahodné.
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jednotlivé méfené hodnoty

37.6| (373 37.7
R s 36.0
. 354
323 < 33.6 33.14 32.2
% 6321832 303 R
. &31.1 R R d :
1) ' 30.8 & £20 4 29.f
E1y A 427.7% 27.8 5 Y Y
v b X ¢ 27.0 3 8267 4265
267 25.7% 26.4 g —
234 24.8 < ’ 6238 O .
% . 23.9 23.9
4 )
21.7 22.0 <
20 - 20.9
15+
10 +
5,
0
- m e D 2 2 2 253 348 488 3 858 85 aF e 5 e s 0852

poi‘adi hodnot ve vybéru

Obrazek 7.6 — Body zvratu (vyznaceny Cisly v ramecku) pro data piikladu 7.21
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