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Úvod

Analýza kovariance je metoda, která kombinuje vlastnosti a užití analýzy rozptylu (ANOVA) a regresní analýzy (RA). Je nutné si uvědomit, že ANOVA i RA jsou dvě formy obecného lineárního modelu, přičemž obě předpokládají, že závislá proměnná (vysvětlovaná, „Y“) je náhodná spojitá veličina a liší se v předpokladu o vlastnostech nezávislé (vysvětlující, „X“) proměnné (proměnných) – v případě Anovy to je kategoriální proměnná (např. třídění do určitých „skupin“, „úrovní faktoru“, apod.), v případě RA to je také spojitá proměnná. Základní myšlenkou kovarianční analýzy je rozšíření modelu analýzy rozptylu s jedním nebo více kategoriálními faktory na mo​del, který navíc obsahuje kontrolovatelné (nejlépe kvantitativní spojité) proměnné, které rovněž mají vliv na hodnoty vysvět​lované či vysvětlovaných proměnných.
Cílem analýzy kovariance je očištění studované závislosti vysvět​lované (měřené) proměnné na zvolených faktorech od „zavádějícího“ působení dopro​vodných vlivů (označovaných jako kovariáty). Působení doprovodných proměn​ných na vysvětlované proměnné je sice podstatné, ale není v dané úloze přímým předmětem zájmu (Hebák, Hustopecký, Malá 2005).

Formulace modelu

V analýze kovariance se uplatňují následující proměnné:

1.  Jedna nebo několik vysvětlujících proměnných – faktorů,  které mají S úrovní, např. pro faktor A úrovně A1, A2, ..., AS, přičemž stejně jako v analýze rozptylu jde obvykle o kategoriální proměnné.

2.  Jedna nebo více vysvětlovaných proměnných Y1; Y2, ..., Yp,  jejichž  závislost na faktoru či faktorech chceme prokázat.

3.  Jedna nebo více doprovodných proměnných (také kontrolovaných pro​měnných - kovariát) Xl; X2, ..., Xq, které zahrnujeme do modelu a počítáme s nimi zejména proto, abychom závislost vysvětlovaných proměnných na fakto​rech očistili od jejich vlivu.

Základní model si popíšeme na nejjednodušším příkladu – uvažujeme jeden faktor A, jednu měřenou (vysvětlovanou) proměnnou Y a jednu doprovodnou proměnnou (kovariáty) X.  Jejich vzájemný vztah vyjadřuje model
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 člen (h vyjadřuje analýzu rozptylu, člen  GOTOBUTTON ZEqnNum206976  \* MERGEFORMAT  vyjadřuje regresní část modelu.

Pokud známe parametr (, můžeme „očistit“ vliv faktoru A na vysvětlovanou proměnnou Y od vlivu doprovodné proměnné (kovariáty) X tím, že vypočítáme opravené („očištěné“) hodnoty y*hi
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 vyplývá, že analýza kovariance je vlastně analýza rozptylu (ANOVA) pro opravené hodnoty vysvětlované proměnné Y.  Opravená hodnota je vlastně měřená hodnota yi přepočítaná na průměrnou hodnotu kovariáty  GOTOBUTTON ZEqnNum125479  \* MERGEFORMAT , jak schematicky znázorňuje obr. 1. Bílé kroužky představují původní měřené hodnoty y, plná čára je regresní přímka závislosti Y na kovariátě X, čárkované čára představuje průměrnou hodnotu kovariáty, černými kroužky jsou znázorněny opravené hodnoty y*i. Podstatou analýzy kovariance je to, že původní hodnoty (nebo původní výběrové průměry pro jednotlivé úrovně faktoru A) pomocí regresního vztahu mezi Y a X „standardizujeme“ na úroveň průměrné hodnoty doprovodné proměnné X.
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Obr. 1 – Schématické znázornění vztahu mezi původními a opravenými hodnotami.

Rozdíl mezi hodnocením vlivu jednotlivých úrovní faktoru A pomocí analýzy rozptylu (ANOVA) a analýzy kovariance (ANCOVA) ukazují schématické obrázky na obr. 2 (podle Hebák, Hustopecký, Malá 2005). Při porovnání obou metod si uvědomíme, že zatímco při analýze rozptylu uvažujeme v jednot​livých skupinách kolísání kolem průměru, při analýze kovariance uvažujeme kolísání kolem regresní přímky. V grafu je regresní přímka vyjadřující obecnou regresi Y na X naznačena plnou čarou a regresní přímky vyjadřující vnitroskupinovou regresi Y na X čárkovaně.

Vlevo nahoře analýza rozptylu prokáže rozdíl v úrovni Y v jednotlivých skupinách vzniklých tříděním podle A, tj. závislost Y na A. Zahrnutí X do analý​zy nemůže tento závěr nijak ovlivnit, protože Y zřejmě s X nesouvisí, analýza kovariance je zbytečná.

Vpravo nahoře analýza rozptylu zřejmě neprokáže závislost Y na A. Očiš​tění od X, tedy přechod na y*, povede k prokázání závislosti. Rozpor je způso​ben interakcí A a X, tedy nerovnoměrným obsazením skupin podle úrovně X.

Vlevo dole analýza rozptylu prokáže závislost Y na A, zatímco analýza kovariance nikoli. Jde o případ opačný k situaci v bodě b) a rozpor je opět dů​sledkem interakce A a X.

Vpravo dole analýza rozptylu neprokáže závislost Y na A. Analýza kova​riance je ve standardní podobě nemožná pro neshodu regresí v jednotlivých skupinách (viz následující kapitola o podmínkách analýzy kovariance).


Obr. 2 -  Znázornění různých situací v analýze kovariance (vztah kategoriální proměnné a spojité proměnné). Vysvětlení viz v textu.(podle Hebák, Hustopecký, Malá 2005)

Předpoklady analýzy kovariance

Základní postupy  analýzy kovariance lze použít za splnění těchto podmínek:

1. Nezávislost výběrů (skupin), do nichž se výběrový soubor rozpadá. 
2. Normální rozdělení vysvětlované proměnné Y ve všech základních souborech, ze kterých byly pořízeny zkoumané výběry (tj. mezi všemi úrovněmi faktoru A).
3. Homoskedasticita, tedy shodné rozptyly, ve všech základních souborech, ze kterých byly pořízeny zkoumané výběry (tj. mezi všemi úrovněmi faktoru A).
4. Lineární závislost Y na X
5. Shoda regresních koeficientů, neboli rovnoběžnost regresních přímek, pro všechny úrovně faktoru A.

První tři podmínky jsou stejné jako u analýzy rozptylu (ANOVA). Čtvrtá a pátá podmínka je specifická pro analýzu kovariance. Obr. 3 (podle Sokal, Rohlf 1995) ukazuje možné varianty regresních modelů pro 4 úrovně faktoru A. Obrázek A ukazuje neshodné modely (pro každou úroveň faktoru A platí jiný model, což je způsobeno interakcí mezi kovariátou a jednotlivými úrovněmi faktoru A), obrázek B ukazuje rovnoběžné regresní modely, což je případ analyzovatelný pomocí analýzy kovariance (jedná se o stejný model, pouze systematicky posunutý). V případě A je pokaždé vztah mezi Y a X jiný, nelze proto pomocí jednoho modelu na základě znalosti X odvodit hodnotu Y (existují postupy, jak řešit i tyto složitější případy –  např. Wilcoxova modifikaci Johnsonova – Neymanova postupu, která testuje rozsah kovariáty, pro kterou jsou výběrové průměry rozdílné  - viz Quinn, Keough 2002).
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Obr. 3 – Schématické znázornění různoběžných (A) a roznoběžných (B) modelů závislosti mezi Y a X pro čtyři různé úrovně faktoru A (Sokal, Rohlf 1995)

Ideálně splněné podmínky pro analýzu kovariance (pro dvě úrovně faktoru A) ukazuje obr.4.
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Obr. 4 -  Grafické znázornění ideálně splněných podmínek analýzy kovariance pro dvě úrovně faktoru A (Hebák, Hustopecký, Malá 2005)

Postup analýzy kovariance 

1. Analýza základních předpokladů – normality, nezávislosti a homoskedasticity jednotlivých výběrů. Toto se prování pomocí standardních testů normality (např. D’Agostinův, Jarque-Berrův, Shapiro-Wilkův apod..) a shody rozptylů (např. Bartletův, Cochranův nebo Levenův test).

2. Zjistíme, zda mezi závislou (vysvětlovanou) proměnnou Y a předpokládanou kovariátou X je v rámci jednotlivých výběrů významný vztah (zda je lineární regresní model významný)

3. Zjistíme, zda lineární modely pro všechny úrovně faktoru jsou paralelní, tj. testujeme hypotézu H0: (1 = (2 = … = (s. Pokud tuto hypotézu nezamítneme, můžeme použít analýzu kovariance. Pokud je hypotéza zamítnuta, používají se jiné postupy (viz odkaz v kap. „Předpoklady analýzy kovariance“).

4. Provedeme vlastní analýzu kovariance, tj. srovnáváme nikoli původní průměry, ale průměry opravené (na průměrnou hodnoty kovariáty).

Příklad použití

Při výzkumu obsahu různých prvků v půdách byla zkoumána mj. koncentrace arzénu v půdách ze čtyř lokalit (A, B, C a D). Vzhledem k tomu, že se předpokládalo, že obsah arzénu velmi úzce souvisí s obsahem hliníku, byla ve vzorcích stanovena také koncentrace hliníku. Úkolem analýzy je stanovit, zda obsah arzénu v půdách je v jednotlivých lokalitách odlišný a zda souvisí také s koncentrací hliníku. Data jsou v tab.1 (data převzata z http://ifasstat.ufl.edu/statisticalmethods/Lectures.html, v datech byla provedena logaritmická transformace).

	Metoda
	Arzén (ln)
	Hliník (ln)

	A
	0.76750
	3.29981

	A
	1.28450
	3.73881

	A
	0.11780
	2.63297

	A
	-0.18700
	2.44848

	A
	0.21580
	2.82478

	B
	0.54770
	3.76362

	B
	1.03770
	4.61291

	B
	0.97710
	4.40632

	B
	0.16730
	3.49930

	B
	-0.26190
	3.25862

	C
	0.52400
	4.07273

	C
	0.62730
	4.11401

	C
	1.10480
	4.59195

	C
	1.08860
	4.51860

	C
	-0.14060
	3.38382

	D
	-0.59480
	4.10849

	D
	0.49080
	5.11999

	D
	0.30530
	4.85562

	D
	0.22810
	4.62975

	D
	0.03490
	4.72006


Tab.1 – Data příkladu

Veškeré výstupy v tomto příkladu jsou provedeny v Excelu 2000 CZ a ve statistickém programu STATISTICA 7.1 CZ

Úloha, zkoumající rozdíly v koncentraci arzénu na jednotlivých lokalitách, je klasická úloha jednofaktorové analýzy rozptylu (ANOVA). Pokud neuvažujeme vliv doprovodné proměnné (v našem případě obsahu hliníku), tak tato metoda zkoumá čistě rozdíly středních hodnot obsahu arzénu základních souborů, ze kterých byly realizovány naše výběry A – D. 

Nejdříve ověříme předpoklady normality a homogenity rozptylů (tyto předpoklady jsou splněny) a ANOVA dává výsledky, které jsou uvedeny v tab. 2. Stejně jako u všech ostatních testů v tomto příkladu předpokládáme hladinu významnosti ( = 0.05. Vidíme, že p-hodnota 0.42 je vyšší než ( = 0.05. Výsledkem je závěr, že nulovou hypotézu o rovnosti středních hodnot nemůžeme zamítnout, tedy předpokládáme, že obsah arzénu v půdě je na všech lokalitách  stejný.

	Zdroj variability
	SČ
	Stupně volnosti
	PČ
	F
	p

	Lokalita
	0.807713
	3
	0.269238
	0.99813
	0.419032

	Chyba
	4.315883
	16
	0.269743
	 


Tab. 2 – Výsledek jednofaktorové analýzy rozptylu

Tento výsledek v názorné grafické podobě ukazuje obr. 5, kde jsou znázorněny průměry a jejich intervaly spolehlivosti (IS) pro jednotlivé lokality. Je zřejmé, že IS se navzájem překrývají a tedy není možné vyloučit hypotézu, že střední hodnoty všech základních souborů, z nichž pocházejí analyzované výběry, jsou stejné. 
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Pokus budeme modelovat vztah mezi obsahem arzénu a obsahem hliníku pro celý soubor (tj. bez ohledu na jednotlivé lokality), vychází sice relativně silný vztah, ale na hladině významnosti ( = 0.05 nemůžeme zamítnout nulovou hypotézu o nevýznamném modelu (p = 0.09) – viz obr. 6.
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 = 0.1464;  r = 0.3826; p = 0.0960;  y = -0.5892 + 0.256*x

Obr. 6 – Regresní model vztahu mezi obsahem arzénu hliníku

Pokud bychom tedy použili „klasickou“ jednofaktorovou ANOVu a jednoduchou regresi, dospěli bychom k názoru, že mezi jednotlivými lokalitami není významný rozdíl v obsahu arzénu v půdě a mezi obsahem arzénu hliníku není statisticky významná závislost.

Nyní se podíváme na to, jestli tento závěr může opravit analýza kovariance, kdy budeme zkoumat i vliv doprovodné proměnné (kovariáty) v jednotlivých úrovních posuzovaného faktoru (lokality).

Nejdříve si uděláme kategorizovaný graf, tj. graf lineárních regresních modelů pro jednotlivé úrovně faktoru (tj.  pro lokality A – D). Graf je na obr. 7.
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Obr. 7 – Kategorizovaný  graf regresních modelů vztahu mezi obsahem arzénu a hliníku pro jednotlivé lokality
Z obr. 7 je vidět, že regresní modely pro jednotlivé lokality jsou statisticky významné, což potvrzují jejich testy významnosti, jak ukazuje následující přehled:

Metoda: A    r2 = 0.9940;  r = 0.9970; p = 0.0002;  y = -2.8759 + 1.1093*x
Metoda: B    r2 = 0.9389;  r = 0.9690; p = 0.0065;  y = -3.0853 + 0.9157*x
Metoda: C    r2 = 0.9952;  r = 0.9976; p = 0.0001;  y = -3.7361 + 1.0582*x
Metoda: D    r2 = 0.9179;  r = 0.9581; p = 0.0102;  y = -4.9430 + 1.0745*x
 Je také zřejmé, že sklony přímek jsou velmi podobné. Musíme tedy testovat, zda je možné považovat sklony přímek za statisticky shodné, tj. zda platí hypotéza H0: (A = (B =(C = (D. Výsledek testu je uveden v tab. 3.

	Zdroj variability
	SČ
	Stupně volnosti
	PČ
	F
	p

	Lokalita
	0.103643
	3
	0.034548
	2.8695
	0.080701

	Hliník (ln)
	3.818579
	1
	3.818579
	317.1733
	0.000000

	Interakce Lokalita*Hliník (ln)
	0.026398
	3
	0.008799
	0.7309
	0.553182

	Chyba
	0.144473
	12
	0.012039
	 
	 


Tab.3 – Výsledky testu shody sklonu regresních přímek pro jednotlivé lokality

Z výsledků uvedených v tab. 3 jsou důležité hlavně řádky „Hliník“ a „Interakce“, které je možné interpretovat následujícím způsobem – existuje statisticky průkazný vztah mezi obsahem arzénu a hliníku pro jednotlivé lokality (p= 0.000) a zároveň není významná interakce mezi jednotlivými lokalitami a modelem vztahu arzén-hliník (p = 0.553). To znamená, že model vztahu arzén-hliník je pro všechny lokality stejný, jinak řečeno, přímky lze v základním souboru považovat za paralelní. Pokud by byla interakce významná, pak by pro každou lokalitu existoval jiný model (s jiným sklonem, tj. s různou intenzitou vztahu mezi arzénem a hliníkem).

Z tabulky 3 vyplývá, že nejdůležitější podmínky pro analýzu kovariance jsou splněny a je možné ji provést. ANCOVA se od ANOVy liší tím, že porovnáváme nikoli původní průměry, ale průměry opravené (tj. přepočítané na průměrnou hodnotu kovariáty). Výsledky jsou v tab. 4.

	Zdroj variability
	SČ
	Stupně volnosti
	PČ
	F
	p

	Hliník (ln)
	4.145012
	1
	4.145012
	363.8726
	0.000000

	Lokalita
	4.202803
	3
	1.400934
	122.9819
	0.000000

	Chyba
	0.170871
	15
	0.011391
	 
 


Tab. 4 – Výsledky analýzy kovariance

Z tab. 4 zjistíme, že jak vliv kovariáty, tak rozdíly mezi opravenými průměry jsou statisticky významné (obě p = 0.000). Výsledek potvrzuje graf na obr. 8 znázorňující jejich IS, které jsou zřetelně odlišné. také je vidět, nakolik započítání vlivu doprovodné proměnné zúžilo IS.

Závěrečné obr. 9 a 10 ukazují graficky rozdíl mezi hodnocením shody středních hodnot prováděných pomocí analýzy rozptylu (ANOVA) a analýzy kovariance (ANCOVA). Obr. 9 ukazuje původní, neopravené průměry (jejich poloha na číselné ose je ukázána šipkami) pro jednotlivé lokality. Obr. 10 ukazuje situaci používanou v analýze kovariance. Silná svislá čára představuje průměr kovariáty (obsahu hliníku) = 3.9. Zde neposuzujeme původní průměry (znázorněné slabými šipkami), ale opravené průměry (silné šipky). Vidíme, že nejvíce se změnily průměry pro lokalitu A a D.  
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Obr. 8 – Porovnání průměrů a jejich intervalů spolehlivosti u analýzy kovariance 
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Obr.9 – Průměry porovnávané analýzou rozptylu
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Obr. 10 – Opravené průměry porovnávané u analýzy kovariance (silné šipky)
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