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Úvod

Zpracování vícerozměrných dat, kdy na jednom objektu je měřeno zároveň více veličin, nabývá v současnosti na významu, a to ve všech oborech – v chemii, lékařství, biologii, ekonomice a mnoha dalších. Teoretická podstata těchto technik je známa již velmi dlouho, ale praktickému rozšíření bránily technické překážky – hlavně obrovský objem náročných maticových operací. Rozvoj výpočetní techniky odstranil tuto nesnáz a umožnil rutinní využití vícerozměrných metod, jejichž znalost se tak v současné výzkumné i průmyslové praxi  stává nezbytnou. Pro jejich korektní použití – a platí to obecně pro všechny statistické metody – je nutné položit důraz je především na správné pochopení podstaty metody, podmínek jejího použití a interpretace výsledků (což jsou faktory, které za analytika počítačový program nevyřeší – ten pouze provede rutinní výpočty).

Analýza rozptylu (ANOVA) patří mezi nejpoužívanější statistické techniky. Je to souhrnný název pro skupinu velmi účinných metod, jejichž společnou myšlenkou je rozklad celkové variability na složky, které lze přisoudit jednotlivým příčinám variability. Cílem je porovnání úrovně studované kvantitativní proměnné v několika skupinách, do nichž se základní soubor rozpadá. Třídícím kritériem pro rozčlenění základního souboru na skupiny je jedna nebo více proměnných nominálního typu. 

Jednorozměrná ANOVA (kdy je kvantitativní – měřenou, závislou – proměnnou jednorozměrná veličina) je široce používaná a je „povinnou“ součástí všech statistických programů (a v základní implementaci i nestatistických – např. Excelu). Naopak vícerozměrná varianta – MANOVA (Multivariate Analysis of Variance) zdaleka není tak rozšířenou variantou a je obsažena pouze v rozsáhlejších a kvalitnějších statistických programech. Přitom  její použití není těžké (vzhledem k tomu, že technicky obtížné maticové operace zvládne program) a v principu se od jednorozměrné Anovy neliší.

MANOVA se liší tím, že závislá (kvantitativní) proměnná  je vícerozměrná (na každém měřeném objektu měříme zároveň více znaků). Je vlastně rozšířením techniky používané pro porovnání dvou výběrů,  Hotellingova T2 testu, na více než dvě skupiny, stejně jako je  jednorozměrná ANOVA zobecněním t-testu na více skupin. 

Tento příspěvek si klade za cíl upozornit na možnosti využití vícerozměrné analýzy rozptylu, a to především  v klasické faktoriální podobě,  včetně stanovení a testování základních podmínek a předpokladů. Její využití je však mnohem širší (používá se např. jako jedna z výpočetních možností pro tzv. Anovu s opakovanými měřeními).

Základní pojmy a předpoklady vícerozměrné analýzy rozptylu 

Data jsou uspořádány v datové matici X, která je členěná na k submatic (skupin) podle počtu úrovní třídícího faktoru (faktorů). Sloupce datové matice jsou obvykle tvořeny jednotlivými měřenými proměnnými, kterých je p.  Individuální pozorování je označeno xhij, kde h = 1, 2, …, k představuje  skupiny, i = 1, 2, …, nh představuje jednotlivé objekty (v h-té skupině je nh objektů) a j = 1, 2, …, p měřených (závislých) proměnných.

V jednorozměrné Anově je nulová hypotéza H0 formulována tak, že střední hodnoty jednotlivých skupin jsou shodné (H0: (1 = (2 = … =  (k). V Manově je to principiálně podobné, jen jednorozměrné střední hodnoty jsou nahrazeny vektory středních hodnot   (H0: (1 = (2 = … =  (k), kdy každý vektor ( je tvořen středními hodnotami jednotlivých proměnných pro příslušnou skupinu.

Stejně jako v jednorozměrné analýze rozptylu, i zde je základní myšlenkou rozklad celkové variability na složku „meziskupinovou“ a „vnitroskupinovou“. Na rozdíl od jednorozměrné Anovy zde místo s průměrem pracujeme s vektorem průměrů (průměry všech měřených proměnných) a místo rozptylu s kovarianční maticí (kde na diagonále matice jsou rozptyly jednotlivých měřených proměnných a mimodiagonální prvky jsou tvořeny kovariancemi pro kombinace proměnných). Podrobněji o pojmech kovariance apod. viz Hebák, Hustopecký 1987. 

Základním vztahem je  rozklad matice T (vyjadřuje celkovou variabilitu v datech)   na jednotlivé zdroje variability podle vztahu 

T = E + B                                                    (1)
kde 

E  je matice vnitroskupinové variability (způsobena vlivy, které považujeme za náhodné nebo nepodstatné)
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B  je matice meziskupinové variability (způsobena vlivy, které považujeme za podstatné, tedy třídícím faktorem)
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V těchto vzorcích je xhi je vektor měření i-tého objektu v h-té skupině, 
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x

 je vektor průměrů v h-té skupině, 
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je vektor celkového průměru, (.)T je transponovaná matice a Sh je kovarianční matice  h-té skupiny
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Stejně jako v  případě jednorozměrné Anovy  se předpokládá splnění těchto základních předpokladů:

· předpokládáme, že všechny skupiny jsou nezávislé;

· ve skupinách existuje vícerozměrné normální rozdělení;

· skupinové kovarianční matice jsou shodné (obdoba požadavku homogenity rozptylu u jednorozměrné Anovy).

Je nutné zdůraznit, že ideálního splnění podmínek se v praxi dosáhne pouze zřídka. Mírné porušení předpokladů obvykle - stejně jako v jednorozměrné Anově – není na závadu, zvláště u velkých výběrů. Zásadní porušení předpokladů může vést k chybným závěrům. Více pozornosti musíme věnovat shodě kovariančních matic.

 Testování vícerozměrné normality je poměrně komplikované a známé testy – např. Mardiův – vyžadují větší rozsahy výběrů. Proto se většinou používají  „klasické“ testy normality (Kolmogorov – Smironovův, Lillieforsův, Shapiro – Wilkův a mnoho dalších) jednotlivých proměnných, protože se ukazuje, že v reálných úlohách se  každá významnější odchylka od vícerozměrné normality projeví i v marginálních rozděleních (v rozdělení jednotlivých proměnných) – podrobněji viz např. Hebák, Hustopecký 1987. Při simultánním použití jednorozměrných testů je nutné si uvědomit, že vzrůstá chyba I. druhu, proto jsou výsledky těchto testů spíše orientační. 

Pro test shody kovariančních matic se používá vícerozměrná obdoba Bartlettova testu – Boxův test. Nulová hypotéza o shodě  kovariančních matic se zamítá, pokud hodnota testového kritéria
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překročí kvantil (21-(; (k-1)p(p+1)/2. 
[image: image7.wmf]S

je společný odhad kovarianční matice získaný ze všech k skupin
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a konstanta zlepšující aproximaci je
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Provedení vícerozměrné analýzy rozptylu

V jednorozměrné Anově se testové kritérium F tvoří jako poměr meziskupinového a vnitroskupinového rozptylu. V Manově je nutné použít zobecnění tohoto postupu pro p > 1.  Postup je obdobný, ale místo poměru rozptylů se vychází z poměru matic E a B.  Nejznámějším kritérium je Wilksovo, které je dáno výrazem
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kde (g je g-té vlastní číslo matice BE-1, s je počet nenulových vlastních čísel, přičemž platí s = min(p, k - 1). Vzhledem k tomu, že vliv posuzovaného faktoru zvětšuje hodnoty v matici B, svědčí pro  významný vliv faktoru nízké hodnoty Wilksova kritéria (v případě významného vlivu faktoru se zvětšuje hodnota jmenovatele ve zlomku, protože vzrůstá hodnota B).

Dalším používaným postupem je Pillaiovo kritérium, které je považováno za nejrobustnější vůči porušení předpokladů a nejlépe funguje pro menší výběry,
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a používá se také Hotelling – Lawleyho kritérium T2 = st(BE-1) =
[image: image12.wmf]å

=

s

1

g

g

λ

 a konečně Royovo maximální vlastní číslo V = ((1). V případě těchto dvou kritérií pro významný vliv faktoru svědčí vysoké hodnoty. 

Tato kritéria je nutno testovat, zda jejich hodnota dovoluje zamítnout hypotézu o shodě vektorů středních hodnot. Postup si ukážeme vzhledem k omezenému prostoru  pouze pro Wilksovo kritérium, které je nejpoužívanější. 

Pokud máme 2 nenulová vlastní čísla (tj. s = min(p, k –1) = 2), potom použijeme testové kritérium
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, kde r = max(p, k – 1).                       (10)

Nulová hypotéza o shodě vektorů středních hodnot se zamítá, jestliže F(W) > F((2r,2n-2r-4).

Pokud porovnáváme více skupin a tedy s >2, potom musíme rozdělení testového kritéria aproximovat (jeho přesné rozdělení není známo). Používá se Bartlettova aproximace, kdy se nulová hypotéza zamítá se spolehlivostí přibližně 1 - (, pokud platí
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Pokud podle kritéria (10) nebo (11) zamítneme nulovou hypotézu, potom platí s přibližnou spolehlivostí 1 - (, že alespoň mezi dvěma skupinami je statisticky významný rozdíl vektorů středních hodnot.

Na tyto testy můžeme navázat testováním jednotlivých složek vektoru, abychom zjistili, které jednotlivé proměnné jsou závislé na třídícím faktoru. Podle kritérií (10) nebo (11) jsme rozhodli, že mezi k skupinami jsou významné rozdíly. Ale v každé skupině máme p měřených proměnných – potřebujeme rozhodnout, zda rozdíly mezi skupinami jsou způsobeny pouze některými proměnnými nebo všemi.

Pro Wilksovo kritérium tímto simultánním testem prokážeme  rozdíl na zvolené hladině významnosti (  mezi skupinami u těch proměnných, u kterých platí 
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kde ejj a tjj jsou diagonální prvky matic E a T.  

V některých případech může nastat zdánlivě paradoxní situace, že tento test neprokáže žádné rozdíly mezi p proměnnými, ačkoli základní (simultánní) test rozdíly mezi skupinami prokázal. V tom případě jsou tyto rozdíly způsobeny kombinací proměnných a musíme testovat tyto kombinace. Těchto testů se může provést
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  pro lineární kombinaci dvojic proměnných 
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Tím je prokázán obecný rozdíl mezi skupinami a mezi proměnnými. Pokud chceme úlohu „dotáhnout do konce“, měli bychom testovat, mezi kterými skupinami je významný rozdíl a mezi kterými proměnnými v rámci skupin je statisticky významný rozdíl. 

Pro prokázání rozdílů mezi jednotlivými kombinacemi skupin použijeme vícerozměrné lineární kontrasty (h - (h*, h ( h*, kde (h  a (h* jsou vektory středních hodnot dvou porovnávaných skupin. Použijeme kritérium (založené na Hotelling-Lawleyově kritériu)
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a prokážeme rozdíl mezi všemi dvojicemi skupin, u kterých kritérium (13) překročí kvantil F1-((((H)1, ((H)2). Stupně volnosti jsou
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Úlohu zkompletujeme posouzením rozdílů mezi jednotlivými proměnnými v rámci skupin, tj. provedeme testy mezi všemi proměnnými a mezi jednotlivými skupinami (např. nás zajímá zda je rozdíl v první proměnné mezi skupinami 1 a 2, poté rozdíl v druhé proměnné, … atd.). Těchto testů je možné provést pk(k-1)/2. Testujeme tedy kontrast (hj - (h*j , tedy nás zajímá rozdíl j-té proměnné mezi skupinami h a h*. Použijeme kritérium
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Za významné prohlásíme všechny individuální rozdíly pro j-té proměnné mezi skupinami h a h*, které překročí kvantil F1-((((H)1, ((H)2).

Shrnutí metodiky vícerozměrné analýzy rozptylu

1. Provedeme průzkumovou analýzu dat pro vícerozměrná data (podrobněji viz např. Meloun, Militký 2002). Ta slouží především k prvnímu seznámení s daty a ke zjištění všech odchylek od předpokladů (např. porušení předpokladů normality, homogenity výběrů), podobnost mezi objekty apod.) a stanovení možné příčiny těchto odchylek (např. existence extrémů nebo odlehlých měření).

2. Pokud je podezření na porušení základních předpokladů, provedeme testy normality a homogenity kovariančních matic (podle (5)). V případě hrubého porušení předpokladů se musíme pokusit zlepšit rozdělení pomocí vhodné transformace. Je nutné si uvědomit, že zvláště testy normality (především pokud jsou prováděny pro marginální rozdělení) je nutné posuzovat spíše orientačně. 

3. Provedeme vlastní vícerozměrnou analýzu rozptylu, která zahrnuje všechny testy uvedené výše:

· obecný test rozdílů mezi skupinami (zda alespoň mezi dvěma skupinami existuje statisticky významný rozdíl vektorů středních hodnot) podle Wilksova, Pillaiova, Hottelling-Lawleyova nebo Royova kritéria (kritéria (8) a (9) a další v textu) a vlastní test např. pro Wilksovo kritérium podle (10) nebo (11);

· simultánní test p proměnných (zjistíme, které proměnné způsobují rozdíly mezi skupinami) např. podle vztahu (12);

· provedeme testování rozdílů mezi jednotlivými skupinami (zjišťujeme, mezi kterými konkrétními skupinami  je statisticky významný rozdíl detekovaný obecným testem rozdílů mezi skupinami) pomocí testování kontrastů podle kritéria (13)

· jako poslední test provedeme testování jednotlivých proměnných mezi skupinami (předchozím testem bylo zjištěno, mezi kterými konkrétními skupinami je významný rozdíl, teď zjistíme které konkrétní proměnné to způsobují) užitím kritéria (15) 

4. Veškeré výsledky shrneme do přehledných tabulek, ze kterých by měly vyplývat vztahy mezi skupinami i mezi proměnnými. Vhodné je také uvést grafické znázornění středních hodnot pro jednotlivé proměnné i skupiny. Na základě výsledkových tabulek a grafického znázornění je možné učinit závěry z hlediska cíle analýzy.

Ukázkový příklad (podle Hebák, Hustopecký 1987)

Na 45 vzorcích ropy ze 3 nalezišť byl zkoumán obsah vanadu, železa, nasycených a aromatických uhlovodíků. Data jsou v tabulce 1. Obsah železa a vanadu je uveden v promile, uhlovodíky jsou uvedeny v setinách procenta. Máme rozhodnout, zda se obsah jednotlivých prvků liší podle nalezišť, jinak řečeno, jestli je možné  podle obsahu těchto látek soudit na naleziště, ze kterého vzorek pochází.

	Naleziště
	vanad
	železo
	nasycené uhlovodíky
	aromatické uhlovodíky
	Naleziště
	vanad
	železo
	nasycené uhlovodíky
	aromatické uhlovodíky
	Naleziště
	vanad
	železo
	nasycené uhlovodíky
	aromatické uhlovodíky

	1
	39
	51
	706
	1219
	3
	63
	13
	424
	 827
	3
	72
	22
	470
	 349

	1
	57
	31
	514
	 863
	3
	73
	24
	434
	 299
	3
	90
	27
	369
	 330

	1
	28
	31
	900
	1130
	3
	78
	18
	392
	 609
	3
	78
	29
	672
	 575

	1
	21
	45
	720
	 801
	3
	78
	25
	539
	 620
	3
	62
	34
	756
	 693

	1
	25
	35
	781
	1323
	3
	78
	26
	502
	 250
	3
	56
	20
	507
	 670

	1
	59
	43
	625
	1342
	3
	95
	17
	352
	 571
	3
	90
	17
	439
	 833

	1
	27
	35
	511
	 900
	3
	77
	14
	465
	 863
	3
	84
	20
	374
	 377

	2
	50
	47
	706
	 610
	3
	80
	14
	432
	 787
	3
	95
	19
	372
	 737

	2
	34
	32
	582
	 469
	3
	84
	18
	438
	 798
	3
	90
	20
	597
	1117

	2
	84
	17
	631
	 455
	3
	100
	18
	306
	 767
	3
	62
	16
	423
	 418

	2
	42
	35
	569
	 222
	3
	73
	15
	376
	 684
	3
	73
	20
	439
	 350

	2
	39
	41
	563
	 294
	3
	95
	22
	398
	 502
	3
	41
	29
	578
	 776

	2
	39
	36
	619
	 227
	3
	84
	15
	502
	1012
	3
	54
	29
	464
	 265

	2
	73
	32
	802
	1292
	3
	84
	17
	442
	 825
	3
	50
	34
	421
	 650

	2
	44
	46
	754
	 576
	3
	95
	25
	444
	 595
	3
	62
	27
	397
	 297


              Tabulka 1 – Data o obsahu čtyř látek v ropě  
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Tabulka 4 - Matice T a E s vyznačením diagonálních prvků potřebných pro provedení testu 

  významnosti proměnných

Matice E (reziduální variabilita)

Budeme postupovat podle bodů uvedených v předchozí kapitole. Jako výpočetní software byly použity programy Statistica 6 Cz a Excel 2000 Cz.

Jako první provedeme průzkumovou analýzu dat a ověříme základní předpoklady, především normální rozdělení a shodu kovariančních matic. Průzkumová analýza ukázala, že jednotlivé proměnné v rámci skupin jsou většinou normální, normalita byla hodnocena Shapiro-Wilkovým testem, shoda kovariančních matic Boxovým testem.

 Výsledky Shapiro-Wilkova testu uvádí tabulka 2. Pokud hodnota p nepřesáhne hodnotu hladiny významnosti (, potom nulovou hypotézu, že daná proměnná pochází z normálního rozdělení, zamítáme s pravděpodobností nejméně 1 - (. Z tabulky 2 vyplývá, že normalita je v podstatě dodržena, mírnou nenormalitu vykazují pouze vanad a aromatické uhlovodíky pro naleziště 2 a nasycené uhlovodíky pro naleziště 3. V souladu s poznatky uvedenými v literatuře (např. Hebák, Hustopecký 1987), můžeme předpokládat, že i vícerozměrná normalita je porušena pouze mírně (příslušné testy nebyly v dostupném softwaru k dispozici), která výsledné závěry podstatným způsobem neovlivní. 

Boxův test shody kovariančních matic podle vztahu (5) stanovil testové kritérium K = 28,75, což není vyšší než kvantil (20,95(20) = 31,41, což neumožňuje zamítnout nulovou hypotézu o shodě kovariančních matic. Kovarianční matice tří skupin tedy pokládáme za shodné.  

Můžeme tedy uzavřít, že základní podmínky analýzy byly v podstatě splněny a můžeme provést vlastní vícerozměrnou analýzu rozptylu.

Nejprve provedeme simultánní test rozdílů vektoru středních hodnot mezi skupinami podle čtyř výše uvedených kritérií (vztahy (8), (9) a Hotelling-Lawleyho a Royovo kritérium. Výsledky jsou obsaženy v tabulce 3.
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NU - nasycené uhlovodíky, AU - aromatické uhlovodíky

Tabulka 2 - Výsledky  Shapiro-Wilkova testu 

  normality

proměnná
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Tabulka 3 - Výsledky vícerozměrných testů 

Jak z této tabulky vyplývá, všechny testy potvrdily, že nulová hypotéza je zamítnuta (p < (), tedy byl prokázán statisticky významný rozdíl v obsahu sledovaných látek nejméně mezi dvěma nalezišti. 

Dále budeme pokračovat ve zkoumání, které proměnné se na tomto rozdílu podílejí, zda všechny nebo jen některé (vanad, železo a/nebo obě skupiny uhlovodíků). Použijeme testové kritérium (12), kde  z  matic T a E musíme získat diagonální prvky pro test příslušné proměnné (např. pro vanad jako první proměnnou to budou prvky e11 a t11 atd.). Tyto hodnoty jsou tučně zvýrazněny v tabulce 4 (např. pro vanad to budou hodnoty e11 = 10221.1 a  t11 = 21499.2). Matice T a E, jejichž výpočet je technicky dost složitý a zdlouhavý, obvykle poskytují statistické programy (např. při výpočtu v Excelu bychom museli vytvořit program s využitím maticových výpočtů a možnosti výpočtu kovarianční matice). 

Pro jednotlivé proměnné vychází hodnoty kritéria (12) takto: 

vanad 


30.11

železo


32.72

nasycené uhlovodíky
27.86

aromatické uhlovodíky
17.64

Kritická hodnota je (2  0.95(8) = 15.51, což znamená, že  na hladině významnosti ( = 0.05 zamítáme nulovou hypotézu o nevýznamném vlivu jednotlivých proměnných. Můžeme vyslovit závěr, že ropa ze tří zkoumaných nalezišť se liší obsahem všech čtyř látek.
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Tabulka 5 - Výsledky vícerozměrných kontrastů pro jednotlivá naleziště

                     a proměnné

porovnání 

nalezišť

rozdíly mezi 

nalezišti pro 

p 

proměnných

Proměnná

Úlohu uzavřeme obdobou mnohonásobných porovnání v jednorozměrné Anově. Naším prvním cílem bude zjistit, mezi kterými skupinami existuje onen významný rozdíl v obsahu sledovaných látek, který byl detekován obecným testem. Druhým cílem potom bude „rozkrýt“ rozdíly v úrovni jednotlivých proměnných mezi jednotlivými skupinami. K vyřešení prvního úkolu využijeme kritérium (13), kdy budeme postupně porovnávat jednotlivá naleziště (1 – 2, 1 – 3, 2 – 3). Za hodnoty nh (resp. nh*) dosadíme četnosti právě porovnávaných skupin (nalezišť). Hodnotu 
[image: image21.wmf]2

j

s

 vypočítáme z příslušného diagonálního prvku matice E podle vztahu 
[image: image22.wmf]k)

/(n

e

s

jj

2

j

-

=

.

Výsledky této části jsou v tabulce 5. Sloupec „rozdíly mezi nalezišti pro p proměnných“ udává výsledky „mnohonásobného porovnání“ mezi jednotlivými lokalitami za předpokladu, že uvažujeme všechny (tj. p = 4) proměnné. Kritická hodnota je F0,95(8.7;39) = 2.15, což znamená, že na hladině významnosti ( = 0.05  jsou významné rozdíly mezi všemi nalezišti. 

Druhá část tabulky (nadepsaná „proměnné“) ukazuje rozdíly mezi  skupinami (nalezišti) pro jednotlivé proměnné. Např. hodnota 0.35  je hodnota testového kritéria pro rozdíl  obsahu vanadu mezi nalezišti 1 a 2, 0.11 pro rozdíl obsahu aromatických uhlovodíků mezi nalezišti 2 a 3, atd. Tmavě jsou vyznačeny ty rozdíly, které jsou statisticky významné pro ( = 0.05. Kritická hodnota je stejná, tedy 2.15.

Vidíme tedy, že naleziště 1 a 2 se téměř neliší (pouze velmi těsně v obsahu aromatických uhlovodíků), je možné, že další rozdíly by se našly v kombinacích některých proměnných. Nejvýraznější rozdíly je možné pozorovat mezi nalezišti 1 a 3 (ve všech proměnných). Z jednotlivých proměnných se nejslabší rozdíly projevily v obsahu aromatických uhlovodíků (zhruba na hranici statistické významnosti). Grafické znároznění rozdílů  jednotlivých látek je na obrázku 1. Body představují průměry a jsou zde zobrazeny i intervalové odhady.  
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Obrázek 1 – Porovnání tří nalezišť pro standardizovaná data

V grafu jsou použita standardizovaná data, aby bylo možné porovnávat proměnné měřené v různých jednotkách.

Závěrem je možné konstatovat, že všechna tři naleziště se liší obsahem sledovaných látek, že tedy byla prokázána závislost složení ropy na jejím původu.

Závěr

Tento příspěvek měl za cíl stručně shrnout předpoklady a provedení vícerozměrné analýzy rozptylu. Je nutné zdůraznit, že MANOVA funguje na stejném principu jako „běžná“ jednorozměrná ANOVA a vzhledem k dostupnosti softwaru není ani její provedení nikterak technicky náročné. Zde jsme se zabývali pouze jednofaktorovou Manovou, samozřejmě, že je možné, znovu na stejných principech jako v jednorozměrné variantě, zpracovat i vícefaktorové případy. Další možnosti užití Manovy jsou ve speciálních případech Anovy s opakovanými měřeními, kdy se použitím Manovy vyhneme problému tzv. sféricity. 
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