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4.1.1 Popis zobrazovaćı metody, zobrazeńı bodu . . . . . . . . . . . . . . 34
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4.1.3 Zobrazeńı př́ımky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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6.1 Úvodńı pojmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
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6.2.4 Zobrazeńı roviny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
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6.7.3 Pr̊unik hranatého a oblého tělesa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

7 Axonometrie 139
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7.9.1 Pr̊useč́ıky př́ımky s hranolem a válcem . . . . . . . . . . . . . . . . 171
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Kapitola 1

Úvod do konstruktivńı geometrie

1.1 Planimetrie

Planimetrie je část geometrie pojednávaj́ıćı o vzájemných vztaźıch rovinných geomet-
rických útvar̊u a jako taková je prob́ıraná na středńı škole, zopakujeme proto jen některé
základńı pojmy a vlastnosti.

Základńı útvary (prvky) roviny jsou bod a př́ımka, v prostoru k nim přibude rovina.
Body budeme značit velkými ṕısmeny, př́ımky malými ṕısmeny a roviny malými ṕısmeny
řecké abecedy.

Ú základńıch útvar̊u je d̊uležitá jejich vzájemná poloha. Máme-li útvary stejného
druhu, např. př́ımky a, b, tak ty mohou být bud’ totožné (splývaj́ıćı), znač́ıme a ≡ b,
nebo r̊uzné, znač́ıme a 6≡ b. Nemáme-li útvary stejného druhu, např. bod A a př́ımka a,
tak ty jsou bud’ incidentńı, znač́ıme A ∈ a (ř́ıkáme, že bod A lež́ı na př́ımce a nebo př́ımka
a procháźı bodem A), nebo v opačném př́ıpadě nejsou incidentńı, znač́ıme A 6∈ a.

Plat́ı, že dva r̊uzné body určuj́ı př́ımku, nebo-li dvěma r̊uznými body procháźı právě
jedna př́ımka. Dvě r̊uzné př́ımky v rovině mohou mı́t bud’ jeden společný bod, tzv.
pr̊useč́ık, v tomto př́ıpadě ř́ıkáme, že jsou r̊uznoběžné, a nebo nemaj́ı žádný společný
bod a ř́ıkáme, že jsou rovnoběžné (znač́ıme a ‖ b). Připomeňme, že jedńım bodem lze vést
k dané př́ımce právě jednu rovnoběžku.

Libovolný bod na př́ımce rozděluje tuto př́ımku na dvě navzájem opačné polopř́ımky.
Máme-li dva body A, B na př́ımce, takové, že A 6≡ B, pak pr̊unikem polopř́ımek AB a
BA je úsečka AB.

Př́ımka děĺı rovinu na dvě navzájem opačné poloroviny a je jejich společnou hranićı.
Bod nelež́ıćı na př́ımce je vnitřńım bodem jedné z polorovin. Polorovinu s hraničńı př́ımkou
AB a vnitřńım bodem M označujeme jako polorovinu ABM .

Dvě r̊uzné polopř́ımky V A a V B děĺı rovinu na dva úhly AV B. Bod V nazýváme
vrchol úhlu, polopř́ımky V A, V B ramena. Nejsou-li polopř́ımky V A, V B opačné, pak
jeden úhel je pr̊unikem polorovin V AB a V BA a nazývá se konvexńı úhel1 AV B (znač́ıme
<)AV B). Druhý úhel vznikne sjednoceńım polorovin opačných k polorovinám V AB, V BA
a nazývá se nekonvexńı úhel AV B. Jsou-li polopř́ımky opačné, je každý z obou úhl̊u AV B
úhel př́ımý. Jsou-li polopř́ımky V A a V B splývaj́ıćı určuj́ı jak nulový úhel (nemá žádné

1Obecně se geometrický útvar nazývá konvexńı, právě když úsečka s krajńımi body v libovolných dvou
bodech útvaru je celá součást́ı tohoto útvaru.
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Obrázek 1.1: Konvexńı a nekonvexńı úhel

vnitřńı body), tak úhel plný, jehož vnitřńı body jsou všechny body roviny vyjma bod̊u na
polopř́ımce V A.

Dva konvexńı úhly AV B, AV C, které maj́ı společné rameno V A a ramena V B a V C
jsou navzájem opačné polopř́ımky, se nazývaj́ı uhly vedleǰśı. Dva konvexńı úhly AV B,
CVD, jejichž ramena V A, V D a ramena V B, V C jsou navzájem opačné polopř́ımky, se
nazývaj́ı úhly vrcholové. Pravý úhel je takový úhel, který ke shodný se svým vedleǰśım
úhlem. Konvexńı úhel, který je menš́ı než pravý se nazývá ostrý úhel, konvexńı úhel větš́ı
než pravý se nazývá tupý úhel.
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Vzdálenost́ı dvou bod̊u A, B rozumı́me velikost úsečky AB, znač́ıme |AB|. Odchylkou
dvou r̊uznoběžných př́ımek rozumı́me velikost ostrého nebo pravého úhlu, který př́ımky
sv́ıraj́ı. Sv́ıraj́ı-li dvě r̊uznoběžné př́ımky pravý úhel, ř́ıkáme že jsou navzájem kolmé a
nazýváme je kolmicemi. Jejich pr̊useč́ık se nazývá pata kolmice. Plat́ı, že k dané př́ımce
lze daným bodem vést právě jednu kolmici. Vzdálenost́ı bodu A od př́ımky p rozumı́me
délku úsečky AP , kde P je pata kolmice vedené z bodu A na př́ımku P . Vzdálenost́ı dvou
rovnoběžek a, b rozumı́me vzdálenost libovolného bodu A ∈ a od př́ımky b.

Na závěr uved’me definici děĺıćıho poměru.

Definice 1.1. Necht’ A, B, C jsou tři navzájem r̊uzné body na př́ımce. Dělićım poměrem
λC bodu C vzhledem k bod̊um A, B je reálné č́ıslo, jehož absolutńı hodnoty rovnu pod́ılu
vzdálenost́ı |AC| a |BC|, tj.

|λC | =
|AC|

|BC|
,

přičemž toto č́ıslo je kladné, neńı-li bod C bodem úsečky AB, a je záporné, je-li bod C
vnitřńı bod úsečky AB.
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Je-li tedy bod C např́ıklad středem úsečky AB, pak plat́ı λC = −1.

Množiny všech bod̊u daných vlastnost́ı Při řešeńı úloh v konstruktivńı geometrii se
často už́ıvá množin všech bod̊u dané vlastnosti, č́ımž rozumı́me takovou množinu, že každý
jej́ı bod má jistou vlastnost a že tato množina obsahuje všechny body dané vlastnosti.
Mezi nejd̊uležitěǰśı patř́ı následuj́ıćı množiny.

Množina všech bod̊u roviny, které maj́ı od daného pevného bodu S roviny konstantńı
vzdálenost r > 0 je kružnice k se středem S a poloměrem r, zapisujeme k(S, r).

Množina všech bod̊u, které maj́ı od dvou r̊uzných bod̊u A, B stejné vzdálenosti, je osa
úsečky AB.

Množina všech bod̊u, které maj́ı od dvou r̊uznoběžných př́ımek a, b stejně velké
vzdálenosti, jsou osy o1, o1 úhl̊u, které tyto r̊uznoběžky sv́ıraj́ı.

Množina všech bod̊u, které maj́ı od dané př́ımky p danou vzdálenost r > 0, jsou dvě
r̊uzné př́ımky p1, p2 rovnoběžné s p, které maj́ı od př́ımky p vzdálenost r.

Necht’ je dána úsečka AB. Množina všech bod̊u X , pro které plat́ı, že<)AXB je pravý
(tj. |<)AXB| = 90◦), je tzv. Thaletova kružnice opsaná nad úsečkou AB jako pr̊uměrem.

bc

A
bc

B o1

p
bc

o

bc
X

o2

bc
S

bc X

p1

r

r
p2

bc

X

Obrázek 1.2: Základńı množiny všech bod̊u dané vlastnosti

Thaletova kružnice je speciálńım př́ıpadem obecněǰśı množiny:

Necht’ je dána úsečka AB. Množina všech bod̊u X , které lež́ı v jedné z polorovin
určených př́ımkou AB a pro které plat́ı |<)AXB| = ω, kde ω je daný úhel (0 <

ω < π) je kruhový oblouk AXB o poloměru r = |AB|
2 sinω

bez krajńıch bod̊u A, B.
Konstrukce tohoto oblouku plyne z obrázku 1.3.

Připomeňme, že tečnou kružnice rozumı́me př́ımku, která má s kružnićı jediný společný
bod, tzv. bod dotyku. Nav́ıc plat́ı, že tečna kružnice je kolmá k př́ımce, která spojuje bod
dotyku se středem kružnice.

Konstrukce 1.2. Necht’ je dána kružnice k(S, r) a jej́ı vněǰśı bod P . Sestrojte tečny
z bodu P ke kružnici k.

Řešeńı. Úhel, který sv́ırá hledaná tečna a spojnice středu kružnice s bodem dotyku, je
pravý. Stač́ı tedy sestrojit Thaletovu kružnici nad pr̊uměrem SP , pr̊useč́ıky T , T ′ Thale-
tovy kružnice a zadané kružnice k jsou body dotyku hledaných tečen. Př́ımky PT a PT ′

jsou hledané tečny.
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Obrázek 1.3: Thaletova kružnice a kruhový oblouk jako množina všech bod̊u dané vlast-
nosti

bc
S

k

bc

P

bc

SPT
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bc
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Obrázek 1.4: Tečny z bodu ke kružnici

Při některých konstrukćıch potřebujeme znát délku kruhového oblouku, př́ıpadné délku
celé kružnice, jde úlohou nazývanou rektifikace.

Konstrukce 1.3 (Sobotkova rektifikace). Určete délku kruhového oblouku AB na kružnici
k(S, r).

Řešeńı. Sestroj́ıme úsečku, která bude mı́t přibližně stejnou délku, jako daný oblouk. Od
bodu A naneseme na polopř́ımku AS délku 3r, źıskáme tak bod R. V bodě A sestroj́ıme
tečnu t kružnice k. Pr̊useč́ık př́ımky BR s tečnou t je bod B′. Délka úsečky AB′ je hledaná
délka oblouku AB.

Poznamenejme, že ta to konstrukce se většinou použ́ıvá při rektifikaci oblouku, kterému
odpov́ıdá středový úhel 30◦, přičemž délku oblouku zjist́ıme s chybou maximálně 0, 0002r.
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Obrázek 1.5: Sobotkova rektifikace

Konstrukce 1.4 (Kochaňského rektifikace). Určete délku p̊ulkružnice omezené pr̊uměrem
AB kružnice k(S, r).

bc

S
bc

A
bc
B

bc
T

bc
P

bc
R

bc

T ′

t

k

30◦

Obrázek 1.6: Kochaňského rektifikace

Řešeńı. Sestroj́ıme úsečku, která bude mı́t stejnou délku jako daná p̊ulkružnice. Se-
stroj́ıme kolmý pr̊uměr TT ′ k pr̊uměru AB. V bodě T sestroj́ıme tečnu t kružnice k.
Sestroj́ıme př́ımku sv́ıraj́ıćı úhel 30◦ s př́ımkou ST , tato př́ımka protne tečnu t v bodě
P . Na polopř́ımku PT naneseme od bodu P vzdálenost 3r, dostaneme tak bod R. Délka
úsečky RT ′ je přibližně rovna délce dané p̊ulkružnice.

Při této přibližné konstrukci zjist́ıme délku daného oblouku s chybou 0, 00012r.

1.2 Křivky v rovině

Velmi často je rovinná křivka definována jako dráha, kterou bod proběhne při spojitém
pohybu v rovině. Tato definice sebou přináš́ı jisté obt́ıže, jelikož takto definovaná křivka
obsahuje některé nehezké body z hlediska chováńı tečny této křivky. Kromě bodu, v kterém
křivka prot́ıná sama sebe, se jedná o bod vratu a bod lomu, viz obrázek 1.7.

10
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Obrázek 1.7: Body na křivce

Definice 1.5. Rovinnou křivkou budeme rozumět dráhu, kterou proběhne bod při spo-
jitém pohybu v rovině a která sama sebe neprot́ıná a neobsahuje body vratu ani body
lomu.

Empirickými křivkami rozumı́me takové rovinné čáry, u kterých neńı znám jejich
výtvarný zákon (tj. jsou v́ıceméně náhodné). Typickým př́ıkladem empirických křivek
jsou vrstevnice na mapě.

Tečnou t rovinné křivky c v bodě T budeme rozumět spojnici bodu T s bodem T ′,
který je k bodu T soumezný, tj. nekonečně bĺızký.2 Kolmice k tečně t v bodě T se nazývá
normálou n křivky c. Ukážeme si několik konstrukćı, které nám umožńı sestrojit tečnu a
normálu empirické křivky.

Konstrukce 1.6. V daném bodě T empirické rovinné křivky c sestrojte jej́ı tečnu t.

Řešeńı. Zvolme libovolnou kružnici k, která má střed v bodě T a poloměr r. Sestroj́ıme
pomocnou křivku l, která protne kružnici k v pr̊useč́ıku X hledané tečny s kružnićı k.
Tečna tak bude určena body T a X .

c

bc

T

k

bc
bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc
X

bcX′

l

Obrázek 1.8: Tečna empirické křivky

2Takto pojatá tečna má bĺızko k definici tečny ke grafu funkce. Tečny kuželoseček, které budeme
definovat později, jsou tečnami i v tomto smyslu.
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V okoĺı bodu A zvoĺıme na křivce c několik libovolných bod̊u a spoj́ıme je s bodem
T (vznikne tak tzv. svazek př́ımek o středu T ). Od zvolených bod̊u naneseme na př́ımky
vzdálenost r (tj. poloměr zvolené kružnice). Spojnićı takto vzniklých bod̊u je křivka l,
která prot́ıná kružnici k v bodech X a X ′, které lež́ı na hledané tečně (stačila by tedy jen
jedna část křivky l).

Konstrukce 1.7. Z daného bodu P sestrojte tečnu t k dané empirické rovinné křivce c.
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bc

bc

l

bc
T
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Obrázek 1.9: Tečna z bodu k empirické křivce

Řešeńı. V bodě P sestroj́ıme několik př́ımek, které danou křivku c prot́ınaj́ı (jsou jej́ımi
sečnami). Sestroj́ıme středy tětiv, které tyto př́ımky vyt́ınaj́ı na křivce c. Spojnice těchto
střed̊u je křivka l, společný bod křivek l a c je bod dotyku T hledané tečny t. Př́ımka PT
je tedy hledaná tečna.

Konstrukce 1.8. K dané empirické křivce c sestrojte jej́ı normálu n procházej́ıćı bodem
P (P 6∈ c).

Řešeńı. Sestroj́ıme několik soustředných kružnic se středem v bodě P a poloměry vo-
lenými tak, aby kružnice prot́ınaly křivku c pobĺıž hledané paty normály. Urč́ıme středy
takto vzniklých kruhových oblouk̊u. Spojnice těchto střed̊u je křivka l, která prot́ıná křivku
c v bodě N , který je patou hledané normály n. Normála je tak určena body PN .

Daľśı praktickou dovednost́ı je práce s délkou části křivky.

Konstrukce 1.9. Určete délku křivky c mezi body A a B.

Řešeńı. Nejjednodušš́ım zp̊usobem je nahrazeńı dané části křivky lomenou čarou, jej́ıž
vrcholy lež́ı na dané křivce a strany maj́ı co možná nejmenš́ı délku. Délka této lomené
čáry je přibližně rovna délce dané části křivky.
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Obrázek 1.10: Normála empirické křivky

1.3 Stereometrie

V této části si připomeneme některé d̊uležité pojmy a vlastnosti týkaj́ıćı se základńıch
útvar̊u v prostoru.

Jako již dř́ıve plat́ı, že dva r̊uzné body určuj́ı právě jednu př́ımku, zaj́ımavěǰśı je
to ovšem se vzájemnou polohou dvou př́ımek. Podobně jako v rovině se dvě př́ımky,
které maj́ı společný bod, nazývaj́ı r̊uznoběžky. Lež́ı-li dvě př́ımky v jedné rovině a nemaj́ı
žádný společný bod, nazývaj́ı se rovnoběžky (splývaj́ıćı př́ımky budeme též nazývat rov-
noběžkami). Dvě př́ımky, které nelež́ı v téže rovině (a nemaj́ı tedy ani žádný společný
bod) se nazývaj́ı mimoběžky.

Rovina je jednoznačně určena

třemi r̊uznými body, které nelež́ı na jedné př́ımce

př́ımkou a bodem, který na ńı nelež́ı

dvěma r̊uznoběžkami

dvěma nesplývaj́ıćımi rovnoběžkami

Dvě r̊uzné roviny se bud’ prot́ınaj́ı v jediné př́ımce, tzv. pr̊usečnici, a nebo jsou rov-
noběžné. Vzájemnou polohu tř́ı r̊uzných rovin ilustruje obrázek 1.12.

Plat́ı, že ke každé př́ımce lze vést bodem, který na ńı nelež́ı, právě jednu př́ımku,
která je s ńı rovnoběžná. Obdobně pro rovinu plat́ı, že ke každé rovině lze vést bodem,
který v ńı nelež́ı, právě jednu rovinu rovnoběžnou, tj. jedńım bodem lze vést nekonečně
mnoho př́ımek rovnoběžných s danou rovinou. Některé daľśı vlastnosti rovnoběžnosti jsou
shrnuty v následuj́ıćıch větách.
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Obrázek 1.11: Rektifikace empirické křivky

Věta 1.10. Př́ımka p je rovnoběžná s rovinou ̺ (nebo též rovina ̺ je rovnoběžná s př́ımkou
p), jestlǐze existuje př́ımka q, q ∈ ̺ taková, že p ‖ q. Znač́ıme p ‖ ̺ (̺ ‖ p).

Věta 1.11. Rovina σ je rovnoběžná s rovinou ̺, jestlǐze v rovině σ existuj́ı dvě r̊uznoběžky
p, q takové, že p ‖ ̺ a q ‖ ̺.

Věta 1.12. Př́ımka p je rovnoběžná se dvěma r̊uznoběžnými rovinami ̺, σ, jestlǐze je
rovnoběžná s jejich pr̊usečnićı r.

V následuj́ıćım se zaměř́ıme na metrické vztahy v prostoru, tj. úhly, kolmost a vzdálenost.
Úhlem dvou př́ımek v prostoru rozumı́me úhel rovnoběžek s danými př́ımkami ve-

denými libovolným bodem v prostoru, podobně jako v rovině voĺıme jen ten úhel, který
neńı větš́ı než pravý. Dvě př́ımky nazýváme kolmé (kolmice), jestliže je jejich úhel v pro-
storu pravý.

Úhel dvou r̊uznoběžných rovin ̺ a σ je roven úhlu př́ımek p ∈ ̺ a q ∈ σ, které
jsou kolmé k pr̊usečnici daných rovin a procházej́ı libovolným bodem pr̊usečnice. Roviny
nazýváme kolmé, jestliže je jejich úhel pravý.

Úhel př́ımky p s rovinou ̺ je úhel, který sv́ırá daná př́ımka p a př́ımka q, v ńıž rovina
σ proložená př́ımkou q kolmo k rovině ̺ prot́ıná danou rovinu ̺. Jako obvykle řekneme,
že př́ımka je kolmá k rovině (kolmice k rovině), jestliže úhel, který sv́ıraj́ı je pravý. Patou
kolmice nazýváme pr̊useč́ık kolmice s rovinou.

Věta 1.13. Bodem v prostoru procháźı právě jedna kolmice k dané rovině a obráceně
bodem prostoru procháźı právě jedna rovina kolmá k př́ımce. Př́ımkou, která je kolmá
k dané rovině, procháźı nekonečně mnoho rovin kolmých k této rovině, př́ımkou, která
neńı kolmá, procháźı právě jedna rovina kolmá k dané rovině.

Zřejmě plat́ı, že je-li př́ımka kolmá k dané rovině, je kolmá ke všem př́ımkám této
roviny. V rozhodováńı o kolmosti útvar̊u v prostoru jsou d̊uležitá tzv. kritéria kolmosti.
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Obrázek 1.12: Vzájemná poloha tř́ı rovin
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Obrázek 1.13: Úhel dvou rovin a úhel př́ımky a roviny

Věta 1.14. Př́ımka je kolmá k rovině, právě když je kolmá ke dvěma r̊uznoběžkám lež́ıćıch
v dané rovině.

Věta 1.15. Dvě roviny jsou k sobě kolmé, právě když jedna z nich obsahuje př́ımkou
kolmou k druhé.

Vzdálenost bodu od př́ımky a vzdálenost dvou rovnoběžných př́ımek definujeme stejně
jako v planimetrii. Prostorové řešeńı úlohy určeńı vzdálenosti bodu A od př́ımky p se
většinou provád́ı tak, že bodem A prolož́ıme rovinu ̺ kolmou k př́ımce p a urč́ıme pr̊useč́ık
P př́ımky p a roviny ̺. Hledaná vzdálenost je tak délka úsečky AP .

Vzdálenost bodu od roviny je vzdálenost bodu od paty kolmice spuštěné z daného bodu
na danou rovinu.

Vzdálenost dvou rovnoběžných rovin je vzdálenost libovolného bodu jedné roviny od
druhé.
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Kapitola 2

Kuželosečky

V této se seznámı́me se základńımi poznatky o elipse, hyperbole a parabole, které se spolu
s kružnićı souhrnně nazývaj́ı kuželosečky. Název je odvozen od toho faktu, že všechny tyto
křivky můžeme sestrojit jako pr̊usečné křivky vhodné roviny a rotačńı kuželové plochy.

Jako prvńı uvedeme elipsu, které se též budeme věnovat nejv́ıce, jelikož obrazem
kružnice v obecné poloze při rovnoběžném promı́táńı je právě elipsa.

2.0.1 Elipsa

Definice 2.1. Elipsa je množina všech bod̊u roviny, které maj́ı od dvou daných r̊uzných
pevných bod̊u stejný součet vzdálenost́ı větš́ı než vzdálenost daných bod̊u.

Oba pevné body z předchoźı definice se nazývaj́ı ohniska a obvykle se znač́ı F1, F2.
Úsečky F1M a F2M se nazývaj́ı pr̊uvodiče bodu M . Označme součet pr̊uvodič̊u 2a.
Naneseme-li od středu S úsečky F1F2 na polopř́ımky SF1 a SF2 vzdálenost a, dosta-
neme body A a B, které lež́ı na elipse1. Tyto body jsou body největš́ıho zakřiveńı elipsy
a nazývaj́ı se hlavńı vrcholy. Pr̊useč́ıky kružnic k1(F1, a) a k2(F2, a) jsou zřejmě daľśı dva
body C, D na elipse, v těchto bodech má elipsa nejmenš́ı zakřiveńı a nazývaj́ı se vedleǰśı
vrcholy. Vzdálenost |SC|, resp. |SD|, se obvykle označuje b.

Konstrukce 2.2. Sestrojte body na elipse, jsou li dána jej́ı ohniska a součet pr̊uvodič̊u
jej́ıch bod̊u.

Řešeńı. Označme ohniska F1, F2 a necht’ stálý součet pr̊uvodič̊u se rovná velikosti úsečky
MN . Zvoĺıme-li na úsečce PQ bod O, pak z definice elipsy plyne, že každý společný bod
M kružnice m1 opsané kolem F1 s poloměrem r1 = |PO| a kružnice m2 opsané kolem F2

s poloměrem r2 = |OQ| je bodem elipsy.

Z předchoźı konstrukce plyne, že elipsa je souměrná podle dvou os. Jednou osou je
př́ımka AB, která se nazývá hlavńı osa elipsy, a druhou je př́ımka CD, která se nazývá
vedleǰśı osa elipsy. Osy jsou vzájemně kolmé a jejich pr̊useč́ıkem je bod S, podle kterého
je tak elipsy středově souměrná. Bod S se nazývá střed elipsy.

1Plat́ı totiž |F1A|+ |F2A| = |F1A|+ |F1B| = |AB| = 2a, tedy bod A lež́ı na elipse, podobně pro bod
B.
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Obrázek 2.1: Elipsa

Vzdálenost |SA| = |SB| = a se nazývá délka hlavńı poloosy, vzdálenost |SC| = |SD| =
b se nazývá délka vedleǰśı poloosy. Vzdálenost ohnisek od středu se obvykle znač́ı e a nazývá
se excentricita. V elipse plat́ı, d́ıky Pythagorově větě v pravoúhlém trojúhelńıku FSC,
mezi těmito třemi vzdálenostmi vztah

a2 = b2 + e2.

V okoĺı vrchol̊u můžeme elipsu nahradit kružnicovými oblouky, které jsou část́ı tzv.
hyperoskulačńıch kružnic.

Konstrukce 2.3. Sestrojte hyperoskulačńı kružnice elipsy určené vrcholy.
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Obrázek 2.2: Hyperoskulačńı kružnice elipsy
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Řešeńı. Máme-li vrcholy elipsy, máme i jej́ı osy a střed. Doplňme trojúhelńık ASC na
obdélńık ASCH . Pak kolmice vedená vrcholem H k př́ımce AC protne osy elipsy právě
ve středech SA a SC hyperoskulačńıch kružnic ve vrcholech A a C. Středy SB a SD jsou
souměrně sdružené k bod̊um SA a SC podle středu elipsy.

Elipsy děĺı rovinu na vnitřńı a vněǰśı oblast. Vnitřńı oblast je ta, která obsahuje ohniska
elipsy.

Úhel tvořený polopř́ımkamiMF1,MF2, který obsahuje střed elipsy, a př́ıslušný vrcho-
lový úhel se nazývaj́ı vnitřńı úhly pr̊uvodič̊u. Úhly vedleǰśı k vnitřńım úhl̊um jsou vněǰśı
úhly pr̊uvodič̊u.

Př́ımka může mı́t s elipsou společné dva r̊uzné body, je jej́ı sečnou, nebo má společný
jeden bod a je jej́ı tečnou, společný bod tečny a elipsy se nazývá dotykový bod. Nemá-li
tečna žádný společný bod, nazývá se vněǰśı př́ımka elipsy.

Jednoduchý návod, jak sestrojit tečnu elipsy v jej́ım obecném bodě, podává následuj́ıćı
věta.

Věta 2.4. Tečna elipsy p̊uĺı vněǰśı úhly pr̊uvodič̊u dotykového bodu.

Nav́ıc ještě plat́ı, že pr̊useč́ıkem tečny t a př́ımky F2Q, kde Q je bod symetrický
s bodem F1 podle tečny t, je bod dotyku T tečny t.

t

bc
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bc
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bc
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bc

B
bc
S

bc
C

bc

D

bc
T

bc
Q

Obrázek 2.3: Tečna elipsy v jej́ım bodě

Daľśı d̊uležité a konstrukčně využitelné vlastnosti popisuj́ı dvě následuj́ıćı věty.

Věta 2.5. Množina všech bod̊u souměrně sdružených s jedńım ohniskem elipsy podle jej́ıch
tečen je kružnice se středem v druhém ohnisku a poloměrem 2a.

Poznámka 2.6. Jelikož má elipsa dvě ohniska, existuj́ı dvě kružnice q1(F1, 2a) a q2(F2, 2a)
z předchoźı věty, tyto kružnice se nazývaj́ı ř́ıd́ıćı kružnice elipsy.

Věta 2.7. Množina všech pat kolmic spuštěných z ohnisek elipsy na jej́ı tečny je kružnice
se středem ve středu elipsy a poloměrem a.
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Poznámka 2.8. Kružnice z předchoźı věty tedy zřejmě procháźı hlavńı vrcholy elipsy a
nazývá se vrcholová kružnice elipsy.

Konstrukce 2.9. K elipse určené ohnisky F1, F2 a délkou hlavńı poloosy a sestrojte
tečny, které procházej́ı vněǰśım bodem elipsy R.
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Obrázek 2.4: Tečny k elipse

Řešeńı. Zřejmě budou existovat dvě tečny t1, t2 elipsy. Body Q1, Q2 souměrně sdružené
k ohnisku F2 podle tečen t1, t2 lež́ı na ř́ıd́ıćı kružnici q(F1, 2a). Nav́ıc tyto body lež́ı i na
kružnici r(R, |RF2|) a můžeme tak body Q1 a Q2 sestrojit. Tečna t1 je pak osou úsečky
F2Q1 a tečna t2 je osa úsečky F2Q2. Nav́ıc můžeme určit i bod dotyku T1 tečny t1 jako
pr̊useč́ık př́ımky t1 s úsečkou F1Q1, podobně bod dotyku T2 tečny t2 je pr̊useč́ık př́ımky
t2 s úsečkou F1Q2.

Při zobrazováńı kružnice bude hrát d̊uležitou roli i následuj́ıćı konstrukce, tzv. proužková
konstrukce elipsy.

Konstrukce 2.10. Určete délku vedleǰśı poloosy elipsy, jsou-li dány jej́ı hlavńı vrcholy
A, B a bod M na elipse.

Řešeńı. Př́ımka AB je hlavńı osou o1 elipsy, vedleǰśı osa o2 je tedy osa úsečky AB.
Kružnice k(M, 1

2
|AB|) protne osu o2 v bodech 1, 1′. Př́ımka určená body M a 1, resp.

M a 1′, protne hlavńı osu o1 v bodech 2, resp. 2′. Délka úsečky M2, resp. M2′, je délka
vedleǰśı poloosy.
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Obrázek 2.5: Proužková konstrukce elipsy

Poznámka 2.11. Název předchoźı konstrukce je odvozen od toho, že vezmeme-li proužek
paṕıru a na něj vyznač́ıme body 1, 2, M , resp. 1′, 2′, M , tak, že |1M | = a, |2M | = b a
|12| = a−b, resp. |1′M | = a, |2′M | = b a |1′2′| = a+b, pak pohybujeme-li t́ımto proužkem
tak, že bod 1, resp. 1′, z̊ustává na vedleǰśı ose elipsy a bod 2, resp. 2′, z̊ustává na hlavńı
ose elipsy, pak bod M opisuje elipsu s délkami poloos a a b.
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Obrázek 2.6: Proužková konstrukce elipsy

Každá úsečka, jej́ıž krajńı body jsou na elipse, se nazývá tětiva elipsy, každá tětiva
elipsy, která procháźı středem elipsy, je jej́ı pr̊uměr. Dva pr̊uměry takové, že tečny v kon-
covém bodě jednoho pr̊uměru jsou rovnoběžné s druhým pr̊uměrem se nazývaj́ı sdružené
pr̊uměry.

V následuj́ıćı konstrukci, tzv. př́ıčkové konstrukci elipsy, si ukážeme daľśı rychlou
metodu, jak źıskávat body na elipse, která je dána dvojićı sdružených pr̊uměr̊u.
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Konstrukce 2.12. Nalezněte daľśı body elipsy dané sdruženými pr̊uměry MN a PQ.

Řešeńı. Pr̊useč́ık S úseček MN a PQ je středem elipsy. Utvořme rovnoběžńık SNOQ.
Rozdělme úsečku SQ body U1, U2, . . . na stejné d́ılky, podobně se rozděĺı body V1, V2, . . .
úsečka OQ na stejný počet shodných d́ılk̊u. Pr̊useč́ıkem př́ımek MU1 a NV1 je bod X1,
který je bodem na elipse, podobně źıskáme i daľśı body. Celou konstrukci můžeme zopa-
kovat i ve zbylých částech elipsy.
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Obrázek 2.7: Př́ıčková konstrukce elipsy

Poznámka 2.13. Osy elipsy jsou také zároveň sdružené pr̊uměry a předchoźı konstrukce
se tak dá použ́ıt i pro elipsu danou osami.

2.0.2 Hyperbola

Definice 2.14. Hyperbola je množina všech bod̊u roviny, které maj́ı od dvou daných
pevných bod̊u stejný rozd́ıl vzdálenost́ı menš́ı než vzdálenost daných bod̊u.

Podobně jako u elipsy se oba pevné body nazývaj́ı ohniska a budeme je obvykle značit
F1, F2. Úsečky F1M a F2M se nazývaj́ı pr̊uvodiče a jejich rozd́ıl znač́ıme 2a. Vrcholy A,
B hyperboly dostaneme tak, že od středu S úsečky F1F2 naneseme na polopř́ımky SF1,
SF2 vzdálenost a.2

Z definice hyperboly plyne konstrukce jej́ıch bod̊u.

Konstrukce 2.15. Sestrojte body na hyperbole, jsou-li dána jej́ı ohniska F1, F2 a rozd́ıl
pr̊uvodič̊u jej́ıch bod̊u 2a.

Řešeńı. Sestrojme vrcholy hyperboly A, B (lež́ı na př́ımce F1F2 ve vzdálenosti a od středu
S úsečky F1F2). Zvolme na př́ımce F1F2 pomocný bod O vně úsečky F1F2. Pr̊useč́ıky
kružnic m1(F1, |AO|) a m2(F2, |BO|) jsou body hyperboly.
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Obrázek 2.8: Hyperbola

Z předchoźı konstrukce plyne, že hyperbola je symetrická podle dvou os, př́ımka AB je
hlavńı osa o1 hyperboly, př́ımka o2 kolmá k př́ımce o1 a procházej́ıćı bodem S je vedleǰśı osa
hyperboly, bod S se nazývá střed hyperboly a hyperbola je podle něj středově souměrná.

Vzdálenost |SA| = |SB| = a se nazývá délka hlavńı poloosy. Vzdálenost ohnisek od
středu se nazývá výstřednost hyperboly a znač́ı se e. Vedleǰśı osa nemá žádné společné
body s hyperbolou, ale přesto se uvád́ı délka vedleǰśı poloosy b, pro kterou plat́ı

e2 = a2 + b2.

Charakteristický trojúhelńık hyperboly je pravoúhlý trojúhelńık SAH , jehož odvěsny maj́ı
délku a, b a přepona má délku e.

Podle definice hyperboly plat́ı pro jej́ı každý bod M vztah

||F1M | − |F2M || = 2a.

To znamená, že je bud’ |F1M | − |F2M | = 2a v př́ıpadě, že je |F1M | > |F2M |, nebo
|F2M | − |F1M | = 2a v př́ıpadě, že je |F2M | > |F1M |. Hyperbola se tedy skládá ze dvou
disjunktńıch část́ı, které se nazývaj́ı větve hyperboly.

Větve hyperboly se neomezeně bĺıž́ı ke dvěma př́ımkám u1, u2, které pocházej́ı středem
hyperboly a od jej́ı hlavńı osy maj́ı odchylku α, pro niž plat́ı tgα = b

a
. Tyto př́ımky se

nazývaj́ı asymptoty hyperboly, zároveň si můžeme všimnout, že jsou to př́ımky, na kterých
lež́ı přepona charakteristického trojúhelńıku.

2Např. pro bod A plat́ı ||F2A| − |F1A|| = ||F2A| − |F2B|| = |AB| = 2a.
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V okoĺı vrchol̊u nahrazujeme hyperbolu, které jsou součást́ı tzv. hyperoskulačńıch
kružnic. Střed SA hyperoskulačńı kružnice ve vrcholu A źıskáme jako pr̊useč́ık hlavńı
osy o1 a kolmice k asymptotě u1 bodem H . Bod SB je pak symetrický podle bodu S.

Hyperbola děĺı rovinu na tři části. Dvě části, které obsahuj́ı ohniska hyperboly tvoř́ı
jej́ı vnitřńı oblast, třet́ı část, která obsahuje střed je jej́ı vněǰśı oblast. Je-li bod M bodem
hyperboly, pak úhel F1MF2 a k němu př́ıslušný vrcholový úhel se nazývaj́ı vněǰśı úhly
pr̊uvodič̊u. Vedleǰśı úhly vněǰśıch úhl̊u se nazývaj́ı vnitřńı úhly pr̊uvodič̊u.

Př́ımka může mı́t s hyperbolou společné dva r̊uzné body, jeden bod, nebo žádný bod.
Má-li př́ımka společné dva r̊uzné body, nebo jeden bod a zároveň obsahuje vnitřńı i vněǰśı
bod hyperboly (tj. je rovnoběžná s asymptotou), nazýváme ji sečnou hyperboly. Má-li
př́ımka jeden společný bod s hyperbolou a všechny jej́ı ostatńı body jsou vněǰśı body
hyperboly, nazýváme ji tečnou. V př́ıpadě, že nemá př́ımka s hyperbolou žádné společné
body, jedná se o vněǰśı př́ımku hyperboly. Pro tečnu hyperboly plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 2.16. Tečna hyperboly p̊uĺı vněǰśı úhly pr̊uvodič̊u dotykového bodu.

bc

F1

bc

F2

bc T

bc
Q

bc
S

Obrázek 2.9: Tečna hyperboly

Podobně jako u elipsy se daj́ı zformulovat věty o ř́ıd́ıćı kružnici a vrcholové kružnici
hyperboly.

Věta 2.17. Množina všech bod̊u souměrně sdružených s jedńım ohniskem hyperboly podle
jej́ıch tečen je kružnice se středem v druhém ohnisku a poloměrem 2a.

Věta 2.18. Množina všech pat kolmic spuštěných z ohnisek hyperboly na jej́ı tečny je
kružnice se středem ve středu hyperboly a poloměrem a.

2.0.3 Parabola

Definice 2.19. Parabola je množina všech bod̊u roviny, které maj́ı stejnou vzdálenost od
daného bodu F a dané př́ımky d, přičemž F /∈ d.

Bod F se nazývá ohnisko paraboly, př́ımka d ř́ıd́ıćı př́ımka paraboly. Vzdálenost oh-
niska od ř́ıd́ıćı př́ımky se nazývá parametr paraboly a obvykle se znač́ı p. Pr̊uvodiče bodu
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M paraboly jsou úsečky MF , MQ, kde Q je pata kolmice vedené bodem M na př́ımku
d. Střed V úsečky FO, kde O je pata kolmice z bodu F na př́ımku D je zřejmě bodem
paraboly a nazývá se vrchol.
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Obrázek 2.10: Parabola

Konstrukce 2.20. Sestrojte body na parabole, je-li dáno jej́ı ohnisko F a ř́ıd́ıćı př́ımka
d, v(F, d) = p.

Řešeńı. Využijeme definice paraboly. Sestroj́ıme-li kružnici k(F, r) dostaneme množinu
bod̊u, která má od bodu F vzdálenost r. Na rovnoběžce m s ř́ıd́ıćı př́ımkou d v polorovině
určené bodem F a ve vzdálenosti r, lež́ı body, které maj́ı danou vzdálenost r od ř́ıd́ıćı
př́ımky. Podle definice tedy body společné kružnici k a př́ımce m jsou body paraboly.
Poznamenejme, že aby kružnice a př́ımka měly společný alespoň jeden bod, muśı platit
r ≥ p

2
.

Z předchoźı konstrukce plyne, že parabola je symetrická podle př́ımky o, která je kolmá
k př́ımce d a procháźı bodem F , tato př́ımka se nazývá osa paraboly.

V okoĺı vrcholu můžeme parabolu nahradit část́ı hyperoskulačńı kružnice. Poloměr
oskulačńı kružnice je roven parametru p paraboly.

Parabola děĺı rovinu na dvě části. Část obsahuj́ıćı ohnisko se nazývá vnitřńı ob-
last, druhá část se nazývá vněǰśı oblast. Je-li M bod paraboly a úsečky MF , MQ jeho
pr̊uvodiče, pak úhel FMQ a př́ıslušný vrcholový úhel se nazývaj́ı vněǰśı úhly pr̊uvodič̊u
bodu M . Vedleǰśı úhly k těmto úhl̊um se nazývaj́ı vnitřńı úhly pr̊uvodič̊u bodu M .

Př́ımka je sečnou paraboly, obsahuje-li jak vnitřńı, tak vněǰśı body. Sečna prot́ıná
parabolu bud’ ve dvou bodech, nebo je rovnoběžná s osou paraboly a prot́ıná ji v jednom
bodě. Tečna paraboly je př́ımka, která má s parabolou společný jeden bod a všechny
ostatńı body jsou vněǰśı body paraboly, společný bod T tečny a paraboly se nazývá
dotykový bod. Př́ımka, která se nemá s parabolou žádný společný bod, se nazývá vněǰśı
př́ımka paraboly. Pro tečny paraboly plat́ı následuj́ıćı věta.
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Věta 2.21. Tečna paraboly p̊uĺı vněǰśı úhly pr̊uvodič̊u dotykového bodu.
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Obrázek 2.11: Tečna paraboly

Podobný význam jako ř́ıd́ıćı a vrcholová kružnice u elipsy, resp. hyperboly, maj́ı u pa-
raboly ř́ıd́ıćı př́ımka a tečna ve vrcholu paraboly.

Věta 2.22. Množina všech bod̊u souměrně sdružených s ohniskem paraboly podle jej́ıch
tečen je ř́ıd́ıćı př́ımka paraboly.

Věta 2.23. Množina všech pat kolmic vedených z ohniska paraboly k jej́ım tečnám je
tečna ve vrcholu paraboly.
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Kapitola 3

Promı́táńı a jeho základńı vlastnosti

3.1 Princip promı́táńı

Promı́táńı je zobrazeńı prostoru na nějakou plochu, nejčastěji na rovinu. Připomeňme,
že zobrazeńım rozumı́me předpis, který každému prvku nějaké množiny přǐrazuje právě
jeden prvek jiné množiny. Promı́táńı je abstrakćı procesu viděńı a je tedy možné pomoćı
něj dosáhnout značné názornosti. Princip promı́táńı na rovinu je následuj́ıćı.

V prostoru zvoĺıme rovinu π, tzv. pr̊umětnu, a bod S, S 6∈ π, tzv. střed promı́táńı.
K libovolnému bodu A v prostoru, A 6= S, sestroj́ıme jeho středový pr̊umět A′ jako
pr̊useč́ık př́ımky SA, tzv. promı́taćı př́ımky sA bodu A, s rovinou π. Promı́táńı, které je
určeno pr̊umětnou a středem promı́táńı, se nazývá středové promı́táńı.
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bc S

bcA′
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bc B′

(a) Středové promı́táńı

s

π

sA
sB

bcA′

bcA
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(b) Rovnoběžné promı́táńı

Obrázek 3.1: Princip promı́táńı

”
Posuneme-li bod S do nekonečna“, tj. mı́sto středu promı́táńı S budeme mı́t př́ımku

s (s 6‖ π), tzv. směr promı́táńı, budou všechny promı́taćı př́ımky vzájemně rovnoběžné.
Pr̊useč́ık promı́taćı př́ımky sA bodu A s pr̊umětnou π bude rovnoběžný pr̊umět bodu
A. Promı́táńı, které je určeno pr̊umětnou a směrem promı́táńı, se nazývá rovnoběžné
promı́táńı. Je-li nav́ıc směr promı́táńı kolmý, nazývá se promı́táńı pravoúhlé, neńı-li směr
promı́táńı kolmý, nazývá se promı́táńı kosoúhlé.

Pr̊umětem geometrického útvaru rozumı́me množinu pr̊umět̊u všech jeho bod̊u. Geo-
metrickému útvaru složenému z promı́taćıch př́ımek bod̊u nějakého útvaru ř́ıkáme promı́taćı

26
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útvar. Tak např́ıklad při rovnoběžném promı́táńı je promı́taćım útvarem př́ımky, která
neńı rovnoběžná se směrem promı́táńı, rovina, tzv. promı́taćı rovina př́ımky.

Pr̊uměty bod̊u zobrazujeme na nákresně, tou je např́ıklad rovina tabule nebo rovina
výkresu. Pr̊umět bodu zobrazený na nákresně se nazývá obraz bodu. Pokud promı́táme na
jednu pr̊umětnu, ztotožńıme obvykle nákresnu s pr̊umětnou, a pak nerozlǐsujeme pr̊uměty
a obrazy bod̊u. V př́ıpadě, že promı́táme na r̊uzné pr̊umětny, ztotožńıme nákresnu s jednou
z pr̊uměten. Protože všechny pr̊uměty zobraźıme na jedinou nákresnu, je nutné pr̊umět a
obraz rozlǐsit.

Nejd̊uležitěǰśı vlastnost všech promı́táńı udává následuj́ıćı věta.

Věta 3.1. Promı́táńı zachovává incidenci.

Tj. obecně plat́ı, že je-li bod bodem geometrického útvaru, lež́ı pr̊umět bodu na
pr̊umětu geometrického útvaru.

3.2 Vlastnosti rovnoběžného promı́táńı

Zřejmě každým bodemA v prostoru procháźı jediná př́ımka rovnoběžná se směrem promı́táńı.
Protože tato př́ımka neńı rovnoběžná s pr̊umětnou prot́ıná ji v jednom bodě A′. Pokud
lež́ı bod v pr̊umětně, je totožný se svým pr̊umětem.

Při promı́táńı př́ımky mohou nastat dva př́ıpady. Je-li př́ımka rovnoběžná se směrem
promı́táńı, pak všechny promı́taćı př́ımky jej́ıch bod̊u splynou s touto př́ımkou a pr̊umětem
takovéto př́ımky je jej́ı pr̊useč́ık s pr̊umětnou. Neńı-li př́ımka rovnoběžná se směrem
promı́táńı, pak promı́taćı př́ımky všech jej́ıch bod̊u vytvoř́ı rovinu, která je r̊uznoběžná
s pr̊umětnou, a pr̊umětem takovéto př́ımky je pr̊usečnice této roviny s pr̊umětnou.
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Obrázek 3.2: Promı́táńı př́ımky

Při promı́táńı roviny opět rozlǐśıme dva př́ıpady. Je-li rovina rovnoběžná se směrem
promı́táńı, splynou promı́taćı roviny všech jej́ıch př́ımek s touto rovinou a pr̊umětem
roviny bude jej́ı pr̊usečnice s pr̊umětnou. Pr̊umětem ostatńıch rovin je celá pr̊umětna.

Můžeme tedy přehledně shrnout:

Věta 3.2. Rovnoběžným pr̊umětem bodu je bod.
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Věta 3.3. Rovnoběžným pr̊umětem př́ımky rovnoběžné se směrem promı́táńı je bod, rov-
noběžným pr̊umětem př́ımky, která nemá směr promı́táńı, je př́ımka.

Věta 3.4. Rovnoběžným pr̊umětem roviny, která je rovnoběžná se směrem promı́táńı, je
př́ımka. Rovnoběžným pr̊umětem roviny, která nemá směr promı́táńı, je celá pr̊umětna.

Dvě nejd̊uležitěǰśı vlastnosti rovnoběžného promı́táńı jsou následuj́ıćı:

Věta 3.5. 1. Rovnoběžné promı́táńı zachovává rovnoběžnost.

2. Rovnoběžné promı́táńı zachovává poměr délek úseček, které lež́ı na téže př́ımce, resp.
na rovnoběžných př́ımkách.

Poznámka 3.6. Můžeme tedy jednoduše ř́ıct, že rovnoběžné promı́táńı zachovává rov-
noběžnost a děĺıćı poměr.

Pod́ıváme-li se speciálně na dvě rovnoběžné př́ımky, mohou nastat celkem tři situ-
ace. Maj́ı-li př́ımky směr promı́táńı, je jejich pr̊umětem dvojice bod̊u. Nemaj́ı-li směr
promı́táńı, tak jejich pr̊uměty bud’ splynou (obě lež́ı v jedné promı́taćı rovině) nebo jsou
to dvě r̊uznoběžné př́ımky.
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Obrázek 3.3: Pr̊umět rovnoběžek
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Důležitým d̊usledkem druhé vlastnosti je tvrzeńı o středu úsečky: Rovnoběžným pr̊umětem
středu úsečky je střed jej́ıho pr̊umětu.

Při rovnoběžném promı́táńı hraj́ı zvláštńı roli roviny, které jsou rovnoběžné s pr̊umětnou,
tzv. hlavńı roviny. Pro pr̊uměty útvar̊u, lež́ıćıch v hlavńıch rovinách plat́ı věta:

Věta 3.7. Rovnoběžným pr̊umětem útvaru, který lež́ı v hlavńı rovině, je útvar s ńım
shodný.

3.2.1 Vlastnosti pravoúhlého promı́táńı

Bude-li nav́ıc platit, že je směr promı́táńı kolmý k pr̊umětně, budeme mı́t některé daľśı
vlastnosti.

Zřejmě bude pr̊umětem úsečky, která je kolmá k pr̊umětně, bod a pr̊umětem úsečky,
která je s pr̊umětnou rovnoběžná, úsečka stejné délky. V ostatńıch př́ıpadech můžeme
př́ımo určit délku pr̊umětu pomoćı goniometrie. Z pravoúhlého trojúhelńıku ABP plyne
cosϕ = |AP |

|AB|
a tedy |A′B′| = |AP | = |AB| cosϕ, jelikož je ϕ ∈ (0◦, 90◦), tak 0 < cosϕ < 1

a odtud |A′B′| < |AB|. Dostáváme tak následuj́ıćı větu.

Věta 3.8. Délka pravoúhlého pr̊umětu úsečky, která neńı kolmá k pr̊umětně, je menš́ı
nebo rovna délce této úsečky.
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Obrázek 3.4: Vlastnosti pravoúhlého promı́táńı

Posledńı věta popisuje, kdy se dvě kolmé př́ımky promı́tnou jako opravdu kolmé.

Věta 3.9. Jestlǐze jedno rameno pravého úhlu je rovnoběžné s pr̊umětnou a druhé rameno
neńı k pr̊umětně kolmé, je pravoúhlým pr̊umětem tohoto úhlu pravý úhel.

3.3 Vlastnosti středového promı́táńı

Středové promı́táńı je technicky složitěǰśı, zvlášt’ protože nemá pěkné vlastnosti jako
promı́táńı rovnoběžné, tj. nezachovává se j́ım rovnoběžnost ani děĺıćı poměr. Na dru-
hou stranu je správně zvolené středové promı́táńı dobrým nahrazeńım viděńı lidského oka
a má tedy své uplatněńı.
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3.3.1 Vlastńı a nevlastńı útvary

Abychom mohli, podobně jako v př́ıpadě rovnoběžného promı́táńı, jednoduše popsat, jak
funguje středové promı́táńı, muśıme si zavést tzv. nevlastńı útvary. Intuitivně to můžeme
provést např́ıklad takto. Představme si, pro jednoduchost, že promı́táme v rovině z bodu
S body př́ımky p na př́ımku p′, viz obrázek 3.5. Pak každý bod M 6= V př́ımky p má
za pr̊umět bod M ′ př́ımky p′. Výjimku čińı bod V , který nemá pr̊umět, protože lež́ı na
př́ımce q′ ‖ p′. Obráceně, každý bod M ′ 6= U ′ je pr̊umětem bodu M př́ımky p. Bod U ′

neńı pr̊umětem žádného bodu př́ımky p, protože lež́ı na př́ımce q ‖ p. Všechny takovéto
výjimky by odpadly, kdybychom prohlásili, že bod V se promı́tá do nějakého

”
bodu“

př́ımky p′ a podobně, že U ′ je pr̊umětem nějakého
”
bodu“ př́ımky p.

p

q

p′ q′

bc
S

bc

M

bcM ′

bc

V

bcU ′

Obrázek 3.5: Nalezeńı nevlastńıho bodu

Otázkou tedy je, jak takový
”
bod“ naj́ıt. Všimněme si, že jak se bod M vzdaluje od

bodu V , tak se jeho pr̊umět M ′ na př́ımce p′ přibližuje k bodu U ′. To nás vede k názorně
představě, že př́ımka p má jediný

”
bod v nekonečnu“, tzv. úběžný bod, který znač́ıme

U∞. Př́ımka q ‖ p promı́tá úběžný bod U∞ z S do bodu U ′ a podobně bod V se promı́tá
př́ımkou q′ ‖ p′ do úběžného bodu V ′

∞ př́ımky p′.
Z předchoźıch úvah plyne, že takto pojatý nevlastńı bod je společný všem rovnoběžným

př́ımkám. Všechny dosavadńı body, př́ımky a roviny jsou tedy tzv. vlastńı útvary (a
nebude-li řečeno jinak, budeme bodem vždy rozumět vlastńı bod, př́ımkou vlastńı př́ımku
a rovinou vlastńı rovinou). Pro zavedeńı nevlastńıch útvar̊u budeme mı́t následuj́ıćı defi-
nici.

Definice 3.10. Nevlastńı bod je množina všech spolu rovnoběžných př́ımek, tj. směr.
Nevlastńı př́ımka je množina všech spolu rovnoběžných rovin.
Nevlastńı rovina je množina všech nevlastńıch bod̊u a nevlastńıch př́ımek.

3.3.2 Pr̊uměty jednotlivých prvk̊u

Jak jsme již dř́ıve uvedli, středové promı́táńı je určeno středem promı́táńı S a pr̊umětnou.
Při promı́táńı je d̊uležitá i tzv. středová rovina ϕ, která procháźı středem promı́táńı a je
rovnoběžná s pr̊umětnou. Pro středové pr̊uměty základńıch prvk̊u plat́ı následuj́ıćı.
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Středový pr̊umět bodu (vlastńıho i nevlastńıho), který nelež́ı ve středové rovině, je
vlastńı bod. Středový pr̊umět bodu, který lež́ı ve středové rovině (a je r̊uzný od S), je
nevlastńı bod.

Středový pr̊umět př́ımky (vlastńı nebo nevlastńı), která neńı promı́taćı a nelež́ı (lež́ı)
ve středové rovině, je vlastńı (nevlastńı) př́ımka. Středový pr̊umět promı́taćı př́ımky, která
nelež́ı (lež́ı) ve středové rovině, je vlastńı (nevlastńı) bod.

Středový pr̊umět promı́taćı roviny r̊uzné od středové roviny je vlastńı př́ımka, středový
pr̊umět středové roviny je nevlastńı př́ımka. Středový pr̊umět každé jiné roviny je pr̊umětna.

3.4 Afinita a kolineace

V konstruktivńı geometrii kromě již známých zobrazeńı (r̊uzných shodnost́ı a podobnost́ı)
využijeme i dvě nová zobrazeńı, jedná se o osovou afinitu (stručně afinitu) a středovou
kolineaci (stručně kolineaci).

Definice 3.11. Mějme dvě r̊uznoběžné roviny ̺ a σ a př́ımku s, která neńı rovnoběžná
ani s jednou z nich. Označme o pr̊usečnici rovin ̺ a σ.

Afinita se směrem afinity s a osou afinity o je zobrazeńı, které přǐrazuje

1. každému bodu A roviny ̺ bod A′ roviny σ tak, že př́ımka AA′ je rovnoběžná s
př́ımkou s,

2. každé př́ımce a 6‖ o roviny ̺ př́ımku a′ roviny σ tak, že př́ımky a, a′ se prot́ınaj́ı na
př́ımce o, každé př́ımce b ‖ o roviny ̺ př́ımku b′ ‖ o roviny σ.

o

bcA

bc

A′

a

a′

b

b′

s

(a)

̺

σ

(b)

Obrázek 3.6: Afinita v prostoru

O bodech A, A′ a př́ımkách a, a′, resp. b, b′, ř́ıkáme, že jsou afinně sdružené. Na ose
afinity lež́ı body, které jsou sdruženy samy se sebou.

Afinńım obrazem mnohoúhelńıku v rovině ̺ je mnohoúhelńık v rovině σ, přičemž oba
tyto mnohoúhelńıky lež́ı na téže hranolové ploše, jej́ıž hrany maj́ı směr afinity s. Této
vlastnosti můžeme využ́ıt při konstrukci rovinného řezu hranolu. Řez hranolu rovinou
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σ je sdružen s podstavou hranolu lež́ıćı v rovině ̺, přičemž směr afinity je směr hran
hranolové plochy a osa afinity je pr̊usečnice rovin ̺ a σ.

Rovnoběžným promı́tnut́ım afinity mezi rovinami ̺ a σ do roviny π ve směru, který
neńı rovnoběžný se směrem afinity s ani žádnou z rovin ̺ a σ, źıskáme afinitu v rovině π.
Jej́ı osou je pr̊umět př́ımky o a jej́ım směrem je pr̊umět př́ımky s.

Afinita je zobrazeńı, které zachovává incidenci, rovnoběžnost a děĺıćı poměr.

Př́ıklad 3.12. Afinita v rovině je určena osou o a dvojićı sdružených bod̊u X , X ′. Se-
strojte obraz daného trojúhelńıku ABC.

bc

A

bcB

bcC

bcX
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bc
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bc
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bcC
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Obrázek 3.7: Řešeńı př́ıkladu 3.12

Řešeńı. Př́ımka XX ′ určuje směr afinity (viz obrázek 3.7). Obrazem trojúhelńıku ABC
bude trojúhelńık A′B′C ′. Bod A′ lež́ı na př́ımce rovnoběžné s př́ımkou XX ′ procházej́ıćı
bodem A a na př́ımce 1X ′, kde bod 1 je pr̊useč́ıkem př́ımky AX s osou o. Obdobně
źıskáme obrazy bod̊u B a C, přičemž pro jejich sestrojeńı již můžeme použ́ıt i dvojici A,
A′.

Př́ıklad 3.13. V afinitě v rovině je dána trojice sdružených bod̊u A, A′, B, B′ a C, C ′.
Určete osu afinity.

Řešeńı. Př́ımky AA′, BB′ a CC ′ jsou rovnoběžné a určuj́ı směr afinity (viz obrázek 3.8).
Afinně sdružené př́ımky se v afinitě prot́ınaj́ı na ose afinity, proto je osa afinity určena
pr̊useč́ıky 1, 2, resp. 3, př́ımek AB a A′B′, BC a B′C ′, resp. AC a A′C ′.

Definice 3.14. Mějme dvě r̊uznoběžné roviny ̺ a σ a bod S, který nelež́ı v žádné z nich.
Označme o pr̊usečnici rovin ̺ a σ.

Kolineace se středem kolineace S a osou kolineace o je zobrazeńı, které přǐrazuje:
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Obrázek 3.8: Určeńı osy a směru afinity

1. každému bodu A roviny ̺ bod A′ roviny σ tak, že př́ımka AA′ procháźı bodem S,

2. každé př́ımce a 6‖ o roviny ̺ př́ımku a′ roviny σ tak, že př́ımky a, a′ se prot́ınaj́ı na
př́ımce o, každé př́ımce b ‖ o roviny ̺ př́ımku b′ ‖ o roviny σ.
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Obrázek 3.9: Kolineace v prostoru

Rovnoběžným promı́táńım ve směru, který neńı rovnoběžný se žádnou z rovin ̺ a σ,
přejde kolineace v prostoru v kolineaci v rovině. Podobně jako byla afinita užitečná při
hledáńı řezu na hranolu, je kolineace užitečná při hledáńı řezu na jehlanu. Mezi rovinou
podstavy jehlanu a rovinou řezu je kolineárńı vztah, přičemž osou kolineace je pr̊usečnice
těchto rovin a středem kolineace je vrchol jehlanu.
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Kapitola 4

Kótované promı́táńı

4.1 Úvodńı pojmy

4.1.1 Popis zobrazovaćı metody, zobrazeńı bodu

Jako u každé zobrazovaćı metody, kterou budeme prob́ırat, p̊ujde nám v kótovaném
promı́táńı o to, jak zobrazit trojrozměrný prostor do dvourozměrného prostoru (tedy
do roviny), a to vzájemně jednoznačným zp̊usobem. Kótované promı́táńı se použ́ıvá při
vrstevnicovém zobrazeńı terénu na turistických mapách, stavaři ho aplikuj́ı při řešeńı prak-
tických úloh umist’ováńı objekt̊u do terénu nebo při řešeńı střech nad daným p̊udorysem.
Oproti tomu neńı kótované promı́táńı př́ılǐs názorné pro zobrazováńı těles.
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bc B
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(a) Situace v prostoru
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(b) Situace v nákresně

Obrázek 4.1: Zobrazeńı bod̊u

V trojrozměrném prostoru si zvoĺıme vodorovnou pr̊umětnu π. Bodem A prostoru
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vedeme promı́taćı paprsek, který je kolmý na pr̊umětnu. Pr̊useč́ık tohoto paprsku s pr̊u-
mětnou π označ́ıme A1 a mluv́ıme o něm jako o kolmém pr̊umětu bodu A. Toto zobra-
zeńı prostoru do roviny neńı vzájemně jednoznačné, protože všechny body lež́ıćı na jed-
nom promı́taćım paprsku by měly ten samý pr̊umět. Každému pr̊umětu proto přǐrad́ıme
jeho vzdálenost od pr̊umětny, muśıme ale ještě rozlǐsit, zda bod lež́ı nad pr̊umětnou,
nebo pod pr̊umětnou. Pokud bod lež́ı nad pr̊umětnou, přǐrad́ıme vzdálenosti kladné
znaménko, jestliže bod lež́ı pod pr̊umětnou, přǐrad́ıme vzdálenosti záporné znaménko.
Této vzdálenosti opatřené znaménkem ř́ıkáme kóta a zapisujeme ji do závorky k pr̊umětu
bodu. Bod, který lež́ı v pr̊umětně má tedy kótu 0 a plat́ı, že je totožný se svým p̊udorysem
(viz bod C na obrázku 4.1)

Stručně tedy můžeme ř́ıci, že kótované promı́táńı je pravoúhlé promı́táńı na jednu
pr̊umětnu, při kterém každému pr̊umětu bodu přǐrazujeme takzvanou kótu, což je orien-
tovaná vzdálenost bodu od pr̊umětny (jestliže bod lež́ı nad pr̊umětnou, je kóta kladná,
v př́ıpadě že bod lež́ı pod pr̊umětnou, je kóta záporná).

Nákresna je rovina, v ńıž sestrojujeme obrazy pr̊umět̊u (např́ıklad paṕır na který
rýsujeme).

Pr̊umětnu (kterou ztotožňujeme s nákresnou) označujeme π, A1 je kolmý pr̊umět bodu
A do p̊udorysny, kótu (orientovanou vzdálenost) bodu A zapisujeme za jeho pr̊umět do
kulaté závorky.

4.1.2 Kartézská souřadná soustava

Kartézská souřadná soustava je taková soustava souřadnic, u které jsou souřadné osy
vzájemně kolmé a prot́ınaj́ı se v jednom bodě, takzvaném počátku souřadné soustavy.
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(a) Situace v prostoru
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Obrázek 4.2: Zavedeńı kartézské souřadné soustavy

Jednotka se obvykle voĺı na všech osách stejně velká. Kartézskou souřadnou sou-
stavu zavád́ıme pro jednoznačné zadáńı bod̊u, přičemž jednotlivé souřadnice bodu v pro-

35



KAPITOLA 4. KÓTOVANÉ PROMÍTÁNÍ

storu jsou kolmé pr̊uměty tohoto bodu na př́ıslušných osách1. V kótovaném promı́táńı
ztotožńıme pr̊umětnu π s rovinou os x; y, přičemž kladná část osy x jde od počátku
směrem doleva, kladná část osy y od počátku směrem dol̊u. Osa z (kolmá na p̊udorysnu)
bude mı́t kladnou část směrem nahoru, z-ové souřadnice budou tedy odpov́ıdat kótám.

Obecně rozlǐsujeme takzvanou pravotočivou a levotočivou souřadnou soustavu (podle
orientace os, určujeme pomoćı pravidla pravé, respektive levé ruky), my použ́ıváme pra-
votočivou kartézskou soustavu (zkuste si nastavit pravou ruku tak, aby palec reprezentovat
osu x, ukazováček osu y a prostředńık osu z ve směrech jako na obrázku 4.2a).

Př́ıklad 4.1. V kótovaném promı́táńı zobrazte bodyA[2, 3, 5],B[−6, −5, 2], C[−1, 4, 7],
D[6, −7, −12] (představte si, kde lež́ı v prostoru, které z nich lež́ı nad pr̊umětnou, které
pod pr̊umětnou).

Řešeńı. Řešeńı viz obrázek 4.3

bc 0bc
2

bc 3bc

A1(5)

bc

−6

bc−5 bc
B1(2)

bc
−1

bc
4

bc

C1(7)

bc

6

bc 7bc
D1(−12)

x+

y+

Obrázek 4.3: Zobrazeńı bod̊u v kartézské souřadné soustavě

4.1.3 Zobrazeńı př́ımky

Vzhledem k pr̊umětně můžeme uvažovat dvě speciálńı polohy př́ımky, a to př́ımku kol-
mou k pr̊umětně a př́ımku rovnoběžnou s pr̊umětnou. Př́ımka kolmá k pr̊umětně (na
obrázku 4.4 př́ımka b) se v kótovaném promı́táńı zobraźı jako bod. Př́ımka rovnoběžná
s pr̊umětnou (na obrázku 4.4 př́ımka a) se zobraźı jako př́ımka, jej́ıž body maj́ı všechny
stejnou kótu (kótu můžeme psát př́ımo k označeńı př́ımky).

1Většina př́ıklad̊u v kapitole bude zadaná polohou př́ımek a bod̊u, souřadnicové zadáńı a kartézskou
souřadnou soustavu budeme použ́ıvat pro slovńı zadáńı př́ıklad̊u na procvičeńı.
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Obrázek 4.4: Př́ımka a rovnoběžná s pr̊umětnou, př́ımka b kolmá k pr̊umětně
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Obrázek 4.5: Zobrazeńı př́ımky

Pr̊umětem obecně položené př́ımky a (a 6⊥ π) je opět př́ımka. Pr̊umětem př́ımky, která
je kolmá na pr̊umětnu, je bod. Pr̊useč́ık př́ımky s pr̊umětnou nazýváme stopńık a znač́ıme
ho P (př́ımka rovnoběžná s pr̊umětnou stopńık nemá).

Př́ımku máme většinou zadánu pomoćı dvou bod̊u s celoč́ıselnými kótami jako na
obrázku 4.5
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Při takovémto zadáńı př́ımky (v nákresně) se nab́ıźı otázka, kde lež́ı stopńık př́ımky
a. Jeho polohu můžeme zjistit dvěma zp̊usoby, které si ted’ postupně probereme, jedná se
o stupňováńı př́ımky a sklápěńı př́ımky.

4.1.4 Stupňováńı př́ımky

Stupňováńı př́ımky je proces určeńı polohy daľśıch pr̊umět̊u bod̊u o celoč́ıselných kótách a
nalezeńı intervalu př́ımky, což je vzdálenost dvou sousedńıch pr̊umět̊u bod̊u o celoč́ıselných
kótách. Vystupňovat př́ımku a = AB z obrázku 4.6 je jednoduché, stač́ı určit střed S
úsečky A1B1 (viz obrázek 4.6a), který muśı mı́t kótu 2 (rovnoběžné promı́táńı zachovává
děĺıćı poměr). Interval př́ımky je i = |A1S1| = |S1B1|, př́ımka p je tedy vystupňovaná,
nanášeńım intervalu od daných bod̊u můžeme źıskávat daľśı pr̊uměty bod̊u o celoč́ıselných
kótách, tedy i p̊udorysný stopńık př́ımky p, což je bod o kótě 0.

i
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bc
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bc

2

bc

P1(0)

(a) Stupňováńı př́ımky z obrázku 4.5
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bc
3

bc2

bc1
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(b) Užit́ı pomocného děleńı

Obrázek 4.6: Stupňováńı př́ımky

Ve většině př́ıpad̊u si ale při stupňováńı př́ımky nevystač́ıme s p̊uleńım úseček. Mějme
danou př́ımku b = KL, viz obrázek 4.6b a úkol vystupňovat tuto př́ımku. Bod K má kótu
4, bod L kótu −1, rozd́ıl těchto kót je 4 − (−1) = 5, potřebujeme tedy rozdělit úsečku
K1L1 na 5 stejně velkých úseček. K tomu použijeme konstrukci, která využ́ıvá podobnosti
trojúhelńık̊u.

Jedńım z daných bod̊u, např́ıklad bodem L1 vedeme libovolnou pomocnou polopř́ımku
a na ni naneseme od bodu L1 za sebou 5 stejně velkých úseček (jejich délka může být
libovolná, ale voĺıme ji tak, aby se nám konstrukce vešla na rýsovaćı plochu). Posledńı
takto źıskaný bod spoj́ıme úsečkou s bodem K1 a vedeme rovnoběžky s touto úsečkou
daľśımi body na pomocné polopř́ımce. Pr̊useč́ıky těchto rovnoběžek s úsečkou K1L1 jsou
body o celoč́ıselných kótách mezi body K a L. Konstrukćı jsme zjistili i bod o kótě 0,
tedy stopńık př́ımky a.

4.1.5 Sklápěńı př́ımky

Sklápěńı př́ımky a je ve skutečnosti otočeńı promı́taćı roviny př́ımky a do pr̊umětny,
přičemž osa otáčeńı je pr̊umět a1 dané př́ımky (situaci v prostoru vid́ıme na obrázku 4.7
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nalevo). Při tomto pohybu rotuj́ı body př́ımky po kružnićıch, jejichž poloměry jsou kóty
př́ıslušných bod̊u. Tyto kružnice lež́ı v rovinách kolmých na osu otáčeńı, proto muśı sklo-
pené obrazy bod̊u ležet na pr̊usečnićıch těchto rovin s pr̊umětnou, tj. na kolmićıch na a1.
Vzdálenosti sklopených bod̊u od a1 jsou poloměry kružnic, po kterých body rotovaly, tedy
z-ové kóty těchto bod̊u.

Při řešeńı př́ıkladu v pr̊umětně (na obrázku 4.7 napravo) sestroj́ıme prvńımi pr̊uměty
bod̊u A a B kolmice k a1. Od budu A1 naneseme na kolmici zA, od bodu B1 naneseme
zB, źıskané body označ́ıme (A) a (B) a spoj́ıme je čerchovanou čarou, tato spojnice je
sklopeným obrazem př́ımky a a znač́ıme ji (a). Pr̊useč́ık a1 a (a) je stopńık př́ımky a.
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Obrázek 4.7: Sklápěńı př́ımky otočeńım promı́taćı roviny do p̊udorysny

Poznámka 4.2. Na obrázku 4.7 je zobrazený př́ıpad, kdy maj́ı body A, B určuj́ıćı př́ımku
a kladnou kótu, v tom př́ıpadě muśı ležet jejich sklopené obrazy ve stejné polorovině
určené př́ımkou a1 (je jedno ve které). Ve stejné polorovině by ležely také sklopené obrazy
bod̊u, jejich kóty by byly obě záporné. V př́ıpadě, že by byla kóta jednoho bodu kladná a
druhá záporná, došlo by k tomu, že sklopené obrazy budou ležet v opačných polorovinách
určených př́ımkou a1

Pokud pomoćı sklápěńı hledáme skutečnou velikost úsečky AB nebo odchylku př́ımky
AB od pr̊umětny, můžeme předchoźı konstrukci zjednodušit. Zjednodušeńı spoč́ıvá v tom,
že budeme otáčet promı́taćı rovinu př́ımky a do roviny rovnoběžné s pr̊umětnou. V našem
př́ıpadě rovina do které otáč́ıme procháźı bodem B (viz obrázek 4.8a), ten tedy při otáčeńı
z̊ustane na mı́stě, osa otáčeńı je př́ımka rovnoběžná s a1 procházej́ıćı bodem B. Bod A
při otáčeńı rotuje po kružnici o poloměru zA − zB (kružnice opět lež́ı v rovině kolmé na
osu otáčeńı). Situace v pr̊umětně je zřejmá z obrázku 4.8b.
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Obrázek 4.8: Sklápěńı př́ımky do roviny rovnoběžné s pr̊umětnou

Př́ıklad 4.3. Je dán kótovaný pr̊umět úsečky KL, určete skutečnou velikost úsečky KL
a jej́ı odchylku od pr̊umětny (zadáńı i řešeńı viz obrázek 4.9).
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bc
L(4)

bc
(K)

zK
bc
(L)

zL

bc

P = P1(0)

α = 38◦

|KL|

Obrázek 4.9: Řešeńı př́ıkladu 4.3

Řešeńı. Skutečnou velikost úsečky KL najdeme pomoćı sklopeńı do pr̊umětny. Sklopený
bod (L) bude ležet na kolmici bodem L1 ve vzdálenosti zL = 4 jednotky (můžeme si
vybrat, kterým směrem vzdálenost naneseme). Bod K má zápornou kótu, proto veli-
kost z-ové souřadnice |zK | = 3 naneseme na kolmici od bodu K opačným směrem, než
jsme nanášeli kladnou kótu a źıskaný bod označ́ıme (K). Spojnice bod̊u (K), (L), kterou
rýsujeme čerchovaně, je sklopeným obrazem úsečky KL. Skutečná velikost úsečky KL je
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rovna vzdálenosti |(K)(L)|. Odchylka př́ımky KL od pr̊umětny je odchylka úseček K1L1

a (K)(L).

4.1.6 Spád př́ımky

Se spádem se v praxi často setkáváme např́ıklad u dopravńıho značeńı, jde o vyjádřeńı
rychlosti stoupáńı (nebo klesáńı). Spád s je poměr výškových rozd́ıl̊u ku délkovým rozd́ıl̊um
(na určitém úseku). Jestliže výškové rozd́ıly označ́ıme v a délkové rozd́ıly d, máme tedy
spád s = v

d
, viz obrázek 4.10a.

Protože je spád poměr protilehlé odvěsny ku přilehlé odvěsně v pravoúhlém trojúhelńıku,
plat́ı také s = tgα. Z toho vztahu můžeme určit úhel α, ale pozor, úhel α a spád neńı
totéž! V praxi bývá spád často vyjádřen v procentech nebo v promiĺıch (pokud je spád
velmi malý). Stoupáńı 12% ze značky na obrázku 4.10 znamená, že na vzdálenost 100
metr̊u (na mapě) cesta vystoupá o 12 metr̊u do výšky, tedy spád s = 12

100
= 0, 12 (to

odpov́ıdá 12%). Spád př́ımky kolmé k pr̊umětně neńı definován (protože neńı definován
tg π

2
).

d

v

α b

(a) (b)

Obrázek 4.10: Využit́ı spádu v praxi

V kótovaném promı́táńı existuje vztah mezi spádem př́ımky a intervalem př́ımky.
Z obrázku 4.11 máme

s = tgα =
e

i
,

kde e je takzvaná ekvidistance (výškový rozd́ıl sousedńıch bod̊u o značených kótách), α
je úhel, který sv́ırá př́ımka a s pr̊umětnou a i je interval př́ımky.

V našem př́ıpadě je ekvidistance rovna 1, takže plat́ı

s = tgα =
1

i

a odtud pro interval př́ımky plat́ı

i =
1

s
.
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Obrázek 4.11: Spád a interval

4.1.7 Vzájemná poloha dvou př́ımek

Dvě př́ımky v prostoru mohou mohou být rovnoběžné, r̊uznoběžné nebo mimoběžné.
Kótované promı́táńı neńı pro určeńı vzájemné polohy př́ılǐs názorné, polohu př́ımek v pro-
storu z jejich prvńıch pr̊umět̊u často nedokážeme určit na prvńı pohled.

Totožné př́ımky jsou pr̊umětem dvou rovnoběžek nebo dvou r̊uznoběžek lež́ıćıch ve
stejné promı́taćı rovině, skutečnou polohu př́ımek v prostoru můžeme zjistit pomoćı sklo-
peńı.

Jako r̊uznoběžné př́ımky se promı́taj́ı r̊uznoběžné př́ımky (lež́ıćı v rovině, která neńı
promı́taćı), nebo dvě mimoběžky jejichž promı́taćı roviny nejsou rovnoběžné. Tyto možnosti
rozlǐśıme opět pomoćı sklopeńı obou př́ımek, při kterém zjist́ıme kóty pr̊useč́ıku respek-
tive zdánlivého pr̊useč́ıku vzhledem k oběma př́ımkám. Pokud jsou kóty pr̊useč́ıku stejné
vzhledem k oběma př́ımkám, jedná se o r̊uznoběžky, v př́ıpadě že kóty jsou r̊uzné, jde
o zdánlivý pr̊useč́ık a př́ımky jsou mimoběžné. Rovnoběžné př́ımky jsou pr̊umětem rov-
noběžných př́ımek pokud maj́ı stejný interval a směr stoupáńı, v opačném př́ıpadě se
jedná o mimoběžky jejichž promı́taćı roviny jsou rovnoběžné.

Rovnoběžné př́ımky se také mohou zobrazit jako dva body a to v př́ıpadě, že jde
o promı́taćı př́ımky (kolmice na p̊udorysnu). U r̊uznoběžek nastává speciálńı situace pokud
je jedna z r̊uznoběžek promı́taćı, jejich pr̊umětem je pak bod a př́ımka, přičemž pr̊umět
bodu lež́ı na pr̊umětu př́ımky. V př́ıpadě že je jedna z mimoběžek promı́taćı, dostáváme
v prvńım pr̊umětu př́ımku a bod, který na ńı nelež́ı.

Př́ıklad 4.4. Určete vzájemnou polohu př́ımek k = AB, l = CD (zadáńı i řešeńı viz
obrázek 4.13).

Řešeńı. Pr̊uměty př́ımek k = AB, l = CD jsou r̊uznoběžné, to znamená, že př́ımky k a
l jsou v prostoru r̊uznoběžné nebo mimoběžné. Obě př́ımky skloṕıme, sklopené př́ımky
označ́ıme (k) a (l). Pr̊useč́ık př́ımek k1 a l1 označ́ıme jako X1 = Y1 (zat́ım nev́ıme, zda jde
o skutečný nebo zdánlivý pr̊useč́ık př́ımek k a l). Řekněme, že bod X lež́ı v prostoru na
př́ımce k a bod Y lež́ı na př́ımce l. Sklopený obraz (X) bodu X najdeme jako pr̊useč́ık
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(g) v rovnoběžných promı́taćıch
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na p̊udorysnu

Obrázek 4.12: Vzájemná poloha př́ımek

43



KAPITOLA 4. KÓTOVANÉ PROMÍTÁNÍ
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Obrázek 4.13: Řešeńı př́ıkladu 4.4

kolmice na k1 a př́ımky (k). Sklopený obraz (Y ) bodu Y najdeme jako pr̊useč́ık kolmice
na l1 a př́ımky (l). Nyńı porovnáme z-ové souřadnice bod̊u X a Y , z-ová souřadnice bodu
X je zX = |X1(X)|, z-ová souřadnice bodu Y je zY = |Y1(Y )|. Z-ové souřadnice bod̊u X
a Y jsou r̊uzné, to znamená, že př́ımky k a l jsou mimoběžné.

Př́ıklad 4.5. Určete vzájemnou polohu př́ımek a = AB, c = CD (zadáńı i řešeńı viz
obrázek 4.14).
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Obrázek 4.14: Řešeńı př́ıklad 4.5

Řešeńı. Pr̊uměty př́ımek a a c jsou totožné, to znamená, že v prostoru př́ımky lež́ı ve
stejné promı́taćı rovině a jsou rovnoběžné nebo r̊uznoběžné. Obě př́ımky opět skloṕıme do
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pr̊umětny a ve sklopeńı zjist́ıme jejich vzájemnou polohu, v tomto př́ıpadě jsou př́ımky
(a) a (c) rovnoběžné a jsou tedy rovnoběžné i př́ımky a, b v prostoru. Vzájemnou polohu
takto zadaných př́ımek bychom mohli také zjistit určeńım interval̊u př́ımek, který muśı být
v př́ıpadě rovnoběžných př́ımek stejný, nav́ıc muśı být totožný i směr stoupáńı př́ımek.

4.2 Zobrazeńı roviny a úlohy o rovinách

4.2.1 Zobrazeńı roviny

Pr̊umětem roviny kolmé na pr̊umětnu (tzv. promı́taćı roviny) je př́ımka, pr̊umětem roviny,
která neńı kolmá na pr̊umětnu je celá pr̊umětna π.

Rovina σ, která neńı rovnoběžná s pr̊umětnou prot́ıná pr̊umětnu v takzvané stopě
roviny pσ.
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Obrázek 4.15: Zobrazeńı roviny

Př́ımkám, které jsou rovnoběžné s pr̊umětnou a lež́ı v rovině σ, ř́ıkáme hlavńı př́ımky
roviny σ a znač́ıme je hσ. Většinou zadáváme nebo určujeme hlavńı př́ımky o celoč́ıselných
kótách. Kótou hlavńı př́ımky opět rozumı́me jej́ı orientovanou vzdálenost od pr̊umětny a
zapisujeme ji, stejně jako u bod̊u, do závorky za pr̊umět př́ımky. Př́ımka označená hσ1 (3)
je tedy prvńı pr̊umět hlavńı př́ımky roviny σ, která lež́ı tři jednotky nad pr̊umětnou π.

Př́ımce roviny σ, která je kolmá na p̊udorysnou stopu (a tedy i na hlavńı př́ımky
roviny) ř́ıkáme spádová př́ımka roviny σ a znač́ıme ji sσ.

Rovina bývá často zadaná vystupňovanou spádovou př́ımkou. Pokud je rovina určena
jinými prvky, měli bychom umět jej́ı spádovou př́ımku naj́ıt.

Př́ıklad 4.6. Určete p̊udorysnou stopu a spádovou př́ımku roviny ̺ ≡ (A,B,C)(zadáńı
i řešeńı viz obrázek 4.16).
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Obrázek 4.16: Řešeńı př́ıkladu 4.6

Řešeńı. Nejdř́ıve urč́ıme hlavńı př́ımku roviny ̺ jedńım z daných bod̊u, vzhledem k poloze
a kótám bod̊u bude nejvýhodněǰśı hledat hlavńı př́ımku o kótě 1 (hσ1 (1)) procházej́ıćı
bodem B1, k jej́ımu určeńı nám stač́ı naj́ıt jeden daľśı bod roviny ̺ o kótě 1. Ten můžeme
naj́ıt (už známou konstrukćı) na úsečce A1C1, když ji rozděĺıme na 7 stejně velkých d́ılk̊u.
Nemuśıme určovat všechny body o celoč́ıselných kótách, stač́ı nám bod o kótě 1 a také
bod o kótě 0, který později využijeme při hledáńı p̊udorysné stopy. Spojeńım bodu o kótě
1 (nalezeném na úsečce A1C1) a bodu B1 dostaneme hlavńı př́ımku o kótě 1, p̊udorysná
stopa roviny ̺ s ńı je rovnoběžná a procháźı bodem o kótě 0, který jsme našli na úsečce
A1C1. Spádová př́ımka je kolmá na p̊udorysnou stopu a můžeme ji narýsovat kdekoliv.

Př́ıklad jsme mohli také zač́ıt řešit např́ıklad hledáńım dvou bod̊u o kótě 0 (třeba
děleńım úsečky A1C1 na 7 stejně velkých d́ılk̊u a děleńım úsečky B1C1 na 5 stejně velkých
d́ılk̊u).

4.2.2 Pr̊usečnice dvou rovin

Pokud dvě roviny nejsou rovnoběžné, existuje jejich pr̊usečnice, která procháźı pr̊useč́ıky
hlavńıch př́ımek o stejných kótách (viz obrázek 4.17). Pr̊usečnice dvou rovin je př́ımka,
k jej́ımu určeńı nám tedy stač́ı naj́ıt dva jej́ı body. Př́ıklady na určeńı pr̊usečnice dvou rovin
tedy budeme řešit tak, že najdeme nebo zvoĺıme (pokud již jsou zadané) dvě hlavńı př́ımky
jedné roviny a v druhé rovině urč́ıme hlavńı př́ımky o stejných kótách jako v předchoźı
rovině.

Př́ıklad 4.7. Určete pr̊usečnici rovin ̺ a σ. Rovina ̺ je daná spádovou př́ımkou, na které
jsou určeny body o kótách 3 a 6. Rovina σ je daná spádovou př́ımkou, na které jsou určeny
body o kótách 4 a 9 (zadáńı i řešeńı viz obrázek 4.18).

Řešeńı. Jak už bylo řečeno výše, potřebujeme naj́ıt dvojice hlavńıch př́ımek v jedné
i v druhé rovině o stejných kótách. Vzhledem k zadáńı je vhodné hledat hlavńı př́ımky
o kótách 3 a 6. V rovině ̺ je můžeme okamžitě narýsovat jako kolmice na spádovou př́ımku
s̺1 body 3 a 6. V rovině σ muśıme nejdř́ıve body o kótách 3 a 6 naj́ıt. Použijeme pomocné
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Obrázek 4.17: Pr̊usečnice dvou rovin

děleńı na 5 d́ılk̊u. Hledané hlavńı př́ımky roviny σ jsou pak opět kolmice na spádovou
př́ımku sσ1 těmito body. Pr̊usečnice r roviny ̺ a σ procháźı pr̊useč́ıkem hlavńıch př́ımek
o kótách 3 (h̺1(3) ∩ h

σ
1 (3)) a pr̊useč́ıkem hlavńıch př́ımek o kótách 6 (h̺1(6) ∩ h

σ
1 (6)).
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Obrázek 4.18: Pr̊usečnice dvou rovin

Př́ıklad 4.8. Určete zásek trojúhelńık̊u ABC a KLM (zadáńı i řešeńı viz obrázek 4.19).

Řešeńı. Zásek dvou trojúhelńık̊u je vlastně úloha na určeńı pr̊usečnice dvou rovin α ≡
(A,B,C) a β ≡ (K,L,M), kde kromě pr̊usečnice urč́ıme posléze viditelnost trojúhelńık̊u.
Budeme proto z počátku postupovat podobně jako v předchoźım př́ıpadě. Když se pod́ıváme
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Obrázek 4.19: Zásek trojúhelńık̊u

na kóty vrchol̊u trojúhelńık̊u, vid́ıme, že bude vhodné určovat hlavńı př́ımky ve výšce 3,
daľśı hodnotu, ve které budeme určovat hlavńı př́ımku, si zvoĺıme třeba 2.

Nejdř́ıve urč́ıme hlavńı př́ımku roviny trojúhelńıka ABC o kótě 2, která povede bodem
A, a k jej́ımu určeńı nám stač́ı naj́ıt daľśı bod o kótě 2 na straně BC. Rozd́ıl z-ových
souřadnic bod̊u B a C je 4, bod o kótě 2 zjist́ıme pomocným děleńım na 4 d́ılky nebo po-
moćı dvou technických p̊uleńı. Spojeńım nalezeného bodu o kótě 2 s bodem A dostáváme
hlavńı př́ımku trojúhelńıka ABC o kótě 2. Hlavńı př́ımka trojúhelńıka ABC o kótě 3 je
rovnoběžná s hlavńı př́ımku trojúhelńıka ABC o kótě 2 a procháźı bodem C.

V trojúhelńıku KLM je výhodněǰśı nejdř́ıve hledat hlavńı př́ımku o kótě 3. Bod o kótě
3 na úsečce MK najdeme pomocným děleńım na 6 stejně velkých d́ılk̊u. Bod o kótě 3
na úsečce KM pak spoj́ıme s bodem L o kótě 3 a dostaneme hlavńı př́ımku o kótě 3.
Hlavńı př́ımka o kótě 2 je s ńı rovnoběžná a procháźı bodem o kótě 2, který jsme zjistili
na úsečce KM . Půdorys pr̊usečnice r = α ∩ β je spojnice pr̊useč́ık̊u hα1 (3) ∩ hβ1 (3) a
hα1 (2) ∩ h

β
1 (2). Velmi tlustou plnou čarou vytahujeme na r1 jen tu část, kde se překrývaj́ı

oba dané trojúhelńıky.

Viditelnost trojúhelńık̊u urč́ıme tak, že rozhodneme o viditelnosti v jednom z bod̊u,
kde se prot́ınaj́ı prvńı pr̊uměty stran jednoho a druhého trojúhelńıka. V prostoru jsou
takové strany trojúhelńık̊u mimoběžné, mluv́ıme proto o takzvaném zdánlivém pr̊useč́ıku.
Jde vlastně o dva body, které lež́ı nad sebou (na stejné promı́taćı př́ımce). Vezmeme
např́ıklad zdánlivý pr̊useč́ık stranyML a AC a přibližně odhadneme kóty bod̊u vzhledem
k jednotlivým stranám. Vzhledem ke straně AC bude kóta bodu mezi 2 a 3 jednotkami,
vzhledem ke straněML bude kóta záporná (kolem −1). Při pohledu shora je tedy viditelný
bod strany AC a bod strany ML lež́ı pod ńım (je neviditelný). Z viditelnosti jednoho
bodu odvod́ıme viditelnost celého zadáńı, protože viditelnost se měńı na pr̊usečnici r a
samozřejmě plat́ı, že jeden trojúhelńık je viditelný mimo obrys druhého trojúhelńıka.
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4.3 Pr̊useč́ık př́ımky s rovinou, metoda kryćı př́ımky

Pr̊useč́ık př́ımky s rovinou můžeme řešit tak, že danou př́ımkou prolož́ıme libovolnou
rovinu a urč́ıme jej́ı pr̊usečnici s danou rovinou (viz předchoźı odd́ıl). Pr̊unik źıskané
pr̊usečnice a dané př́ımky je pak hledaným pr̊useč́ıkem.

Pokud př́ımkou neprokládáme libovolnou rovinu, ale promı́taćı rovinu, mluv́ıme o tak-
zvané metodě kryćı př́ımky.

Řekněme, že máme určit pr̊useč́ık př́ımky a s rovinou ̺. Př́ımkou a prolož́ıme promı́taćı
rovinu α (rovina kolmá na pr̊umětnu), pro pr̊usečnici l = α∩̺ pak plat́ı a1 = l1. Při řešeńı
př́ıklad̊u budeme postupovat následovně:

• představ́ıme si, že př́ımkou a prolož́ıme promı́taćı rovinu α, která protne rovinu ̺
v př́ımce l (nic nerýsujeme, jde jen o myšlenku),

• př́ımky a a l lež́ı ve stejné promı́taćı rovině, proto polož́ıme a1 = l1,

• najdeme na př́ımce l dva body tak, aby skutečně platilo, že lež́ı v rovině ̺,

• urč́ıme pr̊useč́ık př́ımky a a l (jedná se o r̊uznoběžky ve stejné promı́taćı rovině,
pr̊useč́ık najdeme sklopeńım), což je hledaný pr̊useč́ık př́ımky a s rovinou ̺,

• urč́ıme viditelnost př́ımky a vzhledem k rovině ̺ (viditelnost se měńı v pr̊useč́ıku,
proto stač́ı určit viditelnost v jednom z daľśıch bod̊u př́ımky a).

̺

π = ̺

α

a1 = l1

l

bc
Ra

Obrázek 4.20: Prostorová situace při hledáńı pr̊useč́ıku př́ımky a s rovinou ̺ pomoćı kryćı
př́ımky

Př́ıklad 4.9. Určete pr̊useč́ık př́ımky a = (A,B) s rovinou β, která je daná hlavńımi
př́ımkami o kótách 2 a 4 (zadáńı i řešeńı viz obrázek 4.21).
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Obrázek 4.21: Pr̊useč́ık př́ımky s rovinou danou hlavńımi př́ımkami

Řešeńı. Postupujeme podle předchoźıch bod̊u. Představ́ıme si promı́taćı rovinu př́ımky a,
která protne rovinu β v př́ımce l (tzv. kryćı př́ımka). Př́ımky a a l lež́ı ve stejné promı́taćı
rovině, proto polož́ıme a1 = l1. Př́ımka l současně lež́ı v rovině β, jej́ı pr̊useč́ıky s hlavńımi
př́ımkami roviny β jsou tedy skutečné a v prostoru určuj́ı polohu př́ımky l. Konkrétně se
jedná o pr̊useč́ık l1 ∩ h

β
1 (2), který má kótu 2 (protože je to bod hlavńı př́ımky o kótě 2) a

o pr̊useč́ık l1 ∩ h
β
1 (4), který má kótu 4 (protože je to bod hlavńı př́ımky o kótě 4).

Př́ımky a a l lež́ı ve stejné promı́taćı rovině, jejich pr̊useč́ık najdeme sklopeńım. Tento
pr̊useč́ık ve sklopeńı označ́ıme (R), jeho prvńı pr̊umět, který najdeme na kolmici na a1 = l1
bodem (R), označ́ıme R1. Bod R je hledaný pr̊useč́ık př́ımky a = (A,B) s rovinou β.

Zbývá určit viditelnost př́ımky a = (A,B) vzhledem k rovině β. Viditelnost se měńı
v bodě R, proto stač́ı určit viditelnost v jednom bodě př́ımky a (kromě bodu R). Uvažujme
např́ıklad zdánlivý pr̊useč́ık př́ımky a1 a h

β
1 (2). Vzhledem k př́ımce a je kóta tohoto bodu

větš́ı než 5, vzhledem k př́ımce hβ(2) je kóta tohoto bodu 2. Bod př́ımky a tedy v tomto
mı́stě lež́ı výš a je viditelný, z př́ımky a je tedy viditelná polopř́ımka RB.

Př́ıklad 4.10. Určete pr̊useč́ık př́ımky k = (K,L) s trojúhelńıkem ABC, K[10; 5; 5],
L[2; 8;−1], A[2; 1; 6], B[12; 7; 1], C[3; 10; 4] (zadáńı i řešeńı viz obrázek 4.22).

Řešeńı. Vyneseme body dané souřadnicemi (vynášeńı souřadnic viz obrázek 4.2) a narýsu-
jeme zadáńı. V rovině σ trojúhelńıku ABC najdeme dvě hlavńı př́ımky. Nejdř́ıve budeme
hledat hlavńı př́ımku roviny σ ≡ (ABC) o kótě 4. Ta muśı procházet bodem C a bodem o
kótě 4, který najdeme pomoćı děleńı úsečky AB na 5 d́ılk̊u. Daľśı hlavńı př́ımku, např́ıklad
o kótě 1, roviny σ urč́ıme jako rovnoběžku s hσ bodem B. T́ım jsme zadáńı převedli opět
na pr̊useč́ık př́ımky s rovinou danou hlavńımi př́ımkami a dále ho budeme řešit jako v
předchoźım př́ıpadě.

Představ́ıme si promı́taćı rovinu př́ımky k, která protne rovinu σ v př́ımce l (tzv. kryćı
př́ımka). Př́ımky k a l lež́ı ve stejné promı́taćı rovině, proto polož́ıme k1 = l1. Př́ımka l
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Obrázek 4.22: Pr̊useč́ık př́ımky s trojúhelńıkem

současně lež́ı v rovině σ, jej́ı pr̊useč́ıky s hlavńımi př́ımkami roviny σ jsou tedy skutečné
a v prostoru určuj́ı polohu př́ımky l. Konkrétně se jedná o pr̊useč́ık l1 ∩ h

σ
1 (4), který má

kótu 4 a o pr̊useč́ık l1 ∩ h
σ
1 (1), který má kótu 1. Pr̊useč́ık př́ımek k a l, lež́ıćıch ve stejné

promı́taćı rovině, najdeme jejich sklopeńım. Tento pr̊useč́ık ve sklopeńı označ́ıme (R),
jeho prvńı pr̊umět, který najdeme na kolmici na k1 = l1 bodem (R) označ́ıme R1. Bod R
je hledaný pr̊useč́ık př́ımky k = (K,L) s rovinou σ ≡ (ABC).

Zbývá určit viditelnost př́ımky k = (K,L) vzhledem k trojúhelńıku ABC. Viditelnost
př́ımky k se nám bude lépe určovat vzhledem k hlavńım př́ımkám roviny σ ≡ (ABC),
uvažujme např́ıklad zdánlivý pr̊useč́ık př́ımky k a hσ(1), vzhledem k př́ımce hσ(1) je kóta
tohoto bodu 1, vzhledem k př́ımce k je kóta tohoto bodu zcela jistě v́ıce jak 5 (5 je kóta
bodu K). Př́ımka k je tedy v tomto bodě viditelná a viditelnost se měńı v bodě R. Mimo
obrys trojúhelńıka ABC je př́ımka k opět viditelná.

4.4 Otočeńı roviny

Útvary lež́ıćı v rovině rovnoběžné s pr̊umětnou se v kótovaném promı́táńı zobrazuj́ı do
útvar̊u shodných. U roviny kolmé k pr̊umětně můžeme ke zjǐstěńı skutečné velikosti útvar̊u,
lež́ıćıch v této rovině, použ́ıt sklápěńı.

V této kapitole se budeme věnovat určeńı skutečných velikost́ı útvar̊u v obecně položené
rovině (tj. v rovině, která neńı rovnoběžná s pr̊umětnou ani kolmá na pr̊umětnu). Budeme
postupovat pomoćı otáčeńı roviny do p̊udorysny kolem jej́ı p̊udorysné stopy. Úlohy se také
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daj́ı řešit pomoćı otáčeńı roviny do polohy rovnoběžné s pr̊umětnou kolem libovolné hlavńı
př́ımky této roviny. Otáčeńı roviny se také použ́ıvá pokud máme v obecně položené ro-
vině zobrazit útvar konkrétńıho tvaru a rozměru. V tom př́ıpadě postupujeme tak, že
provedeme otočeńı roviny, v otočeńı zobraźıme požadovaný útvar a poté najdeme pomoćı
afinity prvńı pr̊umět tohoto útvaru.
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Obrázek 4.23: Otáčeńı roviny kolem p̊udorysné stopy

Mějme rovinu ̺, která prot́ıná p̊udorysnu π v p̊udorysné stopě p̺, a bod A, který
lež́ı v rovině ̺ a současně nelež́ı na p̺ (viz obrázek 4.23a). Rovinu otáč́ıme kolem p̺ do
p̊udorysny a sledujeme, co se děje s bodem A. Bod A při otáčeńı rotuje po kružnici, která
lež́ı v rovině kolmé na p̊udorysnou stopu. Středem této kružnice je p̊udorysný stopńık
P = P1 spádové př́ımky s̺ procházej́ıćı bodem A. Poloměr kružnice je tedy vzdálenost
bodu A od P = P1. Pr̊useč́ıky kružnice, po které rotuje bod A, s pr̊umětnou jsou otočené
body A0 a Ā0 (rovinu můžeme otáčet dvěma směry).

Nyńı si poṕı̌seme, jak budeme postupovat při odpov́ıdaj́ıćı konstrukci v pr̊umětně.
Mějme dánu stopu p̺1 a bod A1. Bodem A1 vedeme p̊udorys spádové př́ımky s̺1 kolmo
na p̺1. Pr̊useč́ık spádové př́ımky s̺1 a p̊udorysné stopy p̺1 označ́ıme P = P1. Sklopeńım
spádové př́ımky a bodu A urč́ıme skutečnou vzdálenost bod̊u A, P = P1, což je poloměr
hledané kružnice. Narýsujeme kružnici o středu P = P1, procházej́ıćı bodem (A) (jde o
sklopený obraz kružnice k). Pr̊useč́ıky této kružnice s s̺1 jsou otočené body A0 a Ā0.

Př́ıklad 4.11. Určete skutečnou velikost daného trojúhelńıka ABC (zadáńı i řešeńı viz
obrázek 4.24).

Řešeńı. Skutečnou velikost trojúhelńıka ABC zjist́ıme otočeńım roviny, ve které lež́ı,
kolem jej́ı p̊udorysné stopy. Nejdř́ıve tedy najdeme p̊udorysnou stopu roviny ̺ ≡ (ABC).
K určeńı p̊udorysné stopy potřebujeme dva body roviny ̺ ≡ (ABC) o kótě 0, ty najdeme
pomocnými konstrukcemi na polopř́ımkách AC a BC. Spojeńım dvou bod̊u o kótě 0 (jde
vlastně o p̊udorysné stopńıky polopř́ımek AC a BC) dostáváme p̊udorysnou stopu p̺1.
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Obrázek 4.24: Skutečná velikost trojúhelńıka

Otoč́ıme jeden z vrchol̊u trojúhelńıka ABC, např́ıklad bod A (postupujeme podle návodu
viz výše).

Bodem A vedeme spádovou př́ımku s̺, kolmo na p̺. Pr̊useč́ık spádové př́ımky s̺ a
p̊udorysné stopy p̺ označ́ıme P = P1. Spádovou př́ımku skloṕıme (vzdálenost bod̊u (A),
P = P1 je poloměr kružnice otáčeńı). Narýsujeme kružnici o středu P = P1, procházej́ıćı
bodem (A) (jde o sklopený obraz kružnice k). Vybereme si jeden z pr̊useč́ık̊u sklopené
kružnice (k) se spádovou př́ımkou s̺1 (stač́ı nám otočit rovinu jedńım směrem) a označ́ıme
ho A0, to je otočený obraz bodu A.

Mezi rovinou ̺ ≡ (ABC) a jej́ım otočeným obrazem plat́ı vztah afinity. Osa afinity
je p̊udorysná stopa p̺ a odpov́ıdaj́ıćı dvojice bod̊u A1 a A0 (směr afinity je tedy kolmý
na osu afinity). Body C a D tedy již nemuśıme otáčet, ale můžeme jejich otočené obrazy
zjistit afinitou. Pr̊useč́ık polopř́ımky A1C1 s p̊udorysnou stopou je samodružný bod, jehož
spojeńım s bodem A0 dostaneme otočený obraz polopř́ımky AC. Bod C0 lež́ı na tomto
obrazu polopř́ımky AC a současně na kolmici na osu afinity vedenou bodem C1. Obdobně
źıskáme otočený obraz bodu B (využijeme tentokrát pr̊useč́ıku polopř́ımky B1C1 s osou
afinity). Trojúhelńık A0B0C0 je skutečná velikost trojúhelńıka ABC.
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Kapitola 5

Teoretické řešeńı střech

5.1 Úvodńı pojmy

Jednou z praktických aplikaćı deskriptivńı geometrie je teoretické řešeńı střech.
Střechou rozumı́me stavebńı konstrukci, která budovu shora ukončuje. Jej́ı hlavńı

funkćı je chránit budovu (předevš́ım jej́ı vnitřńı část) před p̊usobeńım povětrnostńıch
vliv̊u, a to nejen před deštěm, sněhem, větrem, ale i před sluncem.

Zastřešeńı objektu můžeme provést pomoćı nejr̊uzněǰśıch ploch. U velkých staveb (jako
jsou sportovńı haly, továrny, divadla atd.) a tam, kde je třeba z architektonického hlediska
výrazný prvek, se často použ́ıvaj́ı k zastřešeńı zborcené, rozvinutelné, kĺınové a translačńı
plochy. Tyto střechy mı́vaj́ı podstatně vyšš́ı náklady na stavbu a každá taková střecha
nebo jen zastřešeńı (např. benźınové pumpy) muśı splňovat př́ıslušné normy.

U rodinných domů a u menš́ıch objekt̊u občanské vybavenosti se k zastřešeńı použ́ıvaj́ı
roviny, a proto se na ně omeźıme. Části rovinných ploch budeme dále nazývat střešńımi
rovinami.

I takzvané ”rovné střechy”, které zdálky p̊usob́ı jako vodorovné roviny, jsou ve sku-
tečnosti soustavy rovin, které maj́ı malý spád (těmto střechám se budeme věnovat na
závěr).

V této kapitole se budeme zabývat teoretickým řešeńım střech, které maj́ı všechny
okapy ve stejné výšce, a k řešeńı budeme použ́ıvat kótované promı́táńı (viz předchoźı
kapitola).

Nejprve zavedeme rozděleńı střech podle sklonu a tvaru a probereme nové pojmy
týkaj́ıćı se střech.

Střechy děĺıme podle jejich sklonu, kde sklonem rozumı́me jejich odchylku od vodo-
rovné roviny, na střechy

• ploché - sklon střešńıch rovin 0− 5◦,

• šikmé - sklon do 45◦,

• strmé - sklon nad 45◦.

Pro šikmé a strmé střechy se použ́ıvá souhrnný název sklonité střechy. Spád střechy
(tangens úhlu, který střešńı rovina sv́ırá vodorovnou rovinou) určujeme podle předpoklá-
dané krytiny. Každá krytina má výrobcem předepsaný spád střechy, pro který je bezpečná.

54



KAPITOLA 5. TEORETICKÉ ŘEŠENÍ STŘECH

Na obrázku 5.1 vid́ıme názvy hlavńıch část́ı sklonité střechy.
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Obrázek 5.1: Názvy hlavńıch část́ı sklonité střechy: a - okap, b - hřeben, c - nárož́ı,
d - úžlab́ı, e - št́ıt, f - valba, g - polovalba, h - vikýř, i - roh střechy, j - kout střechy

Okap je nejnižš́ı vodorovný okraj střešńı roviny. Hřeben je vodorovná pr̊usečnice
střešńıch rovin, od které střešńı plochy sestupuj́ı. Sklonitou pr̊usečnici, od ńıž střešńı
roviny sestupuj́ı, nazýváme nárož́ı, úžlab́ı je sklonitá pr̊usečnice, ke které střešńı roviny
sestupuj́ı.

Št́ıt je sklonitý okraj střechy mezi hřebenem a okapem a také tak nazýváme část svislé
stěny pod t́ımto okrajem. Sklonitá střešńı rovina na kratš́ı straně střechy zab́ıraj́ıćı mı́sto
št́ıtu je valba a polovalbou nazýváme sklonitou střešńı rovinu nad št́ıtem, př́ıpadně pod
št́ıtem.

Vikýř je krytý střešńı výstupek se svislým oknem nebo toto okno samo. Roh střechy
je pr̊useč́ık okapových hran a nárož́ı, př́ıpadně okapové hrany a št́ıtu. Kout střechy je
pr̊useč́ık okapových hran a úžlab́ı.

Daľśım d̊uležitým pojmem, který bychom měli znát je žlab. Žlab je vodorovná pr̊useč-
nice střešńıch rovin, ke které střešńı roviny sestupuj́ı. Je rovnoběžný s okapovými hranami
a voda stéká směrem k němu. Ve žlabu se drž́ı voda, sńıh a nečistoty, proto bývá zakázán.
Pokud nám při řešeńı střechy vznikne žlab, muśıme řešeńı opravit.

Obrázek 5.2: Žlab

Často použ́ıvané tvary střech, které vznikaj́ı při řešeńı nad daným obdélńıkem či
čtvercem vid́ıme na obrázku 5.3.

Pultová střecha( 5.3 (a)) má jen jednu střešńı rovinu s hřebenem a okapem a tři št́ıty
(dva bočńı a hřebenový). Použ́ıvá se předevš́ım na stavby u hranic pozemk̊u, na př́ıstavby,
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eventuálně na částech činžovńıch domů přiléhaj́ıćıch podélně k sousedńım domům. Je to
ale často použ́ıvaná střecha i u stylových moderńıch domů.

Sedlová střecha( 5.3 (b)) je historicky nejběžněǰśı typ střechy použ́ıvaný v Česku. Má
dvě střešńı roviny prot́ınaj́ıćı se ve hřebenu, dva okapy a dva št́ıty. Variantou bývá střecha
kř́ıžová a polokř́ıžová, které vznikaj́ı pr̊unikem dvou sedlových střech se stejnou výškou
hřebene (viz obrázek 5.4).

Valbová střecha( 5.3 (c)) se od sedlové lǐśı t́ım, že má na obou konćıch mı́sto št́ıt̊u
šikmé střešńı roviny čili valby. V tomto př́ıpadě maj́ı okapy stejnou výšku.

Polovalbové střechy jsou dvoj́ıho druhu. V př́ıpadě polovalbové střechy 5.3(d) je po-
lovalba v horńı části a jej́ı okap je výš než na sedlové střešńı rovině. V př́ıpadě 5.3(e) je
použitá část valby v dolńı části, v horńı části je št́ıt. Všechny okapy jsou v tomto př́ıpadě
ve stejné výšce.

Stanová střecha( 5.3 (f)) má zpravidla čtyři střešńı roviny, které se sb́ıhaj́ı do středového
vrcholu a tvoř́ı tak čtyř a v́ıceboký jehlan. Proto se též někdy nazývá jehlanová. Použ́ıvá
se na samostatně stoj́ıćıch domech přibližně čtvercového p̊udorysu.

Mansardová střecha( 5.3 (g)) je variantou střechy sedlové. Každá jej́ı polovina mezi
hřebenem a okapem se skládá ze dvou střešńıch rovin odlǐsného sklonu. Vnitřńı prostor pod
touto střechou se nazývá mansarda (obytné podkrov́ı). V současné době je rozš́ı̌rena tzv.
falešná mansardová střecha, kde se jedná o střechu sedlovou, kterou doplňuje mansardový
obklad na svislé stěně horńıho podlaž́ı.

Pilová střecha( 5.3 (h)) vzniká opakováńım střech pultových nebo asymetrických sed-
lových. Využ́ıvá se nejčastěji na řadových zástavbách, ale i na továrnách a výrobńıch
halách. Svislé části této střechy sloužily třeba jako světĺıky.

Věžová střecha( 5.3 (i)), někdy zvaná též jehlová, je vlastně strmá stanová střecha.
Půdorysem bývá mnohoúhelńık. Variantou může být kuželová věžová střecha s kruhovým
p̊udorysem, nebo r̊uzné zakřivené střechy (např. cibulová).

5.2 Řešeńı sklonitých střech nad daným p̊udorysem

Řešeńım střechy rozumı́me nalezeńı soustavy střešńıch rovin, které odvád́ı dešt’ovou vodu
k okapovým hranám. Jak už bylo řečeno, pro řešeńı střech nad daným p̊udorysem bu-
deme použ́ıvat kótované promı́táńı. Je třeba stanovit pr̊usečnice použitých střešńıch rovin,
přesněji řečeno jejich kolmých pr̊umět̊u do pr̊umětny.

Budeme se zabývat střechami, jejichž okapové hrany lež́ı v jedné rovině a tuto ro-
vinu ztotožńıme s pr̊umětnou v kótovaném promı́táńı. Okapové hrany jsou tedy současně
p̊udorysné stopy př́ıslušných střešńıch rovin. Voda dopadaj́ıćı na střešńı rovinu stéká po
střešńı rovině ve směru kolmém na jej́ı okapovou hranu 1 (je to tedy směr spádových
př́ımek). Směr stékáńı vody po střešńıch rovinách naznačujeme pomoćı šipek. Při zadáńı
okapových hran mohou být některé z nich nebo jejich části zakázané. Jde o mı́sta, kam
voda nesmı́ stékat (z d̊uvodu bĺızké budovy, př́ıstavby, ...). Tyto takzvané zakázané okapy
budeme značit zdvojenou čarou.

Kromě informace ohledně zakázaných okap̊u je při zadáńı př́ıklad̊u také d̊uležité, zda
maj́ı všechny střešńı roviny stejný spád, nebo maj́ı-li r̊uzné spády.

1voda přepadává přes okapovou hranu, je zachytávána okapy a odváděna k okapové rouře, kterou je
sváděna k zemi, kde vytéká pomoćı výtokových kolen, nebo jsou svody napojeny do kanalizace.

56



KAPITOLA 5. TEORETICKÉ ŘEŠENÍ STŘECH

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Obrázek 5.3: Rozděleńı střech podle tvaru

5.2.1 Řešeńı sklonitých střech nad daným p̊udorysem rovinami
konstantńıho spádu (bez zakázaných okap̊u)

V př́ıpadě, kdy určujeme pr̊usečnice dvou střešńıch rovin stejného spádu a jejich okapové
hrany maj́ı jeden společný koncový bod, je pr̊usečnice těchto rovin osa úhlu, který sv́ıraj́ı
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(a) (b)

Obrázek 5.4: Střecha kř́ıžová, Střecha polokř́ıžová

jejich okapové hrany. Přičemž je jedno, jde-li jde o úhel ostrý, pravý, tupý, či nekonvexńı
(viz 5.5). Pr̊usečnice nezálež́ı ani na hodnotě spádu střešńıch rovin (ta je pouze omezena
od 0◦ do 90◦ bez krajńıch hodnot).

(a) (b) (c) (d)

Obrázek 5.5: Pr̊usečnice sousedńıch střešńıch rovin

Pr̊usečnice dvou střešńıch rovin stejného spádu, jejichž okapové hrany jsou rovnoběžné,
je množina všech bod̊u, které maj́ı stejnou vzdálenost od př́ımek, na kterých tyto okapové
hrany lež́ı (takzvaná osa pásu). Tato pr̊usečnice p̊uĺı vzdálenost mezi okapovými hranami a
je s nimi rovnoběžná (narýsujeme ji pomoćı kolmice na zadané okapové hrany a rozp̊uleńım
vzdálenosti, kterou pomocná kolmice vyt́ıná na okapových hranách (viz obrázek 5.6 (a)).
Pr̊usečnice dvou střešńıch rovin, jejichž okapové hrany lež́ı na r̊uznoběžných př́ımkách a
nemaj́ı společný bod, je osa úhlu př́ımek, na kterých okapové hrany lež́ı (viz obrázek 5.6
(b) a (c)).

Jednoduché střechy se daj́ı řešit tak, že p̊udorys rozděĺıme na obdélńıky, vyřeš́ıme
střechy nad jednotlivými obdélńıky a řešeńı na sebe pak navážeme. U složitěǰśıch střech je
však výhodné použ́ıt takzvanou č́ıslovaćı metodu. Postup u č́ıslovaćı metody je následovný.

1. Oč́ıslujeme (nebo označ́ıme ṕısmeny) všechny okapové hrany.
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(a) (b) (c)

Obrázek 5.6

2. Střechu zač́ınáme řešit vždy u nejkratš́ı okapové hrany, kde může vzniknout valba.
Urč́ıme jej́ı pr̊usečnice se sousedńımi střešńımi rovinami.

3. Pr̊usečnici dvou střešńıch rovin označ́ıme dvojićı č́ısel vzniklou z č́ıslic, kterými byly
označeny okapové hrany těchto dvou střešńıch rovin. Pokud jsme měli např́ıklad dva
sousedńı okapy označené č́ıslicemi 1 a 2 , pak jejich osu úhlu označ́ıme 1/2 , v př́ıpadě
dvou rovnoběžných okapových hran označených např́ıklad 3 a 4 označ́ıme osu jejich
pásu dvojićı 3/4 .

4. Jdeme postupně od mı́sta, kde jsme začali řešeńı, po źıskaných pr̊usečnićıch a
hledáme v okoĺı daľśı pr̊usečnice, které maj́ı ve značeńı stejnou č́ıslici. Jestliže jsou
dvě možnosti, vyb́ıráme tu bližš́ı pr̊usečnici, po které postupujeme.

5. Jestliže se nám protnou dvě pr̊usečnice, které maj́ı ve značeńı stejnou č́ıslici, pak
jejich pr̊useč́ıkem muśı pokračovat pr̊usečnice označená zbylými dvěma č́ıslicemi.
Protnou-li se např́ıklad pr̊usečnice 1/2 a 2/3 , pak jejich pr̊useč́ıkem muśı j́ıt pr̊u-
sečnice označená 1/3 . Pokud okapové hrany 1 a 3 lež́ı na r̊uznoběžných př́ımkách,
bude to osa úhlu mezi okapovými hranami 1 a 3 , pokud jsou okapové hrany 1 a 3
rovnoběžné, bude to osa pásu př́ımek, na kterých rovnoběžné okapy lež́ı.

Poznámka 5.1. Č́ıslice ṕı̌seme k osám úhlu vždy tak, aby hrany jednotlivých střešńıch
rovin byly popsané stejnou č́ıslićı. Poté, co opakováńım krok̊u 3 až 5 vyřeš́ıme celou střechu
(všechny střešńı roviny jsou uzavřeny), vyznač́ıme směr stékáńı vody po jednotlivých
střešńıch rovinách a překontrolujeme, zda nám při řešeńı nevznikl žlab. Pokud žlab někde
vznikl, je třeba řešeńı opravit, a to i za cenu porušeńı pravidla č́ıslo 3 (vyb́ıráńı bližš́ı
pr̊usečnice). Na následuj́ıćıch př́ıkladech si všimněme, že v okamžiku, kdy se protnou dvě
pr̊usečnice, které maj́ı ve značeńı stejnou č́ıslici, uzavře se t́ım střešńı rovina ohraničená
právě touto č́ıslićı.

Výše popsaný postup si ještě jednou probereme na velmi jednoduchém př́ıkladu, který
bychom dokázali vyřešit i bez č́ıslovaćı metody.

Př́ıklad 5.2. Vyřešte střechu nad daným p̊udorysem. Všechny střešńı roviny maj́ı mı́t
stejný spád, střecha neobsahuje žádné zakázané okapy. Zadáńı viz obrázek 5.7.

Řešeńı. Postupné řešeńı viz obrázek 5.8.
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Obrázek 5.7: zadáńı př́ıkladu

1. Oč́ıslujeme všechny okapové hrany. Nezálež́ı u kterého okapu zač́ınáme, ani na pořad́ı
č́ıslic) 5.8 (a).

2. Střechu zač́ınáme řešit u nejkratš́ı okapové hrany, kde může vzniknout valba. V tomto
př́ıpadě může valba vzniknout u okapových hran 2 a 5 . Kratš́ı z nich je okapová
hrana 2 , zač́ınáme tedy s řešeńım u ńı. Urč́ıme pr̊usečnice střešńı roviny jdoućı k oka-
pové hraně 2 se sousedńımi střešńımi rovinami (s rovinami, které jdou k okapovým
hranám 1 a 3 ), viz obrázek 5.8 (b).

3.-5. Pr̊usečnice střešńıch rovin oč́ıslujeme. Osu úhlu mezi okapovými hranami 1 a 2
označ́ıme 1/2 , osu úhlu mezi okapovými hranami 2 a 3 označ́ıme 2/3 . Jako prvńı
pr̊usečnice, které maj́ı stejnou č́ıslici ve značeńı, se nám potkávaj́ı právě pr̊usečnice
1/2 a 2/3 . T́ım se nám uzav́ırá střešńı rovina ohraničená č́ıslićı 2 . Pr̊useč́ıkem
os 1/2 a 2/3 muśı procházet pr̊usečnice označená zbylými č́ıslicemi, tedy 1/3 .
Okapové hrany 1 a 3 jsou rovnoběžné, pr̊useč́ıkem nárož́ı 1/2 a 2/3 p̊ujde tedy
hřeben, který lež́ı na ose pásu okapových hran 1 a 3 .

Nyńı budeme určovat, zda hřeben 1/3 naraźı dř́ıve na pr̊usečnici, která bude mı́t
ve značeńı č́ıslici 1 , nebo na pr̊usečnici, která má ve značeńı č́ıslici 3 . Připrav́ıme si
proto pr̊usečnice 3/4 a 1/6 jako osy př́ıslušných okapových hran, viz obrázek 5.8 (c).
Vid́ıme , že na sebe jako prvńı naraźı pr̊usečnice 1/3 a 3/4 , t́ım se uzavře střešńı ro-
vina ohraničená č́ıslićı 3 . Pr̊useč́ıkem dvojice 1/3 a 3/4 muśı j́ıt pr̊usečnice označená
dvojićı 1/4 . Okapy 1 a 4 lež́ı na r̊uznoběžkách, nalezeným pr̊useč́ıkem pr̊usečnic
1/3 a 3/4 p̊ujde tedy osa jejich úhlu. Tuto osu můžeme jednoduše sestrojit spo-
jeńım pr̊useč́ıku pr̊usečnic 1/3 a 3/4 s pr̊useč́ıkem prodloužené okapové hrany 4
s okapovou hranou 1 , viz obrázek 5.8 (d). Sestrojenou osu úhlu označ́ıme 1/4 .
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Obrázek 5.8: Č́ıslovaćı metoda
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Jdeme po pr̊usečnici 1/4 a opět hledáme, jestli naraźıme dř́ıve na daľśı pr̊usečnici,
která bude ve značeńı obsahovat č́ıslici 1 , nebo na pr̊usečnici, která bude ve značeńı
obsahovat č́ıslici 4 . Na obrázku 5.8(d) vid́ıme, že se jako prvńı potkaj́ı pr̊usečnice
1/4 a 1/6 , t́ım se uzavře střešńı rovina ohraničená č́ıslićı 1 . Źıskaným pr̊useč́ıkem
tedy muśı j́ıt pr̊usečnice označená 4/6 . Okapové hrany 4 a 6 jsou rovnoběžné,
pr̊usečnice značená 4/6 tedy bude opět hřeben, který je s nimi rovnoběžný, viz
obrázek 5.8(e). Hřeben 4/6 a zbývaj́ıćı pr̊usečnice 4/5 a 5/6 se nám protnou
v jednom bodě a t́ım se uzavřou střešńı roviny ohraničené č́ıslicemi 4 , 5 a 6 . Střecha
je vyřešena. Pro kontrolu vyznač́ıme směry stékáńı vody po jednotlivých střešńıch
rovinách (směr stékáńı vody je vždy kolmý na př́ıslušnou okapovou hranu). Při řešeńı
nevznikl žlab, takže výsledné řešeńı je v pořádku.

Stejně jako většina pravidel, maj́ı i tato v některých př́ıpadech výjimky. Na některé
naraźıme později, až budeme řešit střechy se zakázanými okapy. Daľśı př́ıpad, kdy můžeme
pravidla č́ıslovaćı metody porušit, je v př́ıpadě vzniku zakázaného žlabu.

Typický p̊udorys střechy, kde může vzniknout při řešeńı žlab, je na obrázku 5.9.
Důležité je všimnout si toho, že žlab vznikl a řešeńı opravit. Chybné řešeńı vid́ıme
na obrázku 5.9(a), kde voda stéká k pr̊usečnici označené 2/6 . Opravy špatného řešeńı
doćıĺıme porušeńım pravidla č́ıslo 3 (z č́ıslovaćı metody). Konkrétně, pokud jdeme po
pr̊usečnici 2/3 , nehledáme pr̊useč́ık s nejbližš́ı pr̊usečnićı obsahuj́ıćı stejnou č́ıslici ve
značeńı, tedy s pr̊usečnićı 3/6 , ale až s pr̊usečnićı 2/7 . Stejně tak pr̊usečnici 6/7 protáh-
neme až k pr̊usečnici 3/6 (mı́sto 2/7 ). T́ımto zp̊usobem mı́sto žlabu 2/6 vznikne hřeben
3/7 , viz obrázek 5.9(b).
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(b) Správné řešeńı

Obrázek 5.9: Střecha s nebezpeč́ım žlabu

Poznámka 5.3. Následuj́ıćı př́ıklady nebudou řešeny krok za krokem, ale v řešeńı upo-
zorńıme pouze na problematická mı́sta.

Př́ıklad 5.4. Vyřešte střechu nad daným p̊udorysem (všechny střešńı roviny maj́ı mı́t
stejný spád, střecha neobsahuje žádné zakázané okapy). Zadáńı a postupné řešeńı viz
obrázek 5.10.
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Obrázek 5.10: Č́ıslovaćı metoda
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Řešeńı. Na obrázku 5.10(a) je kromě zadáńı provedeno i oč́ıslováńı okapových hran. Při
takto provedeném č́ıslováńı začneme střechu, podle druhého pravidla č́ıslovaćı metody,
řešit u okapové hrany 9 . Poté, co źıskáme pr̊usečnici 1/8 (viz obrázek 5.10(b)), hledáme,
zda naraźıme dř́ıv na řešeńı zprava, či zleva. Pr̊usečnice 7/8 je rovnoběžná s 1/8 , je
tedy zřejmé, že muśıme pokračovat v řešeńı na levé straně od okapové hrany 2 (viz
obrázek 5.10(c)). Hřeben 1/3 obsahuje stejnou č́ıslici ve značeńı jako pr̊usečnice 1/8 , ale
pozor, byla by chyba hledat jejich pr̊useč́ık. Hřeben 1/3 totiž dř́ıve naraźı na pr̊usečnici
3/4 a jejich pr̊useč́ıkem bude procházet pr̊usečnice 1/4 . Pr̊useč́ıkem 1/4 a 1/8 muśı j́ıt
hřeben 4/8 , viz obrázek 5.10(d). Zbytek řešeńı viz obrázky 5.10(e) a (f).

Př́ıklad 5.5. Vyřešte střechu nad daným p̊udorysem (všechny střešńı roviny maj́ı mı́t
stejný spád, střecha neobsahuje žádné zakázané okapy). Zadáńı a postupné řešeńı viz
obrázek 5.11.

Řešeńı. Střechy podobného p̊udorysu je vhodné zač́ıt řešit na v́ıce mı́stech současně a od
každého z nich postupovat č́ıslovaćı metodou, viz obrázek 5.11(a) a (b). Přitom dbáme
na to, že řeš́ıme střechu od mı́st s menš́ım rozpět́ım zd́ı, a postupujeme směrem do středu
p̊udorysu a od nejnižš́ıho hřebenu k nejvyšš́ımu. Hřeben je t́ım vyšš́ı, č́ım vzdáleněǰśı
jsou př́ıslušné okapové hrany, tedy např́ıklad nejnižš́ı hřeben je 13/11 , nejvyšš́ı hřeben je
11/1 .

Př́ıklad 5.6. Vyřešte střechu nad daným p̊udorysem. Všechny střešńı roviny maj́ı mı́t
stejný spád, střecha neobsahuje žádné zakázané okapy, viz obrázek 5.12.

Řešeńı. Postupné řešeńı viz obrázek 5.12. Půdorys obsahuje vnitřńı část (dv̊ur), nesmı́me
tedy zapomenout oč́ıslovat i okapové hrany, které dv̊ur ohraničuj́ı. Podobně jako u před-
choźıho př́ıkladu můžeme s řešeńım př́ıkladu zač́ıt na v́ıce mı́stech, která na sebe nebudou
mı́t vliv. Kromě řešeńı od okapových hran 3 , 7 a 10 je vhodné na začátku naj́ıt také
hřeben, který odvád́ı vodu k okapovým hranám nad nejužš́ım rozpět́ım zd́ı, které máme
kolem dvora. V našem př́ıpadě jde o hřeben 16/12 a i od něj pokračujeme s řešeńım
střechy, viz obrázek 5.10(a). Na obrázku 5.10(b) vznikl při dodržováńı č́ıslovaćı metody
hřeben 1/5 . Pozor, v tomto mı́stě hrozil vznik žlabu 4/12 . Řešeńı komplikovaněǰśıho
mı́sta v bĺızkosti pr̊usečnice 6/9 je vhodné nechat na závěr, viz obrázek 5.10(c) a 5.10(d).

Je d̊uležité si uvědomit, že řešeńı, která si ukazujeme, nejsou často koncovými řešeńımi,
ale dále nastupuj́ı r̊uzné praktické úpravy střech. Např́ıklad se sjednocuj́ı výšky hřeben̊u,
přičemž se měńı spády střešńıch rovin. Sjednoceńı výšek hřeben̊u je také možno dosáhnout
posunut́ım př́ıslušných střešńıch rovin, poté už ale nejsou všechny okapové hrany ve stejné
výšce. Tyto úpravy už neńı vhodné aplikovat v kótovaném promı́táńı, vhodněǰśı zobrazo-
vaćı metodou je promı́táńı Mongeovo.

5.2.2 Řešeńı střech nad lichoběžńıkovým p̊udorysem (bez zaká-

zaných okap̊u)

Než se začneme věnovat řešeńı zakázaných okap̊u, zastav́ıme se nad častým zastřešeńım
objektu lichoběžńıkového p̊udorysu. V př́ıpadě, kdy základny lichoběžńıku jsou deľśı než
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Obrázek 5.11: Postupné řeseni střechy nad daným p̊udorysem

ramena, nevzniká žádný problém. Při použit́ı střešńıch rovin stejného spádu dostáváme
střechu s hřebenem, viz obrázek 5.13(a).

V př́ıpadě, kdy ramena lichoběžńıku jsou deľśı než základny, vzniká mı́sto hřebene táhlé
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Obrázek 5.12: Postupné řešeni střechy s dvorem

nárož́ı. To můžeme vidět na pomocném nárysu na obrázku 5.14(b). Zastřešeńı rovinami
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Obrázek 5.13: Řešeńı nad lichoběžńıkem

stejného spádu je v tomto př́ıpadě neestetické a z konstrukčńıch d̊uvod̊u nevhodné.
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K L

(a)
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K L
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K L
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(c)

Obrázek 5.14: Varianty řešeńı

Tento problém můžeme vyřešit několika zp̊usoby. Prvńı dva maj́ı společný základ, viz
obrázky 5.14(a) a (b). Sestroj́ıme osy úhl̊u okapových hran př́ıslušných vrchol̊um A, C a
D. Pr̊useč́ık os při vrcholech A aD označ́ımeK. BodemK vedeme rovnoběžku s okapovou
hranou CD a jej́ı pr̊useč́ık s osou vedenou bodem C označ́ıme L. Bod L spoj́ıme s vrcholem
B. Vzniklé roviny (ADK), (CDKL) a (BCL) maj́ı stejný spád. Body A, B, K a L ale
nelež́ı v jedné rovině, tvoř́ı takzvaný zborcený čtyřúhelńık. Ten můžeme zastřešit dvěma
trojúhelńıkovými střešńımi rovinami, které vzniknou spojeńım bod̊u A, C (viz obrázek
5.14(a)) nebo spojeńım bod̊u C a D ( 5.14(b)).

Poznámka 5.7. Zborcený čtyřúhelńık je také možno zastřešit pomoćı zborcených ploch,
konkrétně pomoćı hyperbolického paraboloidu. V takovémto př́ıpadě je nutné opravit
pr̊usečnice této plochy se sousedńımi valbovými rovinami, jelikož tyto pr̊usečnice budou
části paraboly nebo hyperboly.

Daľśı řešeńı nad t́ımto lichoběžńıkovým p̊udorysem vycháźı z p̊uvodńıho řešeńı 5.14(b).
Vedeme-li nižš́ım bodem K vzniklého nárož́ı vodorovnou rovinou, protne tato rovina
danou střechu v trojúhelńıku (KLM), který zastřeš́ıme ńızkou stanovou střechou, viz
obrázek 5.14(c).
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5.3 Řešeńı sklonitých střech nad daným p̊udorysem

rovinami konst. spádu se zakázanými okapy

Jak už bylo řečeno, při zadáńı okapových hran mohou být některé z nich, nebo jejich
části zakázané. K těmto mı́st̊um nesmı́ stékat voda, např́ıklad z d̊uvodu bĺızké budovy
nebo př́ıstavby, okap může být zakázán i z estetického d̊uvodu. Zakázané okapy budeme
značit zdvojenou čarou. Vodu, která stéká k zakázanému okapu, muśıme odvést pryč.
Toho doćıĺıme pomocnými střešńımi rovinami, jejichž okapové hrany vedeme krajńımi
body zakázaného okapu kolmo na zakázaný okap. Střechu pak řeš́ıme tak, jak jsme se
učili v předchoźıch částech.

1

1 1

1

2

2
2 3

3

3

(a)

1 1 2 2

(b)

Obrázek 5.15: Nejjednodušš́ı př́ıpady zakázaných okap̊u

Řešeńı př́ıpadu, kdy je zakázaný okap pouze část́ı okapové hrany a jeho koncové body
nelež́ı v rohu nebo v koutě, vid́ıme na obrázku 5.15 (a). Okapové hrany pomocných
střešńıch rovin jsou označeny 2 a 3 . Pr̊usečnice 1/2 a 2/3 těchto pomocných střešńıch ro-
vin se střešńı rovinou jdoućı k okapové hraně 1 jsou opět osy úhl̊u př́ıslušných okapových
hran. Okapové hrany 2 a 3 jsou rovnoběžné, vzhledem ke směru stékáńı vody mezi nimi
muśı ležet hřeben 2/3 . To plyne i z č́ıslovaćı metody, jelikož po protnut́ı pr̊usečnic 1/2 a
2/3 muśı jejich pr̊useč́ıkem procházet pr̊usečnice 2/3 .

Poznámka 5.8. Řešeńı z obrázku 5.15(a) použijeme i v př́ıpadě, kdy zakázaný okap bude
zadaný uvnitř střešńı roviny a vznikne nám tak vikýř. Vikýře mohou mı́t rozličné tvary,
my budeme ale opět uvažovat pouze zastřešeńı rovinami konstantńıho spádu.

Situace se zjednoduš́ı, pokud je zakázaná celá okapová hrana, viz obrázek 5.15(a).
Pomocné okapové hrany by v tomto př́ıpadě splývaly se zadanými okapovými hranami
1 a 2 , neńı tedy třeba je použ́ıvat. Situaci vyřeš́ı hřeben 1/2 a mı́sto valby vznikne
u zakázaného okapu št́ıt. Vid́ıme, že pokud je zakázaná celá okapová hrana, neńı třeba ji
č́ıslovat (pokud v krajńım bodě neńı zajǐstěn odtok).

Uvědomme si, že postupným přidáváńım zakázaných okap̊u můžeme źıskat z valbové
střechy střechu sedlovou a poté i pultovou, viz obrázek 5.16.

Pokud je jeden koncový bod zakázaného okapu v rohu a druhý v koutu (př́ıpadně
jeden je v rohu nebo v koutu a druhý je uvnitř okapové hrany), je řešeńı kombinaćı
předchoźıch př́ıpad̊u. V př́ıpadě koncového bodu v rohu střechy v něm muśı být zajǐstěn
odtok a zakázaný okap v tomto př́ıpadě muśı být oč́ıslován. Takovouto situaci vid́ıme
na obrázku 5.17(a). Jedna z pomocných okapových hran kolmých na zakázaný okap je
v tomto př́ıpadě totožná s okapovou hranou 3 a nemuśıme ji uvažovat. Druhá pomocná

68



KAPITOLA 5. TEORETICKÉ ŘEŠENÍ STŘECH

(a) (b) (c)

Obrázek 5.16: Od valbové střechy ke střeše pultové

okapová hrana je sice totožná s okapovou hranou 1 svoj́ı polohou, ale směr stékáńı vody
k těmto okapovým hranám je jiný. Proto tyto dvě hrany rozlǐsujeme a pomocná okapová
hrana je oč́ıslovaná. Jde o okapovou hranu 4 .

1

1

2

2

2

2

3

3

3

4 4 4

(a)

1

1

1

2

2

2

3

3 3

(b)

Obrázek 5.17: Daľśı př́ıpady zakázaných okap̊u

Zaj́ımavá je i situace, kdy je zakázaná celá okapová hrana a sousedńı okapové hrany
na ni nejsou kolmé. Takový př́ıpad máme na obrázku 5.17(b). Zakázaný okap nemuśıme
č́ıslovat a je zřejmé, že uprostřed mezi okapovými hranami 1 a 2 vede hřeben 1/2 .
I v tomto př́ıpadě potřebujeme pouze jednu pomocnou okapovou hranu a to okapo-
vou hranu 3 . Druhou pomocnou okapovou hranu neuvažujeme, protože voda stékaj́ıćı
z hřebene 1/2 k okapu 2 nezatéká směrem k zakázanému okapu. Problematická je pouze
část zakázaného okapu od hřebenu 1/2 k okapu 1 . K vyřešeńı muśıme určit pr̊usečnici
1/3 střešńıch rovin jdoućıch k okap̊um 1 a 3 , tedy narýsovat př́ıslušnou osu úhlu těchto
okapových hran. Pr̊useč́ıkem 1/2 a 1/3 pak muśı j́ıt pr̊usečnice označená 2/3 , tedy osa
úhlu mezi prodlouženými okapovými hranami 2 a 3 .

Na obrázćıh 5.18 a 5.19 můžeme vidět řešeńı střech se zakázanými okapy těch typ̊u,
které jsme zat́ım probrali.
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Obrázek 5.18: Použit́ı zakázaných okap̊u 1
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Obrázek 5.19: Použit́ı zakázaných okap̊u 2

Složitěǰśımi př́ıpady jsou střechy, kde jsou zakázány okapové hrany nebo jejich části
jdoućı do rohu střechy nebo do koutu střechy bez možnosti odtoku v rohu nebo v koutě.
Tvar řešeńı pak zálež́ı na délkách zakázaných okap̊u. V př́ıpadě zakázaného rohu máme
čtyři možnosti, viz obrázek 5.20, kde m a n jsou délky zakázaných okap̊u jdoućıch do
rohu střechy. Tyto př́ıpady nejsou př́ılǐs časté, proto se jim nebudeme v́ıce věnovat.
Uvád́ıme pouze př́ıklad, jak by vypadal zakázaný roh prvńıho typu na valbové střeše,
viz obrázek 5.21.

V př́ıpadě zakázaných okap̊u v koutu střechy jsou pouze dva základńı tvary řešeńı,
viz obrázek 5.22. V př́ıpadě 5.22(a) je však k řešeńı třeba složitěǰśı soustava pomocných
rovin. Jako obvykle potřebujeme dvě pomocné střešńı roviny a jejich okapové hrany 3 a
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1

1

1

2

2

2

3

3

3

4
4

4

m

n

(a) n = m

1

1

1

1

2

2

2

3

3
4 4

4

m

n

(b) n = 2m

1

1

1

1

2

2

3

3 4

4

4

m

n

(c) m < n < 2m

1

1

1

1

2

2

2

3

3

4
4

4

m

n

(d) n > 2m

Obrázek 5.20: Zakázané rohy
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Obrázek 5.21: Zakázané rohy - použit́ı
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Obrázek 5.22: Zakázané kouty

4 , které vedeme krajńımi body zakázaného okapu (kolmo na př́ıslušné okapové hrany).
Daľśı okapovou hranu 5 třet́ı pomocné střešńı roviny źıskáme pootočeńım okapové hrany
3 o 90◦, přičemž střed otáčeńı je pr̊useč́ık okapových hran v rohu střechy.

Použit́ı zakázaných okap̊u v koutech střechy vid́ıme na obrázku 5.23(b).
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Obrázek 5.23: Zakázané kouty - použit́ı
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Kapitola 6

Mongeovo promı́táńı

Jedńım z nejjednodušš́ıch už́ıvaných zobrazeńı je pravoúhlé promı́táńı na dvě k sobě kolmé
pr̊umětny, které se stručně nazývá Mongeovo promı́táńı.1

6.1 Úvodńı pojmy

V Mongeově promı́táńı přidáme k prvńı, vodorovné pr̊umětně, kterou známe z kótovaného
promı́táńı, druhou, svislou pr̊umětnu ν. Pr̊umětna π se nazývá p̊udorysna a pr̊umětna ν
nárysna. Osu x kartézské soustavy souřadnic, kterou budeme nazývat základnice, umı́st́ıme
do pr̊usečnice p̊udorysny a nárysny. Osa y pak bude ležet v p̊udorysně a osa z v nárysně.

bc

π

ν

x

y

zII. I.

III. IV.

+ν

−ν

+π

−π
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(a) Pr̊umětny v prostoru
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x
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z

+ν
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O

(b) Zobrazeńı bodu

Obrázek 6.1: Mongeovo promı́táńı v prostoru

Základnice rozděĺı pr̊umětny na poloroviny (+π, −π a +ν, −ν) a pr̊umětny rozděĺı
prostor na čtyři části, tzv. kvadranty, viz obrázek 6.1a. Část prostoru nad p̊udorysnu a
před nárysnou je prvńı kvadrant, nad p̊udorysnou a za nárysnou druhý kvadrant, pod

1Podle francouzského inženýra Gasparda Monge (1746-1818), který toto promı́táńı vynalezl. Pro
zaj́ımavost je možné zmı́nit, že ve své době se jednalo o vojenské tajemstv́ı.
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p̊udorysnou a za nárysnou třet́ı kvadrant a pod p̊udorysnou a před nárysnou je čtvrtý
kvadrant. Pro lepš́ı představu může jako základńı model sloužit napolo otevřený sešit
nebo kniha (modeluje tak prvńı kvadrant).

Bod A v prostoru promı́tneme pomoćı prvńı promı́taćı př́ımky 1sA kolmo na p̊udorysnu
do bodu A1, viz obrázek 6.1b, a pomoćı druhé promı́taćı př́ımky 2sA kolmo na nárysnu
do bodu A2. Bod A1 se nazývá p̊udorys (prvńı pr̊umět) bodu A a bod A2 se nazývá nárys
(druhý pr̊umět) bodu A2. Půdorys odpov́ıdá pohledu shora (stejně jako v kótovaném
promı́táńı) a nárys představuje pohled zepředu (nahrazuje zápis kóty).
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(a) Sdružeńı pr̊uměten
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(b) Sdružené obrazy bodu

Obrázek 6.2: Mongeovo promı́táńı v rovině

Aby promı́táńı bylo prakticky použitelné je třeba oba pr̊uměty zobrazit v jediné rovině,
to se provád́ı tzv. sdružeńım pr̊uměten, viz obrázek 6.2a. Otoč́ıme o 90◦ kolem osy x
nárysnu do p̊udorysny, resp. p̊udorysnu do nárysny. V takovémto otočeńı splyne polorovina
+π s polorovinou −ν a polorovina −π s polorovinou +ν. Půdorys A1 přejde do nové
polohy, přičemž spojnice nového p̊udorysu A1 a nárysu A2 je kolmá k ose x, viz obrázek
6.2b. Sdružené pr̊uměty osy x splývaj́ı a znač́ıme je x12. Takovéto pr̊uměty nazýváme
sdružené pr̊uměty. Př́ımka A1A2 kolmá k ose x, tj. k základnici, se nazývá ordinála. Plat́ı,
že každá dvojice odpov́ıdaj́ıćıch si sdružených pr̊umět̊u bodu lež́ı na ordinále.

6.2 Základńı úlohy

6.2.1 Zobrazeńı bodu

Př́ıklad 6.1. Sestrojte sdružené pr̊uměty bod̊u A[2, 3 1], B[−3, 2, −1], C[3, −3, −2],
D[−1, −2, 3] a určete jejich polohu v prostoru.

Řešeńı. Zobraźıme osu x s počátkem soustavy souřadnic. Půdorys a nárys bodu lež́ı na or-
dinále, tj. na kolmici k ose x12. Vzdálenost ordinály od počátku je určena x-ovou souřadnićı
bodu. Na ordinálu vyneseme vzdálenosti odpov́ıdaj́ıćı y-ovým a z-ovým souřadnićım bodu,
přičemž přihĺıž́ıme k znaménku těchto souřadnic.
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Obrázek 6.3: Řešeńı př́ıklad 6.1

Polohu bod̊u v prostoru urč́ıme pomoćı jejich y-ových a z-ových souřadnic. Jelikož pro
bod A plat́ı, že yA > 0 i zA > 0, lež́ı bod A v prvńım kvadrantu ve vzdálenosti 3 před
nárysnou a ve vzdálenosti 1 nad p̊udorysnou. Podobně bod B lež́ı ve čtvrtém kvadrantu,
tj. před nárysnou (ve vzdálenosti 2) a pod p̊udorysnou (ve vzdálenosti 1), bod C lež́ı ve
třet́ım kvadrantu, tj. za nárysnou (ve vzdálenosti 3) a pod p̊udorysnou (ve vzdálenosti 2)
a bod D lež́ı ve druhém kvadrantu, tj. za nárysnou (ve vzdálenosti 2) a nad p̊udorysnou
(ve vzdálenosti 3).

Poznámka 6.2. Pro všechny body roviny π plat́ı, že jejich nárysy lež́ı na ose x12, a
podobně pro všechny body roviny ν plat́ı, že jejich p̊udorysy lež́ı na ose x12.

Vzájemnou polohu bod̊u můžeme popsat pomoćı výrazu
”
vlevo“,

”
vpravo“ (ve směru

osy x),
”
před“,

”
za“ (ve směru osy y) a výš, ńıž (ve směru osy z). Těchto pojmů využ́ıváme

při určováńı viditelnosti v pr̊umětech.

6.2.2 Zobrazeńı př́ımky

Druhým základńım objektem, který chceme umět zobrazit je př́ımka. Nejprve se zaměř́ıme
na př́ımku v tzv. obecné poloze, tj. neńı rovnoběžná s pr̊umětnami, ani kolmá k pr̊umětnám.

Podobně jako jsme bodu přǐradili v promı́táńı na dvě pr̊umětny dvě promı́taćı př́ımky,
přǐrazujeme obecně položené př́ımce dvě promı́taćı roviny, viz obrázek 6.4. Prvńı promı́taćı
př́ımka roviny a procháźı př́ımkou a je kolmá k p̊udorysně. Druhá promı́taćı rovina př́ımky
a procháźı př́ımkou a je kolmá k nárysně. Prvńım pr̊umětem př́ımky a je pr̊usečnice prvńı
promı́taćı roviny a p̊udorysny, druhým pr̊umětem je pr̊usečnice druhé promı́taćı roviny a
nárysny. Jelikož v́ıme, že rovnoběžným promı́táńım se zachovává incidence, muśı hledané
pr̊uměty př́ımky procházet odpov́ıdaj́ıćımi pr̊uměty bod̊u, které př́ımku určuj́ı.

Body, ve kterých př́ımka prot́ıná pr̊umětny, jsou tzv. stopńıky př́ımky. Pr̊useč́ık P
př́ımky a s p̊udorysnou je jej́ı p̊udorysný stopńık, podobně pr̊useč́ık N př́ımky s a nárysnou
je jej́ı nárysný stopńık. Jelikož stopńık P lež́ı v p̊udorysně, je zP = 0 a proto nárys P2 lež́ı
na ose x12. Půdorys P1 lež́ı na ordinále a na př́ımce a1. Nárysný stopńık lež́ı v nárysně,
je tedy yN = 0 a proto p̊udorys lež́ı na ose x12. Nárys lež́ı na ordinále a na př́ımce a2.
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Obrázek 6.4: Zobrazeńı př́ımky

Určeńı skutečné velikost úsečky a odchylek př́ımky od pr̊uměten provedeme stejně
jako v kótovaném promı́táńı, tj. užit́ım sklopeńı promı́taćı roviny př́ımky do pr̊umětny.
Můžeme sklopit prvńı promı́taćı rovinu do p̊udorysny pomoćı z-ových souřadnic bod̊u A,
B př́ımky, které źıskáme v nárysu, viz obrázek 6.5. Ve sklopeńı pak vid́ıme jak skutečnou
velikost úsečky, tak odchylku α dané př́ımky od p̊udorysny. Analogicky bychom mohli
sklopit promı́taćı rovinu do nárysny pomoćı y-ových souřadnic bod̊u A, B, které źıskáme
v p̊udorysu. V takovém sklopeńı opět vid́ıme skutečnou velikost úsečky (je samozřejmě
stejná jako při sklopeńı do p̊udorysny) a odchylku β př́ımky a od nárysny.
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Obrázek 6.5: Sklopeńı př́ımky
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Př́ımky ve speciálńı poloze

V předchoźım jsme se zabývali př́ımkou v obecné poloze. Ted’ se zaměř́ıme na př́ımky,
které maj́ı speciálńı polohu, tj. jsou rovnoběžné s pr̊umětnou (osou), př́ıpadně kolmé na
pr̊umětnu (k ose).
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Obrázek 6.6: Př́ımky ve speciálńı poloze

Př́ımka rovnoběžná s p̊udorysnou neboli tzv. horizontálńı př́ımka se obvykle znač́ı h
(uvažujeme, že h 6‖ x). Jelikož takováto př́ımka zřejmě nemá p̊udorysný stopńık, je jej́ı
nárysný pr̊umět rovnoběžný s osou x12. Půdorysný pr̊umět je s osou x12 r̊uznoběžný a
určuje odchylku př́ımky h od nárysny. Nav́ıc plat́ı, že skutečná velikost úsečky lež́ıćı na h
je vidět př́ımo v p̊udorysu.

Podobně př́ımka rovnoběžná s nárysnou neboli tzv. frontálńı př́ımka se znač́ı f (uva-
žujeme opět, že f 6‖ x), má p̊udorysný pr̊umět rovnoběžný s osou x12 (nemá nárysný
stopńık) a jej́ı nárys je r̊uznoběžný s osou x12 a určuje odchylku př́ımky f od p̊udorysny.
Skutečná velikost úsečky lež́ıćı na f je vidět př́ımo v nárysu.

Př́ımka rovnoběžná s osou x je rovnoběžná s oběma pr̊umětnami a jej́ı pr̊uměty jsou
př́ımky rovnoběžné s osou x12. Jej́ı odchylka od obou pr̊uměten je tedy 0◦ a skutečná
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Obrázek 6.7: Vzájemná poloha př́ımek

velikost úsečky na takovéto př́ımce je vidět ve skutečné velikost v obou pr̊umětech.
Př́ımka kolmá k p̊udorysně se do p̊udorysny promı́tá jako bod a do nárysny jako př́ımka

kolmá k ose x12 lež́ıćı na ordinále. Jelikož je př́ımka zároveň i s nárysnou rovnoběžná,
vid́ıme v nárysně velikosti úseček na této př́ımce ve skutečné velikosti. Podobně př́ımka
kolmá k nárysně se do nárysny zobraźı jako bod a v p̊udorysně jako př́ımka kolmá k ose
x12 lež́ıćı na ordinále. Př́ımka je rovnoběžná s p̊udorysnou a proto na p̊udorysu vid́ıme
úsečky ve skutečné velikosti.

Př́ımka kolmá k ose x neńı kolmá k žádné pr̊umětně. Jej́ı p̊udorys i nárys splynou
v jednu př́ımku kolmou k ose x12 a př́ımka jimi neńı jednoznačně určena (k jej́ımu jedno-
značnému určeńı je třeba dvou bod̊u, které na ńı lež́ı).

6.2.3 Vzájemná poloha dvou př́ımek

V́ıme, že dvě r̊uzné př́ımky v prostoru mohou být rovnoběžné, r̊uznoběžné a nebo mi-
moběžné. O tom, která z těchto situaćı nastane, je v Mongeově promı́táńı poměrně snadné
rozhodnout, viz obrázek 6.7.

Uvažujme př́ımky, které nemaj́ı k pr̊umětnám speciálńı polohu a nelež́ı v jedné pro-
mı́taćı rovině. Pak dvě rovnoběžné př́ımky maj́ı rovnoběžné p̊udorysy a nárysy (maj́ı
totiž rovnoběžné promı́taćı roviny), dvě r̊uznoběžné př́ımky se promı́taj́ı jako r̊uznoběžky,
přičemž pr̊useč́ık nárys̊u a p̊udorys̊u lež́ı na ordinále. Dvě mimoběžné př́ımky nemaj́ı
společný bod, a proto, jsou-li jejich p̊udorysem a nárysem r̊uznoběžky, nelež́ı pr̊useč́ıky
p̊udorys̊u a nárys̊u př́ımek na ordinále. Je-li v jednom pr̊umětu obrazem dvojice mi-
moběžek dvojice rovnoběžek, pak v druhém pr̊umětu je obrazem dvojice r̊uznoběžek.
Je-li některá př́ımka, př́ıpadně obě př́ımky, ve speciálńı poloze jsou jednotlivé situace na
obrázku 6.8.

6.2.4 Zobrazeńı roviny

Podobně jako u zobrazeńı př́ımky si nejprve všimneme obecně položené roviny, tj. takové,
která neńı rovnoběžná s žádnou pr̊umětnou ani osou, a která neńı kolmá k pr̊umětně ani
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x12

bc
a2

bc
b2

b1a1

(b) Rovnoběžné př́ımky kolmé
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x12

a1 = b1

bc
R2

bc

R1
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(i) Mimoběžné př́ımky kolmé
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Obrázek 6.8: Vzájemná poloha př́ımek - speciálńı polohy
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ose.
Půdorysem obecně položené roviny je celá p̊udorysna, jej́ım nárysem je pak celá

nárysna. Důležitou roli hraj́ı př́ımky, v kterých rovina prot́ıná pr̊umětny, tzv. stopy roviny,
viz obrázek 6.9. Pr̊usečnice roviny ̺ s p̊udorysnou se nazývá p̊udorysná stopa a znač́ı se p̺,
pr̊usečnice roviny s nárysnou se nazývá nárysná stopa a znač́ı se n̺. Obě stopy se prot́ınaj́ı
na ose x. Půdorysná stopa lež́ı v p̊udorysně, proto p̺ = p̺1, a podobně pro nárysnou stopu
plat́ı n̺ = n̺

2.

n
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2
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π

x = p
̺
2
= n

̺
1
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(b) Stopy roviny

Obrázek 6.9: Zobrazeńı roviny

Nejjednodušš́ım zadáńım roviny v souřadnićıch je zadáńı pomoćı úsek̊u vyt’atých rovi-
nou na osách souřadnic, tedy pomoćı bod̊u X [x; 0; 0], Y [0; y; 0], Z[0; 0; z], což zkráceně
zapisujeme ve tvaru ̺(x; y; z). Body X , Y určuj́ı p̊udorysnou stopu a body Y , Z určuj́ı
nárysnou stopu. Tento zp̊usob zápisu se nedá použ́ıt pro roviny procházej́ıćı počátkem
soustavy souřadnic.

Př́ıklad 6.3. Zobrazte stopy rovin ̺(3; 1; 2) a σ(−2; −2.5; 1).

Řešeńı. Podle předchoźıho tedy vyneseme body [2; 0; 0], [0; 1; 0] a [0; 0; 3], které nám
urč́ı stopy roviny ̺, viz obrázek 6.10. Podobně pro rovinu σ. Zobrazujeme pouze

”
viditelné

části“ stop (pokud to konstrukce nevyžaduje jinak).

Poznámka 6.4. Daľśı možnost́ı zadáńı roviny v souřadnićıch je pomoćı trojice (x; ϕ; ψ),
kde x je zkrácený zápis pro bod X na ose x, ϕ je velikost úhlu, který sv́ırá

”
viditelná“

část p̊udorysné stopy s kladným směrem osy x a ψ je úhel, který sv́ırá
”
viditelná“ část

nárysné stopy s kladným směrem osy x.

Roviny kolmé k některé z pr̊uměten jsou vlastně promı́taćı roviny, tedy např. rovina
kolmá k p̊udorysně se v prvńım pr̊umětu celá promı́tá do své p̊udorysné stopy. Prot́ıná-li
taková rovina nárysnu, pak je jej́ı nárysná stopa kolmá k p̊udorysně.

Pokud je rovina rovnoběžná s některou osou, nevyt́ıná na ńı žádný úsek. V takovém
př́ıpadě nahrad́ıme odpov́ıdaj́ıćı úsek symbolem ∞. Např́ıklad rovina kolmá k p̊udorysně,
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Obrázek 6.10: Řešeńı př́ıkladu 6.3

která neńı rovnoběžná s nárysnou, je určena trojićı (x; y; ∞). Speciálńı polohy rovin viz
obrázky 6.11 a 6.11.

Nejv́ıce problematická je rovina, která procháźı osou x, ta totiž neńı jednoznačně
určena svými stopami (všechny pr̊uměty stop splývaj́ı s osou x) a muśıme ji tedy dourčit.
Jej́ı polohu tak upřesńıme např́ıklad pomoćı bodu, který v ńı lež́ı.
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Obrázek 6.11: Speciálńı polohy rovin

Poznámka 6.5. Př́ımky lež́ıćı v rovině maj́ı své stopńıky (pokud existuj́ı) na stopách
dané roviny, tj. p̊udorysný stopńık na p̊udorysné stopě a nárysný stopńık na nárysné
stopě. Tohoto faktu můžeme využ́ıt pro nalezeńı stop roviny, která je zadána dvojićı
př́ımek, př́ıpadně trojićı bod̊u (dvojicemi bod̊u vedeme př́ımky a máme tak předchoźı
př́ıpad).

Př́ıklad 6.6. Zobrazte stopy roviny ̺ dané r̊uznoběžkami a a b.
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Obrázek 6.12: Speciálńı polohy rovin

Řešeńı. Půdorysné (nárysné) stopńıky určuj́ı p̊udorysnou (nárysnou) stopu roviny. Naš́ım
úkolem je tedy naj́ıt stopńıky daných př́ımek. Nalezneme-li p̊udorysné stopńıky, urč́ıme
t́ım p̊udorysnou stopu, a pro nárysnou stopu stač́ı naj́ıt jen jeden nárysný stopńık, jelikož
stopy se prot́ınaj́ı na ose x12, řešeńı viz obrázek 6.13a.

Př́ıklad 6.7. Určete chyběj́ıćı pr̊umět bodu A tak, aby bod A ležel v rovině ̺ dané
stopami.

Řešeńı. Má-li bod ležet v rovině, stač́ı pro jeho určeńı jen jeden pr̊umět (odpov́ıdaj́ıćı
znalosti dvou souřadnic). Druhý pr̊umět (třet́ı souřadnice) je nahrazen podmı́nkou, že
bod lež́ı v dané rovině. Tato podmı́nka také znamená, že bod lež́ı na nějaké př́ımce roviny.
Proto bodem A zvoĺıme libovolnou př́ımku, viz obrázek 6.13, tak, aby ležela v dané rovně,
tj. bodem A1 vedeme libovolnou př́ımku a1 a pomoćı stopńık̊u odvod́ıme jej́ı nárys a2. Na
tomto nárysu na ordinále jdoućı bodem A1 lež́ı bod A2.

Poznámka 6.8. Pokud bychom v předchoźım př́ıkladu neměli rovinou zadánu stopami,
ale např́ıklad dvojićı r̊uznoběžek q a r, byla by základńı myšlenka řešeńı stejná, jen bychom
nárys zvolené př́ımky nehledali pomoćı stopńık̊u, ale pomoćı pr̊useč́ık̊u s př́ımkami q a r.

Hlavńı a spádové př́ımky roviny

Hlavńı př́ımkou roviny rozumı́me př́ımku, která v dané rovině lež́ı a je rovnoběžná
s některou z pr̊uměten. Takové př́ımky jsou zároveň rovnoběžné i s některou stopou roviny.

Hlavńı př́ımku rovnoběžnou s p̊udorysnou nazýváme horizontálńı hlavńı př́ımka a nebo
také hlavńı př́ımka prvńı osnovy a znač́ıme h. Pro obrazy horizontálńıch hlavńıch př́ımek
roviny ̺ plat́ı, že h1 ‖ p̺1 a h2 ‖ x12. Hlavńı př́ımku rovnoběžnou s nárysnou nazýváme
frontálńı hlavńı př́ımka a nebo také hlavńı př́ımka druhé osnovy a znač́ıme f . Pro obrazy
frontálńıch hlavńıch př́ımek roviny ̺ plat́ı, že f2 ‖ n

̺
2 a f1 ‖ x12.
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Obrázek 6.13: Řešeńı př́ıklad̊u 6.6 a 6.7

Půdorysná stopa je tedy vlastně také horizontálńı hlavńı př́ımka a nárysná stopa je
frontálńı hlavńı př́ımka. Jelikož je hlavńı př́ımka rovnoběžná vždy s některou pr̊umětnou,
zobrazuje se úsečka na hlavńı př́ımce v takovémto pr̊umětu ve skutečné velikosti.

Hlavńı př́ımky použ́ıváme k určeńı chyběj́ıćıch pr̊umět̊u v rovině, v některých kon-
strukćıch nahrazuj́ı stopy roviny. Ukážeme také jejich využit́ı při hledáńı pr̊usečnice dvou
rovin nebo při zobrazeńı kružnice.
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Obrázek 6.14: Horizontálńı hlavńı př́ımka

Spádová př́ımka je př́ımka lež́ıćı v rovině a přitom kolmá k jej́ı stopě. Rozlǐsujeme
tak spádové př́ımky prvńı osnovy, které jsou kolmé k p̊udorysné stopě (znač́ıme je 1s), a
spádové př́ımky druhé osnovy, které jsou kolmé k nárysné stopě (znač́ıme je 2s).

84



KAPITOLA 6. MONGEOVO PROMÍTÁNÍ
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Obrázek 6.15: Frontálńı hlavńı př́ımka

Pro pr̊uměty spádových př́ımek roviny ̺ (v d̊usledku věty o pr̊umětu pravého úhlu)
plat́ı 1s1 ⊥ p̺1 a 2s2 ⊥ n̺

2. Zbývaj́ıćı pr̊uměty můžeme odvodit pomoćı stopńık̊u, př́ıpadně
daľśıho bodu, který lež́ı na dané př́ımce.

Spádové př́ımky prvńı (druhé) osnovy maj́ı ze všech př́ımek roviny největš́ı odchylku od
p̊udorysny (nárysny). Zároveň je spádová př́ımka prvńı (druhé) osnovy kolmá k p̊udorysné
(nárysné) stopě roviny, proto pro změřeńı odchylky roviny od pr̊umětny měř́ıme odchylku
př́ıslušné spádové př́ımky od pr̊umětny.
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Obrázek 6.16: Spádová př́ımka prvńı osnovy

85



KAPITOLA 6. MONGEOVO PROMÍTÁNÍ
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Obrázek 6.17: Spádová př́ımka druhé osnovy

6.2.5 Vzájemná poloha dvou rovin

Jak již v́ıme, mohou být dvě r̊uzné roviny v prostoru bud’ rovnoběžné nebo r̊uznoběžné.
V př́ıpadě, kdy jsou r̊uznoběžné, maj́ı společnou právě jednu př́ımku bod̊u, tzv. pr̊usečnici.

Pokud máme stopy (př́ıpadně hlavńı př́ımky) daných rovin, tak je v Mongeově pro-
mı́táńı velmi jednoduché určit vzájemnou polohu dvou rovin. Dvě roviny (které nejsou
promı́taćı) jsou rovnoběžné právě tehdy, když maj́ı rovnoběžné odpov́ıdaj́ıćı si stopy, tj.
maj́ı-li rovnoběžné hlavńı př́ımky téže osnovy. Je-li jedna z rovin promı́taćı, je i druhá
rovina promı́taćı.

Tohoto faktu můžeme použ́ıt i tehdy, když chceme např́ıklad určit rovinu rovnoběžnou
s danou rovinou a procházej́ıćı daným bodem. V takovém př́ıpadě hledanou rovinu urč́ım
právě pomoćı hlavńıch př́ımek.

Když jsou dvě roviny r̊uznoběžné, chceme většinou naj́ıt jejich společnou př́ımku –
pr̊usečnici. Pro určeńı pr̊usečnice stač́ı naj́ıt dva jej́ı r̊uzné body. Pokud jsou roviny zadány
stopami a jsou-li dostupné pr̊useč́ıky jejich odpov́ıdaj́ıćıch si stop, pak jsou tyto pr̊useč́ıky
stopńıky hledané pr̊usečnice. Obě p̊udorysné stopy lež́ı v p̊udorysně a jejich společný bod
je tedy společným bodem obou rovin. A jelikož pr̊usečnice je př́ımka obou rovin a má sv̊uj
stopńık na stopě roviny, je j́ım zřejmě právě pr̊useč́ık p̊udorysných stop. Podobně se źıská
nárysný stopńık jako pr̊useč́ık nárysných stop.

Uvedený postup je speciálńım př́ıpadem obecněǰśı myšlenky, kterou můžeme použ́ıt i
v př́ıpadě, kdy stopy nemáme, nebo je jejich pr̊useč́ık nedostupný. Princip řešeńı vycháźı ze
vzájemné polohy tř́ı rovin, z nichž každé dvě roviny jsou r̊uznoběžné, jejich pr̊usečnice jsou
r̊uzné a procháźı jedńım bodem. Roviny, jejich pr̊usečnici chceme určit, protneme vhodně
zvolenou třet́ı rovinou (v předchoźım hrála tuto roli př́ımo pr̊umětna) a urč́ıme pr̊usečnice
této pomocné roviny a zadaných rovin. Společný bod těchto pr̊usečnic je bodem hledané
pr̊usečnice. Postup pak opakujeme s daľśı pomocnou rovinou. Většinou jako pomocnou
rovinu voĺıme rovinu rovnoběžnou s pr̊umětnou, která zadané roviny prot́ıná v hlavńıch
př́ımkách (tento postup je tak př́ımo analogíı řešeńı z kótovaného promı́táńı).
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Obrázek 6.18: Pr̊usečnice dvou rovin

Př́ıklad 6.9. Určete pr̊usečnici r rovin ̺ a σ daných stopami.

Řešeńı. Jelikož pr̊useč́ıky stop nejsou dostupné, použijeme výše popsaný postup. Prolo-
ž́ıme zadané roviny rovinou λ kolmou k p̊udorysně. Tato rovina prot́ıná roviny ̺ a σ ve
frontálńıch hlavńıch př́ımkách, jejichž p̊udorysné pr̊uměty splývaj́ı, tedy λ1 = f ̺

1 = fσ
1 .

Pomoćı stopńık̊u odvod́ıme nárysy f ̺
2 a fσ

2 , které jsou rovnoběžné s př́ıslušnými stopami.
Společný bod Q2 př́ımek f ̺

2 a fσ
2 je druhý pr̊umět bodu na hledané pr̊usečnici. Jeho prvńı

pr̊umět najdeme na ordinále na př́ımce f ̺
1 = fσ

1 . Podobně, např́ıklad s rovinou λ′ kolmou
k nárysně, źıskáme druhý bod R hledané pr̊usečnice r.
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Obrázek 6.19: Řešeńı př́ıkladu 6.9
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6.2.6 Vzájemná poloha př́ımky a roviny

Rovina a př́ımka která v ńı nelež́ı maj́ı dvě možné vzájemné polohy. Bud’ je př́ımka s rovi-
nou rovnoběžná a nebo r̊uznoběžná. Pokud je př́ımka s rovinou r̊uznoběžná, hledáme jejich
společný bod, pr̊useč́ık. Pokud je př́ımka nebo rovina promı́taćı, je tato úloha snadná,
řešeńı viz obrázek 6.20.
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Obrázek 6.20: Pr̊useč́ık př́ımky s rovinou – speciálńı polohy

Nejsou-li ani př́ımka, ani rovina promı́taćı, požijeme analogický postup jako v kótova-
ném promı́táńı, tzv. metodu kryćı př́ımky.

Uvažujme př́ımku a a rovinu ̺, které nejsou promı́taćı, a hledejme jejich společný bod,
viz obrázek 6.21. Prolož́ıme-li př́ımkou a prvńı promı́taćı rovinu (kolmá k p̊udorysně), lež́ı
v této rovině i př́ımka r, která patř́ı rovině ̺ a plat́ı r1 = a1. Společný bod př́ımek a a
r je hledaný pr̊useč́ık R. Pomoćı stopńık̊u urč́ıme druhý pr̊umět r2 př́ımky r a společný
bod př́ımek a2 a r2 je druhý pr̊umět R2 hledaného bodu. Prvńı pr̊umět R1 najdeme na
ordinále na př́ımce a1 = r1.

Př́ımka r se nazývá prvńı kryćı př́ımka a je vlastně pr̊usečnićı pomocné promı́taćı
roviny a roviny ̺. Analogicky bychom mohli celý postup provést i s druhou promı́taćı
rovinou.

Př́ıklad 6.10. Zobrazte pr̊unik trojúhelńık̊u ABC a EFG.

Řešeńı. Pro určeńı pr̊uniku zadaných trojúhelńıku sestroj́ıme pr̊usečnici rovin, které jsou
těmito trojúhelńıky určeny. K sestrojeńı jejich pr̊usečnice potřebujeme alespoň dva společné
body těchto rovin. Tyto body źıskáme např́ıklad jako pr̊useč́ıky př́ımek AB a AC s rovinou
EFG. Zvolme kryćı př́ımku r, která lež́ı v rovině EFG a jej́ı nárys r2 splývá s př́ımkou
A2B2 (mohli bychom zvolit i takovou př́ımku r, že jej́ı p̊udorys by splýval s A1B1). Jelikož
př́ımka lež́ı v rovině EFG jsou jej́ı pr̊useč́ıky s př́ımkami E2G2 a F2G2 opravdu nárysy
společných bod̊u těchto př́ımek. Pr̊useč́ıky označ́ıme 12 a 22 a jejich prvńı pr̊uměty na-
jdeme na ordinálách a na odpov́ıdaj́ıćıch př́ımkách v p̊udorysně. Źıskáme tak př́ımku r1.
Jej́ı pr̊useč́ık R1 s př́ımkou A1B1 je p̊udorys hledaného pr̊useč́ıku př́ımky AB s rovinou
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Obrázek 6.21: Pr̊useč́ık př́ımky s rovinou

EFG. Podobně źıskáme bod R′
1, tj. pr̊useč́ık př́ımky AC s rovinou EFG (pomoćı bod̊u

3 a 4).

Body R1 a R′
1 je určen p̊udorys pr̊usečnice rovin zadaných trojúhelńık̊u. Část této

pr̊usečnice mezi body X1 a Y1 je společná oběma trojúhelńık̊um a je tak p̊udorysem
hledaného pr̊uniku. Nárys źıskáme určeńım nárys̊u bod̊u X2 a Y2, které lež́ı na ordinálách
a na patřičných př́ımkách.

Pro určeńı viditelnosti, tj. pro určeńı toho, které části trojúhelńıku jsou v některém
pr̊umětu zakryté druhým trojúhelńıkem, použijeme tzv. kryćıch bod̊u. Např́ıklad pro určeńı
viditelnosti v nárysu použijeme bodu U2 = V2, který je zdánlivým pr̊useč́ıkem př́ımek
B2C2 a E2F2. Odvedeme-li tento bod na ordinále na odpov́ıdaj́ıćı př́ımky, vid́ıme, že bod
U1 na př́ımce B1C1 je ńıž než bod V1 na př́ımce E1F1, tj. bod U je ve větš́ı vzdálenosti
před nárysnou a zakrývá tak bod V , je tedy viditelná úsečka B2C2. Dı́ky této informaci
můžeme logicky určit viditelnost celého obrázku v nárysu. Podobně bychom určili i vidi-
telnost v p̊udorysu pomoćı nějakého zdánlivého pr̊useč́ıku v p̊udorysně.

6.2.7 Kolmice k rovině, rovina kolmá k př́ımce a jejich použit́ı

Ze všech př́ımek, které jsou s danou rovinou r̊uznoběžné, hraj́ı největš́ı roli př́ımky, které
jsou k dané rovině kolmé. Kolmosti totiž využ́ıváme v metrických úlohách. Nejjednodušš́ı
aplikaćı je pak určeńı vzdálenosti bodu od roviny.

Již z dř́ıvěǰska v́ıme, že př́ımka kolmá k rovině je kolmá ke všem př́ımkám roviny.
Použijeme-li nav́ıc větu o pr̊umětu pravého úhlu, dostaneme tak následuj́ıćı vlastnost:
P̊udorys př́ımky kolmé k rovině je kolmý na p̊udorysnou stopu této roviny, nárys př́ımky
kolmé k rovině je kolmý na nárysnou stopu této roviny.

Př́ıklad 6.11. Zobrazte kolmici k vedenou bodem A k rovině ̺, která je dána stopami.
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Obrázek 6.22: Pr̊unik dvou trojúhelńık̊u

Řešeńı. Bodem A1 vedeme p̊udorys kolmice k1 ⊥ p̺1 a bodem A2 jej́ı nárys k2 ⊥ n̺
2, viz

obrázek 6.23a.

Poznámka 6.12. K zobrazeńı kolmice nepotřebujeme nutně stopy dané roviny, stač́ı nám
jej́ı hlavńı př́ımky, jelikož i k těm jsou odpov́ıdaj́ıćı pr̊uměty kolmice kolmé. Tohoto faktu
se při konstrukćıch často využ́ıvá.

Př́ıklad 6.13. Zobrazte stopy roviny ̺, která procháźı daným bodem M a je kolmá
k př́ımce a.

Řešeńı. K nalezeńı hledaných stop použijeme frontálńı hlavńı př́ımku (analogicky bychom
mohli použ́ıt i horizontálńı hlavńı př́ımku), viz obrázek 6.23b. Jelikož hledáme stopy roviny
̺, která je kolmá k dané př́ımce a, je zřejmě i př́ımka a kolmá k rovině ̺ a plat́ı, že f ̺

1 ⊥ a1
a f ̺

2 ⊥ a2. Nav́ıc muśı platit M1 ∈ f ̺
1 a M2 ∈ f ̺

2 . Najdeme pr̊uměty P1, P2 p̊udorysného
stopńıku př́ımky f ̺. Půdorysná stopa p̺1 ⊥ a1 a procháźı bodem P1. Nárysná stopa
n̺
2 ⊥ a2 a prot́ıná se s p̊udorysnou stopu na ose x12.
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Obrázek 6.23: Kolmost př́ımek a rovin

Nejjednodušš́ı úlohou na užit́ı kolmosti je určeńı vzdálenosti bodu od roviny.

Konstrukce 6.14. Určete vzdálenost bodu M od roviny ̺ dané stopami.

Řešeńı. Vzdálenost bodu M od roviny ̺ bude rovna velikosti úsečky MR, kde R je
pr̊useč́ık kolmice z bodu M na rovinu ̺ s touto rovinou.

Bodem M vedeme př́ımku k kolmou k rovině ̺, M1 ∈ k1 ⊥ p̺1, M2 ∈ k2 ⊥ n̺
2,

viz obrázek 6.24a. Pomoćı kryćı př́ımky l najdeme pr̊useč́ık R př́ımky k s rovinou ̺.
Zvolme např́ıklad l1 = k1 a pomoćı stopńık̊u P a N odvod́ıme jej́ı druhý pr̊umět l2. Bod
R2 ∈ l2 ∩ k2, prvńı pr̊umět R1 lež́ı na ordinále na př́ımce k1. Skutečnou velikost úsečky
MR zjist́ıme např́ıklad pomoćı sklopeńı do p̊udorysny.

Vzdálenost dvou rovnoběžných rovin, př́ıpadně vzdálenost roviny a př́ımky, která je s ńı
rovnoběžná, je vzdálenost libovolného bodu jedné roviny od druhé, př́ıpadně vzdálenost
libovolného bodu př́ımky od roviny. Obě tyto úlohy se tak daj́ı převést na úlohu určeńı
vzdálenosti bodu od roviny.

Úlohu určeńı vzdálenosti bodu od př́ımky vyřeš́ıme pomoćı použit́ı roviny kolmé k př́ımce.

Konstrukce 6.15. Určete vzdálenost bodu A od př́ımky a.

Řešeńı. Vzdálenost bodu A od př́ımky a bude rovna velikosti úsečky AR, kde bod R je
pr̊useč́ık př́ımky a a roviny ̺ k ńı kolmé, která procháźı bodem A.

Rovinu ̺ urč́ıme pomoćı dvojice hlavńıch př́ımek h a f , přičemž A1 ∈ h1 ⊥ a1 a A2 ∈
f2 ⊥ a2, viz obrázek 6.24b. Pr̊useč́ık R př́ımky a a roviny ̺ urč́ıme pomoćı kryćı př́ımky
r. Zvolme např́ıklad a1 = r1, druhý pr̊umět r2 nalezneme pomoćı pr̊useč́ık̊u s hlavńımi
př́ımkami. Pak R2 ∈ a2 ∩ r2 a bod R1 lež́ı na ordinále. Pomoćı sklopeńı úsečky AR
do p̊udorysny (pro jednoduchost skláṕıme jen rozd́ılový trojúhelńık) urč́ıme hledanou
vzdálenost.
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Obrázek 6.24: Určeńı vzdálenost́ı

Na úlohu určeńı vzdálenosti bodu od př́ımky můžeme převést i úlohu určeńı vzdálenosti
dvou rovnoběžek. Ta je totiž rovnu vzdálenosti libovolného bodu jedné rovnoběžky od
druhé. Nejobt́ıžněǰśı je určeńı vzdálenosti dvou mimoběžek. Tuto úlohu převedeme na
určeńı vzdálenosti bodu od roviny t́ım, že jednou mimoběžkou vedeme rovinu rovnoběžnou
s druhou mimoběžkou.

6.3 Otáčeńı roviny

Běžně se můžeme setkat s úlohami na sestrojeńı a zobrazeńı rovinného útvaru, který
lež́ı v dané rovině, př́ıpadně na zjǐstěńı skutečné velikosti útvaru, který je v dané rovině
zobrazen.

Lež́ı-li takový útvar v nějaké hlavńı rovině, pak se do pr̊umětny, která je s touto
rovinou rovnoběžná, promı́tá ve skutečné velikosti. Jestliže útvar lež́ı v rovině, která je
kolmá k některé z pr̊uměten, pak můžeme tyto úlohy řešit sklopeńım. Lež́ı-li však útvar
v obecné rovině, muśıme tuto úlohu, podobně jako v kótovaném promı́táńı, řešit pomoćı
otočeńı roviny do některé z pr̊uměten.

Stejně jako v kótovaném promı́táńı otoč́ıme rovinu kolem stopy do pr̊umětny tak, že
urč́ıme poloměr otáčeńı jednoho vhodného bodu roviny. Ostatńı body a př́ımky otoč́ıme
užit́ım osové afinity. Ukažme si tedy, jak urč́ıme poloměr otáčeńı konkrétńıho bodu a
př́ıslušný otočený bod. Situace je znázorněna na obrázku 6.25, kde otáč́ıme do p̊udorysny.
Analogicky bychom mohli otáčet i do nárysny.

Př́ıklad 6.16. Určete otočený obraz bodu A, který lež́ı v obecné rovině ̺.
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Obrázek 6.25: Otáčeńı roviny

Řešeńı. Každý bod A roviny ̺, který nelež́ı na jej́ı p̊udorysné stopě, se otáč́ı po tzv.
kružnici otáčeńı kA, která lež́ı v rovině kolmé na p̊udorysnou stopu. Středem této kružnice
je stopńık Ps spádové př́ımky roviny ̺, která procháźı bodem A. Jej́ı poloměr je skutečná
velikost úsečky PsA a nazývá se poloměr otáčeńı. Pr̊useč́ıky kružnice kA s pr̊umětnou jsou
otočené body A0, resp. A

′
0.

V pr̊umětně postupujeme následovně. Bodem A1 vedeme spádovou př́ımku s1. V této
př́ımce má sv̊uj obraz rovina otáčeńı. Tuto rovinu skloṕıme, źıskáme tak sklopenou spádovou
př́ımku a sklopenou kružnici otáčeńı. Jej́ı poloměr je velikost úsečky Ps(A) a jej́ı střed je
bod Ps. Pr̊useč́ıky sklopené kružnice a př́ımky s1 jsou otočené body A0, resp. A

′
1.

Poznamenejme, že nemuśıme otáčet jen kolem stopy do pr̊umětny, ale můžeme otáčet
i kolem hlavńı př́ımky do roviny, která je s pr̊umětnou rovnoběžná. Jediný rozd́ıl je v tom,
že poloměr otáčeńı je vzdálenost bodu v rovině od zvolené hlavńı př́ımky.

Př́ıklad 6.17. Zobrazte pravidelný šestiúhelńık se středem S a vrcholem A (body jsou
zadány jejich prvńım pr̊umětem), který lež́ı v rovině ̺ (dána stopami).

Řešeńı. Abychom mohli šestiúhelńık sestrojit, otoč́ıme rovinu do p̊udorysny, kde bude
daný šestiúhelńık ve skutečné velikosti a p̊ujde tedy o planimetrickou konstrukci.

Rovinu otoč́ıme pomoćı bodu S. Nejdř́ıve použit́ım hlavńı př́ımky urč́ıme druhý pr̊umět
bodu S. Pro určeńı poloměru kružnice otáčeńı bodu S, tento bod skloṕıme. Střed kružnice
otáčeńı je na stopńıku spádové př́ımky, která bodem S procháźı a jej́ı poloměr je roven
vzdálenosti sklopeného bodu S od tohoto stopńıku. Bod S0 je pak pr̊useč́ıkem této spádové
př́ımky a sklopené kružnice otáčeńı.

Bod A0 źıskáme pomoćı afinity. Za prvé v́ıme, že bod A0 lež́ı na kolmici ke stopě
procházej́ıćı bodem A1. Za druhé plat́ı, že př́ımka A1S1 prot́ıná stopu roviny v bodě 1,
kde ji prot́ıná i př́ımka A0S0. Bod A0 tedy urč́ıme jako pr̊useč́ık dané kolmice a př́ımky
S01.
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Obrázek 6.26: Konstrukce šestiúhelńıku v obecné rovině

Jelikož známe body S0 a A0, tj. střed a vrchol šestiúhelńıku, můžeme daný šestiúhelńık
sestrojit.

Jeho obraz v rovině ̺ źıskáme opět pomoćı afinity. Např́ıklad bod B1 lež́ı v pr̊useč́ıku
př́ımky kolmé na p̊udorysnou stopu a procházej́ıćı bodem B1 a př́ımky A12, kde bod 2
je pr̊useč́ık př́ımky A0B0 s p̊udorysnou stopou. Podobně źıskáme i bod C. Zbylé vrcholy
šestiúhelńıku źıskáme s využit́ım souměrnosti šestiúhelńıku podle svého středu.

Obrazy bod̊u A2, B2 a C2 odvod́ıme do nárysu pomoćı hlavńıch př́ımek podobně jako
v př́ıpadě bodu S. Zbylé vrcholy šestiúhelńıku v nárysu źıskáme opět pomoćı středové
souměrnosti.
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6.4 Zobrazeńı kružnice

Pravoúhlým pr̊umětem kružnice, která lež́ı v rovině rovnoběžné s pr̊umětnou, je shodná
kružnice, přičemž jej́ı střed je pr̊umětem středu dané kružnice. Lež́ı-li kružnice v rovině
kolmé k pr̊umětné, je jej́ım pr̊umětem úsečka, která lež́ı na pr̊umětu roviny, jej́ı střed je
pr̊umětem středu dané kružnice a délka je rovna jej́ımu pr̊uměru.

Pravoúhlým pr̊umětem kružnice o poloměru r, která lež́ı v obecné rovině, je elipsa.
Plat́ı, že střed kružnice se promı́tá do středu elipsy. Nav́ıc v́ıme, že na hlavńıch př́ımkách
vid́ıme vzdálenosti ve skutečné velikosti a všechny ostatńı př́ımky se zkracuj́ı, proto plat́ı,
že hlavńı osa elipsy lež́ı na hlavńı př́ımce procházej́ıćı středem a a = r. Najdeme-li tedy
jeden daľśı bod elipsy, můžeme proužkovou konstrukćı sestrojit i velikost vedleǰśı poloosy
elipsy a danou elipsu vyrýsovat.
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Obrázek 6.27: Zobrazeńı kružnice

Př́ıklad 6.18. Zobrazte kružnici k, která lež́ı v rovině ̺, má střed S a poloměr r.

Řešeńı. Daná rovina neńı rovnoběžná ani kolmá k žádné z pr̊uměten. Oba pr̊uměty
kružnice budou tedy elipsy. Bodem S vedeme hlavńı př́ımku prvńı osnovy h. Na př́ımku h1
naneseme od bodu S1 vzdálenost r, č́ımž dostaneme body A1 a B1, jež jsou hlavńı vrcholy
elipsy, která je p̊udorysným pr̊umětem dané kružnice. Do nárysu odvedeme body A1, B1

po ordinálách a na př́ımce h2 tak źıskáme body A2 a B2, které jsou obecné body elipsy,
jež je nárysným pr̊umětem dané kružnice. Podobně na hlavńı př́ımce f , která procháźı
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bodem S, dostaneme hlavńı vrcholy K2 a L2 elipsy, která je nárysným pr̊umětem kružnice
a obecné body K1, L1 na elipse v p̊udorysně.

Pro obě elipsy máme jejich hlavńı osu a dva obecné body. Na kolmićıch k hlavńım osám
procházej́ıćıch středem lež́ı vedleǰśı poloosy, které omeźıme proužkovou konstrukćı. Elipsy
jsou tak plně určeny a můžeme dř́ıve uvedenými konstrukcemi sestrojit jejich oskulačńı
kružnice a daľśı body.

6.5 Zobrazeńı těles, jejich řezy a pr̊uniky

Pravoúhlým pr̊umětem konvexńıho mnohostěnu je konvexńı mnohoúhelńık. Obvod tohoto
mnohoúhelńıku je uzavřená lomená čára, která se nazývá zdánlivý obrys. Každý bod, který
lež́ı na zdánlivém obrysu, je bud’ pr̊umětem jediného bodu, v němž promı́taćı př́ımka
prot́ıná některou hranu mnohostěnu, nebo úsečky, kterou má promı́taćı př́ımka společnou
s některou stěnou mnohostěnu. Každý vnitřńı bod pr̊umětu mnohostěnu je pr̊umětem
dvou bod̊u na mnohostěnu, ve kterých promı́taćı př́ımka prot́ıná stěny tohoto mnohostěnu.

Jestliže při zobrazováńı mnohostěn̊u považujeme tato tělesa za nepr̊uhledná, pak roz-
lǐsujeme na jejich povrchu viditelnou a neviditelnou část. Tyto části jsou v prostoru
odděleny uzavřenou prostorovou lomenou čarou, která je vytvořena některými hranami
mnohostěnu. Tato lomená čára se nazývá skutečný obrys. Pr̊umětem skutečného obrysu
mnohostěnu je zdánlivý obrys mnohostěnu. Skutečný obrys mnohostěnu patř́ı k jeho vidi-
telné části. S určeńım viditelnosti nám může pomoci i fakt, že z viditelného vrcholu, který
se promı́tá dovnitř mnohoúhelńıku (pr̊umětu mnohostěnu), vycházej́ı viditelné hrany, z ne-
viditelného vrcholu vycházej́ı neviditelné hrany.

6.5.1 Zobrazeńı hranolu a jeho řezy rovinou

Připomeňme, že hranolovou plochou rozumı́me množinu vzájemně rovnoběžných př́ımek,
které prot́ınaj́ı obvod daného mnohoúhelńıka. Každá takováto př́ımka procházej́ıćı ob-
vodem tohoto mnohoúhelńıka je povrchová př́ımka (površka) hranolové plochy, př́ımky
procházej́ıćı vrcholy mnohoúhelńıka se nazývaj́ı hrany, př́ımky procházej́ıćı některou stra-
nou tvoř́ı stěnu hranolové plochy. Hranol je část prostoru omezená hranolovou plochou a
dvěma shodnými podstavami lež́ıćımi v rovnoběžných rovinách, které nejsou rovnoběžné
s hranami hranolové plochy. Strany mnohoúhelńık̊u, které tvoř́ı podstavy hranolu, se
nazývaj́ı podstavné hrany, části hran hranolové plochy mezi oběma podstavami se nazývaj́ı
bočńı hrany (pobočné hrany). Vzdálenost rovin obou podstav se nazývá výška hranolu.
Kolmý hranol má pobočné hrany kolmé k podstavám, kosý hranol má pobočné hrany,
které sv́ıraj́ı s podstavami kosý úhel.

Zobrazeńı hranolu má obecně tyto základńı konstrukčńı kroky:

1. Zobrazeńı jedné podstavy.
2. Zobrazeńı bočńıch hran.
3. Zobrazeńı druhé podstavy.
4. Určeńı viditelnosti.

Př́ıklady zobrazeńı r̊uzných hranol̊u viz obrázek 6.28. Při jejich zobrazeńı použ́ıváme
jednoduchých konstrukćı z předchoźıch část́ı. V nejsložitěǰśım př́ıpadě hranolu s podstavou
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Obrázek 6.28: Hranoly

v obecné rovině (6.28c) sestroj́ıme jeho podstavu pomoćı otočeńı jej́ı roviny do některé
z pr̊uměten, bočńı hrany jsou kolmice k rovině podstavy a jejich délku, tj. výšku hranolu,
urč́ıme ze sklopeńı jedné z nich.

Řez hranolu je mnohoúhelńık, jehož vrcholy lež́ı na hranách hranolu a strany na
stěnách, př́ıpadně podstavách, hranolu. Vrcholy řezu lze tedy sestrojit jako pr̊useč́ıky ro-
viny řezu s př́ımkami, na kterých lež́ı hrany hranolu. Pro nalezeńı řezu můžeme v některých
př́ıpadech použ́ıt afinitu.

Př́ıklad 6.19. Zobrazte řez pravidelného pětibokého hranolu s podstavou v p̊udorysně
rovinou ̺ v obecné poloze.

Řešeńı. Půdorysem hranolu je pravidelný pětiúhelńık A1B1C1D1E1. Výšku hranolu vid́ıme
v náryse ve skutečné velikosti. Jeho nárysem je obdélńık B2D2D

′
2B

′
2. V nárysu jsou nav́ıc

viditelné hrany A2A
′
2, E2E

′
2. Rovina má obecnou polohu a neprot́ıná podstavu hranolu,

situace viz obrázek 6.29.
Řezem danou rovinou je pětiúhelńık. Jelikož bočńı hrany hranolu jsou kolmé k p̊udo-

rysně, je p̊udorys řezu totožný s p̊udorysem podstavy. Nárys řezu můžeme odvodit pomoćı
hlavńıch př́ımek roviny ̺.

Pokud bychom chtěli sestrojit śıt’ seř́ıznuté části hranolu, rozvineme nejdř́ıve jeho
plášt’, který je tvořen pravoúhlými lichoběžńıky. Základny těchto lichoběžńık̊u jsou zbytky
bočńıch hran a jejich velikost odměř́ıme snadno z nárysu. Jedna daľśı strana každého
lichoběžńıku je hrana podstavy, jej́ıž rozměry jsou ve skutečné velikosti v p̊udorysně. Zbylá
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Obrázek 6.29: Řešeńı př́ıkladu 6.19

strana lichoběžńık̊u je skutečná velikost řezu, kterou bychom źıskali otočeńım roviny ̺ do
nárysny (p̊udorysny). K rozvinutému plášti pak připoj́ıme podstavu a řez, rozměry obou
již známe z předchoźıho.

Př́ıklad 6.20. Sestrojte řez kosého hranolu ABCDA′B′C ′D′ obecnou rovinou ̺ danou
stopami. Podstava hranolu je čtverec ABCD v p̊udorysně. Hranol je dále určen vrcholem
A′ horńı podstavy.

Řešeńı. Nejdř́ıve zobraźıme hranol, viz obrázek 6.30. Podstava hranolu lež́ı v p̊udorysně,
jej́ım p̊udorysem je čtverec A1B1C1D1 a nárysem úsečka A2C2 lež́ıćı na ose x12. Bočńı
hrany hranolu jsou shodné a rovnoběžné úsečky. Jelikož druhá podstava lež́ı v rovině
rovnoběžné s p̊udorysnou, je jej́ı prvńı pr̊umět čtverec A′

1B
′
1C

′
1D

′
1 a druhý pr̊umět úsečka

A′
2C

′
2 rovnoběžná s osou x12.
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bcĀ1

bc

1

bc D̄1

bc

2

bc

B̄1

bc
3

bc
C̄1

bc
B̄2

bc
D̄2

bc C̄2

Obrázek 6.30: Řešeńı př́ıkladu 6.20

Vzhledem k poloze roviny bude řezem rovnoběžńık ĀB̄C̄D̄, který se v obou pr̊umětech
také jako rovnoběžńık zobraźı (rovina má obecnou polohu k oběma pr̊umětnám). Jeden
vrchol hledaného rovnoběžńıku, např. Ā, sestroj́ıme jako pr̊useč́ık př́ımky a = AA′ s rovi-
nou ̺. K tomu použijeme kryćı př́ımku r, jej́ıž pr̊umět v p̊udoryse splývá s př́ımkou a1,
na které lež́ı hrana A1A

′
1.

Půdorysy daľśıch vrchol̊u řezu bude výhodněǰśı určit využit́ım afinńıho vztahu mezi
rovinou podstavy a rovinou řezu. Osou afinity je p̊udorysná stopa roviny, směr afinity je
dán dvojićı sdružených bod̊u A1 a Ā1. Konstrukce bod̊u B̄1, C̄1 a D̄1 jako afinńıch obraz̊u
bod̊u B1, C1 a D1 je vidět z obrázku. Tak např́ıklad bod D̄1 źıskáme jako pr̊useč́ık př́ımky
1 Ā1 s hranou D1D

′
1, kde bod 1 je pr̊useč́ık př́ımky A1D1 se stopou p̺1.

Nárysy B̄2, C̄2, D̄2 bod̊u B̄1, C̄1 a D̄1 lež́ı na ordinálách.

Př́ıklad 6.21. Sestrojte řez kosého hranolu ABCDA′B′C ′D′ rovinou ̺ kolmou k jeho
bočńım hranám. Hranol má čtvercovou podstavu v p̊udorysně a bočńı hrany rovnoběžné
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s nárysnou. Určete skutečnou velikost řezu a využijte nalezeného řezu k sestrojeńı śıtě
daného hranolu.

Řešeńı. Podstava hranolu lež́ı v p̊udorysně, viz obrázek 6.31, jej́ım p̊udorysem je čtverec
A1B1C1D1 a nárysem úsečka A2C2 lež́ıćı na př́ımce x12. Bočńı hrany hranolu jsou shodné
a rovnoběžné úsečky, jejichž p̊udorysné pr̊uměty jsou rovnoběžné s př́ımkou x12, v náryse
nav́ıc vid́ıme bočńı hrany ve skutečné velikosti. Jelikož druhá podstava lež́ı v rovině rov-
noběžné s p̊udorysnou, je jej́ı prvńı pr̊umět čtverec A′

1B
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Obrázek 6.31: Řešeńı př́ıkladu 6.21

Jelikož je rovina řezu kolmá k bočńım hranám, je jej́ı p̊udorysná stopa kolmá k prvńım
pr̊umět̊um bočńıch hran a podobně nárysná stopa je kolmá k druhým pr̊umět̊um bočńıch
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hran. Vzhledem k tomu, že bočńı hrany jsou rovnoběžné s nárysnou, je rovina řezu kolmá
k nárysně.

Řezem hranolu bude rovnoběžńık, který se v nárysně zobraźı jako úsečka Ā2C̄2 na
stopě n̺

2, p̊udorysem pak bude rovnoběžńık Ā1B̄1C̄1D̄1, jehož vrcholy źıskáme odvedeńım
po ordinálách z nárysu. Samozřejmě, podobně jako v předchoźım př́ıkladu, existuje afinńı
vztah mezi podstavou a hledaným řezem, kde osou afinity je pr̊umět p̊udorysné stopy p̺1
a je dán pár sdružených bod̊u, např. A1 a Ā1. Tento vztah je ilustrován na obrázku, kde
se odpov́ıdaj́ıćı si př́ımky prot́ınaj́ı v bodech 1 a 2 na stopě p̺1.
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Ā
bc

B̄
bc

C̄
bc

D̄
bc

Ā
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Obrázek 6.32: Śıt’ kosého hranolu z př́ıkladu 6.21

Pro určeńı skutečné velikosti řezu otoč́ıme rovinu ̺ kolem jej́ı p̊udorysné stopy do
p̊udorysny. Při tomto otáčeńı se body řezu pohybuj́ı po kružnićıch se středy na stopě
p̺1. Poloměry těchto kružnic vid́ıme ve skutečné velikosti na nárysné stopě. Źıskáme tak
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otočený rovnoběžńık Ā0B̄0C̄0D̄0, který určuje skutečnou velikost řezu.

Nalezeného řezu můžeme použ́ıt k sestrojeńı śıtě hranolu následuj́ıćım zp̊usobem, viz
obrázek 6.32. Jelikož je řez kolmý k bočńım hranám, přejde při rozvinut́ı pláště tento řez
v úsečku, jej́ıž délka je rovna obvodu skutečné velikosti řezu. Bočńı hrany hranolu přejdou
do úseček kolmých k rozvinutému řezu. Délky těchto hran i délky jejich část́ı nad rovinou
̺, resp. pod ńı, vid́ıme ve skutečné velikosti př́ımo v nárysně. K takto rozvinutému plášti
připoj́ıme podstavy (jejich skutečné rozměry známe).

6.5.2 Zobrazeńı jehlanu a jeho řezy rovinou

Jehlanová plocha je množina př́ımek procházej́ıćıch pevným bodem V a prot́ınaj́ıćıch ob-
vod daného ř́ıd́ıćıho mnohoúhelńıka. Bod V se nazývá (hlavńı) vrchol jehlanové plochy.
Každá př́ımka, která prot́ıná vnitřek některé strany mnohoúhelńıka, se nazývá, podobně
jako u hranolové plochy, povrchová př́ımka, př́ımky spojuj́ıćı vrcholy mnohoúhelńıka s vr-
cholem jsou hrany jehlanové plochy. Části rovin mezi sousedńımi hranami tvoř́ı stěny
jehlanové plochy.
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Obrázek 6.33: Jehlany

Jehlan je část prostoru omezená jehlanovou plochou a rovinou, která neprocháźı jej́ım
vrcholem a ani neńı rovnoběžná s žádnou jej́ı hranou. Tato rovina prot́ıná jehlanovou
plochu v mnohoúhelńıku, který je podstavou jehlanu, jeho hrany se nazývaj́ı podstavné
hrany. Vzdálenost (hlavńıho) vrcholu od podstavy se nazývá výška. Pravidelný n-boký
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jehlan je jehlan, jehož podstavu tvoř́ı pravidelný n-úhelńık a v němž je spojnice hlavńıho
vrcholu a středu podstavy k podstavě kolmá.

Zobrazeńı jehlanu má obecně tyto základńı konstrukčńı kroky:

1. Zobrazeńı podstavy.
2. Zobrazeńı vrcholu.
3. Zobrazeńı bočńıch stěn.
4. Určeńı viditelnosti.

Př́ıklady zobrazeńı r̊uzných jehlan̊u viz obrázek 6.33. Při jejich zobrazeńı použ́ıváme
jednoduchých konstrukćı z předchoźıch část́ı.

Řez jehlanu rovinou je mnohoúhelńık, jehož vrcholy lež́ı na hranách jehlanu a strany ve
stěnách, př́ıpadně podstavě, jehlanu. Vrcholy řezu sestroj́ıme jako pr̊useč́ıky roviny řezu
s př́ımkami, které obsahuj́ı hrany jehlanu. Konstrukci řezu na jehlanu ovlivńı jak poloha
roviny vzhledem k pr̊umětnám, tak i to, zda-li je a nebo neńı rovina řezu vrcholová.
V některých př́ıpadech můžeme pro konstrukci řezu použ́ıt kolineaci.

Př́ıklad 6.22. Zobrazte řez pravidelného čtyřbokého jehlanu ABCDV s podstavou v p̊u-
dorysně rovinou ̺ danou stopami a kolmou k nárysně. Sestrojte śıt’ seř́ıznutého tělesa.
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bc C̄2

bc D̄2

bc

D̄1

bc
C̄1

bc
Ā1
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Obrázek 6.34: Řešeńı př́ıklad 6.22
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Obrázek 6.35: Śıt’ seř́ıznutého jehlanu z př́ıkladu 6.22

Řešeńı. Půdorysem jehlanu je čtverec A1B1C1D1, přičemž do jeho středu se promı́tá
vrchol jehlanu, viz obrázek 6.34. V náryse vid́ıme skutečnou výšku jehlanu a jeho nárysem
je trojúhelńık B2D2V2.

Řezem jehlanu je čtyřúhelńık ĀB̄C̄D̄. Jelikož je rovina řezu ̺ kolmá k nárysně, lež́ı
pr̊useč́ıky hran jehlanu s touto rovinou př́ımo na nárysné stopě a pr̊umět řezu do nárysny
je úsečka B̄2D̄2 lež́ıćı na nárysné stopě roviny ̺. K odvozeńı řezu do p̊udorysny použijeme
ordinály.

Pro sestrojeńı śıtě seř́ıznuté části jehlanu muśıme rozvinout plášt’ jehlanu. Jelikož je
jehlan pravidelný a čtyřboký, je jeho śıt’ tvořena čtyřmi rovnoramennými trojúhelńıky.
Velikost jejich podstav je rovna délce strany podstavy jehlanu a můžeme ji př́ımo doměřit
z p̊udorysu. Skutečnou velikost bočńıch hran jehlanu urč́ıme otočeńım těchto hran ko-
lem př́ımky SV do polohy rovnoběžné s nárysnou. Na obrázku je otočena př́ımka BV ,
skutečnou velikost úsečky BV vid́ıme v náryse a plat́ı |BV | = |B2

0V2|. Do stejné po-
lohy můžeme otočit i daľśı bočńı hrany jehlanu, č́ımž nav́ıc źıskáme i vzdálenosti bod̊u
řezu od hlavńıho vrcholu jehlanu. Součást́ı śıtě je i podstava hranolu (jej́ı skutečnou ve-
likost vid́ıme v p̊udoryse) a řez. Skutečnou velikost řezu źıskáme otočeńım roviny ̺ do
p̊udorysny. Celý řez je na obrázku 6.35.
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Př́ıklad 6.23. Zobrazte řez kosého jehlanu ABCDEV rovinou ̺ danou rovnoběžkami m
a n. Podstava jehlanu je pravidelný pětiúhelńık v p̊udorysně o straně AB, dále je zadán
hlavńı vrchol jehlanu V .

Řešeńı. Nejdř́ıve zobraźıme jehlan, tj. sestroj́ıme pravidelný pětiúhelńık, zobraźıme jeho
hlavńı vrchol, bočńı hrany a urč́ıme viditelnost, viz obrázek 6.36.

Řezem jehlanu bude pětiúhelńık. Jeden bod řezu urč́ıme jako pr̊useč́ık bočńı hrany
jehlanu s rovinou ̺. Sestroj́ıme např́ıklad bod B̄, jako pr̊useč́ık hrany V B s rovinou
̺. Použijeme k tomu kryćı př́ımku l, jej́ıž nárys l2 splývá s př́ımkou B2V2. Půdorys l1
odvod́ıme pomoćı pr̊useč́ık̊u s př́ımkami m2 a n2.
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Obrázek 6.36: Řešeńı př́ıkladu 6.23

Plat́ı, že p̊udorys hledaného řezu je ve vztahu kolineace s podstavou jehlanu, kde osou
kolineace je stopa roviny řezu a středem je pr̊umět V1 hlavńıho vrcholu jehlanu. Abychom
mohli této kolineace využ́ıt k určeńı daľśıch vrchol̊u řezu, sestroj́ıme tedy stopu roviny ̺.
K tomu použijeme p̊udorysné stopńıky př́ımek m a n.
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Vzhledem k tomu, že již máme jeden pár odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u B1 a B̄1, využijeme
jich k sestrojeńı zbylých bod̊u řezu. Např́ıklad bod C̄1 je pr̊useč́ık př́ımky C1V1 s př́ımkou
B̄11 , kde bod 1 je pr̊useč́ık př́ımky B1C1 a stopy p̺1. Konstrukce daľśıch bod̊u plyne
z obrázku. Nárys řezu odvod́ıme pomoćı ordinál.

6.5.3 Zobrazeńı válce a jeho řezy

Kruhová válcová plocha (stručně jen válcová plocha) je množina všech př́ımek daného
směru, které prot́ınaj́ı tzv. ř́ıd́ıćı kružnici (přičemž plat́ı, že tato kružnice muśı ležet
v rovině r̊uznoběžné se směrem př́ımek). Každá př́ımka procházej́ıćı obvodem kružnice se
nazývá povrchová př́ımka (stručně površka) válcové plochy.

Válec je část prostoru ohraničená válcovou plochou a dvěma shodnými podstavami,
které lež́ı v rovinách rovnoběžných s rovinou ř́ıd́ıćı kružnice.

Válcová plocha (válec) může být kolmá (površky plochy jsou kolmé k rovině ř́ıd́ıćı
kružnice) nebo kosá. V př́ıpadě kolmé válcové plochy (válce) hovoř́ıme vždy sṕı̌se o rotačńı
válcové ploše (rotačńım válci), jelikož tato plocha vznikne rotaćı př́ımky p kolem př́ımky
o s ńı rovnoběžné. O př́ımce o pak mluv́ıme jako o ose válcové plochy (válce). V př́ıpadě
kosého válce se jako př́ımka o označuje spojnice střed̊u podstav a nazývá se středná. Části
povrchových př́ımek omezené rovinami podstav válce se nazývaj́ı strany válce a tvoř́ı jeho
plášt’.
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Obrázek 6.37: Př́ıklady zobrazeńı válc̊u

Zobrazeńı válce má obecně tyto základńı konstrukčńı kroky:

1. Zobrazeńı jedné podstavy.
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2. Zobrazeńı druhé podstavy.
3. Zobrazeńı obrysových stran.
4. Určeńı viditelnosti.

Př́ıklady zobrazeńı válc̊u viz obrázek 6.37. Neńı-li rovina podstavy válce rovnoběžná
ani kolmá k pr̊umětně, zobraźı se podstava jako elipsa, viz úloha 6.18 na zobrazeńı
kružnice. Obrysové strany jsou (pokud se nejedná o speciálńı polohu, kdy se válec zobra-
zuje v pr̊umětu jako obdélńık) společné tečny kružnic (elips) rovnoběžné se směrem osy
(středné).

Rovina rovnoběžná se střednou kosé válcové plochy (neboli tzv. směrová, př́ıpadně
vrcholová, rovina) prot́ıná kosou válcovou plochu ve dvou povrchových př́ımkách, nebo se
j́ı dotýká v jedné povrchové př́ımce, př́ıpadně s ńı nemá žádný společný bod. Řez kosého
válce touto rovinou je obdélńık (tento řez budeme později využ́ıvat k určeńı pr̊useč́ıku
př́ımky s plochou). Rovina rovnoběžná s rovinou ř́ıd́ıćı kružnice kosé válcové plochy
prot́ıná válcovou plochu v kružnici, podobně prot́ıná tuto plochu i rovina, která je sy-
metrická s ř́ıd́ıćı rovinou podle roviny kolmé ke středné. Ostatńı roviny prot́ınaj́ı kosou
válcovou plochu v elipse. My se dále zaměř́ıme na situaci na rotačńı válcové ploše (válci).
Základem pro řez rotačńıho válce je řez válcové plochy. Mohou nastat celkem tři př́ıpady.

Rovina řezu je kolmá k ose válcové plochy. V tomto př́ıpadě je řezem povrchová
kružnice. Rotačńı válec prot́ıná tato rovina v kruhu, nebo nemá s válcem žádný společný
bod.

Rovina řezu je rovnoběžná s osou válcové plochy. Takováto rovina prot́ıná válcovou
plochu ve dvou površkách, nebo se j́ı dotýká podél jedné površky, nebo s ńı nemá žádný
společný bod. Rotačńı válec prot́ıná v obdélńıku, nebo se ho dotýká v jedné straně, nebo
s ńım nemá žádný společný bod.

Rovina kosá k ose válcové plochy prot́ıná plochu v elipse. Je to př́ımý d̊usledek afinity
mezi rovinou ř́ıd́ıćı kružnice a rovinou řezu.

Vlastnosti elipsy, která je řezem válcové plochy rovinou, můžeme popsat větou, kte-
rou nezávisle na sobě odvodili dva Belgičané Lambert Adolphe Quételet (1796–1874) a
Germinal Pierre Dandelin (1794–1847).

Věta 6.24. Řezem rotačńı válcové plochy rovinou, která je kosá k ose plochy, je elipsa.
Jej́ımi ohnisky jsou dotykové body kulových ploch vepsaných válcové ploše tak, že se dotýkaj́ı
roviny řezu. Střed elipsy lež́ı na ose válcové plochy, délka jej́ı vedleǰśı poloosy je rovna po-
loměru válcové plochy.

Pro řešeńı úloh na konstrukci řezu rotačńı válcové plochy bude d̊uležitý následuj́ıćı
d̊usledek Quételet-Dandelinovy věty.

Důsledek 6.25. Hlavńı osa elipsy řezu je pr̊usečnićı roviny řezu a roviny, která procháźı
osou válce a je kolmá k rovině řezu.

Př́ıklad 6.26. Zobrazte řez rotačńıho válce s podstavou o středu S a poloměru r v p̊udorysně
rovinou ̺ kolmou k nárysně. Výška válce je v. Sestrojte śıt’ seř́ıznutého válce.

Řešeńı. Nejprve zobraźıme válec a stopy roviny, viz obrázek 6.38. Půdorysem válce je
kruh o středu S1 a poloměru r, jeho nárysem je obdélńık s jednou stranou na ose x12.
Střed této strany je bod S2, jej́ı délka je 2r, druhá strana má délku v.
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Obrázek 6.38: Řez a śıt’ válce z př́ıkladu 6.26

Jelikož je rovina řezu ̺ kosá vzhledem k ose válce a nemá s podstavami válce žádné
společné body, bude řezem pláště válce elipsa. Pokud by rovina řezu prot́ınala podstavy
válce, řez válce by byl ohraničen oblouky elipsy a tětivami, které na podstavách vyt́ınaj́ı
pr̊usečnice roviny řezu a rovin podstav.

Protože je rovina řezu kolmá k nárysně, je nárysem řezu úsečka A2B2 a jeho p̊udorys
splývá s p̊udorysem válce. Podle předchoźıho d̊usledku odpov́ıdá úsečka AB hlavńı ose
elipsy a jej́ı délku vid́ıme v náryse. Úsečka CD, která je na ńı kolmá, odpov́ıdá vedleǰśı
ose elipsy a jej́ı skutečné rozměry vid́ıme v p̊udoryse (tato úsečka lež́ı v rovině rovnoběžné
s p̊udorysnou). Můžeme tak sestrojit skutečnou velikost řezu.

Pro sestrojeńı śıtě seř́ıznutého válce muśıme rozvinout jeho plášt’. Kružnici, která tvoř́ı
p̊udorysný pr̊umět válce, rozděĺıme na dvanáct shodných d́ıl̊u pomoćı bod̊u 1 , 2 , . . . , 12 .
Délku jedné dvanáctiny kružnice přibližně zjist́ıme pomoćı Sobotkovy rektifikace. Kružnice
přejde v rozvinut́ı v úsečku, která je rovna dvanáctinásobku zjǐstěné délky. Délky stran
seř́ıznutého válce v bodech 1 , 2 , . . . , 12 odměř́ıme z nárysu. Pokud bychom chtěli v́ıce
bod̊u pro křivku, která vznikne rozvinut́ım elipsy a tvoř́ı jednu hranici pláště, museli
bychom kružnici rozdělit na v́ıce část́ı.
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K rozvinutému plášti připoj́ıme skutečnou velikost řezu a podstavný kruh válce.

Př́ıklad 6.27. Zobrazte řez rotačńıho válce s podstavou v p̊udorysně obecnou rovinou ̺.

Řešeńı. Podobně jako v předchoźım př́ıkladě zobraźıme zadaný válec, viz obrázek 6.39.
Rovina řezu je kosá vzhledem k ose válce, proto hranićı řezu bude elipsa.
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Obrázek 6.39: Řešeńı př́ıkladu 6.27

Pro určeńı této elipsy využijeme d̊usledku Quételet-Dandelinovy věty. Proložme osou
o válce rovinu λ kolmou k rovině ̺. Jelikož osa o je kolmá k p̊udorysně, je i rovina λ
k p̊udorysně kolmá a plat́ı p̺1 ⊥ pλ1 = λ1, o1 ∈ pλ1 . Pr̊usečnice s rovin ̺ a λ je spádová
př́ımka roviny ̺ a je pro elipsu řezu hlavńı osou. Př́ımka s prot́ıná osu o ve středu elipsy
O a plášt’ válce v bodech A a B, které jsou hlavńı vrcholy elipsy. Vedleǰśı osa elipsy lež́ı
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v rovině ̺ na př́ımce h, která procháźı bodem O a je kolmá k př́ımce s. Př́ımka h je tak
horizontálńı hlavńı př́ımka roviny ̺ a prot́ıná plášt’ válce ve vedleǰśıch vrcholech elipsy.
Pr̊umět této elipsy do p̊udorysny splývá s kružnićı k1 ohraničuj́ıćı podstavu válce a jej́ı
pr̊umět do nárysny je elipsa, pro kterou jsou úsečky A2B2 a C2D2 sdružené pr̊uměry.

Body A1, B1, C1 a D1 nalezneme jako pr̊useč́ıky př́ımek h1 a s1 s kružnićı k1. Jejich
nárysy źıskáme pomoćı druhých pr̊umět̊u s2 a h2 př́ımek s a h. Nárysy A2B2 a C2D2 jsou
nárysy os elipsy řezu a jsou to tedy hledané sdružené pr̊uměry pr̊umětu elipsy do nárysu.
Tuto elipsu tak můžeme vyrýsovat pomoćı př́ıčkové konstrukce.

Pro nárys elipsy ještě zjist́ıme body T2 a T
′
2, ve kterých se nárys elipsy dotýká obrysu

válce v nárysu a ve kterých se tedy měńı viditelnost řezu. Tyto body lež́ı v rovině σ
rovnoběžné s nárysnou a procházej́ıćı osou válce. V p̊udoryse je tak vid́ıme jako pr̊useč́ıky
frontálńı hlavńı př́ımky f1 roviny ̺ s kružnićı k1. V náryse jsou to pr̊useč́ıky př́ımky f2 a
obdélńıku, který je nárysem válcové plochy.

6.5.4 Zobrazeńı kužele a jeho řezy

Kuželová plocha je množina všech př́ımek jdoućıch pevným bodem V a prot́ınaj́ıćı kružnici
k, která nelež́ı ve stejné rovině jako bod V . Bod V se nazývá vrchol kužele a kružnice k se
nazývá ř́ıd́ıćı kružnice. Př́ımky plochy se nazývaj́ı povrchové př́ımky (površky). Kužel je
část prostoru omezená kuželovou plochou a rovinou rovnoběžnou s rovinou ř́ıd́ıćı kružnice.
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Obrázek 6.40: Př́ıklady zobrazeńı kužele

Spojnice vrcholu a středu ř́ıd́ıćı kružnice se nazývá středná. Je-li středná kolmá (kosá)
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k rovině ř́ıd́ıćı kružnice, kuželová plocha je kolmá (kosá). Pro označeńı kolmé kuželové
plochy se častěji použ́ıvá názvu rotačńı kuželová plocha, jelikož tato plocha vznikne rotaćı
př́ımky, která je r̊uznoběžná s osou rotace. V př́ıpadě rotačńı kuželové plochy se středná
nazývá osa. Podobně se tyto pojmy zavedou i pro kužel, kde máme nav́ıc pojmy pod-
stava, plášt’ a strana, které se zavedou analogicky jako u předchoźıch těles. Výškou kužele
rozumı́me vzdálenost vrcholu od roviny podstavy.

Postup zobrazeńı kužele můžeme rozdělit do těchto krok̊u:

1. Zobrazeńı podstavy.
2. Zobrazeńı vrcholu.
3. Zobrazeńı obrysových stran.
4. Určeńı viditelnosti.

Př́ıklady zobrazeńı kužele viz obrázek 6.40. Neńı-li rovina podstavy kužele rovnoběžná
ani kolmá k pr̊umětně, zobraźı se podstava jako elipsa. Pr̊uměty obrysových stran jsou
obecně tečny k elipse (pr̊umětu podstavy) z bodu (pr̊umětu vrcholu).

Při určeńı řezu kuželové plochy muśıme rozlǐsit, zda-li rovina řezu procháźı, či ne-
procháźı vrcholem. Rovina procházej́ıćı vrcholem, tzv. vrcholová rovina, bud’ prot́ıná
kuželovou plochu ve dvou povrchových př́ımkách, nebo se j́ı dotýká v jedné povrchové
př́ımce, nebo má s kuželovou plochou společný právě jeden bod (jej́ı vrchol).

Obecná rovina neprocházej́ıćı vrcholem prot́ıná kuželovou plochu v kuželosečce. Druh
této kuželosečky záviśı na porovnáńı odchylky ω roviny řezu a odchylky ϕ povrchových
př́ımek kuželové plochy od roviny ř́ıd́ıćı kružnice, viz obrázek 6.41. Pro řez mohou nastat
tyto možnosti:

1. Je-li ω = 0◦, tj. rovina řezu je rovnoběžná s rovinou ř́ıd́ıćı kružnice, je řezem kružnice.
2. Je-li 0 < ω < ϕ, je řezem elipsa.
3. Je-li ω = ϕ, je řezem parabola.
4. Je-li ω > ϕ, je řezem hyperbola.
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Obrázek 6.41: Vliv úhlu ω na druh kuželosečky

Typ řezu můžeme určit i pomoćı vrcholové roviny ̺′, která je s rovinou řezu ̺ rov-
noběžná. V př́ıpadě eliptického řezu má vrcholová rovina ̺′ s kuželovou plochou společný
právě jej́ı vrchol. V př́ıpadě parabolického řezu se vrcholová rovina ̺′ dotýká kuželové
plochy podél jedné povrchové př́ımky (rovina řezu ̺ je s touto př́ımkou rovnoběžná) a
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v př́ıpadě hyperbolického řezu prot́ıná vrcholová rovina ̺′ kuželovou plochu ve dvojici
r̊uznoběžek (rovina řezu ̺ je s těmito př́ımkami rovnoběžná).

Vlastnosti řez̊u kuželové plochy rovinami, které nejsou vrcholové, popisuje (podobně
jako u eliptických řez̊u na válci) Quételet-Dandelinova věta.

Věta 6.28. Řezy rotačńı kuželové plochy rovinami, které nejsou vrcholové, jsou kuželosečky
s ohnisky v dotykových bodech kulových ploch vepsaných kuželové ploše a dotýkaj́ıćıch se
roviny řezu.

Při řešeńı úloh využijeme hlavně d̊usledk̊u této věty, které se daj́ı pro jednotlivé řezy
zformulovat následuj́ıćım zp̊usobem.

Důsledek 6.29. Kolmý pr̊umět eliptického (hyperbolického) řezu rotačńı kuželové plochy
do roviny kolmé k jej́ı ose je elipsa (hyperbola), která má jedno ohnisko v pr̊umětu vrcholu
do této roviny. Hlavńı osa kuželosečky je pr̊usečnićı roviny řezu a roviny, která procháźı
osu kužele a je kolmá k rovině řezu.

Důsledek 6.30. Kolmý pr̊umět parabolického řezu rotačńı kuželové plochy do roviny
kolmé k jej́ı ose je parabola, která má ohnisko v pr̊umětu vrcholu plochy a vrchol této
paraboly je v pr̊umětu vrcholu pr̊usečné paraboly.

Př́ıklad 6.31. Zobrazte eliptický řez rotačńıho kužele s podstavou o středu S a poloměru
r v p̊udorysně rovinou ̺ kolmou k nárysně. Výška kužele je v.

Řešeńı. Nejdř́ıve zobraźıme kužel a stopy roviny, viz obrázek 6.42. Půdorysem kužele je
kruh o středu S1 = V1 (do středu podstavy se promı́tá i vrchol kužele) a s poloměrem r.
Nárysem kužele je rovnoramenný trojúhelńık s výškou v. Odchylka nárysné stopy roviny
̺ od osy x12 je menš́ı než odchylka površek a2, b2, které tvoř́ı obrys kužele v nárysu, od
osy x12.

Dle zadańı bude řezem pláště elipsa. Podle d̊usledku 6.29 je hlavńı osa elipsy pr̊usečnićı
roviny σ rovnoběžné s nárysnou a procházej́ıćı osou kužele s rovinou řezu ̺. Rovina σ
prot́ıná rovinu ̺ v jej́ı spádové př́ımce s a kuželovou plochu v površkách a, b. Př́ımka
s je hlavńı osa elipsy řezu, plat́ı s1 ‖ x12, S1 ∈ s1, s2 = n̺

2. Pr̊useč́ıky A, B př́ımky s
s kuželem jsou hlavńı vrcholy elipsy (jedná se o pr̊useč́ıky př́ımek a, b s př́ımkou s). Střed
O úsečky AB je středem elipsy a vedleǰśı vrcholy elipsy jsou pr̊useč́ıky kuželové plochy
s hlavńı př́ımkou h roviny ̺ procházej́ıćı bodem O.

Jelikož je rovina řezu kolmá k nárysně, je nárysem řezu úsečka A2B2. Půdorysem
řezu pláště je elipsa. Úsečka A1B1 je jej́ı hlavńı osou a C1D1 je vedleǰśı osou. Body C1D1

odvod́ıme z nárysu pomoćı kružnice l, která lež́ı na povrchu kužele. Nárysem této kružnice
je úsečka l2 a jej́ım p̊udorysem je kružnice l1 se středem S1 a poloměrem, který můžeme
odvodit z nárysu.

Snadno můžeme naj́ıt daľśı body řezu pomoćı povrchových př́ımek kuželové plochy.
V obrázku jsou tak nalezeny body M a M ′ pomoćı povrchových př́ımek c a d.

Př́ıklad 6.32. Zobrazte eliptický řez rotačńıho kužele s podstavou o středu S a poloměru
r v p̊udorysně rovinou ̺ kolmou k nárysně. Rovina ̺ je dána p̊udorysnou stopou a od-
chylkou ω = 45◦ od p̊udorysny. Pro odchylku ϕ površek kužele od p̊udorysny plat́ı ϕ > ω.
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Obrázek 6.42: Řešeńı př́ıkladu 6.5.4

Řešeńı. Nejprve zobraźıme kužel (viz předchoźı př́ıklad) a rovinu, viz obrázek 6.43. Jelikož
rovinu máme zadánu pomoćı stopy a odchylky, bude nejvýhodněǰśı určit spádovou př́ımku
s roviny (známe totiž vlastně jej́ı odchylku od p̊udorysny). Zvolme tedy spádovou př́ımku
prvńı osnovy (tj. s1 ⊥ p̺1), přičemž bude nejvýhodněǰśı (viz dále) zvolit spádovou př́ımku
r̊uznoběžnou s osou kužele (tj. o1 ∈ s1). Př́ımku s1 skloṕıme s využit́ım faktu, že odchylka
př́ımky s1 a sklopené př́ımky (s) je ω = 45◦. Na př́ımce s1 najdeme libovolný bod X1

(nejvýhodněǰśı bude zvolit takový bod, který zároveň lež́ı na ose o) a pomoćı tohoto bodu
urč́ıme druhý pr̊umět s2 spádové př́ımky.
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Obrázek 6.43: Řešeńı př́ıkladu 6.32

Dle zadáńı (ϕ > ω) bude řezem pláště elipsa. Postupujeme podobně jako v předchoźım
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př́ıkladu. Osou o kužele vedeme rovinu σ, σ ⊥ ̺. Rovina σ prot́ıná rovinu ̺ v jej́ı spádové
př́ımce s a kužel v površkách x a y. Pr̊useč́ıky A, B př́ımky s s površkami x a y jsou
pr̊useč́ıky př́ımky s a kuželové plochy a jedná se o hlavńı vrcholy hledané elipsy. Hlavńı
př́ımka h, která procháźı středem O úsečky AB prot́ıná kuželovou plochu v bodech C, D,
které jsou vedleǰśı vrcholy elipsy.

Jelikož je rovina ̺ v obecné poloze vzhledem k pr̊umětnám, jsou p̊udorysem a nárysem
řezu elipsy e1 a e2. Elipsa e1 má hlavńı osu A1B1 a vedleǰśı osu C1D1. Body C1 a D1

nalezneme pomoćı povrchové kružnice, tj. řezu kuželové plochy rovinou λ, λ ⊥ o, h ⊂ λ.
Úsečky A2B2 a C2D2 jsou sdružené pr̊uměry elipsy e2, kterou můžeme sestrojit př́ıč-

kovou konstrukćı. Pro tuto elipsu ještě urč́ıme body T2 a T ′
2, které jsou body přechodu

viditelnosti řezu. Zavedeme rovinu σ′ rovnoběžnou s nárysnou a procházej́ıćı osou o kužele.
Tato rovina prot́ıná kužel v obrysových površkách a, b a rovinu ̺ v hlavńı př́ımce f .
Pr̊useč́ıky př́ımky f s př́ımkami a, b jsou hledané body T a T ′.

Př́ıklad 6.33. Zobrazte parabolický řez rotačńıho kužele s podstavou o středu S a po-
loměru r v p̊udorysně rovinou ̺ kolmou k nárysně. Výška kužele je v.
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Obrázek 6.44: Řešeńı př́ıkladu 6.33
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Řešeńı. Podobně jako v předchoźıch př́ıkladech zobraźıme zadaný kužel a rovinu řezu,
viz obrázek 6.44. Nárysná stopa roviny řezu je rovnoběžná s jednou z obrysových površek
kužele.

Osou o kužele prolož́ıme rovinu σ kolmou k rovině ̺, tj. o1 ∈ σ1, σ1 ⊥ p̺1. Rovina σ
protne kužel v površkách a, b a rovinu ̺ ve spádové př́ımce s. Spádová př́ımka s je osou
a pr̊useč́ık A př́ımek s a a je vrcholem paraboly, jej́ıž část tvoř́ı řez pláště kužele.

Nárysem řezu je úsečka A2X2. Půdorysem řezu pláště je podle d̊usledku 6.30 část
paraboly, jej́ıž vrcholem je bod A1 a ohnisko bod S1. Libovolný bod řezu M můžeme
snadno odvodit z nárysu pomoćı površek kužele. Součást́ı pr̊umětu řezu je i úsečka X1Y1,
ve které rovina řezu prot́ıná podstavu kužele.

Př́ıklad 6.34. Sestrojte hyperbolický řez rotačńıho dvojkužele s jednou z podstav v p̊u-
dorysně rovinou ̺ kolmou k nárysně.

Řešeńı. Zobraźıme rotačńı dvojkužel a stopy roviny ̺. Odchylka nárysné stopy od osy
x12 je větš́ı než odchylka obrysových površek kužele od osy x12.

K sestrojeńı řezu využijeme d̊usledku 6.29 a postupujeme obdobně jako v předchoźıch
př́ıkladech. Osou kužele prolož́ıme rovinu σ kolmou k rovině ̺. Tato rovina protne plášt’

dvojkužele v obrysových površkách a, b a rovinu ̺ v jej́ı spádové př́ımce. Spádová př́ımka
s je osa a body A, B, které jsou pr̊useč́ıky př́ımky s s površkami a a b, jsou hlavńı vrcholy
hyperboly, jej́ıž část je řezem pláště. Střed O této hyperboly je střed úsečky AB.

Nárysem řezu je dvojice úseček A2X2 a B2Y2. Půdorysem řezu pláště je část hyperboly,
jej́ıž hlavńı vrcholy jsou body A1 a B1, střed je bod O1 a jedno ohnisko je bod V1.
Hyperbola je tedy dostatečně určena a můžeme sestrojit jej́ı asymptoty, oskulačńı kružnice
a daľśı body. Součást́ı p̊udorysu řezu je i dvojice úseček X1X

′
1 a Y1Y

′
1 , ve kterých rovina

řezu prot́ıná podstavy dvojkužele.
Libovolný bod p̊udorysného pr̊umětu řezu pláště můžeme odvodit z nárysu pomoćı

površek kužele, viz např́ıklad body M a M ′. Asymptoty hyperboly můžeme źıskat i
následuj́ıćım zp̊usobem (konstrukce již v obrázku neńı). Vedeme-li vrcholem kužele ro-
vinu ̺′ rovnoběžnou s rovinou řezu, protne tato rovina kužel ve dvojici površek, které
jsou rovnoběžné s asymptotami hyperboly, která tvoř́ı řez pláště.

Poznámka 6.35. Podobně jako jsme sestrojili parabolické a hyperbolické řezy kužele
rovinami kolmými k nárysně, bychom mohli sestrojit i řezy obecnými rovinami, tj. ro-
vinami, které k nárysně kolmé nejsou. Druhým pr̊umětem řezu pláště by pak byla část
kuželosečky stejného typu jako řez a pro určeńı této kuželosečky bychom potřebovali daľśı
speciálńı konstrukce.

6.6 Pr̊useč́ık př́ımky s tělesem

Př́ımka prot́ıná povrch tělesa v bodech, které budeme nazývat pr̊useč́ıky př́ımky s tělesem.
Počet pr̊useč́ık̊u záviśı na vzájemné poloze př́ımky a tělesa. Př́ımka může mı́t s povrchem
hranolu (válce) nebo jehlanu (kužele) společnou úsečku bod̊u (př́ımka lež́ı na plášti nebo
v rovině podstavy), dva body, jeden bod a nebo žádný bod. Úlohu o nalezeńı pr̊useč́ık̊u
př́ımky s tělesem později využijeme při určováńı pr̊unik̊u těles.
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Obrázek 6.45: Řešeńı př́ıkladu 6.34

Základńı myšlenka pro konstrukci pr̊useč́ık̊u př́ımky s tělesem je následuj́ıćı. Sestroj́ıme-
li řez tělesa pomocnou rovinou, která obsahuje danou př́ımku, pak společné body obvodu
řezu a př́ımky jsou hledané pr̊useč́ıky př́ımky s tělesem.

Pomocnou rovinu vždy voĺıme tak, aby řez byl co nejjednodušš́ı. Je-li daným tělesem
hranol nebo válec, voĺıme rovinu, která je rovnoběžná s površkami tělesa. Řezem bude
v tomto př́ıpadě rovnoběžńık. V Mongeově promı́táńı můžeme v př́ıpadě hranolu volit i
rovinu kolmou k některé z pr̊uměten, jelikož pak bude v jednom pr̊umětu řez zobrazen
jako úsečka. V př́ıpadě jehlanu a kužele voĺıme rovinu, která je vrcholová, tj. je určena
danou př́ımkou a vrcholem tělesa. V tomto př́ıpadě bude řezem tělesa trojúhelńık.

Př́ıklad 6.36. Určete pr̊useč́ıky př́ımky r s pravidelným kolmým hranolemABCDEFGH
s podstavou v p̊udorysně.
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Obrázek 6.46: Pr̊useč́ıky př́ımky s tělesem

Řešeńı. Jelikož se jedná o kolmý hranol, který má podstavu v p̊udorysně, bude vhodné vo-
lit rovinu ̺, která procháźı př́ımkou r a je kolmá k p̊udorysně, viz obrázek 6.47. Půdorysná
stopa této roviny splývá s pr̊umětem př́ımky r1. Jelikož je rovina kolmá k p̊udorysně,
vid́ıme v p̊udorysu řez jako úsečku, která je společná př́ımce r1 a podstavě hranolu.
Pr̊useč́ıky X1, Y1 př́ımky r1 s podstavou jsou hledané pr̊useč́ıky př́ımky s tělesem. Tyto
pr̊useč́ıky odvedeme po ordinálách na př́ımku r2 a źıskáme tak body X2 a Y2. V obrázku
je zobrazen i př́ıslušný řez.

Př́ıklad 6.37. Určete pr̊useč́ıky př́ımky r se šikmým hranolem ABCDEFGH s podsta-
vou v p̊udorysně.

Řešeńı. Ukážeme si dvě možná řešeńı. V obrázku 6.48 voĺıme rovinu ̺, která procháźı
př́ımkou r a je kolmá k nárysně. Nárysná stopa této roviny splývá s př́ımkou r2 a celá ro-
vina se promı́tá do své stopy. Řezem hranolu touto rovinou je rovnoběžńık, který v náryse
vid́ıme jako úsečku, která je společná př́ımce r2 a mnohoúhelńıku, který je obrysem hra-
nolu. Jednotlivé vrcholy A′

2, B
′
2, C

′
2, D

′
2 řezu jsou pr̊useč́ıky hran s př́ımkou r2. Prvńı

pr̊uměty těchto bod̊u źıskáme na ordinálách na odpov́ıdaj́ıćıch hranách v p̊udoryse.
Prvńı pr̊uměty X1 a Y1 pr̊useč́ık̊u př́ımky r1 s tělesem jsou pak společné body řezu a

př́ımky r1. Body X2 a Y2 lež́ı na př́ımce r2 a na př́ıslušných ordinálách.
V obrázku 6.49 zvoĺıme rovinu ̺, která procháźı př́ımkou r a je rovnoběžná s hra-

nami hranolu. Připomeňme, že rovina je rovnoběžná s př́ımkou právě tehdy, když ob-
sahuje př́ımku, která je s danou př́ımou rovnoběžná. Rovinu ̺ tak urč́ıme pomoćı dvou
r̊uznoběžek. Jedna z nich bude př́ımka r a druhá bude př́ımka q rovnoběžná s hranami
daného hranolu.

Zvoĺıme na př́ımce r libovolný bod R a j́ım vedeme př́ımku q, která je rovnoběžná
s hranami hranolu, tj. q1 ‖ A1E1 a q2 ‖ A2E2. Urč́ıme p̊udorysné stopńıky P1 a P

′
1 př́ımek

r a q, č́ımž dostaneme stopu p̺1 roviny ̺. Tato stopa protne podstavu hranolu v úsečce
12, která je části řezu. Jelikož v́ıme, že řezem bude rovnoběžńık, jehož dvě strany jsou
rovnoběžné s hranami hranolu, můžeme daný řez sestrojit.
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Obrázek 6.47: Řešeńı př́ıkladu 6.36

Společné body X1 a Y1 nalezeného řezu a př́ımky r1 jsou hledané pr̊useč́ıky př́ımky
s tělesem. Jejich druhé pr̊uměty źıskáme na př́ımce r2 a na př́ıslušných ordinálách. V ob-
rázku je sestrojen i nárys řezu, který k samotné konstrukci pr̊useč́ık̊u neńı nutný.

Př́ıklad 6.38. Určete pr̊useč́ıky př́ımky r s kosým válcem s podstavou v p̊udorysně.

Řešeńı. V př́ıpadě šikmého válce má smysl prokládat př́ımkou r pouze rovinu ̺, která je
rovnoběžná s osou válce, jelikož obecně by řezem pláště válce rovinou kolmou k některé
z pr̊uměten byla elipsa nebo jej́ı část.

Zvolme tedy na př́ımce r bod R a j́ım ved’me př́ımku q, která je rovnoběžná s osou
válce, tj. q1 ‖ S1S

′
1 a q2 ‖ S2S

′
2, viz obrázek 6.50. Pomoćı p̊udorysných stopńık̊u P1 a

P ′
1 př́ımek r a q urč́ıme p̊udorysnou stopu p̺1 roviny ̺. Tato stopa protne podstavu válce

v úsečce 12, která je části řezu. Řezem bude rovnoběžńık, jehož dvě strany jsou rovnoběžné
s osou válce a řez tak můžeme sestrojit.
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x12

r2 = n
̺
2
= ̺2

r1

bcD1

bc
A1

bcB1

bc C1

bc

E1

bc F1

bc G1

bc
H1

bc

A2

bc

D2

bc

C2

bc

B2

bc
E2

bc
G2

bc
F2

bc
H2

bc A′

2

bc

D′

2

bc
C′

2

bc B′

2

bcB
′

1

bc
C′

1

bc

A′

1

bc

D′

1
bc
Y1

bcX1

bc
X2

bc
Y2

Obrázek 6.48: Řešeńı př́ıkladu 6.37 pomoćı roviny kolmé k nárysně
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Obrázek 6.49: Řešeńı př́ıkladu 6.37 pomoćı roviny rovnoběžné s hranami

121



KAPITOLA 6. MONGEOVO PROMÍTÁNÍ
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Obrázek 6.50: Řešeńı př́ıkladu 6.38 pomoćı roviny rovnoběžné s osou

Společné body X1 a Y1 nalezeného řezu a př́ımky r1 jsou hledané pr̊useč́ıky př́ımky
s válcem. Jejich druhé pr̊uměty X2 a Y2 lež́ı na př́ımce r2 a př́ıslušných ordinálách.
V obrázku je sestrojen i nárys řezu, který ale k samotné konstrukci pr̊useč́ık̊u neńı
potřeba.

Př́ıklad 6.39. Určete pr̊useč́ıky př́ımky r se šikmým jehlanem ABCDV s podstavou
v p̊udorysně.

Řešeńı. V př́ıpadě jehlanu je vhodná taková rovina, která obsahuje danou př́ımku r a
vrchol jehlanu V . Řezem touto rovinu bude trojúhelńık s jedńım vrcholem V .

Zvolme tedy rovinu ̺ určenou př́ımkou r a bodem V , viz obrázek 6.51. Zvoĺıme-li na
př́ımce r libovolný bod R, určuj́ı body V a R př́ımku q, která je r̊uznoběžná s př́ımkou r
a rovina ̺ je tak určena dvojićı r̊uznoběžek r a q.

Urč́ıme stopńıky P1 a P ′
1 př́ımek r a q. Tyto stopńıky určuj́ı p̊udorysnou stopu p̺1

roviny ̺. Body 1 a 2, v kterých stopa p̺1 prot́ıná obvod podstavy, jsou dva zbývaj́ı vrcholy
hledaného řezu.
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Obrázek 6.51: Řešeńı př́ıkladu 6.39 pomoćı roviny rovnoběžné s hranami

Body X1 a Y1, které jsou společné př́ımce r1 a obvodu trojúhelńıka V112 jsou hledané
pr̊useč́ıky př́ımky s tělesem. Jejich druhé pr̊uměty X2 a Y2 lež́ı na př́ımce r2 na př́ıslušných
ordinálách. V obrázku je nav́ıc sestrojen i nárys řezu, který ke konstrukci pr̊useč́ık̊u neńı
potřeba.

Př́ıklad 6.40. Určete pr̊useč́ıky př́ımky r s rotačńım kuželem s podstavou v nárysně.

Řešeńı. Hledáme-li pr̊useč́ıky př́ımky s kuželem, postupujeme podobně jako v př́ıpadě,
kdy hledáme pr̊useč́ıky př́ımky s jehlanem. Voĺıme tedy rovinu ̺, která obsahuje př́ımku
r a vrchol kužele V , viz obrázek 6.52. Řez kužele touto rovinu bude trojúhelńık, jehož
jeden vrchol je bod V .

Mı́sto bodu na př́ımce r, jako jsme volili v předchoźım př́ıkladě, zvolme př́ımku h1,
h1 ‖ x12, V1 ∈ h1 a předpokládejme, že h1 je pr̊umět př́ımky h, která je r̊uznoběžná
s př́ımkou r, tj. źıskáme tak bod R1 ∈ h1 ∩ r1. Druhý pr̊umět h2 př́ımky h je tak určen
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Obrázek 6.52: Řešeńı př́ıkladu 6.40

pomoćı bod̊u V2 a R2 (lež́ı na př́ımce r2 a na ordinále procházej́ıćı bodem R1). Rovina ̺
je tedy určena pomoćı př́ımek r a h, přičemž h je jej́ı horizontálńı hlavńı př́ımka.

Pro nárysnou stopu n̺
2 roviny ̺ plat́ı, že n̺

2 ‖ h2 a N2 ∈ n̺
2, kde N2 je nárysný stopńık

př́ımky r. Společné body 1 a 2 stopy n̺
2 a obvodu podstavy kužele jsou vrcholy hledaného

řezu.

Společné body X2 a Y2 obvodu trojúhelńıku V212 a př́ımky r2 jsou hledané pr̊useč́ıky
př́ımky s tělesem. Jejich druhé pr̊uměty X1 a Y1 lež́ı na př́ımce r1 na př́ıslušných or-
dinálách. V obrázku je nav́ıc sestrojen i p̊udorys řezu, který ke konstrukci pr̊useč́ık̊u neńı
potřeba.
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6.7 Pr̊uniky těles

Pr̊unikem dvou těles je část prostoru ohraničená povrchy obou těles, tedy opět těleso, které
je oběma daným těles̊um společné2. Nás bude předevš́ım zaj́ımat množina všech bod̊u,
které lež́ı současně na povrchu obou těles. Množina těchto bod̊u se nazývá pr̊uniková čára
nebo také pr̊unik ploch. I když to neńı správné, už́ıvá se i pro tuto čáru běžně termı́n

”
pr̊unik těles“.

Tvar čáry pr̊uniku záviśı na tvaru jednotlivých povrch̊u tělesa a jejich vzájemné poloze.
Pr̊unikem povrch̊u dvou těles může být:

i) prázdná množina – tělesa nemaj́ı žádné společné body,
ii) bod – povrchy těles se dotýkaj́ı v jednom bodě,
iii) úsečka – povrchy těles maj́ı společnou jednu površku,
iv) křivka nebo křivky.

U základńıch těles může nastat pr̊unik dvoj́ıho typu. Bud’ je pr̊uniková čára tvořena
jednou uzavřenou křivkou, nebo je složena ze dvou uzavřených křivek. Podle toho rozlǐsu-
jeme dva typy pr̊unik̊u:

a) úplný pr̊unik – pr̊usečná čára je tvořena dvěma uzavřenými křivkami, jednou část́ı
pr̊usečné křivky jedno těleso vstupuje do druhého a daľśı část́ı křivky z něj vystupuje,
tj. na jednom tělese neexistuje površka, která by neprot́ınala druhé těleso, neboli
můžeme ř́ıci, že jedno těleso je

”
prostrčeno“ druhým tělesem, viz obrázek 6.53a),

b) částečný pr̊unik – pr̊usečná čára je tvořena jednou uzavřenou křivkou, každá plocha
prostupuje druhou plochou jen zčásti, tj. na každé ploše existuje alespoň jedna hrana,
která neprot́ıná druhou plochu, neboli můžeme ř́ıci, že jedno těleso je

”
zakĺıněno“

do druhého, viz obrázek 6.53b).

Speciálńım př́ıpadem úplného pr̊uniku je situace na obrázku 6.53c), kde hrana jednoho
hranolu prot́ıná druhý hranol právě ve hraně. Takovémuto bodu ř́ıkáme dvojný bod.

(a) Úplný pr̊unik (b) Částečný pr̊unik (c) Pr̊unik s dvojným bodem

Obrázek 6.53: Pr̊uniky těles

Části tělesa, které se nepod́ıĺı na pr̊uniku, se nazývaj́ı liché části. Jsou-li liché části na
jednom tělese, máme úplný pr̊unik; jsou-li liché části na dvou r̊uzných tělesech, jedná se

2Podobně bychom mohli definovat i pr̊unik v́ıce než dvou těles.
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o částečný pr̊unik. Jedna nebo obě liché části se mohou zredukovat na bod, pr̊unik pak
má jeden nebo dva dvojné body.

6.7.1 Pr̊uniky hranatých těles

Při vyšetřováńı pr̊uniku dvou hranatých těles zjǐst’ujeme pr̊useč́ıky všech hran jednoho
tělesa s povrchem druhého tělesa a zároveň také pr̊useč́ıky všech hran druhého tělesa
s povrchem prvńıho tělesa.

Základńı úlohou při řešeńı pr̊unik̊u je určeńı pr̊useč́ıku př́ımky s tělesem, přičemž v́ıme,
že při této úloze těleso řežeme vhodnou rovinou a poté určujeme společné body tohoto řezu
a zadané př́ımky. Kĺıčem k řešeńı bude tedy vhodná volba rovin, které budeme prokládat
jednotlivými hranami, přičemž ćılem je, abychom mohli snadno sestrojovat řezy zadaných
těles. V př́ıpadě hranol̊u a jehlan̊u můžeme vhodné volby shrnout následuj́ıćım zp̊usobem:

i) pr̊unik dvou hranol̊u – roviny voĺıme tak, aby byly rovnoběžné s hranami obou
hranol̊u,

ii) pr̊unik dvou jehlan̊u – roviny voĺıme tak, aby procházely oběma vrcholy jehlan̊u,
iii) pr̊unik jehlanu a hranolu – roviny voĺıme tak, že procháźı vrcholem jehlanu a jsou

rovnoběžné s hranami hranolu.

Při určováńı viditelnosti pr̊usečné čáry využ́ıváme toho, že pr̊usečná čára je v pr̊umětu
viditelná, je-li pr̊usečnićı dvou stěn v tomto pr̊umětu viditelných, nebo je-li obrysová.

Postup řešeńı si ukážeme na následuj́ıćıch př́ıkladech.

Př́ıklad 6.41. Určete pr̊unik kolmého trojbokého jehlanu ABCV a pravidelného čtyřbo-
kého jehlanu EFGHU . Oba jehlany maj́ı podstavy v p̊udorysně.

Řešeńı. V tomto př́ıpadě máme zvláštńı polohu částečného pr̊uniku.
Budeme hledat pr̊useč́ıky hran jehlanu ABCV s povrchem jehlanu EFGHU a obrá-

ceně, viz obrázek 6.54. Jelikož obě podstavy jsou v p̊udorysně, již ze zadáńı můžeme určit
body 1 a 4 , kde bod 1 je pr̊useč́ık hrany AC s hranou GH a bod 4 je pr̊useč́ık hrany AB
s hranou FG. Jimi určená úsečka 14 , je pr̊usečnice podstav obou jehlan̊u.

Každou bočńı hranou jehlanu ABCV prolož́ıme vrcholovou rovinu takovou, která
zároveň obsahuje vrchol U druhého jehlanu. Půdorysné stopy takovýchto rovin procházej́ı
bodem P , který je stopńıkem př́ımky UV . Každá takováto rovina prot́ıná oba zadané
jehlany v trojúhelńıku.

Rovina obsahuj́ıćı hranu AV má jako svou p̊udorysnou stopu př́ımku A1P1, která
prot́ıná podstavu jehlanu EFGHU v bodech W1 a X1. Řezem jehlanu EFGHU je tak
trojúhelńık UWX . Společný bod 3 hrany AV a obvodu trojúhelńıka UWX je bodem
pr̊unikové křivky. Hrany BV a CV se na pr̊uniku zřejmě nepod́ıĺı, jelikož p̊udorysné stopy
P1B1 a P1C1 rovin obsahuj́ıćı tyto hrany (v obrázku nejsou zakresleny) neprot́ınaj́ı p̊udorys
jehlanu EFGHU .

Nyńı prolož́ıme každou bočńı hranou jehlanu EFGHU vrcholovou rovinu takovou, že
zároveň obsahuje vrchol V druhého jehlanu. Půdorysné stopy těchto rovin opět procházej́ı
bodem P . Rovina obsahuj́ıćı hranu GU má př́ımku P1G1 jako svou p̊udorysnou stopu.
Př́ımka P1G1 prot́ıná podstavu jehlanu ABCV v bodech Y1 a Z1. Proto je řezem jehlanu
ABCV trojúhelńık V Y Z. Společný bod 2 hrany GU a trojúhelńıku V Y Z je bodem
pr̊usečné křivky. Hrany EU , FU a HU se na pr̊uniku nepod́ılej́ı. Jejich p̊udorysné stopy
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sice podstavu jehlanu ABCV prot́ınaj́ı, ale př́ıslušné trojúhelńıky řez̊u nemaj́ı s danými
hranami společné body (pro přehlednost nejsou tyto řezy v obrázku zakresleny).

Jelikož žádné daľśı pr̊useč́ıky hran s tělesem neexistuj́ı, můžeme sestrojit pr̊usečnou
křivku a určit jej́ı viditelnost.
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Obrázek 6.54: Pr̊unik dvou jehlan̊u

Př́ıklad 6.42. Zobrazte pr̊unik pravidelného čtyřbokého hranolu ABCDA′B′C ′D′ s pod-
stavou v p̊udorysně a kolmého trojbokého hranolu KLMK ′L′M ′, který má podstavu
v rovině kolmé k p̊udorysně.
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Řešeńı. Již ze zadáńı, viz obrázek 6.55, si můžeme povšimnout, že se jedná o částečný
pr̊unik. Hrany AA′ a DD′ totiž určitě nemaj́ı žádný pr̊unik s hranolem KLMK ′L′M ′,
je tak k nim přilehlá jedna lichá část, podobně hrana LL′ nemá zřejmě žádný pr̊unik
s hranolem ABCDA′B′C ′D′, a je k ńı proto přilehlá druhá lichá část.
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Obrázek 6.55: Pr̊unik dvou hranol̊u

Jednotlivými hranami obou těles, které se pod́ıĺı na pr̊uniku, budeme prokládat roviny
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kolmé k p̊udorysně a rovnoběžné s bočńımi hranami hranolu KLMK ′L′M ′. Takto zvolené
roviny prot́ınaj́ı oba hranoly v obdélńıćıch, př́ıpadně př́ımo v jejich hranách.

Abychom v pr̊unikových bodech neměli zmatek a hlavně abychom se neztratili v pořad́ı,
v jakém máme body spojit, zavedeme vhodné č́ıslováńı.

S č́ıslováńım začneme od liché části př́ıslušné hraně DD′. Stejné č́ıslo vždy přǐrad́ıme

i) pr̊umětu vrcholu podstavy, kterým procháźı vyšetřovaná hrana,
ii) jednomu z bod̊u, ve kterých protne stopa použité roviny obrazec podstavy druhého

tělesa,
iii) pr̊unikovému bodu sledované hrany se stranou řezového obdélńıku na druhém tělese.

V tomto př́ıpadě začneme č́ıslovat od liché části při hraně DD′. Jedničku jsme přǐradili
bodu M1, což je vrchol podstavy, kterým procháźı vyšetřovaná hrana M1M

′
1, a bodu ve

kterém zvolená rovina prot́ıná hranu C1D1 podstavy hranolu, tento bod je zároveň bodem,
v kterém hrana M1M

′
1 prot́ıná řez hranolu ABCDA′B′C ′D′ zvolenou rovinou.

Pokračujeme dále směrem k hraně KK ′ (mohli jsme si zvolit i směr ke hraně LL′) a ve
stejném duchu provedeme označeńı bodu 2 . Daľśı hranou v pořad́ı je hrana CC ′. Trojkou
označ́ıme jak bod C1, který je pr̊umětem vrcholu podstavy, j́ımž procháźı vyšetřovaná
hrana, tak bod, ve kterém řez hranolu KLMK ′L′M ′ (zobrazuje se jako úsečka rovnoběžná
s bočńımi hranami) prot́ıná podstavu. Tohoto bodu využijeme později k sestrojeńı nárysu.
Při označováńı je nutné si uvědomovat, kde se právě nacháźım, jelikož jsme šli v pořad́ı
hran MM ′, KK ′, nacháźı se bod 3 ve stěně KK ′L′L, tj. jedná se o

”
horńı “ pr̊useč́ık

hrany CC ′ s hranolem KLMK ′L′M ′.
Pokračujeme dále a označ́ıme body 4 (jelikož jsme nepřešli přes žádnou jinou hranu je

i bod 4
”
horńı“ pr̊useč́ık hrany BB′ s hranolem KLMK ′L′M ′), 5 a 6 , č́ımž se dostaneme

opět na lichou část a vraćıme se zpět. Sedmičkou opět označ́ıme bod B1, přičemž, jelikož
posledńı hrana byla MM ′, je bod 7 ve stěně LMM ′L′. Podobně označ́ıme bod 8 , který
lež́ı ve stejné stěně, body 7 a 8 jsou tedy

”
spodńı“ pr̊useč́ıky hran BB′ a CC ′ s hranolem

KLMK ′L′M ′. V daľśım kroku se již dostaneme zpět na začátek do bodu 1 a jsme tedy
hotovi.

Přeneseńı bod̊u do nárysu se dá odvodit pomoćı obrázku. Využ́ıvá se k tomu bud’ jen
ordinál (body 1 , 2 , 5 a 6 ) a nebo označených bod̊u, ve kterých použité roviny prot’aly
podstavu tělesa, což nám umožńı sestrojit pr̊uměty př́ıslušných řez̊u v náryse (body 3 ,
4 , 7 a 8 ). Tedy např́ıklad bod 3 , který lež́ı na hraně K ′

1L
′
1 odvedeme po ordinále na

hranu K ′
2L

′
2. Jelikož rovina řezu je rovnoběžná s bočńımi hranami hranolu KLMK ′L′M ′,

promı́tá se část řezu ve stěně LL′M ′M jako úsečka rovnoběžná s hranami. Pr̊useč́ık této
úsečky a hrany CC ′ je hledaný pr̊umět bodu 3 do nárysu.

Vzhledem k tomu, že se jedná o částečný pr̊unik, je pr̊uniková čára jediná uzavřená
křivka, která vznikne spojeńım bodu v daném pořad́ı, tj. 123456781 .

Př́ıklad 6.43. Zobrazte pr̊unik kolmého čtyřbokého hranolu ABCDA′B′C ′D′ s podsta-
vou v p̊udorysně a pravidelného čtyřbokého jehlanu EFGHV s podstavou v rovině kolmé
k p̊udorysně.

Řešeńı. Ze vzájemné polohy těles, viz obrázek 6.56, vid́ıme, že v tomto př́ıpadě se jedná
o úplný pr̊unik. Obě liché části jsou totiž na hranolu. Jedna lichá část je u hrany AA′ a
druhá část je u hrany BB′. Pr̊uniková čára se tedy bude skládat ze dvou prostorových
křivek.
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Postupujeme obdobně jako v předchoźıch př́ıkladech. Pro určeńı pr̊useč́ıku hran jed-
noho tělesa s povrchem druhého tělesa budeme použ́ıvat rovin, které jsou kolmé k p̊udorys-
ně (a tedy i rovnoběžné s bočńımi hranami hranolu) a procházej́ı vrcholem V jehlanu. Tyto
roviny prot́ınaj́ı hranol v obdélńıćıch a jehlan v trojúhelńıćıch, př́ıpadně př́ımo v hranách
těchto těles. Všechny tyto řezy se do p̊udorysu promı́taj́ı jako úsečky.

S č́ıslováńım začneme u liché části př́ıslušné hraně AA′. Zvoĺıme si směr, ve kterém
se budeme pohybovat, tj. zda-li jdeme od hrany HV k hraně EV nebo k hraně GV , a
postupně oč́ıslujeme body 1 , 2 , 3 a 4 . V obrázku jsme zvolili směr od hrany HV k hraně
EV , čili jsme se pohybovali v

”
horńı“ části jehlanu. U bodu 4 se zastav́ıme, jelikož jsme

dorazili k druhé liché části a p̊ujdeme zpět, č́ımž źıskáme body 5 a 6 , které jsou v
”
dolńı“

části jehlanu.
Nyńı se budeme věnovat druhé části pr̊uniku, pro kterou použijeme (pro přehlednost)

ř́ımské č́ıslice. Opět začneme u liché části př́ıslušné k hraně AA′. Postupně označ́ıme body
I , II a III (v

”
horńı“ části), č́ımž se dostaneme na druhou lichou část a při cestě zpět

označ́ıme bod IV (v
”
dolńı“ části).

Podobně jako v předchoźım př́ıkladě odvedeme body do nárysu a źıskáme tak druhé
pr̊uměty pr̊unikových křivek. Úsečky spojuj́ıćı body 3 , 4 a 5 lež́ı jako jediné na viditelných
stěnách a jsou tedy vidět. Ostatńı hrany pr̊unikových čar jsou neviditelné.

6.7.2 Pr̊unik oblých těles

Určeńı pr̊uniku dvou oblých těles, v př́ıpadě, kdy ani jedno z nich neńı koule, bychom
mohli řešit č́ıslovaćı metodou podobně jako jsme to dělali při hledáńı pr̊uniku hranatých
těles. Na každém tělese bychom si zvolili dostatečný počet površek a vyšetřovali bychom
pr̊useč́ıky povrchových př́ımek jednoho tělesa s druhým a naopak. Pro určeńı lichých část́ı
bychom použili tzv. tečné roviny, tj. roviny, které se daných těles dotýkaj́ı. Tento postup
by byl ovšem technicky velmi náročný a nepřehledný. Existuji sice i př́ıklady, kdy jiný
postup nelze použ́ıt, ale těmi se nebudeme zabývat.

K sestrojováńı pr̊unik̊u oblých těles budeme použ́ıvat vhodně zvolené plochy. Za po-
mocné plochy budeme volit roviny (jako jsme již zvykĺı z předchoźı části) nebo kulové
plochy. Speciálńı a zároveň nejčastěǰśı kategorii tvoř́ı rotačńı tělesa. Při určovańı jejich
pr̊unik̊u hraje roli vzájemná poloha jejich os. V závislosti na této poloze můžeme úlohy
rozdělit na tři kategorie:

a) Osy rotačńıch těles jsou rovnoběžné
V tomto př́ıpadě voĺıme jako pomocné plochy roviny, které jsou kolmé ke směru os
daných těles. Takto zvolené roviny prot́ınaj́ı pláště obou těles v kružnićıch.

b) Osy rotačńıch těles jsou r̊uznoběžné
Jako pomocné plochy voĺıme kulové plochy se středem v pr̊useč́ıku os daných těles.
Proto má kulová plocha společnou osu s oběma tělesy a pr̊unik kulové plochy a
pláště tělesa je kružnice.

c) Osy rotačńıch těles jsou mimoběžné
V tomto př́ıpadě neexistuje žádná univerzálńı metoda, zálež́ı vždy na konkrétńım
zadáńı. Často se voĺı roviny, které jsou kolmé k jedné ose, nebo roviny, které jsou
rovnoběžné s oběma osami.

Nav́ıc můžeme někdy použ́ıt i následuj́ıćıho faktu. Máme-li dány dvě základńı rotačńı

131



KAPITOLA 6. MONGEOVO PROMÍTÁNÍ

tělesa3 (válec, kužel, koule), jejichž osy jsou r̊uznoběžné (tyto osy určuj́ı tzv. rovinu sy-
metrie, podle které jsou obě tělesa symetrická), pak jejich pr̊unikem je prostorová křivka,
jej́ıž pr̊umět do roviny rovnoběžné s jejich rovinou symetrie je dvojná křivka, která se
zobraźı jako kuželosečka. V př́ıpadech, kdy se dá oběma plochám vepsat společná kulová
plocha, se tato dvojná křivka rozpadne do dvou kuželoseček, které se do roviny symetrie
promı́taj́ı jako dvě úsečky.

Př́ıklad 6.44. Zobrazte pr̊unik rotačńıho válce s podstavou v p̊udorysně a koule, zadańı
viz obrázek 6.57

Řešeńı. Jelikož maj́ı tělesa rovnoběžné osy, budeme ke zjǐst’ováńı jednotlivých bod̊u pr̊u-
nikové křivky použ́ıvat pomocných rovin, které jsou kolmé k ose válce. Nav́ıc, jelikož se
tělesa dotýkaj́ı v bodě U , bude tento bod dvojným bodem pr̊unikové křivky. Nejprve si
ukážeme konstrukci obecného bodu této křivky.

Zvolme libovolnou rovinu 1̺, která je kolmá na osu válce. Tato rovina prot́ıná povrch
válce i koule v kružnićıch, které se v náryse zobrazuj́ı jako úsečky o délce pr̊uměru těchto
kružnic. V p̊udoryse řez pláště válce splývá s pr̊umětem válce a řez kulové plochy se
promı́tá jako kružnice 1k1. Do této kružnice se zároveň promı́tá i řez kulové plochy rovinou
1̺′, která je symetrická s rovinou 1̺ podle středu kulové plochy. Poloměr těchto kružnic
odměř́ıme z nárysu.

Společné body 1 , 1 ′ a 2 , 2 ′ kružnice 1k1 =
1k′1 s pr̊umětem pláště válce jsou hledané

body pr̊unikové čáry. Do nárysu tyto body přeneseme po ordinálách. Opakováńım tohoto
postupu si můžeme vyrobit dostatečný počet bod̊u pro konstrukci pr̊unikové čáry.

Nyńı najdeme body, ve kterých se pr̊uniková křivka dotýká obrysu válcové plochy.
Tyto body budou nav́ıc i body přechodu viditelnosti. Jelikož maj́ı ležet na obrysu válce,
muśı ležet v rovině σ, která procháźı osou válce a je rovnoběžná s nárysnou. V p̊udoryse
tyto body 3 = 3′ a 4 = 4′ vid́ıme jako pr̊useč́ıky roviny σ s obvodem pr̊umětu válce.
K jejich odvozeńı do nárysu použijeme opačný postup k tomu, jak jsme źıskali obecný
bod řezu.

Bodem 3 = 3 ′ procháźı kružnice 2k1 = 2k′1, která odpov́ıdá řez̊um kulové plochy
rovinami 2̺ a 2̺′, odvod́ıme-li tyto řezy do nárysu, kde se zobrazuj́ı jako úsečky, dostaneme
tak nárysy bod̊u 3 a 3 ′, které lež́ı na těchto úsečkách a na ordinále. Podobně źıskáme i
body 4 a 4 ′ pomoćı odvozeńı řez̊u, které odpov́ıdaj́ı kružnici 2k1 =

2k′1.
Nav́ıc ještě urč́ıme body, kde se pr̊uniková křivka dotýká obrysu kulové plochy. V p̊u-

doryse tyto body 5 = 5 ′ a 6 = 6 ′ lež́ı v rovině σ′, která procháźı středem kulové plochy
a je rovnoběžná s nárysnou, a na obvodu pr̊umětu válce. Do nárysu je odvod́ıme po
ordinálách.

Pokud jsme si vyrobili dostatečný počet obecných bod̊u, můžeme nyńı všechny body
spojit a dostaneme tak pr̊unikovou křivku.

Nyńı se zaměř́ıme na pr̊unik dvou válcových ploch, který má významné uplatněńı
v technické praxi. Máme-li dvě rotačńı válcové plochy o stejném poloměru, jejichž osy
jsou r̊uznoběžné, pak jim jistě lze vepsat společnou kulovou plochu. Tento fakt znamená,
že jejich pr̊uniková čára se rozpadne na dvě kuželosečky, v tomto př́ıpadě jimi budou
elipsy.

3Tvrzeńı plat́ı i pro obecněǰśı skupinu těles, tzv. rotačńı kvadratické plochy, tj. tělesa, která vzniknou
rotaćı kuželosečky kolem nějaké jej́ı osy.
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Obrázek 6.57: Pr̊unik válce a koule s dvojným bodem
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Tento př́ıpad je nejd̊uležitěǰśı, můžeme jej spatřit např́ıklad v historických budovách
jako klenbu dvou kolmo se křižuj́ıćıch chodeb s valeným stropem, viz obrázek 6.58a).
Jestliže budeme uvažovat část pr̊uniku, která je společná dvěma takovýmto válc̊um, pak
jeho povrch je tzv. klášterńı klenba, kterou je možnost spatřit jako strop na kapli a jiných
historických mı́stnostech, viz obrázek 6.58b).

(a) Kř́ıžová klenba (b) Klášterńı klenba

Obrázek 6.58: Uplatněńı pr̊unik̊u rotačńıch válcových ploch

Daľśı aplikaćı pr̊uniku dvou válcových ploch je spojováńı potrub́ı, viz obrázek 6.59, kde
jsou zobrazeny situace, které nastanou při pr̊uniku potrub́ı o stejném pr̊uměru. Př́ıpad,
kdy je jedno potrub́ı menš́ıho pr̊uměru, si ukážeme v následuj́ıćım př́ıkladě.

(a) kř́ıžový kus (b) T-kus (c) odbočka

Obrázek 6.59: Válcové potrub́ı

Př́ıklad 6.45. Zobrazte pr̊unik dvou rotačńıch válc̊u V1, V2 s poloměry podstav r1 < r2
a osami 1o ‖ ν a 2o ‖ x12, které jsou r̊uznoběžné.

Řešeńı. Jelikož maj́ı válce r̊uznoběžné osy, použijeme k určováńı bod̊u pr̊unikové čáry
kulové plochy, které maj́ı sv̊uj střed v pr̊useč́ıku os válc̊u, viz obrázek 6.60.
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Obrázek 6.60: Pr̊unik dvou válc̊u

Pr̊unik kulové plochy s každým se zadaných válc̊u je dvojice kružnic, která se (d́ıky
tomu, že válce maj́ı osy rovnoběžné s nárysnou) do nárysu zobraźı jako dvojice rov-
noběžných úseček. Krajńı body těchto úseček jsou pr̊useč́ıky obrysu kulové plochy s ob-
rysy jednotlivých válc̊u. Každý pr̊useč́ık takto vzniklých úseček, v našem obrázku jsou to
body 1 = 1 ′ a 2 = 2 ′, odpov́ıdá dvojici splývaj́ıćıch bod̊u pr̊unikové křivky.

Do p̊udorysu odvedeme tyto body pomoćı površek na válci V1, který neńı vzhledem
k p̊udorysně ve speciálńı poloze. U těchto površek můžeme totiž snadno odvodit bod,
který maj́ı společný s podstavou válce.

Kromě obecný bod̊u pr̊unikové křivky, kterých můžeme předchoźım zp̊usobem vyrobit
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libovolný počet, najdeme ještě přesně body v kterých se pr̊uniková křivka dotýká ob-
rysu válce V1. Tyto body źıskáme jako pr̊useč́ıky obrysových površek p̊udorysu válce V1

s pláštěm válce V2.
S p̊udorysným pr̊umětem obrysové površky p̊udorysu válce V1 splývá i p̊udorys dvojice

površek na válci V2. Abychom určili nárys těchto površek válce V2, skloṕıme jeho podstavu
do p̊udorysny. V tomto sklopeńı vid́ıme vzdálenost v daných površek od osy válce ve
skutečné velikosti. Můžeme tak zobrazit nárysy těchto površek jako úsečky rovnoběžné
s nárysem osy 2o ve vzdálenosti v. Nárys obrysových površek p̊udorysu válce V1 splývá
s nárysem osy 1o.

Jako pr̊useč́ıky źıskaných površek dostáváme body U2 a V2, které jsou v náryse
”
nej-

nižš́ım“ a
”
nejvyšš́ım“ bodem pr̊umětu pr̊unikové křivky. Odvozeńım těchto bod̊u do

p̊udorysu (pomoćı ordinál) źıskáme body U1, U
′
1 a V1, V

′
1 , v nichž se pr̊uniková křivka

dotýká obrysu válce V1. Body U1 a U ′
1 jsou zároveň body přechodu viditelnosti.

V předchoźıch dvou př́ıkladech jsme ilustrovali konkrétńı využit́ı dvou obecných po-
stup̊u při hledáńı pr̊unikových křivek rotačńıch těles. Na závěr této části si ukážeme, jak
se dá postupovat v př́ıpadě, kdy jsou osy těles mimoběžné.

Př́ıklad 6.46. Zobrazte pr̊unik dvou rotačńıch kužel̊u K1 a K2. Podstava kužele K1 lež́ı
v p̊udorysně a podstava kužele K2 lež́ı v nárysně. Osy kužel̊u jsou mimoběžné.

Řešeńı. V tomto př́ıpadě bude nejvhodněǰśı jako pomocné plochy volit roviny, které
procházej́ı oběma vrcholy kužel̊u (jedná se v podstatě o analogickou situaci jako při
řešeńı pr̊uniku dvou jehlan̊u). Takto zvolené roviny budou prot́ınat povrch každého kužele
v trojúhelńıku. Řešeńı viz obrázek 6.61

Půdorysná stopa roviny procházej́ıćı vrcholy V a V ′ daných kužel̊u muśı procházet
p̊udorysným stopńıkem P př́ımky V V ′. Zvoĺıme-li libovolně vhodnou rovinu, protne jej́ı
p̊udorysná stopa obvod podstavy kužele K1 v bodech 1 a 2 , které nám umožńı sestrojit
p̊udorys řezu pláště kužele K1 zvolenou rovinou. Tento řez můžeme snadno po ordinálách
přenést i do nárysu.

Podobně nárysná stopa zvolené roviny řezu protne obvod kužele K2 v bodech 3 a
4 , které urč́ı nárys řezu pláště kužele K2. Půdorys tohoto řezu źıskáme opět s využit́ım
ordinál.

Společné body trojúhelńık̊u 12V1 a 34V2 jsou body pr̊unikové čáry. Opakováńım to-
hoto postupu źıskáme libovolný počet daľśıch bod̊u pr̊unikové čáry.

Na závěr ještě urč́ıme body, v kterých se pr̊uniková čára dotýká obrys̊u kužel̊u.
Pro určeńı bod̊u, v kterých se nárys pr̊unikové čáry dotýká obrysu kužele K1, prolož́ıme

vrcholem V1 tohoto kužele rovinu σ, která je rovnoběžná s nárysnou. Tato rovina ř́ızne
kužel K1 v trojúhelńıku, jehož nárysem je obrys tohoto kužele. Kužel K2 tato rovina ř́ızne
v kružnici, která se v p̊udorysně zobraźı jako úsečka a v náryse jako kružnice ve skutečné
velikosti (jej́ı poloměr vid́ıme v p̊udoryse). Společné body této kružnice s obrysem kužele
K1 jsou hledané body dotyku.

Analogickým postupem, tentokrát s rovinou σ′, která procháźı vrcholem V ′ a je rov-
noběžná s p̊udorysnou, dostaneme body dotyku p̊udorysu pr̊unikové křivky a kužele
K2.
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Obrázek 6.61: Pr̊unik kužel̊u

6.7.3 Pr̊unik hranatého a oblého tělesa

Pr̊unik hranatého a oblého tělesa se typicky řeš́ı tak, že sestroj́ıme řezy pláště oblého
tělesa rovinami stěn tělesa hranatého. Pr̊uniková čára se pak skládá z křivek, které takto
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źıskáme. Typické př́ıpady jsou zobrazeny na obrázku 6.62. Výjimečně se může stát, že
pr̊uniková křivka je mnohoúhelńık (např́ıklad pr̊usečná křivka při pr̊uniku válce s pravi-
delným hranolem, když maj́ı rovnoběžné osy).
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Obrázek 6.62: Pr̊uniky oblých a hranatých těles
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Kapitola 7

Axonometrie

7.1 Základńı princip zobrazeńı

7.1.1 Zadáńı axonometrie

Mějme v prostoru zadán pravoúhlý souřadný systém 〈O, x, y, z〉. Zvolme rovinu α a směr ~s,
který neńı s rovinou α rovnoběžný. Rovinu α nazýváme axonometrická pr̊umětna. Sou-
řadný systém 〈O, x, y, z〉 se ve směru ~s promı́tá do pr̊umětny α do tzv. axonometrického
osového kř́ı̌ze 〈Oa, xa, ya, za〉. Při tomto zobrazeńı se jednotková délka j na prostorových
osách x, y, z promı́tá do axonometrických jednotek jx, jy, jz.

Dále zvolme v prostoru bod K[x, y, z]. Uvažujme jeho kolmé pr̊uměty do souřadnico-
vých rovin (= pomocných pr̊uměten):
K1[x, y, 0] je p̊udorys bodu K v p̊udorysně π = (x, y).
K2[x, 0, z] je nárys bodu K v nárysně ν = (x, z).
K3[0, y, z] je bokorys bodu K v bokorysně µ = (y, z).
T́ımto zp̊usobem vytvoř́ıme souřadnicový kvádr bodu K.

Bod K nyńı promı́tneme ve směru ~s do axonometrické pr̊umětny α. T́ım źıskáme jeho
axonometrický pr̊umět Ka[xa, ya, za] s redukovanými souřadnicemi

xa = x ·
jx
j
, ya = y ·

jy
j
, za = z ·

jz
j
.

Aby bylo zobrazeńı mezi bodem K v prostoru a jeho pr̊umětem Ka do axonome-
trické pr̊umětny α vzájemně jednoznačné, je třeba určit také polohu axonometrického
p̊udorysu Ka

1 , kterou źıskáme promı́tnut́ım bodu K1 ve směru ~s do pr̊umětny α. Jejich
spojnice je rovnoběžka s osou za a nazývá se ordinála.

Mı́sto dvojice Ka aKa
1 lze zadat dvojici Ka aKa

2 (= axonometrický nárys),KaKa
2 ‖ ya,

nebo dvojici Ka a Ka
3 (= axonometrický bokorys), KaKa

3 ‖ xa.
Také bychom obráceně měli stanovit, jakým zp̊usobem lze zvolit př́ımky xa, ya, za,

abychom je mohli považovat za pr̊uměty souřadných os x, y, z v prostoru. Tuto otázku
řeš́ı Pohlkeova věta, která je pro zadáńı axonometrie zcela zásadńı.

Věta 7.1 (Pohlkeova věta). Každé tři úsečky v rovině, které maj́ı společný jeden krajńı bod
a které nelež́ı v jedné př́ımce, jsou rovnoběžným pr̊umětem tř́ı vzájemně kolmých a stejně
dlouhých úseček se společným jedńım krajńım bodem.
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Obrázek 7.1: Axonometrie

Na základě Pohlkeovy věty můžeme tvrdit, že na obrázku 7.2 je nakreslena krychle.
Z Pohlkeovy věty rovněž plyne správnost zářezové metody pro konstrukci těles v axono-
metrii, kterou uvedeme později.

7.1.2 Typy axonometríı

Zcela zásadńım kriteriem, které určuje dva typy axonometríı – pravoúhlou a kosoúhlou –
je směr vektoru ~s v̊uči axonometrické pr̊umětně α. Axonometrie je tedy:

a) pravoúhlá, je-li ~s ⊥ α
b) kosoúhlá, je-li ~s 6⊥ α

Jak vyplývá z Pohlkeovy věty, axonometrii můžeme jednoznačně zadat souřadným
systémem 〈Oa, xa, ya, za〉 a délkami axonometrických jednotek jx, jy a jz na př́ıslušných
axonometrických osách. Podle poměru jejich velikost́ı se axonometrie nazývá:

a) izometrie, je-li jx = jy = jz ,
b) dimetrie, je-li jx = jy ∨ jx = jz ∨ jy = jz,
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Obrázek 7.2: Souřadnicový kvádr bodu

c) trimetrie, je-li jx 6= jy 6= jz.

Jestliže dále vezmeme v úvahu vzájemnou polohu souřadných os xa, ya, za, pak
dostáváme tyto speciálńı typy kosoúhlé axonometrie:

a) volné rovnoběžné promı́táńı (neboli kabinetńı axonometrie, př́ıpadně kosoúhlá
dimetrie) – axonometrická pr̊umětna α ‖ (y, z) – nárysy objekt̊u se nezkresluj́ı,
přitom je jx : jy : jz = 0, 5 : 1 : 1

b) kavaĺırńı1 axonometrie (kavaĺırńı perspektiva) – α ‖ (y, z) – nárysy objekt̊u se
nezkresluj́ı, jx : jy : jz = 1 : 1 : 1

c) vojenská axonometrie (vojenská perspektiva, planometrie) – α ‖ (x, y) – p̊udo-
rysy objekt̊u se nezkresluj́ı, norma ČSN EN ISO 5456-3 zavád́ı pojem normálńı
planometrie s poměrem délek axonometrických jednotek jx : jy : jz = 1 : 1 : 1
a zkrácená planometrie s poměrem jx : jy : jz = 1 : 1 : 2/3

7.1.3 Pravoúhlá (kolmá) axonometrie

Pravoúhlá (kolmá) axonometrie má několik d̊uležitých vlastnost́ı, na něž se nyńı pod́ıváme
podrobněji. Nejprve zd̊urazněme, že axonometrickou pr̊umětnu α, do ńıž kolmo promı́táme
směrem ~s, voĺıme tak, aby neprocházela počátkem O soustavy souřadnic a prot́ınala
každou ze souřadných os x, y, z.

T́ım vzniknou pr̊useč́ıky X = x ∩ α, Y = y ∩ α, Z = z ∩ α, které tvoř́ı axonometrický
trojúhelńık. Plat́ı přitom následuj́ıćı věta.

Věta 7.2. Axonometrický trojúhelńık XY Z je ostroúhlý.

1kavaĺıry byly části opevněńı renesančńıch měst
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Obrázek 7.3: Pohlkeova věta

To tedy znamená, že všechny vnitřńı úhly trojúhelńıka XY Z maj́ı velikost v rozsahu
(0◦, 90◦).

Souřadné osy x, y, z v prostoru se do pr̊umětny α promı́taj́ı do axonometrických os
xa, ya, za.

Věta 7.3. Axonometrické osy xa, ya, za jsou výškami axonometrického trojúhelńıka
XY Z.

Toto d̊uležité tvrzeńı si nyńı zd̊uvodńıme, přičemž budeme potřebovat větu o pravo-
úhlém pr̊umětu pravého úhlu (viz 3.9).

V prostoru je osa z kolmá k p̊udorysně π = (x, y), a tud́ıž i k úsečce XY = α ∩ π.
Máme tedy pravý úhel mezi z a XY . Přitom XY ∈ α a z 6⊥ α. Směrem ~s ⊥ α se osa z
do roviny α promı́tne do axonometrické osy za ⊥ XY . Podobně je ya ⊥ XZ a xa ⊥ Y Z.

Z předchoźıch dvou vlastnost́ı vyplývá, že kladné směry axonometrických os xa, ya,
za mezi sebou sv́ıraj́ı tupé úhly.

Pravoúhlou axonometrii lze jednoznačně určit dvěma zp̊usoby, můžeme zadat:

i) axonometrický trojúhelńık XY Z –
pak axonometrický osový kř́ıž 〈Oa, xa, ya, za〉 sestroj́ıme jako jeho výšky. Přitom
těleso zobrazujeme v nadhledu, počátek O souřadného systému je z pohledu pozo-
rovatele umı́stěný za axonometrickou pr̊umětnou – viz. obrázek 7.5.

142



KAPITOLA 7. AXONOMETRIE

13
5
◦

xa

ya

za

Oa
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(b) kavaĺırńı axonometrie

xa
ya

za

13
5
◦

Oa

(c) vojenská axonometrie

Obrázek 7.4: Speciálńı typy kosoúhlých axonometríı

ii) axonometrický osový kř́ıž 〈Oa, xa, ya, za〉 –
axonometrický trojúhelńık XY Z sestroj́ıme tak, aby jeho strany byly kolmicemi na
osy xa, ya, za. Velikost axonometrického trojúhelńıka si můžeme zvolit libovolně, ne-
bot’ t́ım pouze stanov́ıme vzdálenost počátku O souřadné soustavy od axonometrické
pr̊umětny. Pr̊umět tělesa bude mı́t přitom stále stejný tvar i velikost.

U pravoúhlé axonometrie lze axonometrický trojúhelńık XY Z jednoznačně sestrojit
také z poměru jx : jy : jz – pomoćı Tesařova trojúhelńıku, viz. [1] – což však nebudeme
provádět. Podle poměru jx : jy : jz existuj́ı dva speciálńı typy pravoúhlé axonometrie
(~s ⊥ α), a to:

i) technická izometrie – jx : jy : jz = 1 : 1 : 1
ii) technická dimetrie (inženýrská axonometrie) – jx : jy : jz = 0, 5 : 1 : 1
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Obrázek 7.5: Speciálńı typy pravoúhlých axonometríı
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V technické izometrii je △XY Z rovnostranný a v technické dimetrii vycháźı rovnora-
menný s úhly <) (xa, ya) =<) (xa, za) = 131◦24,5′, <) (ya, za) = 97◦11′. Tyto úhly se v praxi
normuj́ı na hodnoty:

<) (xa, ya) = 132◦, <) (xa, za) = 131◦, <) (ya, za) = 97◦.

7.2 Otáčeńı souřadnicových rovin do axonometrické

pr̊umětny

Následuj́ıćı úlohu budeme řešit v kolmé axonometrii. Chceme transformovat prostorové
souřadnice [xM , yM , zM ] bodu M do redukovaných souřadnic [xaM , y

a
M , z

a
M ] na axonomet-

rických osách v pr̊umětně α. Nejprve vezměme p̊udorysnu π = (x, y), přičemž v prostoru
je x ⊥ y. Budeme ji otáčet do roviny α kolem strany XY axonometrického trojúhelńıka.
Při otáčeńı se tento pravý úhel nezměńı, takže v pr̊umětně α bude x0 ⊥ y0. To znamená,
že pr̊useč́ık souřadných os O0 = x0 ∩ y0 muśı ležet na Thaletově kružnici sestrojené nad
přeponou XY .

Dále se bod O otáč́ı v rovině kolmé k XY , z čehož vyplývá, že v axonometrické
pr̊umětně α je OaO0 ⊥ XY . Otočené souřadné osy v pr̊umětně α źıskáme jako spojnice
bod̊u O0X = x0 a O0Y = y0. Na ně vyneseme od bodu O0 souřadnice xM a yM .

bc

bc
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Obrázek 7.6: Otáčeńı souřadnicových rovin do axonometrické pr̊umětny α
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Mezi p̊udorysnou π = (x, y) a axonometrickou pr̊umětnou α, do ńıž jsme p̊udorysnu π
otočili kolem stranyXY axonometrického trojúhelńıka, existuje perspektivńı afinita v pro-
storu. Jej́ı směr je definován t́ımto otáčeńım, při němž bodu O odpov́ıdá bod O0, takže
~s ‖ OO0.

Tato perspektivńı afinita mezi rovinami π a α se nyńı kolmo promı́tne do roviny α, č́ımž
vznikne osová afinita v rovině α. Osou afinity je stále strana XY a párem odpov́ıdaj́ıćıch
si bod̊u je dvojice Oa a O0. T́ım je určen směr osové afinity kolmý k XY . Nyńı v této
osové afinitě převedeme kolmicemi k XY délky xM a yM do redukovaných souřadnic xaM
a yaM na př́ıslušné axonometrické osy xa a ya.

Stejným zp̊usobem bychom do pr̊umětny α otočili nárysnu ν = (x, z), abychom našli
osu z0, na ńıž naneseme délku zM . Pomoćı kolmice k XZ źıskáme na ose za redukova-
nou souřadnici zaM . Př́ıpadně bychom mohli otočit bokorysnu µ = (y, z), přičemž pak
pro převod souřadnice zM na zaM použijeme kolmici k Y Z. V obrázku 7.6 jsou všechny
souřadnice bodu M kladné.

Než budeme pokračovat v daľśım výkladu, zavedeme dohodu, že při popisováńı objekt̊u
v axonometrické pr̊umětně α budeme z d̊uvodu stručnosti index a vynechávat.

Př́ıklad 7.4. Axonometrie je zadána axonometrickým △XY Z = (80, 70, 60). Zobrazte
krychli o straně a = 45 s podstavou v p̊udorysně π, je-li A = [30, 10, 0], B ∈ y. Přitom
zvolte yB > 0, xC < 0.

Řešeńı. Označeńı △XY Z = (80, 70, 60) znamená, že |XY | = 80mm, |XZ| = 70mm,
|Y Z| = 60mm. Postup řešeńı sestává ze tř́ı krok̊u, které postupně provedeme.

1. Narýsujeme axonometrický △XY Z, axonometrické osy x, y, z jsou jeho výškami,
jejich pr̊useč́ıkem je bod O. Otoč́ıme p̊udorysnu π a nárysnu ν do axonometrické
pr̊umětny α.

Urč́ıme bod O0 jako pr̊useč́ık Thaletovy kružnice sestrojené nad pr̊uměrem XY
a prodloužené osy z. Stejně źıskáme bod O0 jakožto pr̊useč́ık Thaletovy kružnice
nad pr̊uměrem XZ a prodloužené osy y.

Pak je x0 = O0X, y0 = O0Y, z0 = O0Z.
2. V otočené p̊udorysně určené osami x0 a y0 sestroj́ıme čtverec A0B0C0D0 tak, aby

byly splněny podmı́nky uvedené v zadáńı. T́ım jsme našli otočenou polohu podstavy
krychle, kterou muśıme afinně převést do rovnoběžńıku ABCD.

Zopakujme, že osou afinity je spojnice XY a dvojićı odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u je O –
O0. Přitom je OO0 ⊥ XY .

Konkrétńı postup pro určeńı např. bodu A je tud́ıž tento: Pr̊useč́ıkem A0O0 ∩XY
je samodružný bod P , který spoj́ıme s bodem O. Bodem A0 vedeme kolmici k XY ,
která protne PO v hledaném bodě A.

3. Zbývá sestrojit horńı podstavu EFGH krychle. Skutečnou výšku krychle 45mm
muśıme zredukovat. Hodnotu 45mm naneseme od bodu O0 na osu z0, č́ımž źıskáme
bod V0. Ten afinně převedeme do bodu V ∈ z tak, že V0V ⊥ XZ.

Nyńı vynáš́ıme délku OV ∈ z na rovnoběžky s osou z vedenými body A, B, C, D
dolńı podstavy. Takto najdeme vrcholy E, F , G, H horńı podstavy krychle.
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Obrázek 7.7: Zobrazeńı krychle v kolmé axonometrii

7.3 Zobrazeńı kružnice lež́ıćı v souřadnicové rovině

Př́ıklad 7.5. Axonometrie je zadána axonometrickým △XY Z = (80, 60, 80). Bod S
má redukované souřadnice [20, 35, 0]. Zobrazte kružnici k lež́ıćı v p̊udorysně π, která má
střed S a poloměr r = 20mm.

Řešeńı. Opět se jedná o konstrukci, kterou řeš́ıme v kolmé axonometrii.
Kružnice, která lež́ı v p̊udorysně π, se do roviny α promı́tá do elipsy e. Postup kon-

strukce je následuj́ıćı:
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Obrázek 7.8: Zobrazeńı kružnice v p̊udorysně

Na axonometrické osy x a y vyneseme od počátku O redukované souřadnice xS a yS
středu S. Hlavńı osa hledané elipsy e lež́ı na rovnoběžce s XY procházej́ıćı středem S
a má délku 2a = 2r = 40mm. Tedy a = |AS| = |SB| = 20mm.

Urč́ıme obecný bod M elipsy e tak, že body A a B vedeme rovnoběžky s osami x a y.
Bod M je jejich pr̊useč́ıkem.

Vedleǰśı osa elipsy procháźı středem S a je kolmá k hlavńı ose. Pro stanoveńı jej́ı délky
použijeme proužkovou konstrukci. Pro přesné vyrýsováńı elipsy sestroj́ıme jej́ı oskulačńı
kružnice v hlavńıch a vedleǰśıch vrcholech.

Zd̊uvodněńı výše uvedeného postupu spoč́ıvá v následuj́ıćı úvaze:
V p̊udorysně π zvolme pr̊uměr kružnice k rovnoběžný s XY . Jeho krajńımi body ved’me
rovnoběžky s navzájem kolmými souřadnými osami x a y. Jejich pr̊useč́ıkem pak bude
bod na kružnici, nebot’ se jedná o Thaletovu kružnici.

Rovnoběžným promı́táńım p̊udorysny π do roviny α směrem ~s ⊥ α se zachovává inci-
dence, rovnoběžnost a děĺıćı poměr. Pr̊uměr kružnice k rovnoběžný s XY se do roviny α
promı́tne do pr̊uměru elipsy e, který je také rovnoběžný s XY , přičemž jeho délka 2r se
nezměńı. Pro elipsu to znamená, že se jedná o jej́ı hlavńı osu, která má ze všech jej́ıch
pr̊uměr̊u největš́ı délku. Rovnoběžky s osami x a y v p̊udorysně π se zobraźı do rovnoběžek
s axonometrickými osami xa a ya v rovině α, přičemž jejich pr̊useč́ıkem bude bodM elipsy.
Ze źıskaných bod̊u A,B a M lze elipsu vyrýsovat užit́ım proužkové konstrukce.
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pr̊umětně α:
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Obrázek 7.9: Vztah mezi kružnićı a elipsou

Pokud by kružnice k ležela v nárysně ν nebo bokorysně µ, byl by postup konstrukce
analogický.

7.4 Zobrazeńı bodu, př́ımky a roviny

7.4.1 Zobrazeńı bodu

V axonometrii je poloha bodu K jednoznačně stanovena, pokud zadáme polohu axo-
nometrického pr̊umětu Ka a axonometrického p̊udorysu Ka

1 . Přitom je spojnice KaKa
1

(=ordinála) rovnoběžná s osou z. Dále můžeme naj́ıt polohu axonometrického nárysu Ka
2

a axonometrického bokorysu Ka
3 , č́ımž vznikne souřadnicový kvádr bodu K (obrázek 7.2).

7.4.2 Zobrazeńı př́ımky

Př́ımka p v prostoru se do roviny α promı́tá do axonometrického pr̊umětu pa (ten je
v obrázku 7.10 označen pouze jako p). Ze samotného pr̊umětu pa bychom však polohu
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prostorové př́ımky p nedokázali zpětně odvodit, proto muśıme v rovině α zadat také
polohu axonometrického p̊udorysu pa1 př́ımky p (v obrázku 7.10 je označen pouze jako p1).
Vzájemně jednoznačné zobrazeńı prostorové př́ımky p do pr̊umětny α źıskáme tehdy,
pokud v rovině α zadáme dvojici pr̊umět̊u pa a pa1.

V rovině α lze dále sestrojit axonometrický nárys pa2 př́ımky p (označujeme pouze p2)
a axonometrický bokorys pa3 př́ımky p (označujeme pouze p3)

Základńı úlohou je naj́ıt pr̊useč́ıky př́ımky p s jednotlivými pr̊umětnami, tzv. stopńıky.
Plat́ı, že

a) bod P = P1 ∈ p ∩ π = p ∩ p1 se nazývá p̊udorysný stopńık př́ımky p,
b) bod N = N2 ∈ p ∩ ν = p ∩ p2 se nazývá nárysný stopńık př́ımky p,
c) bod M =M3 ∈ p ∩ µ = p ∩ p3 se nazývá bokorysný stopńık př́ımky p.

Př́ıklad 7.6. Axonometrie je zadána souřadnými osami x, y, z. Je zadána př́ımka p a jej́ı
pr̊umět p1. Určete stopńıky př́ımky p.

x
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z
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p1
P1

O

N1

N

M1

M

bc

bc
bc

bc

bc

Obrázek 7.10: Stopńıky př́ımky

Řešeńı. Půdorysný stopńık P = P1, v němž př́ımka p prot́ıná p̊udorysnu π, najdeme jako
pr̊useč́ık p ∩ p1.

Dále hledáme nárysný stopńık N = N2, v němž př́ımka p prot́ıná nárysnu ν, a boko-
rysný stopńık M =M3, který je pr̊useč́ıkem př́ımky p s bokorysnou µ.

Př́ımka p1 prot́ıná osu x v bodě N1, což je p̊udorys nárysného stopńıku. Nárysný
stopńık N potom lež́ı jednak na ordinále vedené bodem N1, jednak na př́ımce p, a je tedy
jejich pr̊useč́ıkem.

PodobněM1 ∈ p1∩y je p̊udorys bokorysného stopńıku,M ∈ p, přičemžM1M ‖ z.
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Př́ıklad 7.7. V axonometrii zadané souřadnými osami x, y, z najděte zbývaj́ıćı pr̊uměty
př́ımky, znáte-li jej́ı axonometrický pr̊umět p a axonometrický p̊udorys p1.
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Obrázek 7.11: Pr̊uměty př́ımky

Řešeńı. Tato úloha je rozš́ı̌reńım předchoźıho př́ıkladu. Źıskáme stopńıky P , N a M ,
které dále promı́tneme do zbylých souřadnicových rovin.

Začněme u p̊udorysného stopńıku P = P1. Ten můžeme rovnoběžně s osou y promı́t-
nout na osu x do bodu P2, což je nárys p̊udorysného stopńıku, a rovnoběžně s osou x do
bodu P3 ∈ y (bokorys p̊udorysného stopńıku).

U nárysného stopńıku N = N2 už známe jeho p̊udorys N1 ∈ p1 ∩ x, takže zbývá určit
jeho bokorys – stopńık N promı́tneme rovnoběžně s osou x do bodu N3 ∈ z (N3N ‖ x).

Analogicky k bokorysnému stopńıku M = M3 muśıme naj́ıt jeho nárys M2 tak, že
M2 ∈ z, M2M ‖ y. Půdorys bokorysného stopńıku jsme našli už v přechoźım př́ıkladě:
M1 ∈ p1 ∩ y.

Zbývaj́ıćımi pr̊uměty př́ımky p, které máme určit, je nárys p2 a bokorys p3 př́ımky p.
Nárys p2 je spojnićı bod̊u P2, N2 a M2, které všechny muśı ležet v jedné př́ımce. Podobně
bokorys p3 je spojnićı bod̊u P3, N3 a M3, které opět lež́ı v jedné př́ımce.
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7.4.3 Zobrazeńı roviny

Rovinu lze jednoznačně zadat následuj́ıćımi zp̊usoby:

i) třemi r̊uznými body, které nelež́ı v jedné př́ımce
ii) př́ımkou a bodem, který na ńı nelež́ı
iii) dvěma r̊uznými rovnoběžkami
iv) dvěma r̊uznoběžkami

Rovinu ρ však můžeme určit také stopami, což jsou jej́ı pr̊usečnice s pr̊umětnami π, ν
a µ:

i) př́ımka pρ1 ∈ ρ ∩ π je p̊udorysná stopa roviny ρ,
ii) př́ımka nρ

2 ∈ ρ ∩ ν je nárysná stopa roviny ρ,
iii) př́ımka mρ

3 ∈ ρ ∩ µ je bokorysná stopa roviny ρ.

Přitom stopy roviny se navzájem prot́ınaj́ı na souřadných osách x, y a z.
V daľśı textu budeme při popisováńı stop indexy 1, 2, 3 vynechávat.

Př́ıklad 7.8. Axonometrie je zadána souřadnými osami x, y, z. Rovina ρ je určena třemi
body A,B a C. Najděte jej́ı stopy.
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Obrázek 7.12: Stopy roviny
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Řešeńı. Ze tř́ı bod̊u vytvoř́ıme dvě rovnoběžky nebo dvě r̊uznoběžky a a b. Na př́ımkách
a a b najdeme jejich stopńıky. Použijeme zřejmou vlastnost, že př́ımka lež́ıćı v rovině
má stopńıky na stopách této roviny. Pak bude

pρ = PP ′, nρ = NN ′, mρ =MM ′.

Můžeme také využ́ıt toho, že se jednotlivé stopy roviny ρ prot́ınaj́ı na souřadných osách,
takže neńı třeba hledat všechny výše uvedené stopńıky.

7.4.4 Speciálńı polohy př́ımek a rovin

Důležité jsou tzv. hlavńı př́ımky I., II. a III. osnovy, které jsou rovnoběžné s pr̊umětnami.
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(a) hlavńı př́ımka I. osnovy
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(b) hlavńı př́ımka II. osnovy
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(c) hlavńı př́ımka III. osnovy

Obrázek 7.13: Hlavńı př́ımky roviny

Uvažujme, že současně budou ležet v rovině ρ. Pak tyto př́ımky maj́ı následuj́ıćı vlast-
nosti (za předpokladu, že uvažovaná př́ımka neńı totožná se stopou roviny):

a) h ‖ π ⇔ h1 ‖ h ‖ pρ, tj. h nemá p̊udorysný stopńık P ,
b) f ‖ ν ⇔ f1 ‖ x, f ‖ nρ, tj. f nemá nárysný stopńık N ,
c) g ‖ µ ⇔ g1 ‖ y, g ‖ m

ρ, tj. g nemá bokorysný stopńık M .

Př́ımky, které jsou kolmé k některé pr̊umětně a jsou tedy rovnoběžné s určitou sou-
řadnou osou, maj́ı axonometrický pr̊umět s touto osou rovnoběžný. Jejich pr̊umětem do
roviny, k ńıž jsou kolmé, je pouze bod. Plat́ı tedy (za předpokladu, že př́ımka nelež́ı
v žádné pr̊umětně):

i) a ⊥ π, tj. a ‖ a2 ‖ a3 ‖ z, pr̊umět a1 do p̊udorysny je bod, př́ımka nemá stopńıky
N , M ,

ii) b ⊥ ν, tj. b ‖ b1 ‖ b3 ‖ y, pr̊umět b2 do nárysny je bod, př́ımka nemá stopńıky P , M ,
iii) c ⊥ µ, tj. c ‖ c1 ‖ c2 ‖ x, pr̊umět c3 do bokorysny je bod, př́ımka nemá stopńıky P ,

N .

Dále uvažujme roviny rovnoběžné s některou pr̊umětnou, které jsou zároveň kolmé
k určité souřadné ose. Tyto roviny maj́ı následuj́ıćı vlastnosti (za předpokladu, že uvažo-
vaná rovina neńı totožná s pr̊umětnou):

i) α ‖ π, α ⊥ z, nα ‖ x, mα ‖ y a pα neexistuje,
ii) β ‖ ν, β ⊥ y, pβ ‖ x, mβ ‖ z a nβ neexistuje,
iii) γ ‖ µ, γ ⊥ x, pγ ‖ y, nγ ‖ z a mγ neexistuje.
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Obrázek 7.14: Př́ımky kolmé k pr̊umětně
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x y

O

z

pγ

nγ

(c) rovina rovnoběžná s µ

Obrázek 7.15: Roviny rovnoběžné s pr̊umětnou

Roviny kolmé k některé pr̊umětně jsou současně rovnoběžné s určitou souřadnou osou.
Tyto roviny maj́ı dvě stopy s touto osou rovnoběžné. Zbývaj́ıćı stopa má obecnou polohu.
Plat́ı (za předpokladu, že uvažovaná rovina neńı totožná s pr̊umětnou):

i) α ⊥ π, α ‖ z, nα ‖ mα ‖ z a stopa pα je libovolná,
ii) β ⊥ ν, β ‖ y, pβ ‖ mβ ‖ y a stopa nβ je libovolná,
iii) γ ⊥ µ, γ ‖ x, pγ ‖ nγ ‖ x a stopa mγ je libovolná.

x y

O

z

nα
2

pα
1

mα
3

(a) rovina kolmá k π
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Obrázek 7.16: Roviny kolmé k pr̊umětně
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7.5 Polohové úlohy

V předchoźım textu jsme si ukázali, jak se v axonometrii zobrazuj́ı bod, př́ımka a ro-
vina. Nyńı budeme vyšetřovat vzájemnou polohu těchto základńıch geometrických útvar̊u.
Přitom nás bude zaj́ımat, jaký může být vztah mezi

a) bodem a rovinou
b) dvěma př́ımkami
c) př́ımkou a rovinou
d) dvěma rovinami

V následuj́ıćıch úlohách už nebudeme brát v úvahu viditelnost př́ımek vzhledem k sou-
řadným rovinám, bude nás pouze zaj́ımat viditelnost př́ımky v̊uči zadané rovině př́ıpadně
tělesu apod.

7.5.1 Vzájemná poloha bodu a roviny

Pokud máme zadaný bod a rovinu, bude nás zaj́ımat, zda tento bod v rovině lež́ı nebo
nelež́ı. Řešeńı úlohy spoč́ıvá v tom, že jedńım pr̊umětem bodu vedeme př́ımku, kterou
urč́ıme tak, aby ležela v rovině (má tedy stopńıky na stopách roviny). Zbývaj́ıćı pr̊umět
bodu pak lež́ı/nelež́ı na př́ıslušném pr̊umětu př́ımky.

Př́ımku v rovině lze volit libovolnou, ale často se už́ıvá některá z hlavńıch př́ımek I.,
II. nebo III. osnovy.

Př́ıklad 7.9. Axonometrie je určená souřadnými osami x, y, z. Najděte axonometrický
pr̊umět bodu A tak, aby ležel v rovině ρ, znáte-li jeho p̊udorys A1.

Řešeńı. Úlohu řeš́ıme užit́ım hlavńı př́ımky III. osnovy. Půdorysem A1 bodu A vedeme
př́ımku g1 ‖ y. Źıskáme stopńık P ∈ g1 ∩ pρ a bod N1 ∈ g1 ∩ x. Dále stopńık N ∈ nρ.
Př́ımka g = PN ‖ mρ. Z p̊udorysu A1 pak vedeme ordinálu, č́ımž na př́ımce g źıskáme
axonometrický pr̊umět bodu A.

7.5.2 Vzájemná poloha dvou př́ımek

Dvě r̊uzné př́ımky v prostoru mohou být vzájemně rovnoběžné, r̊uznoběžné nebo mi-
moběžné.

Rovnoběžné př́ımky maj́ı vzájemně rovnoběžné p̊udorysy (a1 ‖ b1) i axonometrické
pr̊uměty (a ‖ b). Př́ıpadně některá dvojice odpov́ıdaj́ıćıch si pr̊umět̊u může splývat.

Různoběžné př́ımky maj́ı reálný pr̊useč́ık R, což znamená, že se jejich p̊udorysy prot́ı-
naj́ı v bodě R1 a zároveň se axonometrické pr̊uměty prot́ınaj́ı v bodě R. Přitom je spojnice
R1R ordinála rovnoběžná s osou z.

Mimoběžné př́ımky nemaj́ı reálný pr̊useč́ık, odpov́ıdaj́ıćı si pr̊uměty př́ımek se prot́ınaj́ı
pouze v tzv. zdánlivých pr̊useč́ıćıch. Vedeme-li pr̊useč́ıkem p̊udorys̊u a1 ∩ b1 ordinálu,
źıskáme na axonometrických pr̊umětech a a b dva r̊uzné body A 6= B. Podobně ordinála
vedená pr̊useč́ıkem a ∩ b určuje body R1 ∈ a1, S1 ∈ b1, R1 6= S1.
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Obrázek 7.17: Bod lež́ıćı v rovině

7.5.3 Vzájemná poloha př́ımky a roviny

Př́ımka a rovina mohou být vzájemně rovnoběžné nebo r̊uznoběžné.
Nejprve si ukážeme, jak sestrojit př́ımku rovnoběžnou se zadanou rovinou. Přitom

známe jeden bod, kterým má tato př́ımka procházet.

Př́ıklad 7.10. V axonometrii určené souřadnými osami x, y, z je rovina ρ zadána svými
stopami. Bod A je zadán pr̊uměty A1 a A. Sestrojte př́ımku a tak, abych procházela
bodem A rovnoběžně s rovinou ρ. Př́ımka a je určena p̊udorysem a1, A1 ∈ a1.

Řešeńı. Pr̊umět a1 př́ımky a ztotožńıme s pr̊umětem b1 př́ımky b, kterou urč́ıme tak, aby
ležela v rovině ρ. Axonometrický pr̊umět b najdeme na základě toho, že má stopńıky na
stopách roviny ρ. Poté vedeme bodem A př́ımku a rovnoběžně s př́ımkou b.

Pokud je př́ımka s rovinou r̊uznoběžná, sestroj́ıme pr̊useč́ık př́ımky s rovinou, což
je zcela zásadńı konstrukce! V axonometrii, podobně jako u jiných promı́taćıch metod,
hledáme pr̊useč́ık př́ımky s rovinou metodou kryćı př́ımky.

Necht’ je dána rovina ρ a př́ımka p s ńı r̊uznoběžná. Hledáme bod R ∈ p∩ ρ. Najdeme
tzv. kryćı př́ımku k, která má tyto dvě vlastnosti:

i) př́ımka k je r̊uznoběžná s př́ımkou p
ii) př́ımka k lež́ı v rovině ρ

Pokud tyto dvě vlastnosti budou splněny, źıskáme bod R jako pr̊useč́ık př́ımek p a k.
Různoběžnost př́ımek k a p zajist́ıme ztotožněńım jejich p̊udorys̊u, polož́ıme k1 = p1. To

155



KAPITOLA 7. AXONOMETRIE

x

y

z

a1

b1

a

b

(a) rovnoběžky
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Obrázek 7.18: Vzájemná poloha dvou př́ımek
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Obrázek 7.19: Př́ımka rovnoběžná s rovinou

znamená, že obě př́ımky budou ležet ve společné promı́taćı rovině kolmé k p̊udorysně π,
a tedy budou r̊uznoběžné.

Nebo bychom mohli ztotožnit jejich axonometrické pr̊uměty, tedy k = p, pak by obě
př́ımky ležely v rovině kolmé k axonometrické pr̊umětně.

Jestliže známe p̊udorys k1, najdeme axonometrický pr̊umět kryćı př́ımky k pomoćı
stopńık̊u lež́ıćıch na stopách zadané roviny ρ. Následně je R ∈ p ∩ k.

Určeńı pr̊useč́ıku př́ımky s rovinou je natolik d̊uležitá úloha, že si ukážeme řešeńı ve
dvou situaćıch, nejprve rovinu urč́ıme stopami, poté rovinu zadáme pomoćı dvou př́ımek
– rovnoběžek nebo r̊uznoběžek.

Př́ıklad 7.11. V axonometrii určené souřadnými osami x, y, z sestrojte pr̊useč́ık př́ımky p
s rovinou ρ, která je zadána svými stopami.
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Obrázek 7.21: Pr̊useč́ık př́ımky s rovinou

Řešeńı. Sestroj́ıme kryćı př́ımku k, která lež́ı v rovině ρ a je r̊uznoběžná se zadanou
př́ımkou p. Polož́ıme k1 = p1, č́ımž zajist́ıme r̊uznoběžnost př́ımek k a p. Pomoćı stopńık̊u
najdeme axonometrický pr̊umět př́ımky k.

Tedy P ∈ k1 ∩ p
ρ, N1 ∈ k1 ∩ x, N ∈ nρ a k = PN . Bod R ∈ k ∩ p je hledaný pr̊useč́ık

př́ımky p s rovinou ρ. Pomoćı ordinály najdeme jeho p̊udorys R1 ∈ p1(= k1).
Závěrem muśıme stanovit viditelnost př́ımky p vzhledem k rovině ρ. To v axonome-

trii neńı velký problém, vid́ıme, že se část př́ımky p vpravo od bodu R nacháźı
”
před“

rovinou ρ, a je tedy viditelná.

Př́ıklad 7.12. V axonometrii zadané souřadnými osami x, y, z je rovina α určena dvěma
r̊uznoběžkami a a b. Najděte pr̊useč́ık R př́ımky p s rovinou α.
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Obrázek 7.22: Pr̊useč́ık př́ımky s rovinou

Řešeńı. Úlohu opět řeš́ıme metodou kryćı př́ımky k. Položme k = p, č́ımž zajist́ıme
r̊uznoběžnost př́ımek k a p. Budeme hledat p̊udorys k1. Protože kryćı př́ımka k lež́ı v ro-
vině α, muśı se prot́ınat s př́ımkami a a b této roviny.

Źıskáme tedy pr̊useč́ıky k ∩ a a k ∩ b, které označ́ıme pouze jako pomocné body 1 a 2.
Dále najdeme pomoćı ordinál jejich p̊udorysy (opět označené 1 a 2) na př́ımkách a1 a b1.
Př́ımka k1 je jejich spojnićı. Pr̊useč́ık R1 ∈ k1 ∩ p1 přeneseme ordinálou do hledaného
bodu R ∈ p(= k).

Nakonec stanov́ıme viditelnost př́ımky p vzhledem k rovině α. Porovnáme-li p̊udorysy
př́ımek k1 a p1 vlevo od bodu R1, vid́ıme, že př́ımka p1 je

”
před“ př́ımkou k1. Tedy

axonometrický pr̊umět př́ımky p bude viditelný vlevo od bodu R.

7.5.4 Vzájemná poloha dvou rovin

Dvě r̊uzné roviny mohou být vzájemně rovnoběžné nebo r̊uznoběžné. Dvě rovnoběžné
roviny maj́ı všechny odpov́ıdaj́ıćı si stopy vzájemně rovnoběžné. U dvou r̊uznoběžných
rovin budeme hledat jejich pr̊usečnici.

Př́ıklad 7.13. V axonometrii určené osami x, y, z je zadána rovina α svými stopami
a dále známe bod B. Ved’te bodem B rovinu β rovnoběžnou s rovinou α.

Řešeńı. Obecný postup by spoč́ıval v tom, že v rovině α zvoĺıme libovolnou př́ımku a,
bodem B vedeme př́ımku b rovnoběžnou s př́ımkou a. Poté pomoćı stopńık̊u najdeme
stopy roviny β, o nichž v́ıme, že jsou rovnoběžné se stopami roviny α.
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Obrázek 7.23: Dvě rovnoběžné roviny

V tomto př́ıkladě však můžeme s výhodou využ́ıt některé z hlavńıch př́ımek I., II. nebo
III. osnovy. Protože známe polohu jej́ıho p̊udorysu a axonometrického pr̊umětu, prolož́ıme
ji př́ımo bodem B a najdeme stopy roviny β.

Konkrétně tedy B1 ∈ f1 ‖ x, B ∈ f ‖ nα. Pak je P ∈ f1 ∩ f , M1 ∈ f1 ∩ y, M ∈ f .
Nakonec P ∈ pβ ‖ pα, nβ ‖ nα, M ∈ mβ ‖ mα.

Pokud máme dvě r̊uznoběžné roviny α a β zadány stopami, pr̊usečnice r, která lež́ı
současně v obou dvou rovinách, má stopńıky na stopách obou rovin, tedy P ∈ pα ∩ pβ,
N ∈ nα∩nβ , M ∈ mα ∩mβ . Pomoćı stopńık̊u źıskáme pr̊uměty r1 a r hledané pr̊usečnice
– obrázek 7.24.

Je-li rovina α zadána stopami a rovina β dvojićı rovnoběžek nebo r̊uznoběžek p a q,
najdeme metodou kryćı př́ımky pr̊useč́ıky P ∈ p ∩ α, Q ∈ q ∩ α. Pak r = PQ.

Každou z rovin lze také zadat dvěma př́ımkami, které spolu nejsou mimoběžné. Pak
sestrojujeme pr̊usek / zásek dvou trojúhelńık̊u. Rovinu α určenou př́ımkami a a b
budeme chápat jako

”
základńı“ rovinu, kterou následně protneme př́ımkami p a q roviny β

užit́ım metody kryćı př́ımky. Spojnićı nalezených pr̊useč́ık̊u P a Q je pr̊usečnice r = α∩β.

Př́ıklad 7.14. V axonometrii zadané osami x, y, z sestrojte pr̊usek nebo zásek △ABC
a △KLM .

Řešeńı. Úlohu řeš́ıme výše popsaným postupem, přičemž použijeme kryćı př́ımky k a m.
Jednotlivé kroky jsou tedy následuj́ıćı:
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Obrázek 7.24: Pr̊usečnice dvou rovin

1. α = (A,B,C), zvoĺıme a = BC, b = AC, c = AB
2. p = KL, q = LM

3. P ∈ p ∩ α⇒ k1 = p1,

{

1 ∈ k1 ∩ c1, 1 ∈ c
2 ∈ k1 ∩ b1, 2 ∈ b

}

, k = 12, P ∈ k ∩ p

4. Q ∈ q ∩ α ⇒ m1 = q1,

{

3 ∈ m1 ∩ c1, 3 ∈ c
4 ∈ m1 ∩ a1, 4 ∈ a

}

, m = 34, Q ∈ m ∩ q

5. r = PQ
Pr̊usečnice r nás nezaj́ımá celá, ale pouze ta úsečka na pr̊usečnici r, která lež́ı uv-

nitř obou trojúhelńık̊u. Jestlǐze budou ležet krajńı body této úsečky na stranách téhož
trojúhelńıka, bude se jednat o pr̊usek trojúhelńık̊u, pokud krajńı body budou ležet každý
na straně jiného trojúhelńıka, bude řešeńım zásek trojúhelńık̊u.

Nakonec stanov́ıme porovnáńım z-ových souřadnic viditelnost obou trojúhelńık̊u. Vez-
měme si např. zdánlivý pr̊usečik b∩q a ordinálou odvod́ıme jeho p̊udorysy na b1 a q1. Větš́ı
z-ová souřadnice je mezi b1 a b než mezi q1 a q, takže ve zdánlivém pr̊useč́ıku b ∩ q bude
viditelná př́ımka b. Viditelnost ostatńıch stran obou trojúhelńık̊u je pak už zřejmá.

7.6 Řezy těles

Postupně probereme řez hranolu, jehlanu, válce a kužele rovinou. Podstava tělesa lež́ı
v p̊udorysně, rovina řezu je zadána bud’ stopami, nebo dvojićı rovnoběžných, př́ıpadně
r̊uznoběžných př́ımek, které sestroj́ıme i v př́ıpadě, kdy je řezná rovina zadána třemi
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r

A

B

C

K

L

M

P

Q

bc

bc

(b) Pr̊usek trojúhelńık̊u

Obrázek 7.25: Vzájemná poloha dvou trojúhelńık̊u
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Obrázek 7.26: Pr̊usek trojúhelńık̊u
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r̊uznými body nelež́ıćımi v jedné př́ımce.

7.6.1 Řez hranolu

Zadaný hranol může být kolmý nebo šikmý.
Základńı princip konstrukce je následuj́ıćı: Na některé pobočné hraně hranolu se-

stroj́ıme užit́ım metody kryćı př́ımky bod řezu jakožto pr̊useč́ık této hrany s řeznou
rovinou. Daľśı body řezu poté dohledáme pomoćı afinity, která existuje mezi rovinou
podstavy (tedy p̊udorysnou) a rovinou řezu. Osou afinity je pr̊usečnice roviny podstavy
a roviny řezu, tj. p̊udorysná stopa řezné roviny. Párem odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u je bod
podstavy a bod řezu na téže pobočné hraně hranolu.

Př́ıklad 7.15. Určete řez kolmého hranolu s podstavou ABCD (rovnoběžńık) v p̊udo-
rysně. Znáte redukovanou výšku hranolu v. Rovina ρ je zadána stopami.
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Obrázek 7.27: Řez kolmého hranolu

Řešeńı. Protože se jedná o kolmý hranol, budou pobočné hrany AE, . . . , DH délky v
rovnoběžné s osou z.
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Kryćı př́ımku k zvoĺıme tak, aby jej́ı p̊udorys k1 splýval s podstavnou hranou AB
hranolu. V́ıme, že kryćı př́ımka muśı ležet v zadané rovině ρ, najdeme tedy jej́ı axonome-
trický pr̊umět k pomoćı stopńık̊u. Sestroj́ıme:
P ∈ k1 ∩ p

ρ

N1 ∈ k1 ∩ x, N1N ‖ z, N ∈ nρ

}

k = PN

Př́ımka k prot́ıná hrany AE a BF v bodech A′ a B′, úsečka A′B′ je pr̊usečnićı stěny
ABFE hranolu s rovinou ρ.

Stejný postup konstrukce můžeme zopakovat pro kryćı př́ımku l:
l1 = BC
P ′ ∈ l1 ∩ p

ρ

M1 ∈ k1 ∩ y, M1M ‖ z, M ∈ mρ

}

l = P ′M

C ′ ∈ l ∩ CG
Všimněme si, že př́ımka l také procháźı bodem řezu B′, který jsme předt́ım sestrojili

užit́ım kryćı př́ımky k.
Nyńı bychom mohli řez hranolu sestrojit na základě vlastnosti, že rovnoběžné stěny

hranolu jsou rovinou ρ prot’aty v rovnoběžkách. Tj. A′D′ ‖ B′C ′ a C ′D′ ‖ A′B′.
Pokud bychom chtěli sestrojit bod řezu D′ užit́ım afinity, protneme polopř́ımku DA

s pρ v samodružném bodě, jehož spojnice s řezným bodem A′ vytne na hraně DH hledaný
bod D′.

Stále plat́ı, že řezem hranolu rovinou ρ je rovnoběžńık A′B′C ′D′. Jeho strany, které
lež́ı ve viditelných stěnách hranolu, jsou viditelné. Ty strany rovnoběžńıka, které lež́ı
v neviditelných stěnách hranolu, jsou neviditelné.

Poznamenejme, že pokud by některý bod podstavy ležel př́ımo na souřadné ose, bude
bod řezu ležet na př́ıslušné stopě roviny. Kdyby např́ıklad A ∈ x, pak A′ ∈ AE ∩nρ. Toto
je však speciálńı př́ıpad, obecně body řezu na stopách roviny nelež́ı!

Př́ıklad 7.16. Určete řez kolmého hranolu s podstavou ABC v p̊udorysně π. Rovina ρ
je zadána třemi body K, L, M .

Řešeńı. V rovině ρ, která je zadána třemi bodyK, L,M , sestroj́ıme dvě př́ımky, např́ıklad
polož́ıme l = KM, k = LM . Pak je l1 = K1M1 a k1 = L1M1. To nám umožńı pomoćı
stopńık̊u sestrojit p̊udorysnou stopu roviny ρ, jelikož P ∈ l ∩ l1, P

′ ∈ k ∩ k1, a tedy stopa
pρ = PP ′.

Vid́ıme, že pρ prot́ıná dolńı podstavu ABC hranolu, na podstavných hranách źıskáme
pr̊useč́ıky Q ∈ AB ∩ pρ, R ∈ BC ∩ pρ. Úsečka QR ⊂ pρ je část́ı řezu.

Dále najdeme pr̊useč́ıky př́ımky k se stěnami hranolu, označ́ıme je jako pomocné body
1 a 2. Pr̊useč́ıky 1, 2 p̊udorysu k1 př́ımky k s podstavnými hranami AB a BC hranolu
přeneseme ordinálami do bod̊u 1 a 2 na př́ımku k. Př́ımka k tedy prot́ıná stěnu ABED
hranolu v bodě 1 a stěnu BCFE hranolu v bodě 2.

Spojnice bodu 1 s bodem Q je pr̊usečnićı roviny ρ se stěnou ABED a prot́ıná hranu
AD v bodě řezu A′.

Podobně je spojnice bodu R s bodem 2 pr̊usečnićı roviny ρ se stěnou BCFE, na hraně
CF źıskáme bod řezu C ′.

T́ım jsme našli čtyřúhelńık QA′C ′R, který je řezem hranolu zadanou rovinou. Závěrem
stanov́ıme viditelnost jednotlivých stran tohoto čtyřúhelńıka.
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Obrázek 7.28: Řez kolmého hranolu

Př́ıklad 7.17. Sestrojte řez šikmého hranolu s podstavou ABCD (rovnoběžńık) v p̊udo-
rysně. Je také zadán vrchol E horńı podstavy. Rovina ρ je určena dvěma rovnoběžkami q
a r.

Řešeńı. Aby byl vrchol E horńı podstavy hranolu určen jednoznačně, muśı být zadán také
bod E1 – p̊udorys bodu E. Známe tedy pobočnou hranu AE hranolu, jej́ımž p̊udorysem
je spojnice AE1. Ostatńı pobočné hrany BF,CG a DH hranolu jsou s hranou AE rov-
noběžné a stejně dlouhé. T́ım źıskáme horńı podstavu EFGH .

V rovině ρ urč́ıme pomoćı stopńık̊u jej́ı p̊udorysnou stopu pρ: P ∈ q ∩ q1, P
′ ∈ r ∩ r1,

pρ=PP ′.
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Obrázek 7.29: Řez šikmého hranolu

Na hraně AE sestroj́ıme metodou kryćı př́ımky bod řezu A′. Půdorys AE1 ztotožńıme
s př́ımkou k1. O kryćı př́ımce k předpokládáme, že lež́ı v rovině ρ, což znamená, že se
prot́ıná s př́ımkami q a r, které také lež́ı v rovině ρ.

Z pr̊useč́ık̊u 1 ∈ k1 ∩ q1 a 2 ∈ k1 ∩ r1 vedeme ordinály, které protnou př́ımky q a r
v pomocných bodech 1 a 2. Jejich spojnićı je kryćı př́ımka k. Pak bod řezu A′ ∈ AE ∩ k.

Daľśı body řezu dohledáme užit́ım afinity, jej́ıž osou je p̊udorysná stopa pρ. Párem
odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u je dvojice A− A′. Obecný postup při užit́ı afinity spoč́ıvá v tom,
že spoj́ıme dva body podstavy, na ose afinity źıskáme samodružný bod, jehož spojnice
s bodem řezu protne pobočnou hranu hranolu v daľśım bodě řezu.

i) Spojnice pr̊useč́ıku AB ∩ pρ s bodem A′ protne hranu BF v řezném bodě B′.
ii) Spojnice pr̊useč́ıku BC ∩ pρ s bodem B′ protne hranu CG v řezném bodě C ′.

Dále vid́ıme, že spojnice pr̊useč́ıku AD ∩ pρ s bodem A′ hranu DH neprot́ıná, bod
řezu D′ by ležel na polopř́ımce DH

”
až za“ bodem H . Proto rovina ρ prot́ıná stěnu

ADHE hranolu
”
pouze“ v úsečce A′U , kde U ∈ EH .

Při sestrojováńı řezu můžeme také s výhodou využ́ıt vlastnosti, že dvě rovnoběžné
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roviny jsou třet́ı rovinou prot’aty v rovnoběžkách.
Proto je

i) horńı podstava EFGH ‖ π hranolu prot’ata rovinou ρ v úsečce UV ‖ pρ

ii) pr̊usečnice A′B′ roviny ρ se stěnou ABFE rovnoběžná s pr̊usečnićı V C ′ roviny ρ
a stěny DCGH

iii) pr̊usečnice A′U roviny ρ se stěnou ADHE rovnoběžná s pr̊usečnićı B′C ′ roviny ρ
a stěny BCGF

Řezem hranolu je pětiúhelńık A′B′C ′V U , závěrem stanov́ıme viditelnost jeho stran.

7.6.2 Řez jehlanu

Zadaný jehlan může být kolmý nebo šikmý, jeho podstava lež́ı v p̊udorysně π. Kolmý
jehlan je charakterizován vlastnost́ı, že střed S podstavy je totožný s p̊udorysem V1 vr-
cholu V , což pro šikmý jehlan neplat́ı.

Základńı princip konstrukce řezu jehlanu rovinou je podobný jako u hranolu. Nejprve
urč́ıme metodou kryćı př́ımky pr̊useč́ık roviny s některou pobočnou hranou jehlanu.
Poté hledáme daľśı body řezu užit́ım kolineace. Osou kolineace je pr̊usečnice roviny
podstavy a roviny řezu, což je p̊udorysná stopa řezné roviny. Středem kolineace je vrchol V
jehlanu. Dvojićı odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u je bod podstavy a bod řezu lež́ıćı na téže pobočné
hraně jehlanu.

Př́ıklad 7.18. Sestrojte řez šikmého jehlanu s podstavou ABCD (rovnoběžńık) v p̊udo-
rysně. Je zadán vrchol V jehlanu. Rovina ρ řezu je určena stopami.
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Obrázek 7.30: Řez šikmého jehlanu
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Řešeńı. Vrchol jehlanu je zadán axonometrickým pr̊umětem V a p̊udorysem V1, přičemž
V V1 ‖ z. Pobočné hrany jehlanu jsou spojnice AV, . . . , DV .

Nejprve si vybereme některou pobočnou hranu jehlanu – např. AV . Jej́ım p̊udorysem
je spojnice AV1. Užit́ım metody kryćı př́ımky sestroj́ıme pr̊useč́ık A′ hrany AV s rovinou ρ.
Půdorys AV1 ztotožńıme s př́ımkou k1. O kryćı př́ımce k předpokládáme, že lež́ı v rovině ρ,
a proto na stopách roviny źıskáme stopńıky:
P ∈ k1 ∩ p

ρ

M1 ∈ k1 ∩ y, M1M ‖ z, M ∈ mρ

}

k je spojnice bod̊u P,M
A′ ∈ AV ∩ k

Daľśı body řezu najdeme užit́ım kolineace, která existuje mezi rovinou podstavy a rovi-
nou řezu. Osou kolineace je pr̊usečnice těchto dvou rovin, tj. p̊udorysná stopa pρ. Středem
kolineace je vrchol V jehlanu. Párem odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u je dvojice A− A′.

Spoj́ıme dva body podstavy, na pρ źıskáme samodružný bod, j́ımž vedeme polopř́ımku
procházej́ıćı již známým bodem řezu, která poté vytne na pobočné hraně jehlanu daľśı
bod řezu.

Konkrétně:

i) Spojnice pr̊useč́ıku AB ∩ pρ s bodem A′ protne hranu BV v řezném bodě B′.
ii) Spojnice pr̊useč́ıku BC ∩ pρ s bodem B′ protne hranu CV v řezném bodě C ′.
iii) Spojnice pr̊useč́ıku AD ∩ pρ s bodem A′ protne hranu DV v řezném bodě D′.

Řezem je obecný čtyřúhelńık A′B′C ′D′, závěrem stanov́ıme viditelnost jeho stran.

7.7 Řez válce

Budeme řešit pouze př́ıpad, kdy je zadán kolmý válec a řezná rovina ρ je určena svými
stopami.

Př́ıklad 7.19. Určete řez kolmého válce s podstavou v p̊udorysně π rovinou ρ, znáte-li
jej́ı stopy.

Řešeńı. Kolmý válec je zadán středy podstav S a S ′, SS ′=o ‖ z, dále známe poloměr r
podstavné kružnice válce.

Do axonometrické pr̊umětny se podstavná kružnice válce promı́tá do elipsy, jej́ıž hlavńı
osa AB procházej́ıćı středem S je kolmá v̊uči ose z a má délku 2r. Obecný bod K elipsy
najdeme tak, že z hlavńıch vrchol̊u A a B vedeme rovnoběžky se souřadnými osami x a y.
Bod K je jejich pr̊useč́ıkem. Užit́ım proužkové konstrukce pak najdeme vedleǰśı vrcholy
C a D a elipsu vyrýsujeme. (V obr. 7.31 neńı tato konstrukce znázorněna.)

Horńı a dolńı podstavy válce jsou shodné elipsy. Dále narýsujeme obrysové površky
válce, které procháźı body A a B rovnoběžně s osou z.

Rovina ρ řezu prot́ıná válec v elipse, která je v afinńım vztahu s podstavnou kružnićı
válce. Plat́ı, že se dva kolmé pr̊uměry podstavné kružnice válce zobraźı do sdružených
pr̊uměr̊u řezné elipsy. Kolmé pr̊uměry podstavné kružnice válce se do axonometrické
pr̊umětny promı́taj́ı do hlavńı a vedleǰśı osy podstavné elipsy válce.

Půdorys k1 kryćı př́ımky k ztotožńıme s hlavńı osou AB podstavné elipsy. Pomoćı
stopńık̊u najdeme jej́ı axonometrický pr̊umět k tak, aby ležela v rovině ρ:

1. P ∈ k1 ∩ p
ρ,
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Obrázek 7.31: Řez kolmého válce

2. M1 ∈ k1 ∩ y, M1M ‖ z, M ∈ mρ,
3. k = PM,O ∈ k ∩ SS ′.

Bod O je středem řezné elipsy. Př́ımka k rovněž prot́ıná obrysové površky válce v bo-
dech řezu A′ a B′, což jsou body přechodu viditelnosti řezné elipsy.

Bod řezu D′ najdeme užit́ım afinity. Pr̊useč́ıkem BD∩pρ vedeme polopř́ımku prochá-
zej́ıćı bodem B′, která prot́ıná površku válce incidentńı s bodem D v řezném bodě D′.

Bod řezu C ′ je středově souměrný s bodem D′ podle středu O. Elipsu řezu máme
tedy určenou sdruženými pr̊uměry A′B′ a C ′D′ a můžeme ji vyrýsovat pomoćı př́ıčkové
konstrukce.
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7.8 Řez kužele

Řezem kuželové plochy obecnou rovinou, která neprocháźı vrcholem plochy, je elipsa,
parabola nebo hyperbola. Budeme se zabývat pouze př́ıpadem, kdy řezná rovina ρ prot́ıná
plášt’ rotačńıho kužele v elipse.

Př́ıklad 7.20. Určete eliptický řez rotačńıho kužele s podstavou v p̊udorysně π rovinou ρ
zadanou stopami.
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Obrázek 7.32: Eliptický řez rotačńıho kužele

Řešeńı. Aby řešeńı úlohy nebylo př́ılǐs složité, zadáme rovinu ρ ve speciálńı poloze – ρ je
rovnoběžná s osou y (také by mohla být rovnoběžná s osou x). Tedy pρ ‖ mρ ‖ y. Kužel
je zadán středem S podstavné kružnice, jej́ım poloměrem r a vrcholem V, SV ‖ z.

Podstavná kružnice kužele lež́ıćı v p̊udorysně π se do axonometrické pr̊umětny promı́tá
do elipsy s hlavńı osou AB a vedleǰśı osou CD. Sestroj́ıme ji dle obrázku 7.8.

Kužel vykresĺıme tak, že z vrcholu V vedeme tečny k podstavné elipse, které jsou
obrysovými površkami kužele. Existuje konstrukce, která umožňuje přesně sestrojit body
dotyku T a U tečen na elipse. My však tuto konstrukci nebudeme provádět, polohu bod̊u
T a U pouze odhadneme. Zd̊urazněme však, že nejsou totožné s hlavńımi vrcholy A a B.

Nyńı sestroj́ıme eliptický řez kužele. Podstavná kružnice kužele a řezná elipsa jsou ve
vzájemném kolineárńım vztahu s osou kolineace pρ a středem kolineace, kterým je vrchol V
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kužele. Budeme hledat dva pr̊uměry řezné elipsy, které jsou v prostoru vzájemně kolmé
a do axonometrické pr̊umětny se tud́ıž promı́taj́ı do jej́ıch sdružených pr̊uměr̊u. Urč́ıme
pr̊uměr G′H ′ lež́ıćı na spádové př́ımce I. osnovy s, která je r̊uznoběžná s osou o = SV
kužele. Body G′ a H ′ jsou nejnižš́ı a nejvyšš́ı bod řezu; tečna řezné elipsy je v těchto
bodech rovnoběžná s pρ.

Středem S podstavné kružnice kužele vedeme p̊udorys s1 spádové př́ımky I. osnovy.
Př́ımka s1 je přitom v prostoru kolmá ke stopě pρ. Protože je pρ ‖ y, bude S ∈ s1 ‖ x.

Na podstavné kružnici kužele vyt́ıná př́ımka s1 pr̊useč́ıky G a H . Jimi pak procházej́ı
površky kužele GV a HV . Spádová př́ımka s lež́ı v rovině ρ, takže pomoćı stopńık̊u
najdeme jej́ı axonometrický pr̊umět:

1. P ∈ s1 ∩ p
ρ,

2. M1 ∈ s1 ∩ y, M1M ‖ z, M ∈ mρ,
3. s = PM .

Pak je G′ ∈ s ∩GV , H ′ ∈ s ∩HV .
Střed O′ řezné elipsy kužele urč́ıme jako střed úsečky G′H ′. Přitom plat́ı, že střed O′

řezné elipsy v kolineaci neodpov́ıdá středu S podstavy kužele! Bod O′ se z vrcholu V
promı́tá kolineárńım paprskem do bodu O ∈ s1, O 6= S.

Nyńı budeme hledat pr̊uměr I ′J ′ řezné elipsy, který je v prostoru kolmý k pr̊uměru
G′H ′. I ′J ′ tedy lež́ı na hlavńı př́ımce I. osnovy (‖ pρ) procházej́ıćı bodem O.

V kolineaci bude této př́ımce odpov́ıdat rovnoběžka s pρ procházej́ıćı bodem O. Ta na
podstavné kružnici kužele vyt́ıná body I a J , kterými vedeme površky IV a JV kužele.
Následně na výše zmı́něńı hlavńı př́ımce I. osnovy źıskáme body I ′ a J ′. Protože površka
IV kužele téměr splývá s obrysovou površkou TV , můžeme bod I ′ určit jako středově
souměrný bod k bodu J ′ podle O′.

Nakonec na řezné elipse sestroj́ıme body přechodu viditelnosti T ′ a U ′. Ty lež́ı na
obrysových površkách kužele TV a UV a najdeme je užit́ım kolineace:

i) Spojnice pr̊useč́ıku TG ∩ pρ s bodem G′ protne površku TV v bodě T ′.
ii) Spojnice pr̊useč́ıku UJ ∩ pρ s bodem J ′ protne površku UV v bodě U ′.

V bodech přechodu viditelnosti T ′ a U ′ se měńı viditelnost řezné elipsy.
Stejně jako v předchoźım př́ıkladě bychom mohli ve výkrese ze sdružených pr̊uměr̊u

G′H ′ a I ′J ′ zkonstruovat kolmé pr̊uměry, př́ıpadně elipsu řezu vykreslit pomoćı př́ıčkové
konstrukce. Poznamenejme však také, že elipsa je jednoznačně určena některými svými
5 body, po jejichž zadáńı ji grafické programy již umı́ vykreslit.

7.9 Pr̊useč́ıky př́ımky s tělesem

Základńı princip nalezeńı pr̊useč́ık̊u př́ımky s libovolným tělesem spoč́ıvá v tom, že zada-
nou př́ımkou prolož́ıme rovinu, urč́ıme řez tělesa touto rovinou a hledané pr̊useč́ıky jsou
společné body př́ımky s řezem tělesa.

Obecně by bylo možné proložit př́ımkou libovolnou rovinu, potom by však řez tělesem
byl zbytečně složitý, proto voĺıme speciálńı typ roviny. Tou je:

i) osová rovina, je-li zadaným tělesem hranol nebo válec,
ii) vrcholová rovina, je-li zadaným tělesem jehlan nebo kužel.
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7.9.1 Pr̊useč́ıky př́ımky s hranolem a válcem

Úlohy řeš́ıme užit́ım osové roviny, která procháźı zadanou př́ımkou a je rovnoběžná

i) s některou pobočnou hranou hranolu,
ii) s osou válce.

Př́ıklad 7.21. Sestrojte pr̊useč́ıky př́ımky p se šikmým hranolem, jehož podstava ABCD
(– rovnoběžńık) lež́ı v p̊udorysně π. Dále je zadán vrchol E horńı podstavy.

A B

CD

E
F

E1

GH

x
y

z

K1

K

a

a1

P =P1

p

p1

k

k1

pρ

P ′=P ′

1

1

2

XY

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

Obrázek 7.33: Pr̊useč́ıky př́ımky se šikmým hranolem

Řešeńı. Známe pobočnou hranu AE hranolu, zbývaj́ıćı pobočné hrany BF , CG a DH
jsou s ńı rovnoběžné a stejně dlouhé, můžeme tedy zadaný hranol narýsovat. Aby byla
poloha vrcholu E horńı podstavy určena jednoznačně, je zadán také jeho p̊udorys E1.
Rovněž je zadána poloha p̊udorysu p1 př́ımky p.

Pobočnou hranou AE hranolu ved’me př́ımku a, pak je př́ımka a1 = AE1 p̊udorysem
př́ımky a. Sestroj́ıme osovou rovinu ρ, která procháźı př́ımkou p a je rovnoběžná s př́ım-
kou a.

Na př́ımce p zvoĺıme pomocný bod K. Jeho p̊udorys K1 ∈ p1 tak, že KK1 ‖ z.
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Nyńı ved’me bodem K př́ımku k rovnoběžnou s př́ımkou a. Tedy K ∈ k ‖ a a K1 ∈
k1 ‖ a1.

Protože dolńı podstava ABCD hranolu lež́ı v p̊udorysně π, najdeme p̊udorysnou
stopu pρ roviny ρ:
P ∈ p ∩ p1
P ′ ∈ k ∩ k1

}

pρ = PP ′

Půdorysná stopa pρ prot́ıná dolńı podstavu ABCD hranolu v pomocných bodech 1
a 2. Nyńı lze sestrojit řez hranolu rovinou ρ, což je rovnoběžńık, jehož strany procházej́ıćı
body 1 a 2, které lež́ı ve stěnách ABFE a DCGH hranolu, jsou rovnoběžné s hranou AE
hranolu. Rovněž plat́ı, že rovina ρ prot́ıná dolńı a horńı podstavu hranolu ve dvou rov-
noběžkách.

Zadaná př́ımka p má s rovnoběžńıkem, který je řezem hranolu osovou rovinou ρ,
společné body X a Y , což jsou hledané pr̊useč́ıky př́ımky p s hranolem.

Závěrem stanov́ıme viditelnost př́ımky p. Mezi body X a Y je př́ımka p uvnitř tělesa
a vyznač́ı se tečkovaně, od bodu Y po obrysovou hranu AE se nacháźı

”
za“ hranolem, je

tedy neviditelná a vyznač́ı se čárkovaně, zbylé jej́ı části jsou viditelné, zakreslené plnou
tlustou čarou.

Př́ıklad 7.22. Určete pr̊useč́ıky př́ımky p = KL se šikmým válcem, jehož dolńı podstava
lež́ı v p̊udorysně. Dále je zadán bod S ′ horńı podstavy.

Řešeńı. Nejprve narýsujeme dolńı podstavu válce, kterou je kružnice v p̊udorysně se stře-
dem S a poloměrem r. Tato kružnice se do axonometrické pr̊umětny promı́tá do elipsy
s hlavńı osou AB a vedleǰśı osou CD. Sestroj́ıme ji dle obrázku 7.8. Horńı podstava válce
je určena středem S ′, známe také jeho p̊udorys S ′

1. Horńı a dolńı podstavu válce vid́ıme
jako shodné elipsy.

Obrysové površky válce jsou společné tečny těchto dvou elips a maj́ı směr rovnoběžný
s osou válce o = SS ′. Existuje konstrukce, která umožňuje tyto obrysové površky přesně
narýsovat, my se spokoj́ıme s jejich přibližným určeńım. Sestroj́ıme-li v pr̊useč́ıku pod-
stavné elipsy a osy o válce tečnu elipsy, protne rovnoběžka s touto tečnou vedená středem S
podstavnou elipsu v bodech dotyku T a T ′. (Tato konstrukce neńı v obrázku 7.34 zná-
zorněna.) Obrysové površky válce procházej́ı body T a T ′ a měńı se v nich viditelnost
podstavné elipsy válce. Poznamenejme, že u šikmého válce jsou body T, T ′ r̊uzné od bod̊u
A,B!

Př́ımka p je zadána svým p̊udorysem p1 = K1L1 a axonometrickým pr̊umětem p = KL.
Př́ımkou p prolož́ıme osovou rovinu, která je rovnoběžná s osou o válce, jej́ımž p̊udorysem
je spojnice o1 = SS ′

1.
Na př́ımce p zvolme např́ıklad bod K, kterým vedeme př́ımku k ‖ o. Pak K1 ∈ k1 ‖ o1.
Protože dolńı podstava válce lež́ı v p̊udorysně π, najdeme p̊udorysnou stopu pρ ro-

viny ρ:
P ∈ p ∩ p1
P ′ ∈ k ∩ k1

}

pρ = PP ′

Pr̊useč́ıky 1 a 2 stopy pρ s dolńı podstavou válce určuj́ı osový řez tělesem, kterým je
rovnoběžńık. Body 1 a 2 vedeme površky válce rovnoběžně s osou o. Ty pak vyt́ınaj́ı na
př́ımce p hledané pr̊useč́ıky X a Y př́ımky p s válcem.

Na závěr stanov́ıme viditelnost př́ımky p.
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Obrázek 7.34: Pr̊useč́ıky př́ımky se šikmým válcem

7.9.2 Pr̊useč́ıky př́ımky s jehlanem a kuželem

Úlohy řeš́ıme užit́ım vrcholové roviny, která procháźı zadanou př́ımkou a je incidentńı
s vrcholem V tělesa.

Př́ıklad 7.23. Sestrojte pr̊useč́ıky př́ımky p = KL se šikmým jehlanem, jehož podstavou
je obecný pětiúhelńık ABCDE v p̊udorysně π. Je zadán vrchol V jehlanu.

Řešeńı. Př́ımka p je určena dvěma body K a L. To znamená, že jsou dány také p̊udorysy
K1 a L1, jejichž spojnićı je p̊udorys p1 př́ımky p. Dále je zadán vrchol V jehlanu, známe
tedy i jeho p̊udorys V1.

Úlohu řeš́ıme užit́ım vrcholové roviny, která procháźı př́ımkou p a vrcholem V jehlanu.
Řezem jehlanu vrcholovou rovinou ρ je trojúhelńık, jehož jedna strana lež́ı na p̊udorysné
stopě pρ a protilehlým vrcholem trojúhelńıku v̊uči této straně je bod V .
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Muśıme určit daľśı př́ımku k vrcholové roviny. Na př́ımce p zvoĺıme jej́ı libovolný bod,
např́ıklad bod K, který spoj́ıme s vrcholem V jehlanu. Je tedy k = V K, k1 = V1K1.

Protože dolńı podstava jehlanu lež́ı v p̊udorysně π, najdeme p̊udorysnou stopu pρ

roviny ρ:
P ∈ p ∩ p1
P ′ ∈ k ∩ k1

}

pρ = PP ′

Půdorysná stopa pρ prot́ıná podstavu jehlanu v pomocných bodech 1 a 2, které spoj́ıme
s vrcholem V , č́ımž źıskáme řez tělesa vrcholovou rovinou. Společné body X a Y tohoto
řezu a př́ımky p jsou hledané pr̊useč́ıky př́ımky p s jehlanem.

Závěrem stanov́ıme viditelnost př́ımky p.
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Obrázek 7.35: Pr̊useč́ıky př́ımky se šikmým jehlanem

Př́ıklad 7.24. Určete pr̊useč́ıky př́ımky p s rotačńım kuželem s podstavou v p̊udorysně π.

Řešeńı. Rotačńı kužel je kolmý kužel s kruhovou podstavou – známe jej́ı střed S a po-
loměr r. Do axonometrické pr̊umětny se podstavná kružnice kužele promı́tá do elipsy
s hlavńı osou AB a vedleǰśı osou CD. Sestroj́ıme ji dle obrázku 7.8.

Kužel je dále zadán vrcholem V , jehož p̊udorys V1 splývá se středem podstavy S.
Obrysové površky kužele jsou tečny podstavné elipsy vedené z vrcholu V kužele. Existuje
konstrukce, která umožňuje na elipse přesně sestrojit body dotyku T a T ′, my se však
spokoj́ıme s jejich přibližným odhadem. V bodech T, T ′ se měńı viditelnost podstavné
elipsy.
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Úlohu řeš́ıme užit́ım vrcholové roviny, která je určena př́ımkou p a vrcholem V kužele.
Řezem kužele vrcholovou rovinou ρ je trojúhelńık, jehož jedna strana lež́ı na p̊udorysné
stopě pρ a protilehlým vrcholem trojúhelńıku v̊uči této straně je bod V .

Muśıme sestrojit daľśı př́ımku q vrcholové roviny. Na př́ımce p zvoĺıme jej́ı libovolný
bod Q, který spoj́ıme s vrcholem V jehlanu. Půdorys Q1 ∈ p1, přičemž je QQ1 ‖ z. Pak
q = V Q a q1 = V1Q1.

Protože dolńı podstava kužele lež́ı v p̊udorysně π, najdeme p̊udorysnou stopu pρ ro-
viny ρ:
P ∈ p ∩ p1
P ′ ∈ q ∩ q1

}

pρ = PP ′

Půdorysná stopa pρ prot́ıná podstavu kužele v pomocných bodech 1 a 2, které spoj́ıme
s vrcholem V , č́ımž źıskáme řez tělesa vrcholovou rovinou. Společné body X a Y tohoto
řezu a př́ımky p jsou hledané pr̊useč́ıky př́ımky p s kuželem.

Na závěr stanov́ıme viditelnost př́ımky p.
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Obrázek 7.36: Pr̊useč́ıky př́ımky s kuželem
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7.10 Osvětleńı těles

Rozlǐsujeme rovnoběžné a středové osvětleńı tělesa. Rovnoběžné osvětleńı je určeno svě-
telným paprskem ~s, středové osvětleńı je zadáno středem osvětleńı S.

Při osvětlováńı těles budeme pracovat s pojmy

i) vržený st́ın, mez vrženého st́ınu,
ii) vlastńı st́ın, mez vlastńıho st́ınu,

které se nám ozřejmı́ během následuj́ıćıho př́ıkladu.
Sestrojme rovnoběžné osvětleńı šikmého jehlanu s podstavou ABCD (rovnoběžńık)

v p̊udorysně π a vrcholem V , známe-li směr světelného paprsku ~s.
Aby byl zadán vrchol V šikmého jehlanu, muśı být rovněž dána poloha jeho p̊u-

dorysu V1 tak, že V V1 ‖ z. Světelný paprsek je určen axonometrickým pr̊umětem ~s
a p̊udorysem ~s1.

Nejprve sestroj́ıme vržený st́ın vrcholu V jehlanu do p̊udorysny π. Bodem V vedeme
světelný paprsek s ‖ ~s a najdeme jeho pr̊useč́ık s p̊udorysnou, neboli p̊udorysný stopńık.
To je zároveň vržený st́ın vrcholu V do p̊udorysny, který označ́ıme V ′. Tuto konstrukci
provedeme tak, že V ∈ s ‖ ~s, V1 ∈ s1 ‖ ~s1 a V ′ ∈ s ∩ s1.

Vržené st́ıny pobočných hran AV, . . . , DV jehlanu jsou úsečky AV ′, . . . , DV ′. Vid́ıme,
že mez vrženého st́ınu je tvořena úsečkami BV ′ a DV ′. Přesněji řečeno, meźı (tj. hranićı)
vrženého st́ınu do p̊udorysny je čtyřúhelńık V ′BAD.

Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 7.25. Mez vrženého st́ınu je vrženým st́ınem meze vlastńıho st́ınu.

Toto tvrzeńı ř́ıká, že ty hrany na tělese, jejichž osvětleńım vznikla mez vrženého st́ınu,
budou meźı vlastńıho st́ınu . Přitom ve vlastńım st́ınu je ta část tělesa, na ńıž nedo-
padaj́ı světelné paprsky.

Protože mez vrženého st́ınu tvoř́ı úsečky BV ′ a DV ′, budou hrany BV a DV jehlanu
tvořitmez vlastńıho st́ınu. Celkově tvoř́ı mez vlastńıho st́ınu na jehlanu hrany BV,BA,AD
a DV . Ve vlastńım st́ınu lež́ı tedy stěny ABV a ADV jehlanu, přičemž stěna ABV je
viditelná, takže ji můžeme vyšrafovat.

Nyńı sestroj́ıme vržený st́ın jehlanu do nárysny ν. Vrženým st́ınem vrcholu V jehlanu
do nárysny je nárysný stopńık V ′′ světelného paprasku s, který procháźı bodem V .
Źıskáme ho tak, že pr̊useč́ıkem N1 ∈ s1 ∩ x, (V1 ∈ s1 ‖ ~s1), vedeme ordinálu, která
protne př́ımku s, (V ∈ s ‖ ~s), v bodě V ′′.

Vržené st́ıny jehlanu do p̊udorysny a nárysny na sebe muśı
”
navazovat“, jinak řečeno,

vržený st́ın jehlanu do p̊udorysny se na ose x
”
láme“ do vrženého st́ınu jehlanu do nárysny.

To znamená, že pr̊useč́ıky BV ′∩x a DV ′∩x spoj́ıme s bodem V ′′, č́ımž dostaneme vržený
st́ın jehlanu do nárysny.

Př́ıklad 7.26. Osvětlete šikmý kužel, znáte-li střed osvětleńı S. Podstavou kužele je
kružnice se středem S ′ a poloměrem r, dále je zadán vrchol V kužele.

Řešeńı. Sestroj́ıme kruhovou podstavu kužele, která se do axonometrické pr̊umětny pro-
mı́tá do elipsy s hlavńı osou AB a vedleǰśı osou CD. Sestroj́ıme ji dle obrázku 7.8. Ob-
rysové površky kužele źıskáme jako tečny vedené z vrcholu V k podstavné elipse. Body
dotyku, v nichž se měńı viditelnost podstavné elipsy, stanov́ıme pouze odhadem.
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Obrázek 7.37: Rovnoběžné osvětleńı šikmého jehlanu

Šikmý kužel je zadán vrcholem V , známe také polohu jeho p̊udorysu V1, přičemž je
V V1 ‖ z.

Abychom určili vržený st́ın kužele do p̊udorysny π, muśıme sestrojit vržený st́ın V ′ vr-
cholu V do p̊udorysny. Vrcholem V prolož́ıme světelný paprsek s, který prot́ıná p̊udorysnu
ve svém p̊udorysném stopńıku, což je hledaný bod V ′: s = SV , s1 = S1V1, V

′ ∈ s ∩ s1.
Nyńı z bodu V ′ vedeme tečny k podstavné elipse kužele, které tvoř́ı mez vrženého

st́ınu kužele, a dotýkaj́ı se j́ı v bodech K a L. Vržený st́ın kužele do p̊udorysny je tedy
omezen úsečkami KV ′ a LV ′ a dále obloukem KL na podstavné elipse.

Proto je mez vlastńıho st́ınu na kuželi tvořena jeho površkami KV a LV . Ve vlastńım
st́ınu tedy lež́ı část pláště kužele, která př́ısluš́ı oblouku KL elipsy a je omezena površkami
KV a LV . Přitom viditelná část pláště lež́ıćı ve vlastńım st́ınu, kterou můžeme vyšrafovat,
je omezena površkou KV a obrysovou površkou kužele.

Dále urč́ıme vržený st́ın kužele do bokorysny µ. Najdeme vržený st́ın V ′′′ vrcholu V
do bokorysny jakožto bokorysný stopńık světelného paprsku s procházej́ıćıho vrcholem V :
s = SV , s1 = S1V1, M1 ∈ s1 ∩ y, M1V

′′′ ‖ z, V ′′′ ∈ s.
Vržený st́ın kužele do p̊udorysny se

”
láme“ na ose y do vrženého st́ınu do bokorysny.

Pr̊useč́ıky KV ′ ∩ y a LV ′ ∩ y spoj́ıme s bodem V ′′′, č́ımž źıskáme mez vrženého st́ınu
kužele do bokorysny.

Př́ıklad 7.27. Vyřešte rovnoběžné osvětleńı šikmého hranolu s podstavou ABCD (rov-
noběžńık) v p̊udorysně π paprskem ~s. Je zadán bod E horńı podstavy hranolu.
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Obrázek 7.38: Středové osvětleńı šikmého kužele

Řešeńı. Nejprve narýsujeme hranol se zadanou pobočnou hranou AE, zbývaj́ıćı hrany
BF, . . . , DH jsou s ńı rovnoběžné a stejně dlouhé. Aby byl bod E určen jednoznačně, je
dána také poloha jeho p̊udorysu E1. Světelný paprsek je zadán axonometrickým pr̊umě-
tem ~s a p̊udorysem ~s1.

Najdeme vržený st́ın E ′ bodu E do p̊udorysny, což je p̊udorysný stopńık světelného
paprsku procházej́ıćıho bodem E:

i) E ∈ s ‖ ~s,
ii) E1 ∈ s1 ‖ ~s1,
iii) E ′ ∈ s ∩ s1.

Protože horńı podstava hranolu lež́ı v rovině rovnoběžné s p̊udorysnou, bude vržený
st́ın E ′F ′G′H ′ horńı podstavy do p̊udorysny rovnoběžńık shodný s EFGH . Můžeme si
představit, že se horńı podstava EFGH posunula ve směru ~s do p̊udorysny π.

Pobočné hrany AE, . . . , DH hranolu vrhaj́ı st́ıny do úseček AE ′, . . . , DH ′, přičemž
mez vrženého st́ınu je tvořena úsečkami AE ′ a CG′.Mez vlastńıho st́ınu je tedy na hranolu
vymezena jeho hranami AE a CG, což znamená, že ve vlastńım st́ınu lež́ı stěny ADHE
a CDHG. Přitom je prvńı z nich viditelná, můžeme ji tedy vyšrafovat, druhá stěna lež́ıćı
ve vlastńım st́ınu je neviditelná.

Jelikož část vrženého st́ınu lež́ı v neviditelné časti p̊udorysny, bude se vržený st́ın
na ose x

”
lámat“ do nárysny. Potřebujeme naj́ıt vržené st́ıny E ′′, . . . , H ′′ vrchol̊u horńı

podstavy do nárysny. To jsou ovšem nárysné stopńıky světlených paprsk̊u procházej́ıćıch
body E, . . . , H . Bod E ′′ najdeme takto:
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Obrázek 7.39: Rovnoběžné osvětleńı šikmého hranolu

i) E ∈ s, E1 ∈ s1,
ii) N1 ∈ s1 ∩ x
iii) E ′′ ∈ s, přičemž N1E

′′ ‖ z.

Kdybychom znali body F1, . . . , H1, (jejich polohu je možné snadno odvodit), můžeme
výše uvedený postup zopakovat. Nicméně my si všimneme, že paprsek s1 procháźı kromě
bodu E1 také bodem E ′. Namı́sto toho, abychom paprsky s1 prokládali body F1, . . . , H1,
budeme je vést body F ′, . . . , H ′. Poté stanov́ıme jejich pr̊useč́ıky s osou x. Ordinály vedené
těmito pr̊useč́ıky protnou světelné paprsky s procházej́ıćı vrcholy F, . . . , H v hledaných
bodech F ′′, . . . , H ′′.

Tento postup konstrukce se nazývá metoda zpětných paprsk̊u .
Ještě jednou zd̊urazněme, že pr̊useč́ıky s osou x vyt́ınaj́ı paprsky s1, nikoliv vržené

st́ıny hran AE ′, . . . , DH ′!
Vrženým st́ınem horńı podstavy EFGH do nárysny je rovnoběžńık E ′′F ′′G′′H ′′. St́ıny

pobočných hran AE ′, . . . , DH ′ prot́ınaj́ı osu x a z těchto pr̊useč́ık̊u potom pokračuj́ı
v nárysně do bod̊u E ′′, . . . , H ′′.

Pro nás jsou d̊uležité pr̊useč́ıky AE ′∩x a CG′∩x, protože spojnice těchto bod̊u s body
E ′′ a G′′ tvoř́ı mez vrženého st́ınu v nárysně ν. Vržený st́ın do nárysny je dále omezen
úsečkami E ′′H ′′ a H ′′G′′.

Př́ıklad 7.28. Osvětlete kolmý hranol s podstavou ABCD (rovnoběžńık) v p̊udorysně π,
znáte-li jeho redukovanou výšku v a střed osvětleńı S.
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Obrázek 7.40: Středové osvětleńı kolmého hranolu

Řešeńı. Pobočné hrany AE, . . . , DH hranolu jsou rovnoběžné s osou z, známe polohu
vrcholu E horńı podstavy, nebot’ AE ‖ z, |AE| = v. Střed osvětleńı je zadán axonomet-
rickým pr̊umětem S a p̊udorysem S1.

Nejprve sestroj́ıme vržený st́ın horńı podstavy do p̊udorysny. Jednotlivými vrcholy
E, . . . , H prolož́ıme světelné paprsky, spoj́ıme je tedy se středem osvětleńı S. Potom
najdeme jejich p̊udorysné stopńıky.

Protože se jedná o kolmý hranol, p̊udorysy vrchol̊u horńı podstavy splývaj́ı s vr-
choly A, . . . , D dolńı podstavy. Spoj́ıme je proto s bodem S1. Světelné paprsky s a je-
jich p̊udorysy s1 se prot́ınaj́ı ve vržených st́ınech E ′, . . . , H ′ vrchol̊u horńı podstavy. Kon-
strukce bodu E ′ je tato: s = SE, s1 = S1A, E

′ ∈ s∩s1. Stejně postupujeme při konstrukci
zbývaj́ıćıch bod̊u F ′, G′ a H ′.

Vržený st́ın E ′F ′G′H ′ horńı podstavy do p̊udorysny je rovnoběžńık, jehož strany jsou
rovnoběžné s odpov́ıdaj́ıćımi hranami horńı podstavy. Jedná se vlastně o stejnolehlost
v prostoru se středem stejnolehlosti S. Jinak řečeno, např́ıklad hrana FG ‖ π určuje
světelnou rovinu SFG, která muśı p̊udorysnu π protnout v pr̊usečnici F ′G′ ‖ FG.

Pobočné hrany AE, . . . , DH hranolu vrhaj́ı st́ıny do úseček AE ′, . . . , DH ′, které jsou
část́ı světelných paprsk̊u s1. Přitom mez vrženého st́ınu tvoř́ı úsečky BF ′ a DH ′, mez
vlastńıho st́ınu na tělese je proto určena hranami BF a DH . Ve vlastńım st́ınu lež́ı stěny
BCGF a CDHG hranolu, přičemž stěna BCGF je současně viditelná a můžeme ji tud́ıž
vyšrafovat.

Protože část vrženého st́ınu lež́ı v neviditelné části p̊udorysny π, bude se na ose y
vržený st́ın hranolu

”
lámat“ do bokorysny µ. Najdeme vržené st́ıny vrchol̊u F,G a H do

bokorysny. To jsou bokorysné stopńıky světelných paprsk̊u s, které jimi procházej́ı. Opět

180



KAPITOLA 7. AXONOMETRIE

můžeme použ́ıt metodu zpětných paprsk̊u, což znamená, že p̊udorysy světelných paprsk̊u
prolož́ıme body F ′, G′ a H ′ mı́sto toho, abychom je vedli přes p̊udorysy vrchol̊u F,G a H
horńı podstavy, tj. přes body B,C a D. Tedy

i) s = SF , s1 = S1F
′,

ii) M1 ∈ s1 ∩ y,
iii) F ′′ ∈ s, přičemž M1F

′′ ‖ z.

Podobně sestroj́ıme body G′′ a H ′′. Kdybychom ještě našli bod E ′′, uvid́ıme, že
vrženým st́ınem horńı podstavy hranolu do bokorysny je obecný čtyřúhelńık E ′′F ′′G′′H ′′,
který se na ose y prot́ıná s rovnoběžńıkem E ′F ′G′H ′.

Nás zaj́ımaj́ı pr̊useč́ıky BF ′∩y aDH ′∩y, z nichž pak st́ın tělesa v bokorysně pokračuje
do bod̊u F ′′ a H ′′, a to rovnoběžně s osou z, nebot’ jsou hrany tělesa BF, DH ‖ z. Vržený
st́ın hranolu do bokorysny je dále omezen úsečkami F ′′G′′ a G′′H ′′.

Př́ıklad 7.29. Sestrojte rovnoběžné osvětleńı šikmého válce, znáte-li středS a poloměr r
dolńı podstavy, střed S horńı podstavy a směr ~s světelných paprsk̊u.

Řešeńı. Ze zadaných údaj̊u sestroj́ıme axonometrický obraz šikmého válce, přičemž obry-
sové površky válce jsou společné tečny shodných elips, do nichž se promı́taj́ı obě podstavy
válce.

Nejprve sestroj́ıme vržený st́ın horńı podstavy válce do p̊udorysny π. Známe přitom
p̊udorys S1 středu S horńı podstavy válce a p̊udorys ~s1 světelného paprsku:

i) S ∈ s ‖ ~s,
ii) S1 ∈ s1 ‖ ~s1,
iii) S ′ ∈ s ∩ s1 je vržený st́ın středu S do π.

Elipsa, do ńıž se promı́tá horńı podstava válce, vrhá st́ın do p̊udorysny π do elipsy,
která je s ńı shodná. Mez vrženého st́ınu je tvořena společnými tečnami této elipsy v π
a elipsy, která zobrazuje dolńı podstavu válce. Jedná se o úsečkyKK ′ a LL′, kdeK,L
jsou body dotyku na dolńı podstavě válce a K ′, L′ jsou body dotyku na elipse, která je
vrženým st́ınem horńı podstavy. Tyto tečny jsou rovnoběžné se spojnićıSS ′.

Meźı vlastńıho st́ınu na válci jsou pak jeho površky procházej́ıćı bodyK a L, které
jsou rovnoběžné s osou válceSS.

Dále setroj́ıme vržený st́ın horńı podstavy válce do bokorysny µ. T́ımto st́ınem bude
elipsa, která je určená sdruženými pr̊uměry A′′′B′′′ a C ′′′D′′′. Jedná se o vržené st́ıny
kolmých pr̊uměr̊u AB a CD elipsy zobrazuj́ıćı horńı podstavu.

Stač́ı určit jenom vržený st́ın S ′′′ středu S a dále např́ıklad vržené st́ıny B′′′ hlavńıho vr-
cholu B aD′′′ vedleǰśıho vrcholu D horńı podstavy, což provedeme užit́ım metody zpětných
paprsk̊u.

Vrženými st́ıny S ′, B′ a D′ procházej́ı p̊udorysy s1 ‖ ~s1 světelných paprsk̊u, které
prot́ınaj́ı osu y v bodech, jimiž vedeme ordinály rovnoběžné s osou z. Ty pak prot́ınaj́ı
světelné paprsky s ‖ ~s, které procházej́ı body S,B a D, ve vržených st́ınech S ′′′, B′′′ a D′′′

do µ.
Chyběj́ıćı body A′′′ a C ′′′ snadno urč́ıme středovou souměrnost́ı. Vrženým st́ınem horńı

podstavy do bokorysny je tedy elipsa určená svými sdružený pr̊uměry a můžeme ji vy-
kreslit užit́ım př́ıčkové konstrukce.
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St́ın válce vržený do π se na ose y
”
láme“ do st́ınu vrženého do µ. Meźı vrženého st́ınu

do µ jsou tečny elipsy v bokorysně vedené pr̊useč́ıkyKK ′ ∩ y aLL′ ∩ y. Tyto tečny jsou
přitom rovnoběžné se spojnićı pr̊useč́ıkuSS ′ ∩ y a bodu S ′′′.
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Obrázek 7.41: Rovnoběžné osvětleńı šikmého válce

Př́ıklad 7.30. Rotačńı kužel má podstavu v π, která je určena středem S a poloměrem r.
Dále je zadána jeho redukovaná výška v. Kolmý hranol má dolńı podstavu ABCD (rov-
noběžńık) v π a známe bod E horńı podstavy. Světelný paprsek je zadaný vektorem ~s
a jeho p̊udorysem ~s1. V rovnoběžném osvětleńı sestrojte vlastńı a vržené st́ıny obou těles
a také vržený st́ın kužele na hranol.

Řešeńı. Narýsujeme rotačńı kužel – jeho kruhová podstava se do axonometrické pr̊umětny
zobraźı do elipsy, kterou sestroj́ıme dle obrázku 7.8. Osa kužele SV ‖ z, přičemž |SV | = v.
Narýsujeme obrysové površky kužele, což jsou tečny vedené z vrcholu V k podstavné elipse
kužele.

Dále sestroj́ıme kolmý hranol tak, že je AE ‖ BF ‖ CG ‖ DH ‖ z.
Urč́ıme vržený st́ın kužele do p̊udorysny, přitom hranol, na který také vrhá st́ın, zat́ım

nebereme do úvahy:

i) V ∈ s ‖ ~s,
ii) S ∈ s1 ‖ ~s1,
iii) V ′ ∈ s ∩ s1, V

′ je vržený st́ın vrcholu V do π.
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Obrázek 7.42: Vržený st́ın kužele na hranol

Z bodu V ′ vedeme tečny k podstavné elipse kužele, které se j́ı dotýkaj́ı v bodech K
a L. T́ım źıskáme vržený st́ın kužele do π, mez vlastńıho st́ınu tvoř́ı jeho površky KV
a LV .

Podobně najdeme vržený st́ın hranolu do p̊udorysny. Vrcholy E, . . . , H horńı podstavy
vedeme světelné paprsky rovnoběžně s ~s, vrcholy A, . . . , D vedeme p̊udorysy světelných
paprsk̊u rovnoběžně s ~s1. Př́ıslušné pr̊useč́ıky E ′, . . . , H ′ jsou vržené st́ıny vrchol̊u horńı
podstavy do π.

Protože je mez vrženého st́ınu do π tvořena úsečkami BF ′, F ′G′, G′H ′, H ′D, muśı být
vlastńı st́ın na tělese omezen hranami BF, FG,GH a HD, což znamená, že ve vlastńım
st́ınu lež́ı stěny BFGC a CGHD hranolu, které jsou však zároveň neviditelné.

Nyńı sestroj́ıme vržený st́ın kužele na hranol. Užijeme k tomu metodu zpětných pa-
prsk̊u. Mez vrženého st́ınu kužele do π je tvořena úsečkami KV ′ a LV ′. Ty se prot́ınaj́ı
v bodech Q′ a R′ s úsečkou E ′H ′, která je vrženým st́ınem hrany EH hranolu do π.
Znamená to, že površky KV a LV kužele vrhaj́ı st́ın na hranu EH hranolu do bod̊u Q
a R. Najdeme je jako pr̊useč́ıky hrany EH se světelnými paprsky s, s′ ‖ ~s vedenými body
Q′ a R′.

Protože je horńı podstava EFGH hranolu rovnoběžná s p̊udorysnou π, muśı být vržené
st́ıny površky KV kužele na stěnu EFGH a p̊udorysnu π vzájemně rovnoběžné. To zna-
mená, že bodem Q prolož́ıme rovnoběžku s KV ′, č́ımž źıskáme vržený st́ın površky KV
na stěnu EFGH . To samé plat́ı pro površku LV kužele.
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Vznikne pr̊useč́ık V , který je vrženým st́ınem vrcholu V kužele na stěnu EFGH .
Přitom bod V muśı ležet na paprsku s, který jsme vedli vrcholem V . Tedy QV ‖ KV ′,
RV ‖ LV ′, V V ‖ ~s.

Dále vid́ıme, že se v bodě N ′ prot́ınaj́ı úsečky KV ′ a AE ′, což znamená, že površka
KV kužele vrhá st́ın na hranu AE hranolu do bodu N . Ten sestroj́ıme jako pr̊useč́ık hrany
AE s paprskem s, který jsme vedli bodem N ′.

Nakonec vyznač́ıme pr̊useč́ıky I ∈ KV ′ ∩AB a J ∈ LV ′ ∩AD. Vržený st́ın kužele na
hranol je pak omezen úsečkami IN , NQ, QV , V R a RJ .

Na závěr ještě stanov́ıme vržený st́ın hranolu do bokorysny µ. Vržený st́ın F ′′′ vr-
cholu F do µ źıskáme tak, že z pr̊useč́ıku M1 ∈ BF ′ ∩ y vedeme rovnoběžku s osou z,
která protne paprsek s procházej́ıćı bodem F .

Obdobně stanov́ıme vržené st́ıny G′′′ a H ′′′. Ke konstrukci bodu H ′′′ jsme využili
pr̊useč́ık M ′

1 ∈ GH ′ ∩ y. Vržený st́ın hranolu do bokorysny µ je pak omezen úsečkami
M1F

′′′, F ′′′G′′′, G′′′H ′′′ a H ′′′M ′
1.

7.11 Zářezová metoda

Tato metoda umožňuje zrychlenou konstrukci tělesa v šikmé axonometrii. Těleso je zadáno
svým p̊udorysem a nárysem, dále jsou zadány směry souřadných os y a z pomoćı vektor̊u
~s1 a ~s2.

Př́ıklad 7.31. Pomoćı zářezové metody zobrazte těleso, znáte-li jeho p̊udorys a nárys.
Zadané těleso je část́ı hranolu.

Řešeńı. Při řešeńı úlohy zvoĺıme polohu p̊udorysny π tak, že zadáme souřadný systém
〈O1, x1, y1〉. Poté zadáńım souřadného systému 〈O2, x2, z2〉 definujeme polohu nárysny ν.
Přitom muśıme dodržet podmı́nku, že zadané vektory ~s1 a ~s2 a zvolené osy x1 a x2 jsou
všechny vzájemně r̊uznoběžné! Následně do těchto souřadných systémů zakresĺıme zadaný
p̊udorys a nárys tělesa.

Nejprve muśıme naj́ıt axonometrické osy x, y a z. Osu z urč́ıme tak, že bodem O1

vedeme rovnoběžku se směrem ~s2, podobně osu y źıskáme, když bodem O2 vedeme
rovnoběžku se směrem ~s1. Jejich pr̊useč́ıkem je počátek O axonometrického souřadného
systému.

Dále muśıme sestrojit osu x. Proto najdeme polohu bodu A, který na ose x lež́ı. Na
ose x1 vyznač́ıme jeho p̊udorys A1 a na ose x2 jeho nárys A2. Přitom je |O1A1| = |O2A2|.
Uvědomme si, že se jedná o sdružené pr̊uměty jediného prostorového bodu A.

Pak bodem A1 vedeme rovnoběžku se směrem ~s2 a bodem A2 rovnoběžku se směrem ~s1.
Ty se protnou v hledaném bodě A. Osu x źıskáme jako spojnici OA.

Jednotlivé vrcholy tělesa sestrojujeme tak, že jejich p̊udorysy prokládáme rovnoběžky
s osou z a jejich nárysy vedeme rovnoběžky s osou y. Źıskané pr̊useč́ıky jsou axonomet-
rickými pr̊uměty hledaných vrchol̊u. Spojeńım vrchol̊u nakresĺıme viditelné a neviditelné
hrany tělesa, přičemž vycháźıme z představy, jak má v prostoru výsledné těleso vypa-
dat.

Př́ıklad 7.32. Pomoćı zářezové metody zobrazte těleso, znáte-li jeho p̊udorys a nárys.
Zadané těleso je část́ı válce.
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Obrázek 7.43: Zobrazeńı tělesa zářezovou metodou

Řešeńı. Postup konstrukce je stejný jako v předchoźım př́ıkladě. Nejprve sestroj́ıme axo-
nometrické osy x, y a z. Podstavou tělesa v p̊udorysně π = (x1, y1) je kružnice, která se
do axonometrické pr̊umětny zobraźı jako elipsa. Kolmé pr̊uměry K1K

′
1 a L1L

′
1 kružnice

se zobraźı do sdružených pr̊uměr̊u KK ′ a LL′ elipsy, kterou potom můžeme vyrýsovat
užit́ım př́ıčkové konstrukce.

Obrysové površky tělesa jsou rovnoběžné s osou z. Najdeme body dotyku T a T ′

těchto površek s podstavnou elipsou. V p̊udorysně (x1, y1) sestroj́ıme pr̊uměr kružnice
T1T

′
1 kolmý k ose z. Pr̊useč́ıky s osami x1 a y1 přeneseme na osy x a y. Jejich spojnice

vytvoř́ı odpov́ıdaj́ıćı pr̊uměr podstavné elipsy s krajńımi body T a T ′. Přitom obecně
pr̊uměr TT ′ neńı kolmý k ose z.
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KAPITOLA 7. AXONOMETRIE
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Obrázek 7.44: Zobrazeńı tělesa zářezovou metodou
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