Odvozeni vzorcu pro vypocet objemu a povrchu nékterych
téles uzitim integralniho poctu

Objem rota¢niho télesa, které vznikne rotaci funkce y = f(x) na intervalu (a,b) kolem osy z, lze
spocitat podle vzorce

V:TF/fQ(:L‘)dm

Povrch téhoz télesa spocitame vzorcem

b
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Koule a jeji casti
Koule

Rovnice kruznice se stiedem S[0;0] a polomérem r je ddna vztahem

2?42 =2

Kruznici 1ze rozdélit na dva oblouky, z nichz prvni lezi v poloroviné uréené kladnymi hodnotami
osy y a je funkci s rovnici

y:+ 7"2—.’E2,

druhy oblouk, jenz lezi v opatné poloroviné a jehoz body maji zdporné y-ové soutradnice, je popsan
rovnici

Bude-li kolem osy z rotovat 1/2 hornfho oblouku o rovnici y = v/r2 — 22, jehoz kolmym prumétem
do osy « je interval (0;r), ziskdme 1/2 koule, jejiz objem spocitdme jako
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Objem celé koule o poloméru r je pak dan vztahem

4
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Abychom mohli spocitat povrch koule, uréime nejprve 1. derivaci funkce y = /72 — x2.
Tedy
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Pak je
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Povrch 1/2 koule spocitame
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Povrch celé koule o poloméru r je

P = 47r?

Kulova dsec¢ a kulovy vrchlik

Kulova tseé je ¢dst koule, kterou muZeme z koule oddélit poté, co jsme ji protali rovinou p.
Kulova tusec je tedy téleso.

Kulovy vrchlik je plocha, kterou je kulovd tise¢ omezena (bez pifslusného kruhu). Nézorné si
kulovy vrchlik muzeme predstavit jako ,,cepicku®.

kulova tiseé
kulovy vrchlik Yy

y=+/r2 — 2

Pii vypoctu objemu kulové tsece, pripadné povrchu kulového vrchliku, postupujeme stejné jako
pii vypoctu objemu/povrchu koule, pouze zménime meze. Pokud je v vyska kulové tsece, dolnf
mez bude mit hodnotu r — v, horni mez zustdva rovna r.
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Oznacime-li p polomér kruhu, kterym je kulova use¢ omezena, je alternativni tvar vzorce pro
vypocet jejtho objemu
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Tento tvar ziskdme uzitim Pythagorovy véty

z ¢ehoz lze vyjadrit




Dosazenim do vyrazu pro objem kulové tsece ziskame

v v (3p* 4 3v° o) = m? (3p° 4302 — 207 _ T 302 1 )

3 2v 3 2v 6
Povrch kulového vrchliku (pfipadné kulové usece) vypoéitdme podobné jako povrch koule — v uzitém
integralu pouze zménime meze
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Kulova vrstva a kulovy pas

Kulova vrstva je ¢ast koule, kterou muzeme z koule oddélit poté, co jsme ji protali dvéma
rovnobéznymi rovinami p a o. Kulova vrstva mezi témito rovinami lezi, jedna se o téleso.
Kulovy p4s je plocha, kterou je kulovd vrstva omezena (bez obou pifslugnych kruhu).
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Vypocet objemu kulové vrstvy provadime analogicky jako vypocet objemu koule, opét ale musime
zménit meze. Oznacme v vysku kulové vrstvy. Ma-li dolni mez hodnotu a, bude horni mez urcena
vyrazem a + v.

a3+3a2v+3avz+v3
a+v LL’3 a+v (a + U)3 a3
V = 7T/(’r’2—.7j2)d$:ﬂ' rlr — — =n|r?a+v) - —————— —7rPa+ — | =
3], 3 3

a

3 3 3 3
2 2 a 2 2 U 2 a 2 2 2 U
= 7nw|(ra+rv——-av—av ———ra+ — | =7|r°v—a’v—av’ — —
( ; 5o )=x )
Ziskany vyraz upravime uzitim Pythagorovy véty ve tvaru

r? = pi+ad,

kde p; oznacuje polomér ,spodniho® kruhu, kterym je kulova vrstva omezena.
Po dosazeni bude
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Pro dalsi ipravu uzijeme Pythagorovu vétu
r? = p3 + (a+0)?,

kde py oznacuje polomér ,horniho“ kruhu omezujiciho kulovou vrstvu.
Porovnanim pravych stran v uvedenych rovnostech ziskdme

pi+a® = ps+ (a+v)”

Upravou lze vyjadiit a jako
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Potom konec¢né dopocitame objem V tak, ze
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Objem kulové vrstvy tedy spoc¢itdme podle vzorce
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Povrch kulového pésu (pfipadné kulové vrstvy) spocitdme snadno

a+v
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Kulova vysec

Kulova vysec je téleso, které vznikne sjednocenim kulové tsece a rotacniho kuzele, jehoz vrcholem
je stied koule. Ptitom je podstavnd kruznice rotacniho kuzele zaroven ,hrani¢ni“ kruznici omezujici
kruhovou tsec.

Nézorné si kulovou vyse¢ muzeme piedstavit jako kournout s kopeckem zmrzliny.
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Objem kulové vysece ziskdme souc¢tem objemu rota¢niho kuzele a objemu kulové tsece.
Pro objem rotacniho kuzele plati znamy vztah

kde 7 oznacuje polomér podstavy kuzele a v je vyska kuzele.
Platnost tohoto vzorce odvodime pozdéji.



Objem kulové tsece jsme vyjadfili vatahem
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pricemz p je polomér podstavy kulové dsece a v je jeji vyska.

Oznacuje-li 7 polomér koule, je vyska kuzele © rovna hodnoté v = r — v a polomér 7 podstavy
kuzele je totozny s polomérem p podstavy kulové tusece, takze je ¥ = p.

Pak je objem kulové vysece roven
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Pro dalsi upravu uzijeme Pythagorovu vétu ve tvaru
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Objem kulové vysece lze tedy spocitat vzorcem
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Rotacni kuzel a jeho cast

Rotaéni kuzel

Podstavou rota¢niho kuzele je kruh se sttedem .S a polomérem r, osa rota¢niho kuzele je kolma na
rovinu podstavy, oznac¢me v jeho vysku, tj. délku tsecky SV.
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V soufadném systému (0,x,y) urc¢eme rovnici piimky p, jejiz rotaci kolem osy z rotaéni kuzel
vznikne.

Pifmka p prochézi bodem [0;0]. Proto mé jeji rovnice tvar y = k - x, kde k je smérnice piimky
a plati, ze k = tga.

Protoze pifmka p déle prochdzi bodem [v;7], je k = L.
Rovnice piimky p je tedy

,
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v



Ptitom uvazujeme, ze kolem osy x rotuje pouze ¢dst primky p — isecka — jejimz kolmym prumétem
do osy z je interval (0, v).

Potom spocitame objem rotacniho kuzele

v
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Plati tedy znamy vzorec pro vypocet objemu rota¢niho kuzele

V= §7TT2’U

Povrch rotaéniho kuZele ziskame souétem obsahu jeho podstavy (= 7r2) a obsahu plasté.

Odvodime pouze vzorec pro vypocet obsahu pldsté rotaéniho kuZele ve tvaru

S =7rs

kde s je délka povrsky rotacniho kuzele.
7 rovnice primky p nejprve ur¢ime 1. derivaci
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nebot jsme uzili Pythagorovu vétu ve tvaru

a poté spocitame
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Komoly rotacni kuzel

Komoly rotaéni kuzel je ¢ast rotacniho kuzele omezena dvéma rovnobéznymi rovinami, které
jsou kolmé na osu kuzele.

Nejprve uréime rovnici ptimky p, jejiz rotaci kolem osy = komoly
y rotaéni kuzel vytvoiime.

Pi{mka p prochézi dvéma body [0;71] a [v; 73],

T2
o1 kde r1 je polomér ,spodni“ podstavy,

79 je polomér ,horni“ podstavy
a v je vyska komolého kuzele.

Konstanty k a ¢ v rovnici y = kx + ¢ ptimky p

dopocitdme dosazenim uvedenych bodu,
v . ro — 7T
takze je g =71 a 19 = kv 4+ 11, odkud k = 2 L

v

Ptimka p je tedy popsana rovnici
To —T1
y=——:-z+17r



Ptitom kolem osy x rotuje pouze usecka vymezend na piimce p tak, aby jejim kolmym prumétem
do osy « byl interval (0, v).

Objem komolého rotacniho kuzele je
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Je tedy
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Povrch komolého rotaéniho kuzele je roven souc¢tu obsahti jeho podstav (7r? a 7r2) a obsahu
plaste.

Odvodime pouze vzorec pro vypocet obsahu pldsté komolého rotaéniho kuZele ve tvaru

S =m(ry +12)\/v2+ (r1 —12)?

Nejprve spocitame 1. derivaci funkce, kterou je urcena piimka p
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Pritom jsme uzili vzorec
2 .2
ry—r;=(ra—r1)(ra +71)

a je také zrejmé, ze plati
(7‘2 - 7‘1)2 = (7"1 - 7"2)2

Rotaé¢ni valec

Urcit objem a povrch rota¢niho vélce je v porovnani s predchozimi vypocty uz snadné.

Yy

rotaéni
vélec r

Valec vznikne rotaci ptimky p kolem osy x. Ptimka p je s osou x rovnobézna a protina osu y v bodé
[0; 7], je tedy urcena rovnici y = r.
Ptitom kolem osy x rotuje pouze isecka na piimce p, jejimz kolmym prumeétem do osy z je interval
(0;v).
Objem rotacniho valce spocitame
v
v
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Povrch rotaéniho valce je roven souétu obsahii obou podstav (= 2-7r2) a obsahu plasté. Od-
vodime vzorec pro vypocet obsahu plasté rotaéniho vdlce.

1. derivace funkce, kterd urcuje pfimku p, je v’ = 0.

Spocitdme vyraz

Vity?2=v1+0=1

Pak je
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Anuloid

Uvazujme kruznici k se sttedem S a polomérem R ve vodorovné roviné. Ve svislé roviné, kterd
prochézi bodem S, necht lezi kruznice I se stiedem O a polomérem r. Pfitom stied O necht je
bodem kruznice k. Jestlize se bod O bude pohybovat po kruznici k, vytvori kruznice [ anuloid.

Nézorné si anuloid muzeme piedstavit jako nafukovaci plavaci kruh.



anuloid

Pro objem a povrch anuloidu plati nasledujici vztahy:

V =27%r2R P =47%rR

Jejich platnost odvodime tak, ze si predstavime, ze anuloid podél kruznice [ ,rozifezeme* a natah-
neme ho do vélce. Objem a obsah plasté takto vytvoreného valce bude stejny jako objem a povrch
anuloidu.

Podstavou valce je kruh s hrani¢ni kruznici [ a vyska vélce v je rovna délce kruznice k, je tedy
v =27R.

Pak je
V =ar2v =7r? - 27R = 27%r2R
P =2mrv=2nr-2rR = 47%rR

Pravdivost pfedchozi Gvahy si muzeme demonstrovat na zjednoduSeném piikladé, kdy mezikruzi
natdhneme do obdélnika a porovname jejich obsahy.

2r

Obsah mezikruzi je
S=mn(R+r)*—n(R—r)>=m[R*+2Rr+r* — (R* — 2Rr +r*)] = 4nRr
Obsah obdélnika je S = 27 R - 2r = 4w Rr, takze vidime, Ze se skutecné sobé rovnaji.

Zavérem pridejme jesté poznamku tykajici se objemu kosého kuzele.

Uvazujme kosy kuzel, jehoz podstavou je kruh o poloméru r v pudorysné 7. Vyska v kuzele je
vzddlenost jeho vrcholu V' od pudorysny 7, tj. v = [V41 V], kde V; je pudorys bodu V.

Pro objem kosého kuzele zustava v platnosti vztah

1
V= Zmr?v

3




To lze zduvodnit pomoci zjednodusené analogie, kdy vSechny trojihelniky se zakladnami délky a,
av
umisténymi na piimku p, a vrcholy lezicimi na pfimce ¢, ¢ || p, maji tentyz obsah S = > kde v

je vzdélenost piimek p a q.
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